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Feuille Réduction des endomorphismes

1. Soient E un espace vectoriel de dimension n sur un corps K, u© un endomorphisme de E et P un
élément de K[X]. On note o(f) I'ensemble des valeurs propres de f.

(a) Montrer que P(o(f)) C o(P(f)) et vérifier sur un exemple que cette inclusion est stricte en
général.
(b) Si P(f) =0, montrer que toute valeur propre de f est racine de P.

(c) On suppose maintenant que K = C. Soit 4 € o(P(f)). En utilisant la décomposition
du polynéme P — p en facteurs irréductibles sur C, montrer qu’il existe A € o(f) tel que
= P(\). En déduire que P(o(f)) = a(P(f)).

2. Déterminer le polynoéme minimal de

011
A=11 0 1
0 01
En déduire A=1, A3 A3 .
1 1 0
3. Calculer, a 'aide du théoreme de Cayley-Hamilton, 'inverse de la matrice A= [—1 0 0
2 0 -1
210
4. Soit A= |2 2 1| . Montrer que —A3 + 542 —6A + 3] =0 et en déduire A"
1 01

5. Déterminer, dans chacun des cas suivants, les polynomes caractéristique et minimal et préciser si
la matrice est diagonalisable.

01 2 ~1 1 1 3 2 -2 3 -1 1
1o02/,/1 =1 1],[-10 1],2 0 1
1 20 1 1 -1 1 1 0 1 -1 2

6. Utiliser la réduction en blocs pour trigonaliser la matrice suivante:

1 -1 2 -2
0 0 1 -1
1 -1 1 O
1 -1 1 0

7. Déterminer, dans chacun des cas suivants, les polynomes caractéristique et minimal, les pro-
jecteurs spectraux et la décomposition spectrale de f , f étant un endomorphisme de R™ de
matrice dans la base canonique:

31 -1 3 01
2 2 —1| 211,[?(1.
2.2 0 ~1 11



8.

10.

11.

12.

Déterminer, dans chacun des cas suivants, les polynomes caractéristique et minimal, les pro-
jecteurs spectraux et la décomposition spectrale de f , f étant un endomorphisme de R" de
matrice dans la base canonique:

0O 1 0 2 2 =2 01 1 210
o o 1| , |14 -2, |1o0o1] , |o11
-1 1 1 1 0 2 1 10 011
Considérons la matrice suivante:
6 —6 5
A=|[—-4 -1 10
7 —6 4

(a) Déterminer les polynomes caractéristique et minimal, les projecteurs spectraux et la décomposition
spectrale de A.

(b) Déterminer la suite d’éléments de R?, (@, Yn, 2n))n>0 vérifiant pour tout n > 0

Tpni1 = 6x, — 06y, + 5z,
Yne1 = —4z, —y,+ 10z, et xo=1,9y=1, zg = —b.
A+l = 71771 - 6yn + 4zn

Considérons les matrices suivantes:

0 0 10 2010 0 0 10
0 0 0 1 040 1 0 0 0 1
A= 0 -1 1 1| A= 1020 , A= 0 -1 11
1 0 11 010 4 1 0 11

Déterminer les polynomes caractéristique et minimal, les projecteurs spectraux et la décomposition
spectrale de A. Calculer A™ pour tout n > 1.

Soit f un endomorphisme nilpotent d’ordre k sur un espace vectoriel de dimension n. On choisit
a € E tel que f*'(a) # 0. Montrer que la famille {a, f(a),..., f*!(a)} est libre. Si k =n, en
déduire 'existence d’une base de E dans laquelle la matrice de f est tres simple.
Application: soit g ’endomorphisme de R3 représenté dans la base canonique par la matrice
1 01
0 11
-1 11

e QT Sy—
— = O

1
Déterminer une base dans laquelle g est représenté par la matrice |0
0

Soient f, g éléments de £ (R?) dont les matrices par rapport & la base canonique s’écrivent

1 0 O 0 1 1
A=10 0 -1 et B=|-1 1 -1
01 2 1 1 3

(a) Montrer que fog=go f.
(b) Déterminer les sous espaces vectoriels propres de f et g.
(¢) Prouver l'existence d’une base de R? dans laquelle f et g sont simultanément triangulaires.



13. (a) Soient A et B deux matrices semblables de M,,(C) et P € C[X]. Montrer que les matrices
P(A) et P(B) sont semblables.

(b) Montrer que deux matrices semblables ont méme polynéme minimal.

(c) Montrer que les deux matrices suivantes:

o O O O
o O OO
o O OO
o O OO
o O OO

0
0
1
0

oS o O
S O O

ont méme polynome caractéristique et méme polynéome minimal. Qu’en déduit-on?

14. Soit u,, un endomorphisme de R? de matrice par rapport & la base canonique :

1+m 1-m _ 14m
2 2 2
1-m 14m 1+m
2 2 2
0 0 m

a) Déterminer, suivant les valeurs de m € R, les polynomes caractéristique et minimal de .

b) Déterminer pour quelles valeurs de m, u,, est diagonalisable et déterminer une base de vecteurs
propres.

¢) Quand wu,, n’est pas diagonalisable, déterminer les projecteurs spectraux et la décomposition
spectrale de u,,.

15. Soient A € M,,(C) et A € C. Montrer que X est la seule valeur propre de A si et seulement si
A — M, est nilpotente.

16. Soit E l'espace vectoriel des suites réelles. On note u ’application de F dans E qui a une suite
x associe la suite y définie par y,, = x,,.1. Montrer que u est linéaire et déterminer son noyau.
On note F' I'ensemble des suites x de E qui vérifient la relation

Tnt3 = —3:En+2 + 4:1:'”

i) Montrer que F est un sous espace de F stable par u. On note v la restriction de u a F.

it) Pour tout (a,b,c) € R montrer qu’il existe un unique élément x de F tel que zg = a, x; =
b, zo2 = ¢ . (On ne demande pas de calculer explicitement cette suite.)

On notera ey, 9, e3 les suites qui correspondent respectivement aux triplets (1, 0,0), (0, 1,0), (0,0, 1).
Montrer que ces trois suites forment une base de F' et déterminer la matrice de v dans cette base.
Vérifier que le polynome P = X3 + 3X? — 4 est le polynome caractéristique de v.

i7i) Montrer que F coincide avec le noyau de 'endomorphisme P(u). Soit A une racine de P de
multiplicit? r. Montrer que N = Ker(u — AId)" est contenu dans F. Quelle est la dimension
de N7 Soit ¢ un entier tel que 0 < ¢ < r. Montrer que la suite (\" n?) appartient 7 N.

iv)A T'aide de ce qui précede, déterminer toutes les suites de F'.

17. Déterminer les formes réduites de Jordan des matrices suivantes

3 1 0 1 a a (1) ? g 174

A= -4 -1 0 i Ay = -1 1 -1 i Az =
4 -8 -2 1 0 2 00 27
000 2



