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| Correction du probléme 1 |

Exercice 1. Soit F un espace vectoriel sur R et H un sous-espace vectoriel de F.

(1)
(2)

(3)

(facile) utilise le fait que H est un s.e.v.

Si m(z) = w(y) alors x + H = y+ H donc x € y+ H ie. il existe h € H tq
x=y+hdouz—y € H. Réciproque: six —y = h; € H alors vt + H =
y—+hy+ H =y+ H car 'application h — h+ hy; de H dans H est une bijection
(*).

D’apres ce qu'il précede, on peut choisir un autre représentant =’ de p = m(x)
ssi ' —x € H. 1l faut donc commencer par vérifier que la somme est bien
définie indépendamment du représentant. Notons p = 7(z) et ¢ = m(y). Soient
2y tqp=m(2) et ¢ =7(y) alors . = 2’ + hy et y =y + hy avec h; € H. On
a

(x+H)®y+H)=@+y)+H=2"4+y +hi+hy+ H=

'ty +H=0"+H)® Y + H)

car 'application h — h + hy + ho de H dans H est une bijection. La somme
est donc bien définie. La vérification de (E/H,@®) est un groupe commu-
tatif est élémentaire et résulte de la méme propriété de (FE,+). Le produit
extérieur A ® (z + H) = Az + H est bien défini car ne dépend pas du choix du
représentant. En effet, si z et 2’ sont dans la méme classe alors ' = x + hy et
'+ H = Nx+h))+H = A x+Ah+H = v+ H par 'argument (*) ci-dessus.
Les autres propriétés d’e.v proviennent aussi du fait que (E, +,.) est un espace
vectoriel et sont faciles a vérifier. Ainsi (E/H,®,®) est un espace vectoriel.
On notera e 'élément neutre de £/ H pour laloi . Onan(0) =0+H = H =e.

L’application 7 : £ — FE/H est linéaire surjective. La surjectivité provient
de la construction méme de I'application. En effet, un élément de F/H est un
sous-ensemble (affine) de E de la forme p = x + H pour un x € FE ainsi un
antécédant (naturel) de p est x et on a bien w(x) = x+ H par cette construction.
Nota: On notera que I’on a utilisé une minuscule p pour nommé le sous-ensemble
x+ H C E. La raison est que p = x + H est vu comme un élément dans E/H
dans toute la suite. Pour rendre concret 1’ensemble '/ H, prennons un exemple:
si E=R%?et H=TR x {0} alors (z1,y1) — (22,2) € H ssi y; = y» et la classe
(x1,11) + H est la droite horizontale d’équation y = y;. L’ensemble des classes
E/H est donc I'ensemble des droites horizontales pour cet exemple.

La linéarité: soit z,y € E et \,u € R. On a 7(Ax + py) = \ov +uy + H =
MNe+H)+(py+H)=Ne+H)+puly+H) = AIr(x)+pr(y) car H+ H=H
et aH = H en temps qu’ensembles.
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A partir de maintenant, on suppose de plus que (E,||.||) est un e.v.n. et que
H est un s.e.v fermé de E.

(5) On pose N(p) = N(w(z)) = infpey ||z — || pour p=n(z) € E/H.

(a)

N(p) est bien définie indépendamment du représentant x € E dep € E/H.
En effet, soit 2’ un autre représentant p = w(x) alors @’ = x + hy,hy € H
alors infrepy ||z’ — h|| = infrem ||z — (b — h)|| = infpem ||z — h|| par
largument (*).

Soit x = 0 alors N(e) = N(w(0)) = infpen [|0 — A|| = ||0 — 0] = 0.
Réciproque: si N(p) = 0 alors infpepy ||z — h|| = 0. Il existe une suite
h, € H tel que lim, ||z — h,|| = 0. Ainsi x € H car H est fermé. Donc
p=mn(x)=H=e. DouN(p)=0&p=e.

Soit p = w(x),q = w(y) € E/H. Alors N(p + q) = N(w(z +y)) =
infheH Hx+y — hH < infhl’hQEH Hl’ +y— (hl + hg)” car hl -+ hg € H. Dou
N(p+q) < infp em ||z —hi||+infp,em ||y —he|| = N(p)+ N(q) par inégalité
triangulaire sur F et I'indépendance des choix hy, hs.

Soient p = w(x) € E/H et A € R*. N(\p) = N(A\n(x)) = N(n(\z)) =
infrey || Ax — h|| = infypen || Az — AB|| = || infrey ||z — h|| = |AN(p) car
AH = H en temps qu’ensembles. On a donc N(Ap) = |A|N(p) pour A € R
(le cas A = 0 est clair) et ainsi IV est une norme sur £/H.

7 est continue et ||| < 1. On a N(m(z)) = infrepy ||z — h|| < ||z]| avec
h = 0. D’ou le résultat : 7 est continue et ||7|| = sup{N(7(zx)),||z|| <
1} <1,

Montrons que si H # E alors ||x|| = 1. Soit x € E'\ H alors N(w(x)) >0
sinon N(m(x)) = 0 donc w(x) = e = H (car N est une norme) ainsi z € H.

7(x)

Contradiction. On pose p = N (e)) alors N(p) = 1. On pose y =

N(ﬂg'c(w))
ainsi p = m(y). On a1l = N(p) = infyepy ||y — h||. Donc il existe une
suite h, € H telle que 1 = lim, ||y — hy,||. On pose y, = y — h,, alors
lim,, ||y,|| = 1. On a, pour tout n,

N(m(yn))
— i < |xll.
||y
Or N(7(yn)) = N(7(y — hn)) = N(7(y)) = N(p) = 1. D’on,
1
< ||=|].
[yl
En passant a la limite sur n, 1 < ||x|| puis ||7|| = 1.

On note B(a, R) la boule de centre a € E et de rayon R > 0 dans E pour la
norme ||.|| et A(m(a), R) la boule de centre w(a) € E/H et de rayon R > 0



(6)

dans E/H pour la norme N.

(d) Montrons que 7 (B(a, R)) C A(m(a), R). Soit © € B(a, R), montrons que
n(z) € A(m(a), R). En effet, on a

N(n(z) —m(a)) = N(x(x — a)) <[z —al| < R.
Réciproquement, soit p = 7(y) € A(w(a), R) i.e.
N(n(y) = m(a)) = N(n(y —a)) < R

i.e. infrepy [|[y—a—h|| < R. Donc il existe hy € H tel que |[y—a—ho|| < R.
On pose © =y — hg, on a p = w(y) = m(x) et ||z — a|]| < R. Ainsi p est
I'image par 7 de z € B(a, R) i.e. A(w(a),R) C 7w (B(a, R)).

(e) Déduisons-en que I'image d’un ouvert de E par 7 est un ouvert de £/H (On
dit que Uapplication est ouverte). Soit Q un ouvert de (F, ||.||. Montrons
que 7(£2) est un ouvert de I'espace métrique (E/H,N). Soit p € m(Q)
alors il existe par surjectivité x € € tel que 7(z) = p et puisque Q) est
ouvert un R > 0 tel que B(z,R) C €. Par la question 5)d), puisque
n(B(z,R) C ©(2) alors A(p, R) = A(n(z),R) C 7(£2). Donc 7(€) est

ouvert.

On suppose que (E,||.]|) est un espace de Banach (H est toujours supposé
fermé). Montrons que (E/H, N) est un espace de Banach. On utilise le critere
suivant: (E/H, N) est un espace de Banach ssi toute série normalement con-
vergente est convergente.

Soit )’ p,, une série normalement convergente dans (E/H, N)ie. > N(p,) <
oo. Montrons que ) p, converge dans (E/H, N).
Il existe une suite z, € E telle que 7(z,) = p,. Il existe une suite h,, € H telle
que
N(pn) < |[an = hal| < N(pa) +27".

On pose yp = &n—hy alors N(pn) < ||yn|| < N(pn)+27" et pp = 7(2n) = 7 (yn)-

On a
D gl €Y N(p) +27" < o0

qui converge. Ainsi )y, est une série qui converge normalement dans le Ba-
nach (E,||.||) donc elle converge. On note y = > y,. Puisque 7 est continue
linaire m(y) = w(limg 3¢ y,) = limg S2F_ w(yn) = limg 32 po. Ainsi
> . Pn converge dans (E/H, N).

Réciproquement, supposons que H est un espace de Banach pour la norme
induite ||.|| de E sur H et que (E/H, N) est un espace de Banach, montrons
qu’alors (E, ||.]|) est un espace de Banach. Soit (x,,) une suite de Cauchy dans £
alors (m(z,)), est une suite de Cauchy dans (E/H, N) car N(m(z,) —7(zy)) <
||z — @pm||. Puisque (E/H,N) est un espace de Banach, 7(z,) converge vers



un p € E/H. Soit x € F tel que p = w(x) alors lim,, N(m(z,) — 7(z)) = 0.
Donc pour tout € > 0, il existe N € N tq Vn > N, N(n(z, — x)) < ¢ ie.
infrepy ||z, — 2 — h|| < e. Donc il existe h, € H tq ||z, — 2z — h,|] < 2e.
Montrons que (hy,,) est de Cauchy dans H, on a:

hn — bl < |2 — 2 — Byl + [|m — 2 — h|| + |20 — 2| <26+ 26+ ¢

pour n, m assez grand. Puisque H est complet (h,) converge vers un h € H.
On a

l|zn —x = h|| <||zn — 2 = ha|| +||h — hal] <26+ ¢
pour n assez grand. La suite x, converge donc vers x + h. E est un Banach.

Exercice 2. Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe une forme linéaire L,
continue sur /*°(N), telle que pour tout x = (x,,) de ¢*°(N), on ait
liminf(z,) < L(z) < limsup(z,) (C).
n n
puis d’en déduire une conséquence en terme de dualité. Rappel: (>°(N) est Iespace
des suites réelles bornées sur N.

(1) Supposons qu'un tel L vérifie la condition (C) ci-dessus. Que vaut L(z) pour
x appartenant au sous-espace des suites convergentes de *°(N)? Soit (x,) une
suite convergente alors lim, z,, = liminf,(z,) = limsup,(z,) donc L(z) =
lim,, (z,,).

(2) On pose pour z € {*°(N), p(x) = limsup,,(x,). Montrons que p est une jauge.
Rappel: (x,) un suite de (>°(N) alors la suite est magjorée et minorée donc la
limsup eziste (la liminf aussi pour la méme raison). En effet, il existe M > 0
fini tq pour tout k € N, —M <z, < M. Donc pour tout n € N,

—M <supzp < M.
k>n
La suite b, = supys, ox est décroissante et minorée donc convergente. Par
définition, lim sup, (z,) = lim,, (sup;>, k).

Soient x = (z,,) et y = (y,) deux suites de (*°(N). On a pour tout k& > n,

(21 + yr) < supx, + Sup Y.
p> m2>n
d’ou
sup(zy, + yr) < Sup zp, + Sup Y.
k>n p>n m>n
Par passage a la limite sur n, p(z +y) < p(z) + p(y). Soit A > 0 alors
SUPp>y, (ATg) = Asupys, (zx). Par passage a la limite sur n, p(Az) = Ap(x).

(3) On cherche 'existence d’'une forme linéaire L, continue sur ¢>°(N),vérifiant la
condition (C). On a noté par (1), que sur le sous-espace vectoriel des suites
convergentes noté G, on peut définir g(z) = lim, x,,,x € G. 1l est facile de voir
que g est linéaire sur G. D’autre part g(z) < p(x),x € G (égalité en fait). Par
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le théoreme de Hahn-Banach analytique, il existe sur £ = (>°(N), une forme
linéaire L telle que sa restriction a G donne g et satisfaisant L(z) < p(z),Vx € £

i.e.

L(z) < limsup(z,).

n

On note que p(—z) = — liminf,(z,), ainsi pour tout = € E,

—L(z) = L(—x) < —limninf(xn).

Ceci implique (C).
(4) On note (€)' (N) = L(¢>(N),R) l’espace des formes (réelles) linéaires contin-
ues sur (> (N).

(a)

Soit y € ¢*(N), on pose f,(x) = Y o’ xny, pour x € (*(N). Montrons
que f € (€)' (N). On vérifie que f,(z) est bien défini. On a

0o
> lznynl < l2l]solly] -
n=0

ol ||z||ee = sup,, || et ||z]|[1 = D ", |yn]. La série est absolument con-
vergente donc convergente: f,(x) est bien défini. II est facile de vérifier
la linéarité (Regles sur les séries convergentes). La continuité résulte de

fy(@)| < 22050 [%nynl < l2lloollyll. Dot f, € (€)' (N) et [|fyl] < [lyl]1
On montre en fait que

Ll = Tyl
en remarquant que pour x, = sgn(y,) = 1 si y, > 0 et x,, = sgn(y,) = —1
si y, > 0 (0 sinon) alors x € £*°(N), ||z|lxc = 1 (si y non nul), f,(z) =
2 oneo [ynl = [lyl]1-

Montrer qu’il existe g € (£*)'(N) tel que g # f,(z) pour tout y € ¢(N).
Réponse: L convient. En effet, supposons qu’il existe y € ¢}(N) tel que
fy = L. En particulier, pour tout suite convergente = = (z,,),

fylz) = anyn = L(x) = limx,,.

Fixons k € N, on pose © = (x,,) avec z,, = 0sin # k et x = 1 (On pourra
noter ey cet ). On a y, = f,(x) = L(z) = lim, z,, = 0 pour tout k € N.
Donc y =0 et L = f, = 0. Contradiction car L n’est pas nulle sur G (ex.
x = (1), suite constante égale a 1 alors L(z) = 1).

Conclure en terme de dualité. On a montré que ¢!(N) est inclus (isomor-
phisme isométrique) dans (¢*°)(N) (al'aide de y — f,) mais I'inclusion est
stricte par (4)(b). Ainsi le dual (¢*°)'(N) ne s’identifie pas a ¢!(N). Ceci
n’est pas contradictoire avec le cours qui dit en particulier que le dual de
(P(N) est (1(N) avec % + % = 1 mais pour p < oo ! A



