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Chapitre 1

Introduction

1. Programme

1.1. Alécrit.

(D

(2)

3)

(4)

)

(6)

()

(8)

9)

(10

Définition d'un espace probabilisé : événements, tribus, mesure de probabilité.
Indépendance d’événements et de tribus. Loi du 0-1, lemmes de Borel-Cantelli.

Probabilités conditionnelles : définition, formule des probabilités totales et théo-
reme de Bayes.

Variables aléatoires, loi d’'une variable aléatoire : 1oi discrete et loi absolument
continue. Fonction de répartition et densité.

Exemples de variables aléatoires : variable de Bernoulli, binomiale, de Poisson,
uniforme, exponentielle, de Gauss.

Espérance et variance d'une variable aléatoire a valeurs réelles, théoreme de
transfert.

Indépendance de variables aléatoires. Loi conditionnelle d'une variable par rap-
port a une autre.

Transformations exponentielles de lois : fonction caractéristique, transformée
de Laplace, fonction génératrice. Liens avec I'indépendance et la convolution,
application aux sommes de variables aléatoires indépendantes.

Convergences de suites de variables aléatoires : en probabilité, dans L”, presque
strement, en loi.

Inégalité de Markov, inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Loi faible des grands
nombres, applications en statistiques.

Théoreme de Lévy, théoréme central limite, applications en statistiques.

1.2. Aloral.

(1

(2)

3)

(4)

)

Utilisation de lois usuelles pour modéliser certains phénomenes aléatoires.
Exemples : temps d’attente ou durée de vie, erreurs de mesure, sondages. ..
Méthodes de simulation de variables aléatoires.

Chaines de Markov a espace d’états finis. Classification des états. Convergence
vers une loi stationnaire (théoreme ergodique et théoreme central limite ad-
mis). Chaines de Markov homogenes a espace d’états dénombrable, transience,
récurrence positive ou nulle, exemple de la marche aléatoire simple.

Lois de Poisson, exponentielle et Gamma, construction et propriétés du processus
de Poisson sur R,.

Espérance conditionnelle, définition des martingales, temps d’arrét. Exemples
d’utilisation des théorémes de convergence presque siire et L? des martingales a
temps discret.

Echantillons, moments empiriques, loi et fonction de répartition empiriques.

5



6 1. INTRODUCTION

(6) Applications des théorémes de convergences a I'estimation (lois des grands
nombres, théoreme central limite, utilisation du lemme de Slutsky). Définition et
construction d’intervalles de confiance.

(7) Estimation paramétrique. Estimation par maximum de vraisemblance : définition
et exemples.

(8) Vecteurs gaussiens : définition, simulation en dimension 2, théoréme de Cochran.
Théoreme central limite dans R”.

(9) Modele linéaire gaussien : calculs par moindres carrés, régression linéaire simple
ou multiple, exemples d'utilisation.

(10) Tests paramétriques (test du rapport de vraisemblance). Tests d’ajustement (tests
du y?, tests de Kolmogorov-Smirnov). Exemples d'utilisation.

2. Modélisation

La modélisation mathématique est I’articulation entre un phénomene physique, biolo-
gique ou autre et des objets mathématiques. On cherche ainsi a capturer les comporte-
ments observés ou supposés par des mécanismes mathématiques.

Un bon modele mathématique a donc deux qualités antinomiques : il est suffisamment
complexe pour bien décrire les phénomenes observés et suffisamment simple pour se
préter a une étude mathématique précise. Le mathématicien aura ainsi plutot tendance
a proposer un mécanisme tres simple avant de le confronter aux données. S’il y a une
adéquation acceptable, c’est gagné! Dans le cas contraire, il faudra prendre en compte
certains de phénomenes précédemment négligés.

Un bon exemple de cette démarche est la description des interactions entre solides. Pour
expliquer la marche des planetes (et méme découvrir Pluton) et calculer les coefficients
de marée, la mécanique newtonienne suffit. Pas besoin donc d’aller chercher plus loin.
Elle doit pourtant étre abandonnée au profit de la relativité pour décrire I'évolution des
infiniment grand et petit. Cependant, il est totalement superfétatoire d’utiliser la relativité
pour calculer les coefficients de marée.

Un autre exemple classique est la loi de Hardy-Weinberg en génétique des populations
(voir le chapitre 10). Toutes les hypotheses permettant d’établir cette loi d’évolution sont
clairement irréalistes dans une population réelle. Cependant, elle est tres souvent vérifiée
(par exemple entre gauchers et droitiers ou pour les groupes sanguins). Ainsi, si un test
statistique (voir le chapitre 10) permet de remettre en cause la loi, c’est qu'un mécanisme
biologique tres fort est a I’ceuvre (mutation, sélection, immigration...).

3. Simulation

La simulation est un passage obligé de I'épreuve. Elle peut se faire avec n'importe lequel
des logiciels disponibles le jour de I'épreuve. Notons que depuis la session 2015, seuls des
logiciels libres sont utilisables. Ce cours est illustré par des programmes en Scilab.

Les notions de programmation nécessaires a I’épreuve de modélisation sont assez mo-
destes. Il faut maitriser les boucles (for et while), la création de fonctions, la génération de
nombres aléatoires et I'affichage de courbes.

Dans la mesure du possible, il est bon de proposer des simulations dans lesquelles on
peut faire varier les parametres pour illustrer les différents comportements possibles du
modele.

Dans le chapitre 2, quelques commandes de base sont passées en revue. Tout au long
du fascicule, des simulations illustrent les résultats théoriques. Les fonctions utilisées
pour réaliser ces figures sont a votre disposition et peuvent servir d’exemples. Au fur et a
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mesure de la lecture, il est conseillé de réfléchir a une fagon d’utiliser la simulation pour
accompagner les théoremes étudiés, et de prendre le temps de les implémenter pendant
la préparation : I'utilisation d’un logiciel nécessite un peu d’habitude pour pouvoir s’en
servir pendant la préparation a I’oral sans perdre trop de temps...

Une autre remarque importante sur I'utilisation de ce fascicule est qu’il n’est pas né-
cessaire de le lire linéairement : la partie « Statistique » (Chapitres 7 a 11) est en grande
partie indépendante de la partie « Probabilités » (Chapitres 3 a 6). Inversement, la notion
d’estimateur d’'un parametre, notion clef de statistique inférentielle, apparait assez tot
dans le document, bien qu’elle ne soit définie qu’au chapitre 7. Le lecteur ne doit donc pas
hésiter a s'investir dans ces diverses parties, et dans I’apprentissage de Scilab, en paralléle.

4. Deux mots sur 'épreuve

Commencons par rappeler que les rapports de jury des années précédentes (en ligne sur le
site de I'épreuve www.agreg.org) apportent de nombreuses informations sur I’organisation
de I’épreuve, les attentes du jury et les erreurs a éviter.

Lépreuve de modélisation dure une heure aprés quatre heures de préparation. C’est a la
fois long (il faut arriver a garder une concentration et une efficacité importantes pendant
cing heures) et court (découvrir un texte, une situation nouvelle et construire un exposé
cohérent dans la foulée n’est pas une mince affaire). Comme pour les autres épreuves,
I’entrainement est capital. Il est également tres important pour le candidat d’avoir le
soutien de quelques livres couvrant le programme (il est parfois nécessaire de réviser les
hypotheses de certains théorémes ou de se remémorer une définition classique) : nous
fournissons pour cela une bibliographie étoffée a la fin de ce cours.

En début d’épreuve, le candidat tire deux textes. Contrairement aux deux autres épreuves
orales (ou I'on sait vite quelle est la lecon la plus favorable), il est face a I'inconnu. Il est
important de prendre dix a quinze minutes pour explorer un peu en détail les DEUX textes
avant de faire son choix. Encore une fois, découvrir un texte et « entrer dedans » s’apprend.
Il est important de répéter cet exercice régulierement (de nombreux textes sont en ligne
sur différentes pages de préparation a I’agrégation et sur le site de I'épreuve).

La plupart des textes sont fortement « teintés » probabilités ou statistique. Tous les cou-
plages sont possibles. Il ne faut donc pas faire d’impasse sur I'un ou 'autre des pans du
programme. D’autant plus que le jury, dans la partie questions, interrogera le candidat sur
des notions qui n'ont pas nécessairement été abordées dans I’exposé.






Chapitre 2

Simulation de variables aléatoires

Un des enjeux importants des probabilités appliquées est de pouvoir simuler grace a un
ordinateur I'aléa présent dans les modeles et notamment (nous verrons pourquoi dans la
suite) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme sur [0, 1].
Ceci est impossible pour plusieurs raisons : I’ordinateur ne manipule qu'un nombre fini
d’entiers et ne peut exécuter que des algorithmes déterministes. Il est toutefois possible
de construire des suites récurrentes sur un ensemble fini qui ressemblent de maniere
satisfaisante a la suite cherchée. L'un des algorithmes les plus efficaces est le Mersenne
Twister (sa période est notamment de 21997 — 1),

Dans la suite, nous supposerons toujours disposer d'une suite (Uy),>; de variables aléa-
toires indépendantes de méme loi uniforme sur [0, 1].

1. Inversion de la fonction de répartition

Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F définie par F(x) = P(X < x)
pour x € R.

La fonction F est croissante, continue a droite, admet en tout point une limite a gauche et
le nombre de points de discontinuité de F est fini ou dénombrable.

La fonction F n’est en général pas une bijection mais, en tant que fonction croissante, elle
admet une fonction inverse généralisée F~ définie par

Vyel0,1], F (y)=inf{xeR; F(x) = y}.
Cette fonction coincide avec F~! lorsque F est bijective. La méthode de simulation, dite

d’inversion (sous-entendu de la fonction de répartition) s’appuie sur le résultat suivant.

PROPOSITION 2.1. Si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1], alors F~(U)
admet F pour fonction de répartition.

DEMONSTRATION. Comme F est croissante et continue a droite, on a, pour tout u €]0, 1]
(xeR; F(x)=u}=[F (w);+o0].

On en déduit que, pour u €]0,1[ et x € R, F~ (u) < x si et seulement si u < F(x). Par
conséquent
P(F (U)=sx)=P(U=<sFx)=F(x).
0J

EXEMPLE 2.2. On peut ainsi simuler des v.a. de loi exponentielle (de densité Ae=**1;,5)),

de loi de Cauchy (de densité 1/(m(1 + x2))), de loi de Rayleigh (de densité xe X/ 21{x>0}),
de loi de densité 2x 31 y>1;. ..

Remarquons que la proposition 2.1 admet une réciproque, mais sous des hypotheses plus
fortes, qui jouera un role essentiel dans I’étude de la fonction de répartition empirique et
des théoremes de Glivenko-Cantelli et Kolmogorov-Smirnov (voir le chapitre 8).

PROPOSITION 2.3. Si la fonction de répartition F d’'une v.a.r. X est continue, alors F(X) suit
la loi uniforme sur [0, 1].
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DEMONSTRATION. Comme F est supposée continue (donc continue a gauche), on peut
adapter I'argument précédent, en définissant F*(y) = sup{x € R; F(x) < y}, qui vérifie
cette fois-ci que, pour u €]0,1[ et x € R, x < F* (u) si et seulement si F(x) < u. Ainsi

P(F(X)<u)=P(X <F'(w)=F(F"(u)

et on conclut en remarquant qu’a nouveau par continuité de F, F(F*(u)) = u (on a plus
précisément F~1 (1) = [F~ (u); F* (u)], faire un dessin peut aider). 0

2. Simulation de lois discretes

La méthode d’inversion permet aussi de simuler les lois discretes. Commencons par des
mesures sur un ensemble fini {xi,..., xx}. En général (et c’est ce que fait Scilab), on se
place sur {1,..., k}.

EXERCICE 2.1. Soit = p106;,+---+ prOk une loi de probabilité sur {1, ..., k}. Montrer que
la variable aléatoire suivante a pour loi p :

X=luepy ¥ 21 pisu<piop} 0 T K py i pp U<ty

Pour simuler une variable aléatoire chargeant un ensemble dénombrable, on peut utiliser
I'exercice 2.1 al’aide d’'une boucle while. Du point de vue de 'efficacité algorithmique, il
est plus astucieux de renommer les points afin que les poids respectifs soient décroissants
(la boucle sera exécutée moins souvent en moyenne).

Cependant, pour certaines lois classiques, comme la loi géométrique ou la loi de Poisson,
il existe des astuces plus efficaces.

EXERCICE 2.2 (Loi géométrique). Si X suit une loi exponentielle de parametre A, quelle est
laloide [X] (ol [x] désigne la partie entiére de x) ? En déduire un algorithme de simulation
de la loi géométrique de parametre p €10, 1[ qui affecte a k € N* le poids p(1 — p)*~! grace
a une variable aléatoire uniforme sur [0, 1].

EXERCICE 2.3 (Loi de Poisson). Soit (T%) =1 une suite de variables aléatoires indépendantes
de méme loi &£(1). On note Sy =0 et, pour n =1, S;, = Ty +--- + T;,. De plus, on définit
N=3%,1 (se<1}- Montrer que S, suit la loi Gamma de densité le~** (?nxl;!l 1{x>0; pour
n = 1. Montrer que {S,, < 1} = {N = n}. Calculer P(N = n). En déduire que N suit une loi de
Poisson de parametre A. On pourra se reporter au chapitre 5 pour la démonstration de ces

propriétés.

3. Etavec Scilab (premiers pas ?

Tous les logiciels de simulation posseédent un générateur de nombres aléatoires pour les
lois classiques. Pour Scilab, la fonction s’appelle grand (taper help grand pour une descrip-
tion des fonctionnalités). Attention, dans Scilab, les lois gaussiennes sont paramétrées par
leur écart-type et les lois exponentielles par leur espérance. La commande

histplot(30,grand(1,1000, exp’,2))

trace un histogramme de 30 classes pour un échantillon de taille 1000 de v.a. i.i.d. de loi
&(1/2).

Voici un petit guide pour se familiariser avec les commandes de base de Scilab sur les
matrices, I'affichage et les variables booléennes. Cette derniere notion permet d’éviter de
nombreuses boucles. Exécuter les commandes en suivant.

Fabrication manuelle d'une matrice (nuance avec ou sans le “;” final) :

M=[135;-261]

Extraction de la premiere ligne ou de la troisieme colonne :
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1=M(1, 1) ; c=M(:,3)
Transposée de M :

N=M’
Fabrication automatique d'un vecteur :

[0:0.1:2]
Fabrication automatique d'une matrice de zéros :

P=zeros(4,5)
»» Que fait la commande A=ones(M) ?
Suppression de la deuxieme colonne :

P(:,2)=[]
Fabrication d'une matrice par blocs :

x=[1 :2] ;P=[x 2*x;3*x 4*X]
»» Fabriquer une matrice 3 x 4 qui contient M en haut a gauche, x’ en haut a droite, x en
bas a gauche et [0 0] en bas a droite, en utilisant la construction par blocs.
»» Que calcule la commande s=ones(x)’*x?
»» Si x et y sont deux vecteurs (colonne), comment calculer leur produit scalaire ?
»» Affichage propre d'un résultat :

p=3.14; disp('une valeur approchée de pi = "+string(p)+’ au centieme pres.’)
»» Vecteurs booléens (pratiques pour trier) :

1=(M>2)
»» Expliquer la commande suivante :

x=[-2:.5:2];l=(x>-1 & x<1) ;x(1)=3.14; x
»» D’autres commandes a tester :

a=sum(x), a=mean(x), X.2, sort(x), -sort(-x), (x>0), M.2, M2
Rappel : pour créer et utiliser une fonction, taper le texte de la fonction dans un fichier
grace al’éditeur scipad de Scilab. Une fonction commence par function nom_fonction et
se termine par endfunction. Il est possible (et souhaitable) de mettre plusieurs fonctions
dans un méme fichier. La sauvegarde se fait avec un Controle-s et la compilation avec un
Controle-1. Dans la fenétre Scilab, appeler la fonction. Attention : si la fonction n’utilise
pas d’arguments, tapez nom_fonction().

4. Quelques théoremes limites

THEOREME 2.4 (Loi forte des grands nombres). Soit (X,),>, une suite de v.a.r. i.i.d. On
note X,, = (Xj +-+ X))/ n la moyenne des n premiers termes de la suite.

(1) Si Xj est intégrable alors (X,),», converge presque siirement versE(Xy).

) Si(Xy),=1 converge presque siirement vers a € R alors X est intégrable etE(X;) = a.

EXERCICE 2.4. Que font les commandes Scilab suivantes :

(1) plot2d(cumsum(rand(1,1000))./[1 :1000])

(2) plot2d([1:1000],cumsum(rand(1,1000))./[1:1000],4)

(3) clf(); plot2d(cumsum(-log(rand(1,1000)))./[1 :1000])

(4) plot2d([1:1000]’,cumsum(grand(1000,10, nor’,0,1),’r’)./([1 : 1000]*ones(1,10)))
EXERCICE 2.5. Illustrer le point 2 de la loi des grands nombres en simulant la suite des

moyennes empiriques pour des v.a. de loi de Cauchy (grace a la méthode de I'inversion de
la fonction de répartition).
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THEOREME 2.5 (Théoréme limite central). Soit (X,),cn Une suite de v.a. i.i.d. de carré
intégrable. On note o* = E(X?) — E(X1)? la variance de X, . Alors

Vi(X, —E(X)) —f}; N (0,0).

1 n 4e-01
0.8 o |
1 3e-01
0.6 L
M 2e-01
0.4
] / M\ N JT
0

04— e o 0e00 +———<1

4e-01 4

L R p |
2 4 6 8
4e-01 )y JIIN
1 ) 3e-01 o
3e-01 o |
I I 2e-01 4
2e-01 i ’
R A %ﬁm‘ n
T T T 1 0e00 ' A T 1
-2 - - - 2 4 6

0e00 :

FIGURE 1. Histogrammes de 10000 réalisations de /n(X,, — 1) pour un
échantillon de loi £(1) pour n =1, n =10, n = 20 et n = 50 comparés a la
densité de laloi A7(0,1).

Pour la présentation de ces deux théoréemes fondamentaux, leurs démonstrations et
quelques applications, on pourra consulter le fascicule de probabilités.

5. Méthode du rejet

Trés souvent se pose le probleme de simuler des variables de loi uniforme sur un sous-
ensemble de R?. Lorsqu'il est borné, il existe une facon trés simple de procéder.

PROPOSITION 2.6 (Simulation de lois uniformes). Soit A4 la mesure de Lebesgue sur R4, D
et D' deux boréliens de R* tels que

DcD' et 0<Ay(D)<Ay(D')< +oo.

Soit X un point aléatoire de loi uniforme sur D'. Alors la loi conditionnelle de X sachant
que X € D est la loi uniforme sur D.

EXERCICE 2.6 (Loi uniforme sur le disque). Décrire un algorithme qui fournit une variable
aléatoire de loi uniforme sur le disque unité dans R? a partir des variables aléatoires de
loi uniforme sur le pavé [~1,1]¢ (voir la figure 2). Combien d’itérations en moyenne sont
nécessaires ? Quelle est la loi du nombre d’itérations ?

EXERCICE 2.7 (Loi uniforme sur la spheére). Voici deux facons d’obtenir un point uniforme
sur la sphére unité.

1. Comment utiliser I'exercice 2.6 pour simuler une v.a. uniforme sur la sphere unité ?

2. Soit Y7,...,Y; des va. i.i.d. de loi A4(0,1). Montrer que la loi de Y = (Y3,...,Y;) est
invariante par rotation (pour toute matrice orthogonale O, OY et Y ont méme loi). En
déduirelaloide Y/| Y |,.
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FIGURE 2. 500 réalisations de la loi uniforme sur la boule unité euclidienne
de R? par la méthode de rejet suggérée dans I'exercice 2.6.

THEOREME 2.7. Soit u une loi de densité f surR.

(1) Supposons que f soit continue, a support compact |a, b] et bornée par M (le graphe
de f est donc contenu dans le pavé [a, b] x [0, M]). Soit (X, Y,)) =1 une suite
de vecteurs aléatoires indépendants de méme loi uniforme sur [a, b] x [0, M]. On
définit

T=inf{n=1: f(X,) = Y,}.
Alors T est fini presque stirement, Xt et T sont indépendantes et suivent respective-
ment la loi u et la loi géométrique de parametre 1/ (M (b — a)).

(2) Supposons qu'il existe une densité g facile a simuler telle que f < cg pour une
constante ¢ > 0. Soit alors (W)= et (Uy,),>1 deux suites de variables aléatoires
indépendantes de lois respectives de densité g et uniforme sur [0, 1].

T=inf{n=1: f(Wy) = cU,g(Wp)}

Alors Wr et T sont indépendants de lois respectives de densité f et la loi géomé-
trique de parametre 1/ c.

Un algorithme de rejet est d’autant meilleur que le rapport entre I'aire sous la densité f et
I’aire du rectangle (ou I'aire sous cg) est petit puisque c’est 'inverse du nombre moyen
de couples qu’il faudra générer (I’espérance de la loi géométrique de parametre p vaut
1/p). Il existe de nombreuses astuces pour construire des domaines efficaces. On pourra
consulter [Yca02] pour la preuve de ces résultats et leur mise en pratique sur des exemples.

6. Variables aléatoires gaussiennes

On dit que X suit la loi gaussienne .4 (m, o) si sa loi admet pour densité la fonction
1 ( (x — m)? )
exp|—————|-

V2no? P 20°

Dans ce cas, m et o2 sont respectivement la moyenne et la variance de X et (X — m)/o suit
laloi A(0,1). Cette stabilité par translation et homothétie permet de ramener le probléeme
a la simulation de variables aléatoires de loi .A7(0, 1).

Pour générer des variables aléatoires de loi gaussienne, on ne peut pas utiliser la méthode
d’'inversion puisque I'on ne dispose pas d'une primitive de la densité gaussienne. Il faut

donc utiliser des moyens détournés. L'un des plus célebres s’appelle I'algorithme de Box-
Muller.
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EXERCICE 2.8 (Algorithme de Box-Muller). Montrer que si U et V sont deux v.a.r. indépen-
dantes de lois respectives exponentielle de parametre 1/2 et uniforme sur [0, 1] alors X et
Y définies par

Y =VUsin@2nV)
sont indépendantes et de méme loi A (0, 1).

{X = VUcos2rV)

Citons encore un autre algorithme souvent présenté dans les ouvrages traitant de simula-
tion. Il méle rejet et changement de variables.

EXERCICE 2.9 (Algorithme polaire-rejet). Soit (U, Vi) nen+ des v.a. i.i.d. de loi uniforme
sur [-1,1]. Onnote T = inf{n =1, U,?L + V,f < 1} et R = U% + V%. Montrer que les variables

aléatoires
X =+v-2In(R%)/R2Urt
Y =+v-2In(R?)/R2Vr

sont indépendantes et de méme loi A (0, 1).

Un algorithme est d’autant plus efficace qu’il ne fait appel qu’a un petit nombre d’opéra-
tions compliquées au rang desquelles se trouvent les générations de v.a. et les évaluations
de fonctions comme In, cos sin... Pour une comparaison des temps de calculs des algo-
rithmes, on pourra consulter [Yca02].

7. Vecteurs aléatoires gaussiens

Dans toute la suite on notera A’ la matrice transposée de A. Un vecteur (colonne) aléatoire
X =(Xy,..., X7 estdit gaussien si toute combinaison linéaire de ses coordonnées est
une variable aléatoire (réelle) gaussienne. Il ne suffit pas que Xj,..., X  le soient (contre-
exemple ?). La loi d'un vecteur gaussien est caractérisé par son (vecteur-)espérance m =
(E(XY),...,E(X;)T et sa matrice de covariance I dont les coefficients sont définis par

Fij = COV(Xi,Xj) = [E(Xin) - [E(Xi)[E(Xj) = ([E(XXT) —-—m tm),-]-.
On note A;(m,I') laloi de X.

EXERCICE 2.10 (Décomposition de Cholesky et vecteurs gaussiens). Montrer que la matrice
I" est symétrique positive. Quelle contrainte sur les coefficients de I' I'inégalité de Cauchy-
Schwarz impose-t-elle 2 Montrer que toute matrice symétrique positive I' peut s’écrire
sous laforme ' = AAT avec A triangulaire inférieure et que, de plus, A est inversible ssi I’
est définie positive. Soit Y = (Y7,..., Yy) T un vecteur aléatoire gaussien centrée de matrice
de covariance I;. Quelle estlaloide AY + m?

8. Méthode de Monte-Carlo

La méthode de Monte-Carlo fournit des valeurs approchées d’intégrales en utilisant des
réalisations i.i.d. d'une loi que I'on sait simuler. Pour cela, on interprete tout simplement
une intégrale comme une espérance, que I’on va approcher par la moyenne empirique
de v.a. bien choisies. Par exemple, si (X;),>; est une suite de v.a. i.i.d. de loi uniforme
sur [0,1] et si f : [0,1]" — R est une fonction intégrable (par rapport a la mesure de
Lebesgue sur [0, 1]™), alors la loi des grands nombres entraine la convergence presque-sure
suivante :

1
—(fXD)+-+ f(Xn) — E(f(XD) =f fx)dx p.s.
n n—oo [0,1]™

Sil’on sait majorer la variance de f(X;), on est en mesure de contrdler 'erreur en donnant
un intervalle de confiance asymptotique. La vitesse de convergence de cette méthode est
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v/n (ce qui peut paraitre lent par rapport a des méthodes déterministes). Cependant cette
vitesse ne dépend pas de la régularité de f et dépend plus faiblement de la dimension m
que les méthodes déterministes.

EXERCICE 2.11. Utiliser une méthode de Monte-Carlo pour évaluer la valeur de 7 a partir
des trois intégrales suivantes (on précisera la mesure de probabilité par rapport a laquelle
on integre) :

1

(1) f 4V 1-x%dx (aire du disque unité)
0

2) f 124 y2<ydxdy (aire du disque unité)
[-1,+1]2

3) f L2y y2422<ydxdy  (volume de la boule unité).
[-1,+1]3

EXERCICE 2.12. Soit f la fonction définie sur R® par
(x,9,2) = sin(x)ex2+3y +cos(zh).
y

On note I I'intégrale de f par rapport a la mesure uniforme sur la sphére unité S> de R3.
Donner une valeur approchée et un intervalle dans lequel se trouve I avec une probabilité
de l'ordre de 0,95.

9. Mélange de lois

La notion de mélange est trés importante en probabilités, statistique et modélisation.
Imaginons que |’on veuille modéliser la taille des Francais (hommes et femmes) adultes.
Notons my et my, les tailles moyennes respectives et 0% et 0% leurs variances. En vertu

du théoréme limite central, il semble naturel de modéliser la taille d'une Francaise prise
au hasard par une loi A (my, 0?). Ainsi, si p désigne la proportion de femmes dans la

population totale, la loi de la taille d’'un individu pris au hasard dans la population sera
donnée par le mélange de parametre p des lois A (m f,a?) et N (mh,afl). On la note

pJV(mf,U?) +(1- p)ﬂ(mh,ai). Sa densité est donnée par

2 2
p ( (x—my) ) 1-p ( (x—my) )
———exp|- + exp|-————|.
\ /2710? 207 ,/27{0% 20%1

f
EXERCICE 2.13. Interpréter en terme de mélange de lois la densité suivante :

le_x + ée_zx six>0,
fx)=13 3
0 sinon.

Simuler des variables aléatoires indépendantes admettant cette densité.

EXERCICE 2.14 (Estimation par la méthode des moments). On suppose que I'on observe
desv.a.i.id. Xj,..., X, deloi pA(a,1)+ (1 - p)A(—a,]l) avec a>0et p €]0,1[ inconnus
(voir la figure 3 pour I'allure de la densité delaloi de X;). Calculer E(X)) et [E(Xlz) en fonction
de a et p. Comment estimer E(X)) et [E(Xlz) en fonction de Xj,---, X;; 2 En déduire une
procédure d’estimation des parametres a et p (voir le chapitre 7 pour 'aspect statistique).

On a ici mélangé deux lois de probabilité mais on peut aussi en mélanger plus, jusqu’a
une famille non dénombrable, par le procédé suivant.
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FIGURE 3. Histogramme de taille 7 = 10° et densité pour la loi mélange de
I'exercice 2.14 pour a=2 et p = 0.6.

DEFINITION 2.8. Soit (Ug)gee une famille de probabilités sur (2, /) et v une probabilité
sur . On appelle mesure-mélange de (ug), de poids v 1a mesure définie par

VA€ o, ,u(A):fug(A)v(dH).
®

Lalgorithme permettant de simuler une v.a. de loi y est le suivant : on génere une v.a. X
de loi v puis une v.a. Y de loi ux indépendante de X : Y suit alors la loi v.

EXERCICE 2.15. Soit (X},),en une suite de v.a. i.i.d. de fonction caractéristique ¢ et N
une v.a. indépendante de la suite précédente a valeurs dans N de fonction génératrice G
définies sur un espace probabilisé (Q2, «/,P). On définit la v.a. Z par

0 si N(w) =0,

VoeQ, Zw)={Nw
e @) Y Xp(w) siNw)=1.

n=1
Exprimer la fonction caractéristique de Z grace a ¢ et G. En déduire son espérance
lorsqu’elle existe. Quelle est la loi de Z lorsque X suit la loi de Bernoulli 28(p) et N la loi
de Poisson £ (A) 2 Quel est le rapport avec le mélange de lois ?

10. Mesures de Gibbs

Soit E un ensemble fini, H une fonction de E dans R et  un parametre positif. On souhaite
simuler une variable aléatoire de loi v dont la densité par rapport a la mesure de comptage

sur E est proportionnelle a e #H ¢’est-a-dire que pour tout 7 € E,

1
vg(n) = —e PHID  gyec Zg=)_ e PH@)
Zﬁ o€E
REMARQUE 2.9. Lorsque f — 0, vg tend vers la mesure uniforme sur E. Lorsque § — +oo,
v tend vers la mesure uniforme sur les points de E ou H atteint son minimum.

EXEMPLE 2.10 (Métal ferromagnétique). Soit A ={1,2,. ..,n%. Les points de A sont ap-
pelés des sites (ils modélisent les positions des atomes). A chaque site x du réseau A on
associe un spin n(x) € {-1,+1} et on note n = (1(x)),, une configuration. Lensemble
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E = {—1,+1}* est ’ensemble de toutes les configurations. Les spins interagissent avec
leurs voisins sur le réseau. Pour 1 € E, on note
Hm)=-) nxny) ou x~yssi|x—y|=1.
x~y
La quantité H(n) est d’autant plus petite que les sites voisins ont des valeurs de spin qui
coincident.

Lorsque E est grand, il est impossible de calculer la constante de normalisation Zg et donc
de simuler E a partir de la méthode naive évoquée dans la section 2. La solution viendra
des chaines de Markov (voir le chapitre 4).

11. Le théoreme de Wigner

Ce résultat est culturel et sert 2 manipuler des matrices (il est hors du programme de
I'agrégation). Considérons un tableau symétrique de taille infinie dont les coefficients

sontdesv.a.r. :
wil Wi

Wiz W22

On note W, la matrice aléatoire carrée symétrique réelle de taille n x n obtenue en tron-
quant le tableau a partir de son coin supérieur gauche. Les valeurs propres de W,, sont
réelles.

THEOREME 2.11 (Wigner). Supposons que les v.a. (w;j,1 <1 < j) sont i.i.d. centrées de va-
riance finie o et quelesv.a. (w;j,1 < i) sonti.i.d. centrées. Si (A1 (w),..., Apn(w)) désigne
le spectre de n=Y? W, (w), alors, pour presque tout w, la mesure empirique

12
- Z 5/1'i,n((1))
niz

converge faiblement vers la loi du demi-cercle de parametre o, de densité par rapport a la
mesure de Lebesgue dx surR :

1
V402 — x°1_25<x<20 (X).

2n0?

T T T T 1
05 0 05 1 1s 2

FIGURE 4. Illustration du théoréme de Wigner avec une matrice carrée de
1000 lignes a coefficients gaussiens standards.

REMARQUE 2.12. On pourra utiliser les commandes Scilab triu(M,1) et triu(M) pour créer
une matrice symétrique et spec pour en déduire le spectre.
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12. Corrigés

CORRIGE DE L'EXERCICE 2.2. La variable aléatoire [X] est a valeurs dans N et, pour tout
keN,

k+1
P(X] = k) :f Ne Mdr=e M _ g7 Ak+1) — =Mk (] _ gy,
k

Ainsi, la variable aléatoire [X] + 1 suit la loi géométrique de parametre p = 1 — e~ *. Soit U
de loi uniforme sur [0, 1]. Alors

In(U)
In(1-p)
puisque —In(U) suit la loi exponentielle de parametre 1.

N=1+

CORRIGE DE L'EXERCICE 2.6. Si (Uy),>; est une suite de v.a. i.i.d. de loi uniforme sur le
pavé (les coordonnées sont indépendantes de méme loi uniforme sur [-1, 1]), I'algorithme
consiste a retenir le premier élément de la suite dont la norme euclidienne est inférieure
a1 (al’aide d’une boucle while). Si ’on note V, le volume de la boule unité de R? alors
la probabilité que U, soit dans cette boule est V;27¢ : le nombre d’itérations suit la loi
géométrique avec ce parametre (qui est 'inverse de I'espérance).

CORRIGE DE L'EXERCICE 2.7.

1. Si X suit la loi uniforme sur le disque unité alors X /| X|| suit la loi uniforme sur la sphére.
2. Le vecteur OY est un vecteur gaussien centré de matrice de covariance I; (voir les
propriétés des vecteurs gaussiens dans le fascicule de probabilités). On conclut comme
dans la question précédente. Notons que cette seconde méthode est bien plus rapide
puisque 1'on obtient un point sur la sphere unité de R? grace a d variables aléatoires
gaussiennes sur R.

CORRIGE DE L'EXERCICE 2.8. Soit f une fonction borélienne bornée sur R?. Alors, grace a
un changement de variables

x=+/ucos2nv)
y=+usin(2nv)
dont le jacobien vaut 7, on obtient

E(f(X,Y)= f f( /~21n(u) cos(2nv), v/ —2In(u) sin (27 v)) %e‘”/zdudv

R* x]0,1[

o~ (P +))12
= \[I;Z f(x, y) TdXdy

Ainsi, X et Y sont indépendantes et de méme loi .4'(0, 1). Notons que I'’on peut remplacer
U par —2In(W) ou W est de loi uniforme sur ]0, 1[ et indépendante de V.

CORRIGE DE L'EXERCICE 2.10. On peut sans perte de généralité supposer que X est centré.
La matrice I est symétrique par définition. Soit z un vecteur ligne de R%. Alors

d
ulu” = Y wju;Cov(X;X;) = V(uX)=0.
i,j=1

La matrice est donc positive. On a notamment que, pour i # j,

2
Tl.j <T;iljj.
La décomposition de Cholesky fournit la décomposition demandée. Enfin, AY + m suit la
loi A;(m,T).
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CORRIGE DE L'EXERCICE 2.14. On a
E(X)=@p-Da et EXD)=a*+1.
Notons
A 1 & R 1&
IZ_ZXZ' et mZ:—ZXl.
niz ni:

les estimateurs des deux premiers moments de X;. La méthode des moments suggere de
proposer les estimateurs suivants

1(m
a=y\np—-1 et ﬁzi( &1+1)

des parametres a et p. Voir la figure 5 pour une illustration de la convergence presque
sare.

2 Hefio

FIGURE 5. Estimation de a =2 (courbe rouge) et p = 0.6 (courbe bleue) en
fonction de la taille de I’échantillon n =1, ...,300.

CORRIGE DE L'EXERCICE 2.15. Soit t € R, on a, par convergence dominée,
[E(e”Z) = [E(e”(X“"‘JrX"l{N:k})

=Y o P(N = k) = G(o(1)).
k=0
En calculant la dérivée en 0 de cette relation on obtient, sous réserve d’existence du
premier moment de X; et N, la relation de Wald :

E(Z) =E(N)E(X7).

Dans le cas particulier, I'identification des fonctions caractéristiques assure que Z suit
la loi de Poisson de parametre pA. Ce fait est relié a la propriété d’amincissement des
processus de Poisson (voir le chapitre 5). Enfin, la loi de Z peut étre vue comme le mélange
(voir la définition 2.8) avec ® =N, v la loi de Poisson de parametre A et uy la loi binomiale
B(k,p).

CORRIGE DE L'EXERCICE 2.12. On sait simuler une suite (X},),en+ de v.a. ii.d. de loi
uniforme v sur §? d’apres I'exercice 2.7. On pose ensuite

. 1 & A 14 .
==Y f(Xy) et 6p=1/=) f(Xp)?-1I5.
ni=1 ni=1
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Alors )
~ p.S. ~2 PSS 2 .
I = Szfdv et Gy ——— st dv ([Szfdv) .
Donc
n .
VI G D=2 (0,1,
n n—oo
et

i 1.966 Py 1.966 0.95
n \/ﬁ r4in \/ﬁ Nn—00 . .

On pourra se reporter au chapitre 9 pour comprendre comment déterminer les intervalles
de confiance (et utiliser le lemme de Slutsky).

P(Ie




Chapitre 3

Martingales

Dans tout le chapitre, (2, %,P) est un espace de probabilité.

Commencons par présenter quelques modeles que nous pourrons étudier avec les outils
présentés dans ce chapitre. Les principaux résultats sur ces modeles seront donnés au
cours du chapitre, et les démonstrations présentées sous forme d’exercices en fin de
chapitre.

Ruine du joueur. Un joueur arrive au casino avec une fortune initiale de k > 0 Euros.
Il mise un Euro a chaque partie, gagne un Euro (en plus de sa mise) s’il gagne la partie
et perd sa mise sinon. On suppose qu’il gagne avec probabilité p €]0; 1] et perd avec
probabilité g =1—- p.On poseaussip=q/p=(1-p)/p.

Enfin, il applique une stratégie tres simple : il se fixe un objectif de M > k Euros et il
joue jusqu’a atteindre cet objectif ou étre ruiné. Les questions clefs liées a ce modele
sont :

— quelles la probabilité que le joueur reparte ruiné ?
— combien de parties va-t-il jouer en moyenne ?

La modélisation mathématique de ce probleme est assez simple : on prend (Y;) ;en+
une suite de v.a. i.i.d. de loi pd; + g6 -1, ou Y} représente le gain relatif du joueur lors
de la k-eme partie; on note Xy = k la fortune initiale du joueur, puis X, = X;,-; + ¥, la
fortune du joueur apres la n-éme partie. On a donc aussi

n
(1) Xn=k+) Y.
i=1
Enfin, le nombre de parties jouées est la variable aléatoire
2) T=inf{n=0: X, €{0, M}}.

La figure 1 présente des simulations de ce modele. Le cadre mathématique étant
donné, les objets d’'intérét correspondant aux deux questions précédentes sont main-
tenant : (X7 = 0), la probabilité de ruine du joueur; et E(T), le nombre moyen de
parties.

Processus de Galton-Watson. Il s’agit d'un modele simple de généalogie. On évite
toutes les difficultés liées a la reproduction sexuée en considérant qu’'un individu
engendre seul (Sir Galton, a I'origine de ce modele au XIXeme siecle, s'intéressait a
la descendance des lords anglais, et ne considérait donc que les hommes et leurs
descendants males...) un certain nombre de descendants. On va aussi considérer qu’a
toutes les générations, le nombre de descendants est aléatoire, mais toujours de méme
loi, et indépendant d’'une génération a 'autre et d'un individu a I'autre dans la méme
génération.

21
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0 T T T T T T T T T T 1
0 20 40 60 8 100 120 140 160 180 200 220

FIGURE 1. 5 trajectoires de la ruine du joueur jusqu’au temps T pour k = 26,
M=30et p=0,45.

Mathématiquement, on se donne donc une loi de reproduction p = (pg) xen OU Pk
est la probabilité pour chaque individu d’avoir k enfants. On suppose, que p est de
moyenne le m = ¥ iy kpy et de variance o2 finies, et aussi que po > 0 et po + p; < 1.
On pose Xp =1 (il y a un seul individu a la génération 0), puis pour tout n € N*

Xn-1
3) Xp=Y v\,

i=1
ou les Yl.(") sont des v.a. i.i.d. (et indépendantes de tout ce qui s’est passé avant) de

loip: Yi(”) est le nombre de descendants a la génération n du i-eme individu de la

génération n — 1; ainsi X, est le nombre total d'individus de la n-eme génération.
Dans ce modele, tout ce qu'on pourra dire sur le comportement de la suite de va-
riables aléatoires (X},) ,>o est intéressant. En particulier, la probabilité d’extinction de
la lignée, P(extinction) = P(In € N : X;, =0) est le premier objet d’intérét. La théorie
des martingales nous permettra d’aller plus loin et par exemple de construire dans
certains cas un estimateur du parametre m.

1. Probabilités, espérances et lois conditionnelles

La notion de conditionnement est sans aucun doute I'une des notions fondamentales de
la théorie des probabilités. Cette notion apparait de maniere progressive et graduelle, avec
des objets de plus en plus compliqués mathématiquement, que nous présentons dans
cette section, ainsi que les liens existant entre eux.

1.1. Probabilités conditionnelles.

DEFINITION 3.1. Soit A, B € &, avec P(A) > 0, on appelle alors probabilité conditionnelle
de B sachant A, notée P(B| A), la quantité

P(ANB)
P(A)
La probabilité conditionnelle P(B|A) représente la probabilité d’observer I’événement

B lorsque I'on sait déja que I'événement A est réalisé. C’est donc immédiatement une
notion pas complétement intuitive, et qui introduit une notion d’information. Pour rendre

4) P(B|A) =
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cette idée plus précise, on pourrait donner un énoncé (a préciser) du genre : si on observe
un grand nombre de fois dans des répétitions d'une méme expérience aléatoire les oc-
currences de deux événements A et B, alors, parmi les observations ou A est réalisée, la
proportion d’observations ou B I'est aussi sera proche de P(B| A).

Pour l'instant, nous nous contenterons de rappeler quelques propriétés élémentaires
(mais fondamentales) de cet objet :

PROPOSITION 3.2.
1. Pour A€ & tel queP(A) > 0, l'application P(-|A) : & — [0,1] est une mesure de
probabilité de (Q, &), concentrée sur A (i.e. vérifiantP(A°| A) = 0).
2. Soit A,B € F tels queP(A) >0 et P(B) > 0. Alors A et B sont deux événements indé-
pendants si et seulement siP(B|A) = P(B) si et seulement si[P(A|B) = P(A).
3. Formule de Bayes. Soit A,B € & tels queP(A) >0 etP(B) > 0. Alors :
P(B|A)P(A)
P(B)
4. Formule des probabilités totales. Soit (A;);c;, I fini ou dénombrable, une partition
mesurable de ). Alors :

(6) P(B) =) P(BIA)P(A)).

iel

) P(AIB) =

Les formules (5) et (6) semblent assez anodines, elles sont en particulier tres faciles a
démontrer, mais elles introduisent en fait une idée fondamentale, qui est qu’on peut
renverser les liens de causalité, et que ce renversement n’est pas trivial : si on connait la
probabilité conditionnelle de B sachant A, on pourra calculer la probabilité conditionnelle
de A sachant B, mais a condition de connaitre aussi les probabilités de A et de B, et le
résultat dépend de celles-ci. C’est la source de paradoxes classiques (voir par exemple
[FF98, Section 6.2]).

Souvent on utilisera (6) pour calculer le dénominateur dans (5). Ceci fait que la nomencla-
ture n’est pas complétement standardisée, et qu'on appelle parfois formule de Bayes ou
formule des probabilités totales la formule obtenue en combinant les deux.

1.2. Espérance conditionnelle. Pour passer al’étape suivante, nous énoncons le théo-
reme d’existence de I'espérance conditionnelle d'une variable aléatoire par rapport a
une sous-tribu de &. C’est un théoréme difficile de théorie de la mesure (avec un doigt
d’analyse fonctionnelle). Il contient donc en particulier la définition de I'espérance condi-
tionnelle.

THEOREME 3.3. Soit X € L1 (Q, ZF,P) et4 une sous-tribu de & . Il existe une variable aléa-
toire Y € L}(Q, %4, P) telle que,

(7 VZel®(Q,%P), EXZ)=EYZ).

De plus, Y est unique a égalité presque stire pres, on Uappelle l'espérance conditionnelle de
X sachant ¥ et on la noteE(X|¥9).

Ajoutons quelques propriétés fondamentales.

PROPOSITION 3.4.

(1) Lespérance conditionnelle a tout d'une espérance : elle est linéaire, positive et
monotone, satisfait le théoreme de convergence monotone, le lemme de Fatou et le
théoreme de convergence dominée, ainsi que l'inégalité de Jensen.

(2) Lespérance est une espérance conditionnelle (!) : E(X|{®,Q}) =E(X) p.s.
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(3) Si A <4 sont deux sous-tribus de &, alors
E(E(X|9)|A) = E(X|A) p.s.
En particulier, E(E(X|9)) = E(X) p.s.
(4) SiY estd-mesurableet XY est intégrable, alorsE(XY|¥4) = YE(X|¥) p.s.
(5) Sio(X) etd sont deux tribus indépendantes, alors E(X|9) = E(X) p.s.

Une autre remarque importante donne un sens « géométrique » a I’espérance condition-
nelle des variables aléatoires de carré intégrable. C’est d’ailleurs 'une des méthodes pour
démontrer I'existence de I'espérance conditionnelle (on passe ensuite a L! par troncation).

PROPOSITION 3.5. Si$4 est une sous-tribu de F et X € L*>(Q, F,IP), la projection orthogonale
de X sur le sous-espace vectoriel L*(Q,%4,P) dans Uespace de Hilbert L*(Q, %, P) donne une
version de l'espérance conditionnelle E(X|9).

On en déduit la formule suivante, un théoreme de Pythagore pour l'espérance condition-
nelle :

V(X) = E((X - E(X))?) = E((X - E(X|9))?) + E((E(X|9) - E(X))?)
=E(V(X]9)) + V(E(X|9)),

ouV(X|¥9) = [E( (X - [E(X|<£))2|<£) désigne la « variance conditionnelle » de X condition-
nellement a§. Ainsi, la variance peut se décomposer comme somme de l'espérance de la
variance conditionnelle et de la variance de l'espérance conditionnelle...

Cas particulier. Si X et Y sont deux variables aléatoires, et Y est intégrable, on utilisera
la notation simplifiée

E(Y|X)=E(Y|o(X)).

Comme on sait par ailleurs que toute variable aléatoire o(X)-mesurable peut s’écrire
comme une fonction de X [BL98, Lemme VI1.3.1], le résultat d’existence de ’espérance
conditionnelle assure dans ce contexte qu'il existe une fonction mesurable ¢ de R dans
R telle que E(Y]X) = ¢(X) p.s., C’est-a-dire aussi telle que E(¢@(X)w (X)) = E(Yw (X)) pour
toute fonction ¥ bornée.

Plus généralement, si (X;);c; est une famille de variables aléatoires, on notera encore
E(Y|X;,iel) alaplacede E(Y|o(X;, i€ I)).

Processus de Galton-Watson. Par des calculs simples utilisant I'espérance condition-
nelle, les fonctions génératrices et I'étude d'une suite définie par récurrence, on peut
montrer que

=1 sim=<1;

[P(extinction) .
<1l sim>1.

Ce résultat est assez naturel, en tout cas, pour m # 1 : si chaque individu a moins d'un
enfant en moyenne, la population va avoir tendance a décroitre, donc a s’éteindre
inexorablement, alors que s’il a plus d'un enfant, la population a des chances de croitre
significativement, et aura beaucoup de mal a s’éteindre apres avoir atteint une grande
taille. Ce résultat correspond aux questions 1 a 4 de 'exercice 3.7.

1.3. Loi conditionnelle. La notion de loi conditionnelle repose sur le théoreme sui-
vant, appelé théoreme de décomposition des mesures, et qui peut-étre vu comme une
généralisation du théoréme de Fubini aux mesures qui ne sont pas des mesures produits :
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THEOREME 3.6. Pour tout couple (X,Y) de variables aléatoires réelles, de loi jointe ux,y,
il existe une famille (1*) ,.p de mesures de probabilités sur R, avec x — p* mesurable, telle
que pour tout fonction ® : R?> — R mesurable positive, ou ux y -intégrable, on ait

E(®(X,Y)) =ffR2q>(x,y)dux,y(x,y)

).

DEFINITION 3.7. On appelle pu*, qu'on note aussi py|x=x ou £ (Y|X = x), la loi condition-
nelle de Y sachant que X = x; on appelle aussi X, qu’on note uy|x ou £ (Y|X), la loi
conditionnelle de Y sachant X (ce deuxiéme objet est une fonction de X, c’est-a-dire une
variable aléatoire o (X)-mesurable, a valeurs dans les mesures de probabilités, c’est donc
un objet compliqué...).

dux(x)

fR O(x, y)du*(y)

La loi conditionnelle est naturellement reliée a I’espérance conditionnelle, par la formule
suivante, que I'on obtient facilement a partir de la définition de I'’espérance conditionnelle
et de la loi conditionnelle :

E(Y|X) = fR yduX(y) p.s.

Ainsi, 'espérance conditionnelle est I'espérance de la loi conditionnelle. Mais la loi condi-
tionnelle contient beaucoup plus d’'informations, puisque plus généralement, pour tout
fonction réelle g mesurable telle que g(Y) soit intégrable, on a

E(g(V)IX) = fR gyduX(y) p.s.

REMARQUE 3.8. La notion de loi conditionnelle peut étre généralisée de maniere naturelle
au cas ou I'on conditionne par un nombre fini de variables aléatoires (X3, X,..., X;), ce
qui est la méme chose que dire que X est un vecteur aléatoire. En effet, le théoréme 3.6 est
encore valide sur RxR”. On utilisera donc aussi dans la suite la notion de loi conditionnelle
de Y sachant (Xj, Xy,..., X;;), notée £ (Y X1, X,..., X,) ou ty|x;,X,,... X, -

Le cas des variables aléatoires discrétes. Dans le cas des variables aléatoires discretes,
ces trois notions sont reliées de maniere assez naturelle : soit X et Y deux variables
aléatoires discretes, a valeurs respectivement dans deux sous-ensembles dénombrables
Z et % de R. On définit alors, pour tout x € &, la loi conditionnelle py|x-x par

Ry x=x()) =P(Y =y|X=x) Vyed
Quant a I'espérance conditionnelle, c’est la moyenne de la loi conditionnelle, donc

EY|IX)= ) yP(Y=y|X=x) quand X =x
YEW

=Y | Y yPY=yX=x|14X)
xeX | ye¥

Le cas des variables aléatoires a densité. Sile couple (X, Y) admet une densité fx,y)
sur R?, alors X est a densité, de densité fx(x) = [ fix,v)(x, ¥)dy, et laloi conditionnelle
Hy|x=x est aussi a densité, de densité

fx,n(x,y)

frix=x(y) = e
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D’autres cas particuliers. Si X et Y sont indépendantes :
— Hy|x=x = My pour tout x € R;

— Hx+Y|X=x = Mx+Y, laloi de la variable aléatoire x + Y. C’est un cas tres utile dans
la pratique.

2. Martingales : définition, théoréeme d’arrét
2.1. Filtrations.
DEFINITION 3.9.

(1) Une filtration de ’espace mesurable ({2, %) est une suite croissante (&), de
sous-tribus de & : pourtout neN, ¥, c ¥, < F.

(2) Un processus stochastique (X}) ,en (C’est-a-dire une suite de variables aléatoires)
est dit adapté a la filtration (%,,) ¢y Si, pour tout n € N, X;, est &,,-mesurable.

(3) Etant donné un processus stochastique (X,,) ,en, 1a fitration naturelle associée a
ce processus est définie par, pour tout n € N, &, = (X, X1,..., Xn).

REMARQUE 3.10. Ce n'est pas (seulement...) pour le plaisir d’introduire de nouveaux
termes que nous nous mettons a parler de processus stochastique plutot que de suite de
variables aléatoires. En faisant cela, nous introduisons un point de vue un peu différent sur
ce type d’objet, et nous commencons en particulier a considérer 'indice n € N comme un
indice de temps : ainsi, un processus stochastique sera souvent vu comme la modélisation
d'un phénomeéne évoluant (de maniére aléatoire, stochastique) au cours du temps.

Avec la notion de filtration, nous ajoutons a cette fleche du temps une notion d’informa-
tion : la tribu %, représente toute I'information que nous avons (sur l'univers Q2) au temps
n. Au temps n, on a au moins observé les réalisations de Xy, Xj,..., X}, c’estle sens de la
filtration naturelle, mais on peut avoir plus d’'information, c’est la raison pour laquelle on
donne une définition plus générale.

Terminons cette introduction aux filtrations avec une proposition qui est parfois utile,
mais dont la démonstration est surtout un exercice a savoir faire (tout comme celle de la
proposition 3.5, qui est dans le méme esprit).

PROPOSITION 3.11. Soit (%) ,en une filtration de (Q, F) et (X,) nen Un processus adapté
a cette filtration et tel que X, € L*(P) pour tout € N. On suppose que, pour tout n € N,
E(Xn+11Fn) = E(Xn+1).
Alors, pour toutn €N,

V

n n

Y X,-) =) V(Xy).
i=0 i=0

2.2. Martingales, sous-martingales, sur-martingales. Comme dit précédemment,
on souhaite désormais étudier des processus stochastiques, c’est-a-dire des modélisations
de phénomeénes évoluant au cours du temps. Pour cela, le seul modele étudié dans les
cours de probabilités (jusqu’'en M1) est assez pauvre, car peu de phénomeénes naturels
peuvent raisonnablement étre modélisés par une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées. Le but de ce chapitre (comme de celui sur les chaines
de Markov) est donc d’introduire une classe plus générale de processus stochastiques,
qui sont un peu plus crédibles pour la modélisation, tout en pouvant encore étre étudiés
mathématiquement.

DEFINITION 3.12. Soit (%},) ,en une filtration de (2, ). Un processus stochastique (Xp,) ;,en
adapté a (%) .en et tel que X, € L (P) pour tout 1 € N est appelé :



2. MARTINGALES : DEFINITION, THEOREME D’ARRET 27

— une (%) ,en-martingale (ou simplement une martingale s’il n'y a pas d’ambiguité
sur la filtration) si, pour tout n € N,

® EXn1lFn) = X p.s;
— une (%) ,en-sous-martingale si, pour tout n € N,

9) E(Xn+1lFn) =2 Xn  p.s.;
— une (%)) ,en-sur-martingale si, pour tout n € N,

(10) EXn+1lFn) = X p.s.;

Premiers exemples. Prenons (X;);cn+ Une suite de v.a. i.i.d. intégrables et centrées,
c’est-a-dire vérifiant E(| X;|) < +oo et E(X;) =0, et posons Sy = x, puis, pour tout n € N*,
Sn = Sp-1+ Xy Cette définition est équivalente a la formule

n
i=1
et définit la forme générale d'une marche au hasard sur R (ou un sous-groupe de R si x et
les X; y appartiennent p.s.).
On peut alors vérifier facilement (exercice) que &%, = (S, S1,...,Sr) = 0(Xp, X1,..., Xp) et
que (S,) ,en €st une martingale pour cette filtration naturelle.

De la méme maniere, en prenant (Y;);en+ une suite de v.a. i.i.d. intégrables et de moyenne
1, et en posant M, = 1 puis, pour tout n € N*, M,, = M,,_; - Y, ce qui équivaut a

n
M,=[]Y,
i=1
on peut vérifier (exercice) que la suite (M,),cn est une martingale pour sa filtration
naturelle.

Ruine du joueur. Les trois processus
Apn=X,—(p-q)n ; By=A4-4pgn ; Cp=p™

sont des martingales par rapport a la filtration &, = (X, X1,..., X5).

2.3. Temps d’arrét, théoréme d’arrét.

DEFINITION 3.13. Soit (%,) ey une filtration de (Q, ). On dit qu'une variable aléatoire T
avaleurs dans NU {+o0} est un temps d’arrét pour (&},) ,,en Si, pour tout n € N, I'événement
{T < n} est #,-mesurable (ou de maniere équivalente, pour tout n € N, {T = n} est F,-
mesurable).

PROPOSITION 3.14. Si (X,,) ,en €St un processus stochastique () ,en-adapté et AC R, on
définit le temps d’atteinte de A par

Ta=inf{lneN: X, € A}
(avec la convention queinf @ = +00). Alors Ty est un temps d’arrét pour (F,) pen-

Le cas du temps d’atteinte d'un sous-ensemble traité dans I'’exemple précédent est en fait
le cas typique de temps d’arrét.

Ruine du joueur. Le temps aléatoire T défini dans ce modele est un temps d’arrét par
rapport a la filtration (%) ,en-
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Un temps d’arrét est donc une variable aléatoire a valeurs entiéres (éventuellement in-
finies). Si on a aussi un processus stochastique (X,),en, On peut considérer le proces-
sus stochastique arrété au temps (aléatoire) T, (X7an) nen, bien défini par (X7ap) (0) =
X71(w)an(w).

Il est tentant de définir aussi X7 par Xr(,)(w), mais c’est tout de suite un peu plus délicat,
par exemple si T prend la valeur +oco avec probabilité positive.

Commencons donc par énoncer le résultat principal pour le processus arrété.

PROPOSITION 3.15. Si (%) ,en Unefiltration de (Q, F), (X3) hen €St une (Fy,) ,en-martinga-
le, et T est un temps d’arrét pour (%,) ,en, alors le processus (X7an) nen €St encore une
(Fn) nen-martingale.

En particulier, pour tout n € N,

(11 E(X71an) =E(Xo).

On a alors bien envie de faire tendre 7 vers I'infini dans la formule (11), pour obtenir que
E(X7) = E(Xp), ce qui donnerait un outil de calcul riche. Il est clair qu’on ne peut pas écrire
cette formule en toute généralité, a cause de la remarque faite avant la proposition, et
comme l'illustre aussi 'exercice 3.5.

Pour faire les choses proprement, il faut utiliser des outils de théorie de la mesure qui
permettent de faire tendre 7 vers I'infini dans la formule (11). On peut le refaire sur chaque
exemple, ou vérifier 'une des hypothéses du théoréme suivant.

THEOREME 3.16 (Théoréme d’arrét ou théoreme de Doob). Soit (%,),en une filtration de
(Q,F), (Xn) nen une (Fy) nen-martingale, et T un temps d’arrét pour (F5,) nen- Ona
(12) E(X7) =E(Xp)
des que l'une des hypothéses suivantes est vérifiée :
(1) T est borné.
(2) La martingale est bornée (sup,,cy | Xnlloo < +00) et T est p.s. fini.
(3) E(T) < +oo et la martingale est a accroissements bornés (sup ey I Xn+1 — Xnlloo <

+00).

Ainsi, puisque la conclusion du théoreme de Doob est en défaut dans le cas de I'exercice
3.5, alors que la martingale est bien a accroissements bornés, on peut en déduire que
E(T) = +oo (le temps d’atteinte de 1 est p.s. fini mais n’est pas intégrable, et c’est pour
cette raison que le théoreme de Doob est en défaut...).

Ruine du joueur. On a les formules explicites suivantes pour la probabilité de ruine et
le nombre moyen de parties jouées :
—sip=qg=1/2:
M-k
PXr=0=——— et ET)=kM-k);
— Ssip#q:
k_ M k M
- 1 M(1- —k(1-
[P’(XT:O):% et E(T)= ( p) M( P ),
l1-p p—q l1-p
avec p =4/ p.
Ces résultats sont illustrés par les figures 2 et 3.
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FIGURE 2. Probabilité de ruine (a gauche) et temps moyen de jeu (a droite)
pour M =30et p=0,5, k étant en abscisses. On compare les valeurs don-
nées par les formules exactes (en noir) aux valeurs obtenues par une mé-
thode de Monte Carlo avec 1000 simulations (en rouge), plus les intervalles
de confiance (en vert) pour la probabilité de ruine.
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FIGURE 3. Méme chose que la figure 2 pour p =0,45.

REMARQUE 3.17. Les résultats obtenus dans cette section se généralisent aux sur-martin-
gales. La proposition 3.15 devient : si (X,,) ,en €St une sur-martingale, et 7 un temps d’ar-
rét, alors (X7an) nen €St €ncore une sur-martingale, et la formule (11) devient E(X7a,) <
E(Xp). Une version possible (et utile) du Théoreme d’arrét serait : si (X},) ,en €St une sur-
martingale positive, et T un temps d’arrét p.s. fini, alors E(X7) < E(Xp) (il suffit d’appliquer
le lemme de Fatou a la formule précédente).

3. Théoreémes de convergence des martingales

On I'a déja vu, les martingales sont une classe de processus stochastiques généralisant
les sommes de v.a. i.i.d., et apparaissant assez naturellement, tant du point de vue de la
définition mathématique que des applications.

Cependant, pour qu’elles soient vraiment utiles, il faut aussi qu’on ait des résultats dé-
crivant leur comportement en temps long, généralisant la loi des grands nombres et
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le théoreme limite central classiques pour les sommes de v.a. i.i.d. C’est ce que nous
présentons ici.

DEFINITION 3.18. Soit (%) ,en une filtration de (QQ, &), (X)) nen une (&) ,en-martingale.
On dit que la martingale (X},) ,en est bornée dans L” si sup ey | Xnll p < +oo0.

3.1. Théoremes de convergences des martingales. Les théoréemes fondamentaux a
connaitre pour I'agrégation sont les suivants :

THEOREME 3.19. Soit (%) ,en une filtration de (Q, F), (Xp) nen Une (%) nen-martingale.
Si (X)) neny €St bornée dans LY, alors elle converge presque stirement : Xoo = lim,_. 400 Xp
existe p.s.

THEOREME 3.20. Soit (%) ,en une filtration de (Q, F), (Xp) nen Une (%) nen-martingale,
avec X, € L?>(P) pour tout n € N.

(1) La martingale (X;,) ,en est bornée dans L? si et seulement si la série
Y E[(Xns1 — Xn)?
neN

est convergente.

2) Si le point (1) est vérifié, alors la suite (X,) ,eny converge p.s. et dans L? : Xoo =
lim,,_. 100 Xy, existe p.s., Xoo € L>(P), etlim,,_. ;o0 | X, — Xooll2 = 0.

REMARQUE 3.21. Attention, en revanche, il n’est pas vrai en général qu'une martingale
bornée dans L} converge vers sa limite dans L', comme l'illustre le cas des processus de
Galton-Watson dans le cas o1 m < 1 (voir ci-dessous). On a besoin d'un peu plus : il suffit
qu'’il existe p > 1 tel que la martingale soit bornée dans L” ; on peut aussi exhiber une
condition nécessaire et suffisante, I'uniforme intégrabilité (voir [Wil91, Chap. 13] pour en
savoir plus sur cette notion).

Processus de Galton-Watson. Le processus Z; = % est une martingale pour la filtra-
tion &, = o(Xp, X3,..., Xn).

Cette martingale est bornée dans L!, donc il existe Z, telle que Z,, converge vers Z,
p.s.

Si m <1, la convergence n'a pas lieu dans L!.

Si m > 1, la martingale est bornée dans L2, donc la convergence a aussi lieu dans L? et
dans L.

Ces résultats correspondent aux questions 5 a 9 de I’exercice 3.7 et sont illustrés par la
figure 4.

Un corollaire utile du théoreme 3.20 est le résultat suivant :

THEOREME 3.22. Soit (Xi)ren UNe suite de v.a. indépendantes centrées et telles que, pour
toutkeN, ai = [E(X,%) < +o00. Alors

Y of<+00 = Y X; convergep.s.

keN keN
Ce résultat sera particulierement utile associé au lemme 3.30 (de Kronecker). On peut ainsi
obtenir le théoréme 3.23 ci-dessous : c’est une généralisation de la loi forte des grands
nombres pour des variables aléatoires centrées et indépendantes avec un moment d’ordre
2. On peut d’ailleurs retrouver la loi forte des grands nombres classique par un argument
de troncation.



3. THEOREMES DE CONVERGENCE DES MARTINGALES 31

FIGURE 4. 5 trajectoires du processus de Galton-Watson et de la martingale
associée jusqu’au temps 30 pour pp =0,2; p1 =0,5; p2=0,3;donc m=1,1.

THEOREME 3.23. Soit (Xi)ren+ UNe suite de v.a. indépendantes centrées et telles que, pour
tout k e N*, Ui = [E(Xi) < +oo. Alors
2
o 13
Z —§<+oo =  lim —ZXk:Op.s.
kens K NN k5

3.2. Décomposition de Doob, LGN, TLC. Le cadre L? est encore bien adapté pour
obtenir des théorémes limite de type Loi des grands nombres et théoreme limite central
pour des martingales. Pour cela, on introduit la décomposition suivante.

PROPOSITION 3.24 (Décomposition de Doob). Soit (%) ,en une filtration de (O, F) et
(X0) neny Une (Fy) nen-martingale, avec X, € L2(P) pour tout n € N. Alors :
(1) (X2),,c st une sous-martingale.
(2) Soit ({X)n)nen le processus stochastique défini par (X)o = 0, puis, pour tout n € N,
(X ne1 = (X)n =E[ (K41 = Xn)?| ] .
Alors :

(a) le processus ({X) ) nen €St positif, croissant et prévisible, c’est-a-dire vérifie
que, pour tout n e N*, (X),, est F,_-mesurable;

(b) le processus (Z, = X2 - (XYn) epy 5t une (Fp) e -martingale.

On appelle ({X) ) nen le compensateur de la sous-martingale (X2) .y, 0U le pro-
cessus croissant associé a (Xp) pen-
La décomposition de Doob est l'écriture

(13) X2=Z,+(X)p, VneN*,

soit la décomposition d’'un carré de martingale en somme d’'une martingale et d'un

processus positif, croissant et prévisible.

On pose aussi

(X)oo = lim (X)p.
n—+oo
REMARQUE 3.25. On ala formule explicite
(14) (Xoo= Y E[ (Xn+1 = Xn)*| Fn] .
neN

Associée au point (1) du théoréme 3.20, elle implique que la martingale (X},) ,en €5t bornée
dans L? si et seulement si (X)o, € L (P).
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REMARQUE 3.26. Lexistence de la décomposition de Doob est en fait un résultat général
pour toute sous-martingale. 'avantage pour un carré de martingale est qu'on obtient
cette décomposition explicitement.

Cette décomposition donne le bon cadre pour obtenir des théoremes limite.

THEOREME 3.27 (Loi des grands nombres pour les martingales L?). Soit (%) ,en Une
filtration de (Q, F) et (Xy,) yen Une (Fn) nen-martingale, avec X, € L*(P) pour tout n € N.

(1) Sur{{X)eo < +oo}, la martingale (X,) ,en converge p.s. vers Xo, € L*(P).

) Sur{(X)eo = +oo}, la suite( Xy

<X>n)n€N* converge p.s. vers 0.

THEOREME 3.28 (Théoréme limite central pour les martingales L?). Soit (%)) pen UNE
filtration de (Q), F) et (Xy,) nen Une (Fy) nen-martingale, avec X, € L2(P) pour tout n € N..
On suppose qu'il existe une suite (a,) ,en de réels strictement positifs, croissante et tendant
vers +0o, et telle que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

<X>") . converge vers | en probabilité.

an )neN

(1) Ilexistel e R, tel que la suite (
(2) (Condition de Lindeberg) Pour tout € > 0, la suite

— D E[ (X~ X1 Lyx- X,y 1zeyan | Fr-1]
an k=1

converge vers 0 en probabilité.

Alors,
1 8%
\/a_an N— 400 W(O) l) b
et,sil>0,
Xn

Z -1
\/a_"—(X)n —= H(0,177).

Processus de Galton-Watson. Le processus M,, = X,,—mX,,_; est une martingale pour
la filtration %,,.
Sim>1,ona

lim = Zoo P-S.,
ce qui permet de démontrer que
Yo Xk
Y X1

converge p.s. vers la moyenne m en restriction a {Z, > 0}.
Ces résultats correspondent aux questions 5, puis 10 a 13 de I'exercice 3.7 et la conver-
gence de 11, est illustrée par la figure 5.

mn:

4. Exercices

EXERCICE 3.1. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de
parametre respectif A et u. Montrer que la loi conditionnelle de X sachant X + Y est une
loi binomiale dont vous préciserez les parametres.
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FIGURE 5. 5 trajectoires du processus de Galton-Watson et de I'estimateur
my, jusqu’au temps 50 pour pp =0,2; p1 =0,5; p2 =0,3; donc m=1,1.
Seules 3 des 5 trajectoires correspondent a un cas de non-extinction et
convergent effectivement vers m. Pour les deux autres, il y a extinction,
elles sont donc constantes a partir d'un certain rang.

EXERCICE 3.2. On prend dans cet exercice Q = [0, 1[, & = %(]0, 1]) sa tribu borélienne, P
la mesure de Lebesgue sur [0, 1], et la variable aléatoire X définie par X (w) = w.
Pour tout n € N, on définit

k k+1
on’ on

,OSkSZ"—l},

puis &, =0 (S).

1. Montrer que (%) ,en €st une filtration de (Q, ).

2. Identifier, pour tout n € N, X, = E(X|%,), et préciser sa loi.

3. Vérifier que la suite (X},) ,cny cOnverge presque stirement vers X.

EXERCICE 3.3. Démontrer les propositions 3.5 et 3.11.

EXERCICE 3.4. Vérifier que si (X},) ,en €St une (&) ,en-martingale, alors :
1. pour tous 0 < m < n, E(X,| %) = Xm;
2.pour tout n € N, E(X},) = E(Xp).

EXERCICE 3.5. Soit (X;);en une suite de v.a. i.i.d. telles que P(X; = 1) =P(X; = -1) =1/2, et
Sp =X, X; lamarche au hasard simple symétrique sur Z. On pose

T=inf{lneN:S§,=+1}

et on admet que T est p.s. fini (c’est par exemple une conséquence de la récurrence de
marche simple symétrique en dimension 1).
Montrer que E(XT1) =1 # 0 =E(Xp).

EXERCICE 3.6 (Ruine du joueur). Le début de ’énoncé est dans le premier cadre au début
du chapitre. On pose pour tout n =0 %, =o(Y1, Ys,..., Yy) (par convention, %, = {@,Q}).
1. Vérifier que (%,,),n €st une filtration et que pour tout n e N, &, = 0(Xo, X1,..., Xn).

2. Montrer que les trois processus suivants sont des (%) ,cn-martingales :

Apn=Xp—(p—-q)n ; Bn:Ai—4pqn ; Cn:pX".
3. Pourquoi T est-il un temps d’arrét associé a la filtration (%) ,en ?

4. Pour p = g=1/2 (donc p = 1) utiliser la martingale (B, = X,% -n)
pour tout n € N,

neN pour obtenir que,

E(X2, )=k*>+E(TAR).

TAn
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En déduire que E(T) < +o0, donc que T est p.s. fini.
5. Toujours pour p = g = 1/2, utiliser la martingale (A, = X},) ,ey pour démontrer que

M
P(Xr=0)= v et E(X7)=k

puis en réutilisant (B,,) ,en que
E(T)=k(M-k).
6. Pour p # g, utiliser la martingale (A;) ,en pour obtenir que, pour tout n e N,
EX7an)=k+(p—-q@E(T AR).

En déduire que E(T) < +o0, donc que T est p.s. fini.
7. Toujours pour p # g, utiliser la martingale (Cj,),,cn pour démontrer que

k M k
pF-p 1-p
P(X7=0) = t E(Xp)=M

(X7 =0) 1= oM e (X7) 1= M

puis en réutilisant (A;) ,en que
1 M(1-p")-k(1-p")

p-4q 1-pM
8. Pourquoi les arguments des questions 6. et 7. ne fonctionnent-ils pas pour p =g =1/2?

E(T) =

EXERCICE 3.7 (Processus de Galton-Watson). On définit les fonctions génératrices de la loi
de reproduction p et des tailles de chaque population par, pour tout s € [0; 1], pour tout
neN,
@)=Y pest et @u(s) =E(s™).
keN
1. Montrer que, pour tout n € N,

E(s*1| X,) = ().

2. En déduire que la suite de fonctions (¢,) ey Vérifie po(s) = s et @,41(5) = @n(@(9)),
donc aussi ¢, (s) = ¢"(s) ('itérée n-eme de ¢), pour tout s € [0;1] et tout n € N.

3. Montrer que la fonction ¢ est € sur [0; 1[, dérivable a gauche en 1 avec ¢'(1) = m,
croissante et strictement convexe sur [0; 1[.

En déduire que :

— sim <1, 1estl'unique point fixe de ¢ ;
— si m> 1, il existe un unique autre point fixe g €]0;1[ de ¢.

4. Remarquer que, pour tout n € N, P(X,, = 0) = ¢,(0) = ¢"(0), puis que

. . {1 sim=<1;

P(extinction) =P(AneN: X;, =0) = lim (p”(O) = .
n—+oo q sim>1.

5. Montrer que Z, = % et M,, = Z?Zl (X,, — mXj,_1) sont des martingales pour la filtration
naturelle %, = 0(Xy, X1,..., X5).
6. En déduire que la suite Z,, = % converge p.s. vers une variable aléatoire Z,, intégrable.
7. Par des considérations sur les espérances et en utilisant la question 4., montrer que si
m <1, Z, ne converge pas vers Z,, dans L!.
8.Si m > 1, calculer le processus croissant (), associé a Z,, puis (Z) o et E({(Z)c0)-
9. En déduire que pour m > 1, Z, converge vers Z,, dans L? et dans L!, et que F(Zy,) = 1.
10. Vérifier que, pour tout n €N, (M), = 02 ¥ 1_ Xi.
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11. Si m > 1, montrer, a 'aide de la question 6 et du lemme 3.29 (de Toeplitz) que

. (M),  o°
(15) nlerw m—t m_lZoop.s.

En déduire que {Zy, > 0} < {{M) o = +00}
12. On pose

ity = k= X
2 e Xk-1

Montrer que 71, — m = 0> ﬁ;’n

13. Appliquer la loi des grands nombres pour les martingales pour en déduire que pour
m > 1 et en restriction a {Z00 > 0}, M, converge p.s. vers m : H1, est un estimateur consis-

tant de m, en restriction a un événement de probabilité strictement positive.

On pourrait aussi réutiliser la formule (15) pour montrer que 71, est asymptotiquement
normal a I’'aide du TLC pour les martingales...

EXERCICE 3.8 (Casino). On considere un jeu de hasard entre un joueur et le croupier
d’un casino. Le capital total en jeu est 1. Au temps n, le capital du joueur est X;, € [0, 1]
et celui du croupier est 1 — X;,. Au début du jeu, le capital du joueur est une constante
Xo=pe€lo,1l.

Laregle du jeu est la suivante. Apres les n premiéres parties, la probabilité de gagner la
partie suivante est égale a X, et la probabilité de perdre est 1 — Xj,. Si le joueur gagne, il
obtient la moitié du capital du croupier. Dans le cas contraire, il cede la moitié de son
capital au croupier. Ainsi, pour toute fonction borélienne bornée f :[0,1] = R,on a:

X, Xn
[E(f(Xn+1)|gn) = an(Xn + 2 ) +(1- Xn)f(?)

ol (%), est la filtration naturelle de la suite (X},),;>0-

1. Montrer que (X,),>o est une martingale.

2. Montrer que (X,),,>¢ converge p.s. et dans L? vers une variable aléatoire Z.

3. Montrer que E(X?,,) = E(3X2 + X,,)/4. En déduire que E(Z?) =E(Z) = p.

4. Etablir que toute variable aléatoire W telle que 0 < W < 1 et E(W (1 — W)) = 0 est une
variable de loi de Bernoulli. En déduire la loi de Z.

5. Pour tout n = 0, on pose Y, =2X,,+1 — X;;. Déterminer les probabilités P(Y; = 0|.%,) et
P(Y, =1|%,). En déduire laloi de Y;,.

6. On considere les événements G, = {Y,, = 1} et H, = {Y,, = 0}. Montrer que, lorsque n
tend vers 'infini, Y}, converge presque sirement vers Z. En déduire que

P(li’?lglfGn) =p et P(li’gg}fﬂn) =1-p.

Les variables (Y},),,>¢ sont-elles indépendantes ?
7. Quelle est I'interprétation des résultats des points 4, 5, et 6 en termes de victoire/défaite
du joueur?

5. Corrigés

CORRIGE DE L'EXERCICE 3.1. Pour des lois discretes, connaitre la loi conditionnelle revient
a connaitre les probabilités conditionnelles. Il suffit donc de calculer, pour tous entiers
O0<k=<n,

P(X=ketX+Y=n PX=ketY=n-k)

(16) P(X=klX+Y=n)=
P(X+Y=n) P(X+Y=n)
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Par indépendance de X et Y,
k -k
-(A+w) /1_ /“Ln
k! (n-k)!
De la méme maniere, et en utilisant la formule du binéme de Newton,

PX=ketY=n-k)=PX=kP(Y=n-k)=e

n n /’Lk n-k (/1 + )n
PX+Y=m=Y PX=ketY=n-k=) etn L ___ wlZH
k=0 k=0 k! (n—k)! n!
on a ainsi (re)démontré que la somme de deux v.a. de Poisson indépendantes est encore
une v.a. de Poisson, de parametre la somme des deux parametres. Enfin, en insérant les

calculs dans la derniére expression de (16), on obtient que
n

A k u n—k
KNNA+u ()L + ,u) '
Ainsi, la loi conditionnelle de X sachant X + Y est la loi binomiale de parametres X + Y et
AlA+ ).

CORRIGE DE L'EXERCICE 3.2.

1. Par définition, les %, sont des sous-tribus de %, puisque ce sont les tribus engendrées
par les .#,,. De plus, pour tout n € N, .%,, c .1, ce qui implique aussi que &, € F,4,.
(Z1) nen €St donc bien une filtration de (Q, ).

2. Comme &, est la tribu engendrée par la partition finie .#, de 2, on peut vérifier qu'une
fonction f : Q — R est &,-mesurable ssi elle est constante sur tous les éléments de
Fn. Ainsi X, = E(X|Z,) doit étre constante sur les éléments de .#, et vérifier, pour tout
0<k<2"-1, [E(an[k/Z”;(k+1)/2”[) = [E(Xl[k/Z”;(k+1)/2”[)» ce qu1 donne X, (w) = (k+ 1/2)/2"
pour tout w € [k/2"; (k+1)/2"][. Ainsi X, est une variable aléatoire discrete, de loi uniforme
sur 'ensemble {(k+1/2)/2",0<k<2"-1}.

3. Pour tout w € Q, I'élément de .#,, qui contient w est'intervalle [|2"w]/2"; ([2"w] +1)/2"],
ce dont on déduit que |X(w) — X, ()| = |o — (12"w] +1/2)/2"| < 27! donc que X, (w)
converge vers X (w) quand n tend vers I'infini. Si c’est vrai pour tout w, c’est vrai a fortiori
presque sirement.

IP(X:ICIX+Y:n):(

CORRIGE DE L'EXERCICE 3.3.

Prop. 3.5. Notons F = L?(Q, %, P), qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(X,Y), = E(XY) (la norme associée est bien la norme || - ||»), et G = L*(Q,¥9,P), qui est
un sous-espace vectoriel de F. Pour X € F, son projeté orthogonal sur G, noté pgX est
caractérisé par la relation d’orthogonalité (X — pgX,Y) =E(X — pgX)Y) =0, soit aussi
E(XY)=E((pcX)Y), pour tout Y € G. C’est la définition de '’espérance conditionnelle,
donc pgX = E(X|9).

On obtient ensuite la formule de Pythagore assez directement, en remarquant que E(X),
donc pgX — E(X), appartiennent a G. Ainsi, toujours par orthogonalité, || X — E(X) ||§ =
| X— pGX||§ +IpcX—E(X) ||§. C’est exactement I'expression de la proposition 3.5, formulée
différemment.

Prop. 3.11. On peut supposer sans perte de généralité que les v.a. X,, sont centrées et véri-
fient E(X,,411.%,) = 0 (en effet, il suffit de prendre X,, = X,,—[E(X,,) pour réduire I'hypothése

initiale a celle-ci). Dans le cas centré, il suffit de montrer que [E(( o Xl-)z) =¥ E(X?).
Le plus élégant est de le démontrer par récurrence sur n € N. Pour n = 0, c’est évident.
Supposons que la formule est vraie au rang n. Alors :

(] o)

+ [E(X721+1)'
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On peut appliquer I'hypothese de récurrence au premier terme. Quant au second, les
propriétés de I’espérance conditionnelle, le fait que le processus soit adapté et 'hypothése
donnent que

()

ce qui permet de conclure.

eljf\n)) = [E((Z Xi)[E(Xn+1|gn)) =0,
i=0

CORRIGE DE L'EXERCICE 3.4.

1. Démontrons-le par récurrence sur n = m, a m € N fixé : pour n = m, E(X;;,| %) = Xim
car le processus est adapté a la fitration; pour n = m + 1 (étape inutile mais qui aide a
comprendre), E(X,+11%m) = X, par définition d'une martingale ; supposons maintenant
que c’est vrai au rang n = m : E(X,|%,,) = X;,, et montrons que c’est encore vrai au rang
n+1:parle point (3) de la proposition 3.4, la définition d'une martingale et '’hypothese
de récurrence, on a E(X,,+11% ) = E(©( X011 %) | Fm) = B( X, F ) = X

2. Par le point précédent et de nouveau le point (3) de la proposition 3.4, on a E(X},) =
E(E(XnlF0)) = E(Xo).

CORRIGE DE L'EXERCICE 3.6.

1. Le fait que (&,) ,en est une filtration est immédiat. De la formule (1), on déduit immé-
diatement que, pour 0 < j < n, X; € %,, donc aussi 0 (X, Xj, ..., X) € &,. Inversement,
pourtoutl<j<n,Y;=X;-X;j_1 € 0(Xp, Xj,..., Xpn), donc &, c 0(Xy, X1,...,X5),0n a
donc I'égalité souhaitée.

2. Comme X, est #,-mesurable et bornée (X, € [k — n; k + n] avec probabilité 1), il est
clair que les processus A, B, et C, sont adaptés et a termes intégrables. Reste a vérifier
la propriété de martingale a proprement parler. Pour tout n = 1, en utilisant que X, est
F,-mesurable, Y, indépendant de &, et les propriétés correspondantes de I'espérance
conditionnelle, on obtient

E(An+1lFn) =E(Xp+ Ype1—(p—q@)(n+ DIFp) = X+ E(Yp)) —(p—q)(n+ 1) = Ay
car E(Y,+1) = p—¢g. De méme
BBt 1Fn) = E( (An+ Vas1 = (p= ) ~4pq(n+ )| 7,
= A2+ V(Y1) —4pq(n+1) =B,
car V(Y,+1) =4pq. Enfin
E(Cps11Fn) =E(p™ 1| ) = pXE(p ") = Cyy

carE(p¥1) = pp+qp~! = g+ p = 1. Les trois processus sont donc des martingales (en fait,
B, est un exemple de la martingale Z, obtenue dans la décomposition de Doob énoncée
formule (13)).

3. T est le temps d’atteinte de 'ensemble A = {0; M}, c’est donc un temps d’arrét par la
proposition 3.14. Profitons néanmoins de cet exercice pour le redémontrer (ce qui revient
a démontrer la proposition...). Il suffit en effet de remarquer que, pour tout n € N,

{T>n}:{X0 QA)XIQ/A)--MXH QlA}Egnr

donc par passage au complémentaire {T < n} € &,,.
4. Pour p = g = 1/2, B, = X2 — n est une martingale. Puisque T est un temps d’arrét, on
obtient en appliquant la formule (11) que

(17) E(X2, )—E(T An) =EBran) = E(Bo) = k?,

TAn

donc la formule de I’énoncé.
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On en déduit que E(T A n) < k? + M?, car pour tout n €N, Xrr, € {0,1,..., M} p.s. Par le
théoréme de convergence monotone, on a encore E(T) < k* + M?, donc T est d’espérance
finie, soit aussi p.s. finie.

5. Toujours pour p = g =1/2, A, = X, est une martingale, a accroissements bornés (par
1), et T est un temps d’arrét p.s. fini. On peut donc appliquer '’hypothése (3) du théoreme
3.16 d’arrét de Doob pour obtenir E(X7) = E(Xp) = k. Par définition de T, la v.a. X7 ne
prend que les deux valeurs 0 et M, donc

k=EX7)=0-PX7=0+M-P(Xr=M)=MA-P(Xr=0)),

d’ot1'on déduit la formule pour la probabilité de ruine.

En utilisant le théoréme de convergence dominée (X% An = M? p.s. pour tout 2 € N) dans

le premier terme, on peut faire tendre 7 vers I'infini dans (17) pour obtenir que E(T) =

E(XF) — k* = M*(k/M) — k* = k(M — k).

6. Pour p # g, une application de la formule (11) ala martingale A,, donne immédiatement
E(X1an) =k+(p—q@ET AR).

On en déduit que

M-k

p-q’

puis la méme borne pour E(T), par convergence monotone. Ainsi, dans ce cas aussi, T est

d’espérance finie donc p.s. finie.

7. En appliquant la formule (11) a C,, on obtient [E(pXT’\”) = pk . Par convergence dominée

(pXTA" < max(1, pM ) p.s. pour tout n € N), on peut faire tendre 7 vers I'infini, et en déduire
E(pXT) = p¥. Comme dans le cas précédent, cette formule se réécrit

(18) E(TAn)= L([E(XT/\n)_k) =
P-4

Pk =1-PX7 =0)+ p™ -PX7 = M) =P(X7 =0) + pM(1 -P(X7 = 0)),

d’ou1I'on déduit que

k M
p-—p
P(X7=0)= —~,
(Xr=0) 1= M
puis

l—pk

EXr)=M-P(Xr=M)=M
1-pM

et enfin, en faisant tendre » vers 'infini dans (18),

1 M(1-p)-k(1-p")
p-4q 1-pM
8. Dans le cas p = g = 1/2, les martingales A,, et C, sont trop simples et ne contiennent
pas assez d’information sur le processus de départ : C, est constante égale a 1, quant a
Ay, son second terme s’annule, on ne peut donc pas faire apparaitre T en appliquant la

formule (11). C’est pour cela qu’on est obligé dans ce cas d’utiliser une martingale plus
compliquée, Bj,.

1
E(T)=——E&Xr)—k) =
p—q

CORRIGE DE L'EXERCICE 3.7.

1. La tribu o(X},) est aussi engendrée par 'ensemble des événements de la forme {X;, = k}
(car X, est une v.a. discrete, a valeurs entiéres). Il suffit donc de vérifier que, pour tous
n,keN,

[E(an+1 an:k) = IE((P(S)X" anZk) .
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Et en effet, par indépendance de X, et des Y(”+D

E(s5 11y _g) = [E(Szfinl Y,.(n+1>lxn ) [E( vk ’(n+nlx,,:k)
= () PXn = k) =E(p(9)"1x,-1).
2. go(s) =E(s%) =s' =5, et
Pne1(s) = E(s71) = E(E(s™ [ Xn)) = E(0(8)™) = 0 (0(9) -

On en déduit par une récurrence immeédiate que ¢, (s) = ¢ (s) pour tout n € N et tout
se€[0;1].

3. Pour tout 7 € N et pour tout sy € [0;1], la série ¥ j», k(k—1) - (k— n+1)s*" est norma-
lement convergente sur [0; so], donc la série } >, prk(k—1)---(k—n+ 1)s*=" aussi. Par
applications successives du théoreme de dérivabilité des séries de fonctions, on en déduit
que @ est € sur [0; o] pour tout sp < 1, donc sur [0; 1], avec

(pl(s): Z kpksk—l
keN*

@"(s)= Y k(k—1)pgst2
k=2

On déduit ensuite des hypotheses faites sur p que ¢’(s) > 0 et ¢” (s) > 0 pour tout s €]0; 1],
donc que ¢ est strictement croissante et strictement convexe. D’autre part, limg_.; (p’ (s) =
m, donc, par un théoréme classique d’analyse, ¢ est dérivable (a gauche) en 1, de dérivée
p')=m
Comme par ailleurs, ¢(0) > 0 et ¢(1) = 1, on a par continuité, croissance et stricte convexité
de ¢ que 1 est 'unique point fixe de cette fonction si m < 1 (car une fonction strictement
convexe est strictement au dessus de sa pente en 0) et qu’il existe un unique autre point
fixe g €]0;1[ si m > 1 (par le théoréme des valeurs intermédiaires et croissance stricte).
4. En prenant s = 0 dans la définition, on remarque que P(X; = 0) = ¢,(0) = ¢"(0). La
suite P(X,, = 0) est croissante (une fois que la lignée s’éteint, c’est pour toujours), de limite
P(extinction). Ainsi

P(extinction) = lim ¢"(0).
n—+oo

11 est particulierement simple d’étudier une suite définie par récurrence u,+; = @(uy)
lorsque ¢ est continue et croissante : la suite converge en croissant vers le plus petit point
fixe au dessus de la valeur initiale 1. Ce résultat permet de conclure.

5. Il est clair que les processus Z, et M, sont adaptés. D’autre part, on peut montrer,
comme dans la question 1., que E(X;+1|%;) = mX,. On en déduit facilement que Z,, et
M, sont des martingales.

6. La suite Z, est bornée dans L' (puisqu’a valeurs positives et d’espérance constante
égale a 1), il suffit donc d’appliquer le théoréme 3.19 de convergence p.s. des martingales
pour conclure.

7. Pour m < 1, on a montré qu’il y a extinction avec probabilité 1, ce qui implique que,
presque stirement, Z, = 0 a partir d'un certain rang, donc Z,, = 0. Donc E(Z,,) =0# 1 =
E(Z,), ce qui rend impossible la convergence de Z,, vers Z, dans Ll.

8. On calcule E[ (Zy41 — Zp) |9n = g? Zn’il, donc (Z), = 0% Y} Zk"ﬂ, puis en passant

a la limite (Z)oo = 0 Zke,\, . Comme les Z; sont d’ 1ntegrale 1, on en déduit que
E(Z)eo) = 07 Egen ™ < 405,

9. Par la remarque 3.25, le résultat précédent implique que la martingale 7, est bornée
dans 2. Le théoréme 3.20 implique alors que la convergence de Z, vers Z,, a aussi lieu
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dans L? (et dans L' car dans un espace de probabilité, toute suite convergente dans L?
I'est encore dans L'). On en déduit que F(Zy,) = 1.
10. Comme dans la question 8., il suffit de calculer que

E[(Mpi1 = Mp)?| Fn] = E[ (Xns1 — mX)?| Fn] = 07 X,

11. Z, converge p.s. vers Zo, (question 6.) et (M), = 0* X720 X = 0> ¥~} m* Z;.. On peut
donc appliquer le lemme de Toeplitz pour obtenir que

2
n—1>IPoo ZZ;& mk 0" Zoo,

ce qui équivaut a la formule (15).

Ainsi, pour tout w € Q tel que Z,,(w) > 0, la suite (M) ,,(w) diverge comme m", donc tend
vers l'infini, ce qui implique que (M), (w) = +o0.

12. Calcul direct.

13. Application de la loi des grands nombres (théoréme 3.27).

CORRIGE DE L'EXERCICE 3.8.
1. La suite (X},),>¢ est adaptée a la filtration (¥,,) ¢ par définition. Pour tout n € N, X,
est a valeurs dans [0, 1] donc intégrable. Enfin,

_Xn

E(Xn+1l1Fn) = Xn| Xn + +(1-X5) 7 = Xn.

2. La suite (X,,),,»( est une martingale bornée. Elle converge donc p.s. et dans L? vers une
variable aléatoire Z a valeurs dans [0, 1].

3.0na

) 1-X,)\? X, > X,

En prenant I'espérance, on obtient E(X?, ;) = E(3X3 + X,,)/4. Puisque la suite (X,) ,>; est
bornée, le théoréme de convergence dominée permet de passer a la limite dans I'espérance
pour obtenir E(Z?) = E(3Z% + Z)/4. On en déduit donc que E(Z?) = E(Z). Enfin, puisque
(Xn) n=o €st une martingale, E(Z) = E(Xjp) = p.

4, Puisque W € [0,1], ona W (1 — W) = 0. Si cette variable positive est d’espérance nulle
c’est que P(W € {0,1}) = 1. En d’autres termes, W suit une loi de Bernoulli. Ceci assure
donc que Z ~ A(p) puisque E(Z) = p.

5. Par définition, Y,, = 1 sile joueur gagne la partie n+1 et Y, = 0 s’'il la perd. On a donc

P(Y,=0F,)=X, et P(Y,=0%F,)=1-X,.

En prenant I'espérance, on obtient que Y,, ~ %(p).
6. Puisque (X},) >0 converge vers Z, la suite (Y},),»o converge vers 2Z — Z = Z. Comme Y},
est a valeurs dans {0, 1}, c’est que la suite (Y}),( est stationnaire : a partir d'un certain
rang, (Y, (w)),=o est constante. Cette constante dépend bien entendu de w et vaut Z donc

P(liminfGn) =p et IP(limiann) =1-p.

n—oo n—oo

Les variables (Y},),>0 ne sont pas indépendantes puisqu’elles sont égales a partir d'un
certain rang et non constantes.
7. A partir d’'un certain nombre (aléatoire) de parties, c’est toujours le méme joueur qui
gagnera a chaque fois méme si le nombre de parties est infini puisque les capitaux des
deux joueurs ne sont jamais nuls.
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A. Deux lemmes analytiques

Nous collectons ici deux lemmes purement analytiques, qui sont souvent utiles dans le
contexte des martingales et des théorémes limite pour des suites de variables aléatoires
non i.i.d.

LEMME 3.29 (Lemme de Toeplitz). Soit (ax)en Une suite de réels strictement positifs telle
que ) ren Ak = +00, et soit (Xi) ey UNe Suite de réels convergente, de limite | € R. Alors
Y ho1 AKXk
ZZ:I ak n—-+oo

LEMME 3.30 (Lemme de Kronecker). Soit (by,),,cn Une suite croissante de réels strictement
positifs tendant vers +00, S0it (Xi) xen UNe suite de réels, et posons s, = ZZ;(% Xi.. Alors

Xk . Sn
) == converge = lim —=0.

keN Yk
Le lemme de Toeplitz est une généralisation du lemme classique de Cesaro (qui correspond
au cas ol a; = 1) et se démontre de la méme maniere. Le lemme de Kronecker se déduit
aisément du précédent avec une transformation d’Abel.






Chapitre 4

Chaines de Markov

Dans tout ce qui suit E est un espace de cardinal fini ou dénombrable. Lorsqu’il est fini,
de cardinal d, on I'identifiera tres souvent a {1,..., d}, lorsqu’il est (infini) dénombrable,
on prendra souvent N.

1. Matrices de transition et chaines de Markov
1.1. Définitien classique.

DEFINITION 4.1. Une matrice de transition (ou noyau de transition ou matrice marko-
vienne) sur I’ensemble E est une application P : E x E — [0, 1] telle que
VxeE, ) P(xy =1
yeE
Une chaine de Markov de matrices de transition (P,),>¢ et de loi initiale u est une suite de
variables aléatoires X = (X},),cn définie sur un espace probabilisé (Q, %,P) et a valeurs
dans E telle que £ (Xy) = p et

n-1

19) P(Xo = Xo, ..., Xn = xn) = p{xo}) [] Pi(xi, xis1)-
i=0

pour tout n € N et tout (n + 1)-uplet (xo, ..., x,) d’éléments de E.

DEFINITION 4.2. La chaine est dite homogene si la suite de matrices markoviennes (Py) ;>0
est constante.

1.2. Premiers exemples.

EXEMPLE 4.3 (Marche aléatoire sur les sommets du cube). L'espace d’états est E = {0, 1y
les sommets du cube unité dans R" et la matrice de transition est définie ainsi : pour
x,y € E,ennotant |x—y| = Zf.\il |x; = yil,

1/2N) si|lx—y|l=1,
0 sinon.

P(x,y) :{

EXEMPLE 4.4 (Urne d’Ehrenfest). L'espace d’états est {0, 1,..., N} et la matrice de tran-
sition est définie par

x/N siy=x-1,
Px,y) =4 (N=x)/N siy=x+1,
0 sinon.

Une chaine de Markov X de matrice de transition P modélise la situation physique
extremement simplifiée suivante : N particules évoluent dans un environnement
constitué de deux compartiments, notés A et B, qui communiquent, et a chaque pas
de temps, une particule choisie au hasard (uniformément) parmi les N particules
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passe d’'un compartiment a I'autre. X;, représente alors le nombre de particules dans
le compartiment A (par exemple, il y a une symétrie évidente dans le modeéle) au
temps n, car on vérifie en effet facilement que le noyau P construit ci-dessus traduit
mathématiquement la description de I’évolution. Ce modéele a été introduit par les
époux Ehrenfest en 1907 pour illustrer 'un des points clefs de la thermodynamique, a
savoir I'apparent paradoxe entre une description microscopique par la mécanique qui
est réversible en temps et une description macroscopique par la thermodynamique
qui est irréversible. C’est donc une version extrémement simplifiée des intuitions de
Boltzmann, trés mal accueillies par la communauté scientifique en son temps.

La Figure 1 représente des trajectoires de la chaine de Markov modélisant I'urne
d’Ehrenfest.

T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FIGURE 1. Urne d’Ehrenfest : a gauche, 5 trajectoires jusqu’au temps 200,
pour N =40 - a droite, 30 trajectoires jusqu’au temps 1000, pour N =400
(valeurs initiales tirées uniformément).

EXEMPLE 4.5 (Modele de Wright-Fisher). L'espace d’états est {0,1,..., N} et

P(x,y) = (?}’)(%)y(l _ %)N—y.

En d’autres termes, £ (X,,+11X;, = x) est la loi binomiale 28 (N, x/N).

Ce modele est utilisé en génétique pour modéliser I’évolution de la fréquence d'un
allele dans une population de petite taille. Nous faisons les hypotheses suivantes :

— la population est haploide : chaque individu possede un seul exemplaire du
gene d'intérét; et ce géne se présente sous deux alleles distincts A et B;

— la taille de la population reste constante au cours du temps, égale a NV ;

— les générations ne se chevauchent pas : a chaque instant k, la k-iéme généra-
tion meurt et donne naissance aux N individus de la (k + 1)-iéme génération;

— chacun des enfants choisit son parent uniformément parmi tous les individus
de la génération précédente et indépendamment des autres;

— etlareproduction a l'instant k ne dépend pas des reproductions précédentes.
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Sous toutes ces hypotheses, si on note X, le nombre d’alléles A dans la population
au temps n (c’est-a-dire a la génération n), on peut vérifier que X = (X},) ,en €5t Une
chaine de Markov de matrice de transition P.

La figure 2 représente des trajectoires de la chaine de Markov modélisant le modele de
Wright-Fisher. On voit assez bien intuitivement que le comportement est radicalement
différence de celui de I'urne d’Ehrenfest.

T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80

FIGURE 2. Modele de Wright-Fisher : 10 trajectoires jusqu’au temps 80,
pour N =20 (valeurs initiales tirées uniformément).

EXEMPLE 4.6 (File d’attente M/M/1 (a temps discret)). Nous souhaitons modéliser le
nombre de clients attendant a un guichet, sous les hypothéses simplifiées suivantes :
a chaque pas de temps, avec probabilité p €]0;1[, un nouveau client arrive dans la
file, et avec probabilité g = 1 — p, un client (s’'il y en a un) est servi et quitte donc la
file d’attente, tout ceci indépendamment de I’état de la file d’attente et de ce qui s’est
passé précédemment.
Si on note X, le nombre de clients dans la file d’attente au temps 7, on peut vérifier que
X = (X) en €st une chaine de Markov sur I'espace d’états N de matrice de transition
définie par

P(x,x+1)=p pourtoutxeN;

P(0,0)=g;

P(x,x—1)=¢q pourtout xeN*;

Px,y)=0 sinon.

Dans la suite, nous considérerons, sauf mention contraire, des chaines de Markov homo-
genes.

1.3. Suites récurrentes aléatoires.

DEFINITION 4.7. Une suite (X,),en de variables aléatoires a valeurs dans E est une suite
récurrente aléatoire s’il existe :

— une suite (Uy),en+ de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur
I'intervalle [0, 1], et indépendantes de Xj;

— une fonction f : Ex [0,1] — E;
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telles que, pour tout n € N*,
Xn = f(Xn—I» Un) .

REMARQUE 4.8. Puisque toute variable aléatoire réelle Y peut étre réalisée comme fonction
d’une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0,1] (par la formule Y = F,;'(U), ou F;!
désigne l'inverse généralisée de la fonction de répartition de Y), cette définition équivaut
a dire qu’il existe
— une suite (Y,) ,en+ de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement
distribuées, et indépendantes de Xj;

— une fonction f : ExR— E;

telles que, pour tout n € N*,
Xn = f(Xn—ly Yn) .

REMARQUE 4.9. Cette définition est une généralisation naturelle des suites récurrentes
réelles x,+1 = f(xy). Ici, on fait la méme chose, en ajoutant un ingrédient aléatoire a
chaque étape.

Les deux définitions que nous avons données sont en fait équivalentes.

THEOREME 4.10. Soit (X,,) e Une suite de variables aléatoires a valeurs dans E. Alors
(Xn) nen €St une suite récurrente aléatoire si et seulement si (X,,),en €St une chaine de
Markov homogene.

REMARQUE 4.11. Toute chaine de Markov (méme non homogene) pourrait étre vue comme
une suite récurrente aléatoire, a condition de remplacer la fonction f par une suite de
fonctions (f7) ,,en-

EXEMPLE 4.12. La marche au hasard issue de 0 sur Z, X;, = ZZ=1 Yi = X1+ Y, avec
(Y) nen une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans Z, est une suite récurrente
aléatoire, donc une chaine de Markov.

REMARQUE 4.13. Dans un grand nombre de situations de modélisation, on montre que
|'objet mathématique étudié est une chaine de Markov homogeéne en montrant que c’est
une suite récurrente aléatoire.

1.4. Graphes probabilistes. Une troisiéeme définition possible, équivalente aux deux
premieres (ce n’est finalement qu'une traduction graphique de la définition 4.1) est de
dire qu'une chaine de Markov est définie par le graphe probabiliste associé :

DEFINITION 4.14. Un graphe probabiliste sur E est un graphe d’ensemble des sommets E,
qui est orienté et étiqueté (a chaque aréte (i, j), on associe une étiquette P(i, j)) avec des
étiquettes positives et dont la somme sur les arétes sortantes de chaque sommet vaut 1.
Une chaine de Markov associée a ce graphe probabiliste est une suite de variables aléa-
toires obéissant a la régle suivante : si je suis au sommet i a un certain instant, je saute
al'instant suivant le long de I'une des arétes sortantes du sommet i, chaque aréte étant
choisie avec une probabilité égale a son étiquette.

2. Equation de Chapman-Kolmogorov

Il faut voir une matrice markovienne P comme un opérateur agissant sur les fonctions et
les mesures de la maniere suivante. L'opérateur P associe a une fonction / (bornée) de E
dans R la fonction Ph (bornée) de E dans R définie par

VxeE, Ph(x)=)_ P(x,y)h(y)
yeE
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et a une mesure positive (respectivement une probabilité) u sur E la mesure positive
(respectivement la probabilité) uP sur E définie par
VyeE, uP(y)=) px)P(x,y).

x€E

On peut aussi composer ces opérateurs : on vérifie facilement que si P et Q sont deux
matrices markoviennes, alors PQ défini par
Vx,y€E, PQ(x,y) =) Px2Q(zY)
zZ€E

est encore une matrice markovienne et vérifie (PQ)h = P(Qh) pour toute fonction & et
1(PQ) = (uP)Q pour toute mesure y. On note ensuite P” pour l'itérée n-eme de P.

REMARQUE 4.15. Le nom de matrice markovienne vient bien str du fait que, dans le cas
ol E est fini et identifié avec {1,..., d}, une matrice stochastique est une « vraie » matrice,
et toutes les opérations définies ci-dessus sont des produits matriciels, en identifiant les
fonctions a des vecteurs colonnes et les mesures a des vecteurs lignes.

Dans le cas infini dénombrable, tout le formalisme du produit matriciel subsiste, mais
avec des matrices infinies, et donc aussi des séries a la place des sommes dans les formules
précédentes.

THEOREME 4.16. Soit X = (X,,) ,en Une chaine de Markov homogene sur E de matrice de
transition P et de loi initiale uy. Notons (i, la loi de X,,. Alors

— la suite (uy) ,cn Vérifie la relation de récurrence, appelée équation de Chapman-
Kolmogorov, suivante :

n+1

(20) Hn+1 = PnP = o P77,
— pour tous x,y € E,P(X, = y|Xo = x) = P"(x,)),
— pour toute fonction h de E dans R,
E(h(X,)1Xo = x) = (P"h)(x).
— pour toute fonction h de E dans R et toute probabilité uy sur E, si £(Xy) = po alors
E(h(X,)) = o(P"h) = (uoP™") h = o P" h.

3. Propriété de Markov

La propriété de Markov exprime le fait que « conditionnellement au présent, passé et futur
sont indépendants ». Introduisons un peu de formalisme. Soit X une chaine de Markov sur
E. On peut voir X comme une variable aléatoire a valeurs dans |’espace des trajectoires
T = EN. Pour cela, on munit T de la tribu engendrée par les tribus cylindriques (%,,(T)) yen
définies par %, (T) = o(Xop,..., Xn).

Si Xy est de loi u, on note Py, laloide X etsi u =6y, onnote Ps = Py.

THEOREME 4.17. La loi d’'une chaine de Markov homogéne sur E de matrice de transition P
et de loi initiale u est 'unique mesure de probabilité P, sur (T, %8(T)) caractérisée par (19).

On introduit a présent le processus décalé de n : Xy = (Xp4 k) .cpy défini par
Xn+.k=Xn+k, pourkeN.

THEOREME 4.18 (Propriété de Markov). Soit X une chaine de Markov sur E de loi initiale 1.
Pour tout Ae B(T) etkeN,

P(Xk+ € Al Xk = Xp,y ..., Xo = Xo) = Py, (A).
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REMARQUE 4.19. On peut montrer que, pour une chaine de Markov a espace d’états fini
ou dénombrable, cette propriété est encore vraie sil’on remplace k par un temps d’arrét.
On parle alors de propriété de Markov forte [BL98, Thm. VIIL.3.2].

4. Récurrence/transience. Irréductibilité

La premiere idée naturelle pour étudier une chaine de Markov (X},) ,cn a valeurs dans E
est d’étudier par quels points de E elle passe, et combien de temps elle met a revenir a
son point de départ. On définit pour cela les temps de premier retour et les nombres de
passages en i : pour tout i € E,

7;=inf{neN": X, =i},
N; = Z 1x,-;.
neN
Onditalorsque i€ Eestun:
— état récurrent si P; (N; = +00) = 1 (partant de i, on repasse presque slirement une
infinité de fois par i)
— état transient (ou transitoire) si P; (IN; = +o0) < 1.
Tous ces objets sont liés par une dichotomie :

THEOREME 4.20. Soit (X,),en Une chaine de Markov homogene a valeurs dans E. Alors,

pour touti € E,

+

1. SiP;(r; < +o0) =1, alors i est un état récurrent et[E;(N;) = Y72 P" (i, i) = +oo.
+

2. SiP;(r; < +o0) < 1, alors i est un état transient et E;(N;) = ¥, 24 P" (i, i) < +oo0.

DEFINITION 4.21. Soit P une matrice stochastique sur E et (X},),cn une chaine de Markov
de matrice de transition P.

1. Pour i, j € E, on dit que i conduit a j, noté i — j s’il existe n € N tel que P"(i, j) >0;
on dit que i et j communiquent, noté i — j sii — j et j — i. — est une relation
d’équivalence, qui partitionne donc E en classes (d’équivalence).

2. On dit que la matrice P (ou une chaine de Markov associée) est irréductible si E est
I'unique classe (tous les états communiquent entre eux).

3. Une classe C est dite close si pour touti e C,P;(VneN, X, € C) =1. Si C = {i} est
une classe close, on dit que i est un état absorbant (ce qui équivaut a P(i,i) = 1).

PROPOSITION 4.22. Soit P une matrice stochastique sur E et (X,) ,en Une chaine de Markov
de matrice de transition P.

1. S’ilexiste je E telquei — j et j /i, alors i est transient.

2. Deux états qui communiquent sont de méme nature (tous les deux récurrents ou
transients). On peut donc parler de classe récurrente ou de classe transiente.

3. Sila chaine est irréductible, tous les états sont de méme nature. On dit alors que la
chaine de Markov elle-méme est récurrente ou transiente.

4. Une classe récurrente est close; une classe close et finie est récurrente.

5. Toute chaine de Markov irréductible sur un espace d’'états fini est récurrente.

Modele de Wright-Fisher. Les deux états 0 et N sont absorbants. {1,2,..., N — 1} est
une classe transiente.

On en déduit que T = inf{n e N : X, € {0, N}} est p.s. fini (on appelle ce phénomene la
dérive génétique : dans une petite population, 'un des alleles disparait au bout d'un
certain temps), et un argument de martingale donnerait que P; (X7 = N) =1-P; (X7 =
0)=1i/N.
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File d’attente M/M/1 (a temps discret). La chaine de Markov modélisant la file d’at-
tente M/M/1 est irréductible. Elle est :

— transiente pour p >1/2;

— récurrente pour p < 1/2.

5. Mesures invariantes, mesures réversibles
5.1. Définitions.

DEFINITION 4.23. Soit P une matrice de transition sur E. Une mesure 7 sur E est dite
invariante par P (ou P-invariante) si elle vérifie

21 nP=m.

REMARQUE 4.24. Une mesure invariante est un vecteur propre a gauche associé a la valeur
propre 1 pour P. Dans la description « suites récurrentes aléatoires », une mesure de
probabilité invariante 7 peut aussi étre vue comme une sorte de point fixe, au sens ou une

variable aléatoire X de loi 7 vérifie X Z f(X,U), avec U uniforme sur [0, 1] indépendante
de X.

REMARQUE 4.25. En associant la définition 4.23 et la formule de Chapman-Kolmogorov
(20), on observe le fait suivant : si 7 est une mesure de probabilité invariante pour P et
(Xn) nen €st une chaine de Markov de matrice de transition P et de mesure initiale 7, alors
X, estde loi 7 pour tout n € N. Cette remarque justifie I'utilisation du terme invariante: si
la condition initiale est tirée selon une mesure invariante, la chaine est distribuée selon
cette mesure invariante a tout temps.

Définissons aussi ce qu’est une mesure réversible :

DEFINITION 4.26. Soit P = (P(i, j)); jcp une matrice de transition sur E. Une mesure de
probabilité m = (7(i)) ;e sur E est dite réversible pour P (ou P-réversible) si elle vérifie
(22) n(i)P(i, j)==n(j)P(j,i) pourtousi,je€E.

C’est une notion plus forte, comme le montrent la Proposition ci-dessous et la remarque
qui la suit, plus facile a caractériser (les calculs sont plus simples), mais aussi plus rare.

PROPOSITION 4.27. Soit P une matrice de transition et m une mesure sur E. Si w est P-
réversible, alors it est aussi P-invariante.

On peut vérifier que si 7 est une mesure réversible pour P et (X},) . €st une chaine de
Markov de matrice de transition P et de mesure initiale 7, alors, pour tout n € N, pour tout
chemin (iy, i1,1i2,...,in-1,iy) dans E,on a:

P(Xo=1i0, X1 =11,Xo0=12,..., Xp-1=Ip-1,Xpn = ip)
=PXo=inX1=ip-1,Xo0=ip-2,...,Xpn_1 =11, X, = ip).

Ainsi les probabilités d’observer un chemin donné dans un ordre ou dans 'ordre inverse
coincident : la réversibilité est une invariance par retournement du temps.

EXEMPLE 4.28. La marche aléatoire sur le cube admet une unique mesure invariante (la
loi uniforme sur E) et la chaine est réversible par rapport a cette probabilité.
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Modele de Wright-Fisher Toutes les mesures pdy + (1 — p)é n, pour p € [0,1] sont des
mesures invariantes de la chaine de Wright-Fisher.

5.2. Existence. Unicité. Le probleme de I'existence de mesures invariantes pour une
chaine de Markov est en fait en partie lié a celui de la récurrence/transience étudié précé-
demment.

Nous avons par exemple un premier résultat :

PROPOSITION 4.29. Une chaine de Markov irréductible et admettant une mesure de proba-
bilité invariante est récurrente.

REMARQUE 4.30. Dans le cas ou E est fini, un argument de compacité (dans ce cas,
I’ensemble 22 (E) des mesures de probabilité sur E est compact) assure I'existence d’au
moins une mesure de probabilité invariante.

Si E est infini dénombrable, en revanche, rien n’assure I'existence d'une mesure de proba-
bilité invariante (c’est méme impossible dans le cas transient, par la proposition ci-dessus),
et il faut donc considérer aussi le cas des mesures o-finies.

REMARQUE 4.31. Inversement, I’existence d'une mesure o-finie invariante n’assure pas
la récurrence : par exemple, la marche simple sur Z3 est transiente bien que la mesure
uniforme soit invariante.

THEOREME 4.32. Soit (X,) ,en Une chaine de Markov de matrice de transition P sur E, que
l'on suppose irréductible et récurrente. Alors il existe une mesure  invariante par P, et elle
est unique a une constante multiplicative pres. Elle vérifie 0 < (i) < +oco pour tout i € E.
De plus, pour tout i € E, la mesure n; telle que m;(i) = 1 est donnée par

T;i—1

(23) m() =B ¥ 15(%0).
k=0

REMARQUE 4.33. Attention, dans ce théoreme, la mesure invariante 7 n’est pas forcément
une mesure finie, ca peut étre une mesure o-finie. On régle ce probléme avec le résultat
suivant, qui repose sur le fait que la mesure 7; définie dans le théoreme précédent vérifie
i (E) =X jepmi(j) = k(7).

REMARQUE 4.34. Dans le cas non irréductible, la formule (23) permet encore de construire
des mesures invariantes : si C est une classe récurrente et i € C, alors 7; est une mesure
invariante concentrée sur C (unique a une constante multiplicative pres).

THEOREME 4.35. Soit (X)) ,en Une chaine de Markov de matrice de transition P sur E, que
l'on suppose irréductible et récurrente. Deux cas se présentent :

1. SoitE;(t;) = +oo pour tout i € E. On dit alors que la chaine de Markov est nulle
récurrente, et les mesures invariantes sont o -finies.

2. SoitE;(t;) < +oo pour touti € E. On dit que la chaine de Markov est positive récur-
rente, et l'unique mesure de probabilité invariante  vérifie, pour touti € E,

(24) n(i) =

Notons que lorsque E est fini, on est forcément dans le second cas : toute chaine de Markov
irréductible sur un espace d’états fini est positive récurrente, donc admet une unique mesure
de probabilité invariante nt définie par (24).
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REMARQUE 4.36. La formule (24) se traduit par « En régime stationnaire, le temps moyen
passé en un site est I'inverse du temps moyen mis pour y revenir ». C’est en fait trés moral !

Urne d’Ehrenfest. La chaine de Markov associée a I'urne d’Ehrenfest est irréductible
(sur un espace d’états fini) donc récurrente positive. Elle est aussi réversible par rapport
a sa mesure invariante, qui est la loi binomiale 28(N, 1/2).

File d’attente M/M/1 (a temps discret). La chaine de Markov modélisant la file d’at-
tente M/M/1 est :

— récurrente nulle si p = 1/2. Ses mesures invariantes o-finies sont proportion-
nelles a la mesure de comptage sur N, et elles sont réversibles;;

— récurrente positive si p < 1/2. Son unique mesure de probabilité invariante
est la loi  définie par (i) = (p/q)' (1 — p/ q), et elle est réversible.

5.3. Convergence al'équilibre. Le premier intérét de comprendre les mesures inva-
riantes d'une chaine de Markov est que cela permet de décrire un régime stationnaire,
al’équilibre, de cette chaine. Mais il se passe quelque chose d’encore plus fort : en fait,
la mesure de probabilité invariante (unique si la chaine est irréductible et récurrente
positive) décrit aussi le comportement en temps long de la chaine de Markov, méme
lorsqu’elle part d'une autre mesure initiale. Nous terminons avec une série de résultats
allant dans ce sens.

THEOREME 4.37 (Théoréme ergodique). Soit (X},),en Une chaine de Markov sur E homo-
gene, irréductible et récurrente positive, d'unique mesure de probabilité invariante i (et de
mesure initiale quelconque).

1. Alors, pour tout fonction h : E — R n-intégrable, on a

n-1
IS g -2 f hdn=Y n(x)h(x).
i E

n—+oo
x€E

2. En particulier, pour tous i, j € E,
1 n-1

-2 P ) ——=mn(),

n k=0 n—+oo

Ces résultats sont en particulier valables pour toute chaine de Markov irréductible sur un
espace d’états fini.

Pour obtenir un résultat plus fort (sans la moyenne de Cesaro), il faut faire une hypothese
supplémentaire.

DEFINITION 4.38. Soit P une matrice de transition sur E. Pour tout i € E, on définit
R(i) ={neN* : P"(i,i) > 0}, et on appelle période de a le pgcd de R(i). On dit que i est un
état apériodique s’il est de période 1.

PROPOSITION 4.39. Si la matrice de transition P est irréductible, alors tous les états sont
de méme période. On dit que P est apériodique des que l'un (c.-a-d. tous) est (sont) apério-
dique(s). C'est en particulier le cas dés qu'il existe i € E avec P(i,i) > 0.

PROPOSITION 4.40. Si P est une matrice de transition sur un espace d’'états E fini, alors P
est irréductible apériodique si et seulement s'il existe r € N* tel que P’ (i, j) > 0 pour tous
i,j€E.
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THEOREME 4.41 (Théoréme de convergence; cas fini). Soit E un ensemble fini, P une
matrice de transition irréductible apériodique sur E et n l'unique mesure de probabilité
invariante pour P. Alors, pour tous i, j € E, P"(i, j) converge vers (j) exponentiellement
vite quand n tend vers linfini.

Ainsi, si (Xy,) ,en €St une chaine de Markov de matrice de transition P et de mesure initiale
U quelconque, alors la loi de X,, converge exponentiellement vite vers la mesure invariante
7 lorsque n tend vers l'infini.

THEOREME 4.42 (Théoreme de convergence ; cas général).

1. Soit E un ensemble dénombrable, P une matrice de transition irréductible, apério-
dique et récurrente positive sur E et m l'unique mesure de probabilité invariante pour
P. Alors, pour tous i, j € E, P"(i, j) converge vers nn(j) quand n tend vers l'infini.

2. Si P estirréductible et récurrente nulle sur E, alors P" (i, j) tend vers 0 quand n tend
vers l'infini pour tous i, j € E.

6. Exemples

6.1. Marche au hasard simple sur un graphe. On se donne un graphe fini, non
orienté, connexe et simple (il y a au plus une aréte entre deux sommets). On note toujours
E 'ensemble de ses sommets, et le degré du sommet 7, noté deg(i) est le nombre d’arétes
incidentes a i. On définit alors la marche au hasard simple sur ce graphe comme la chaine
de Markov de matrice de transition P = (P(i, j)) i, jeE donnée par

1 ye N . .

—— ¢silyaunearéteentreietj;

N deg(l) ’
p,j) = {

0 sinon

(a chaque étape, la marche saute sur un sommet voisin de sa position actuelle, choisi
uniformément).

En notant C =} ;cgdeg(i) (on peut vérifier que C est le double du nombre d’arétes, pour-

quoi?), on peut définir une mesure de probabilité & sur E par 7 (i) = degm . Vérifions que

cette mesure est réversible pour P :

— si i et j ne sont pas voisins, alors n(i)pl-,j = ﬂ(j)p]',i =0.;
— si i et j sont voisins, alors

deg(i) 1 1 _deg(j) 1
C deg(i) C  C deg())

n(i)pi,j = =n(j)pj,-

7 est bien une mesure réversible, donc invariante pour la marche au hasard simple sur
le graphe (le cas symétrique, p = %, de la marche au hasard sur le cercle était un cas
particulier).

On peut déduire des résultats généraux obtenus précédemment que le temps moyen
passé par la marche au hasard en un sommet i est proportionnel a son degré, ou bien
aussi que le temps moyen mis par la marche pour revenir en un sommet i est inversement
proportionnel a son degré.

6.2. Algorithme de Metropolis-Hastings. Soit E un ensemble fini, H une fonction de
E dans R. On souhaite simuler une variable aléatoire de loi u dont la densité par rapport a
la mesure de comptage sur E est proportionnelle 2 e .
L'algorithme de Metropolis-Hastings permet de construire et de simuler une chaine de
Markov récurrente apériodique (X},) ,en sur E de loi invariante p a partir des seuls rapports

w(x)/ uy).
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Pour construire le noyau de transition P on se donne un noyau de transition irréductible
Q sur E tel que Q(x, y) > 05ssi Q(y, x) >0. On pose
P(x. 7) Qx, Mplx,y) six#y,
X, )= . N :
1=2 2 P(x,2) six=y, ou p(x,y)= a(%ﬁ@waoy

etou a : R — [0, 1] est une fonction fixée qui vérifie a(u) = ua(1/u) pour tout réel non nul.
Par exemple, « = min(1, u) ou encore a(u) = u/(1+ u).

THEOREME 4.43. Le noyau P est irréductible et récurrent positif, de loi invariante réversible
U, apériodique si a < 1.
7. Exercices

EXERCICE 4.1. Soit (X},) ,en Une chaine de Markov de loi initiale A et de matrice de transi-
tion P. Soit k € N*. Montrer que (Xy;) ,en €st une chaine de Markov dont on précisera les
parametres.

EXERCICE 4.2. Soit (X},),n une chaine de Markov sur {1,2,3} de matrice de transition

o 1 0
p=[0 2/3 1/3
p l1-p 0

Calculer P(X;, =1|Xy =1) dans les cas suivants: p=1/16, p=1/6et p=1/12.

EXERCICE 4.3. Soit Rec (resp. Tra) '’ensemble des états récurrents (resp. transients) d'une
chaine de Markov finie et homogene. Soit T le temps d’atteinte de 'ensemble Rec. Montrer
que pour tout état i € Tra, on a

E«(T)=1+ Y P, HE;(T).
jeTra

EXERCICE 4.4. Soit (X},) ,en une chaine de Markov sur {1,2, 3,4} de matrice de transition

1 0 0 0
172 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2
0 0 0 1

P=

1. Classer les états de la chaine.

2. Quelle est la probabilité que la chaine issue de 2 soit absorbée en 42
3. Quel est le temps moyen d’absorption de la chaine issue de 2 ?

4. Quelles sont les mesures invariantes de la chaine ?

EXERCICE 4.5. On considere la matrice de transition suivante :
1/2 1/2 0 O 0 0

0 0 1 O 0 0
p= /73 0 0 1/3 1/73 0
0 0 0 1/2 1/2 0
0 0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 0 1/2 1/2

Représenter le graphe de la chaine. Quelles sont les classes de la chaine, les mesures
invariantes ? Peut-on parler de chaine périodique, apériodique ?
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EXERCICE 4.6. Quelle est la mesure invariante de la chaine de transition

0 1 0
P=| 0 1/2 1/2 |?
72 0 1/2

EXERCICE 4.7. Soit p €]0,1[, g =1 - p et (X)) ,en la chaine de Markov sur {0,1,2,..., M} de
matrice de transition définie par

poo=¢, Ppo1=PpD, Vi:l!---)M_]-r Pi,i—lzq, Pii+1=pP, PM,M—IZCI, PMm,m = P.

Montrer que la chaine admet une mesure réversible que 1’on explicitera.

EXERCICE 4.8. Sur I'’ensemble fini E = Z/mZ, on considere la chaine de Markov (X},) ,en
de transition P définie par

Piiikr=Piir=1/2, P;j=0sinonpourke{l,...,m-1}

Donner, dans tous les cas, ses classes de récurrence et la mesure invariante de ces classes.
Lorsque la chaine est récurrente irréductible, déterminer quand elle est apériodique.

EXERCICE 4.9. On considere la chaine d’Ehrenfest décrite dans I’exemple 4.4.

1. Grace ala section 2, calculer 'espérance de X, sachant que X, = x.

2. Montrer que la loi binomiale %8(d, 1/2) (que 'on notera ) est invariante (penser a la
réversibilité...). Est-elle unique ?

3. On suppose que la chaine est a I’état stationnaire. Comparer 7(d/2) et 7(0). Commen-
ter...

4. Lorsque d est grand, estimer que la probabilité d’observer la chaine dans un état
n'appartenant pas a l'intervalle [(d — 5vVd)12,(d+5Vd)I2].

5. Déterminer la période de la chaine X. Soit F = {0,1,...,d} n (2N) et z € F. Montrer
que la suite Y* définie par Y, = X3, est une chaine de Markov sur F dont on exprimera
la mesure invariante en fonction de celle de X. Si Xj est a valeurs dans E quel est le
comportement en temps en long de la loi de X}, ? Les résultats de cette question admettent-
ils une généralisation ?

6. Montrer que la chaine d’Ehrenfest est I'image de la marche aléatoire sur le cube par une
fonction que I'on précisera. Soit E et F deux ensembles finis, f : E — F et X une chaine
de Markov sur E. La suite Y définie par Y, = f(X,) est-elle, en général, une chaine de
Markov?

EXERCICE 4.10 (Simulation du modele d’Ehrenfest). Sauf cas contraire, on prendra N = 10.
1. Ecrire une fonction qui trace une trajectoire de cette chaine. On pourra utiliser la
fonction grand avec 'option "markov" apreés avoir créer la matrice de transition P avec la
commande :

P=diag([1:-1/N:1/N],1) +diag([1/N:1/N:1],-1)

2. Mllustrer le fait que, pour [ € {0,..., m},

n
! Y Lix,=p SN p).
n;x =00
Quel théoreme est-il mis en lumiere ici?
3. Si T; désigne le temps d’atteinte du point /, comparer, par simulation E;(77) et 1/u(l).
4. Comparer les grandes puissances paires et impaires de P. La loi de X,, converge-t-elle
vers u? Pourquoi?
5. Comment simuler les trajectoires d'une chaine d’Ehrenfest lorsque le nombre de parti-
cules atteint 1000000 ?
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EXERCICE 4.11 (File d’attente M/M/1 (a temps discret)). On note P la matrice de transition
et X = (X;) ,en la chaine de Markov correspondant a la file d’attente M/M/1 décrite dans
I'exemple 4.6.

1. Montrer que P est irréductible et apériodique.

2. Montrer que X est

— récurrente positive si p < 1/2;
— récurrente nullesi p=1/2;
— transiente si p > 1/2.

On pourra remarquer que si 79 = inf{n € N* : X, =0} et Ty = inf{n e N* : X,, € {0, M}},
alors 7 est la limite croissante des Ty, lorsque M tend vers l'infini, et utiliser les résultats
sur la ruine du joueur (exercice 3.6).

3. Montrer que, pour p < 1/2, laloi 7 définie par 7 (i) = (p/q) (1 - p/ q) est réversible, donc
invariante pour X.

4. Montrer que, pour p = 1/2, la mesure de comptage sur N est réversible, donc invariante
pour X.

EXERCICE 4.12. On considére un cavalier fou sur un échiquier : a chaque coup, il se déplace
de manieére équiprobable sur toutes les cases de I’échiquier qu’il a le droit d’atteindre. On
note X;, sa position apres n déplacements. Montrer que (X},) ,eny €st une chaine de Markov
irréductible récurrente. Quelle est sa mesure invariante ?

EXERCICE 4.13. Soit (V,&) un graphe connexe non orienté d’ensemble de sommets fini V'
et d’ensemble d’arétes & € V x V. On associe a chaque aréte (i, j) un poids w;; = wj; >0
etl'on pose w; =} ; w;j. Déterminer la mesure invariante de la chaine de Markov sur V
de matrice de transition P définie par P(i, j) = w;;/ w;.

EXERCICE 4.14. On considére la chaine de Markov (X},) ,s¢ sur 'espace d’états N définie
par la transition suivante :

L (Xn+1|1Xn = k) =P (a) * Bk, p).

1. Déterminer la transformée de Laplace de £ (X,,+1| X, = k).
2. Montrer que si X suit une loi de Poisson, il en est de méme pour X;, pour tout n > 1.
3. Déterminer la mesure de probabilité invariante.

EXERCICE 4.15 (Pagerank idéalisé). Voici comment fonctionne une version simplifiée de
’algorithme de classement utilisé par Google. Soit G le graphe (fini) dont les sommets
s1,..., Sy sont les pages du web et dont les arétes (orientées) sont les hyperliens pointant
d'une page vers une autre. On ajoute un sommet sy au graphe G ainsi qu'une aréte de
chaque sommet de G vers sp. On note G le graphe obtenu et A sa matrice d’adjacence
définie par A;; = 1 s'il existe un lien de la page i vers la page j et A;; = 0 sinon. Soit N (i) le
nombre d’arétes sortant de s;. Etant donné un parametre p €]0, 1[, on définit une matrice
Q sur G de la facon suivante :

— pour0<i<N,Q(s,s;)=1/(N+1),
— pourl<i#j=<N,Q(s;,s;)=0et
1 si N(i) =1,

et Q(si,sj) = 0 141 =0,
1-p SiNG)#1, v

Q(si, s0) = { p/(N(@i)—1) siA;j=1

1. Ecrire les matrices A et Q correspondant au mini-web suivant

1-2 1-3 3—-2 2—-3 4—5 5—4
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avec p=1/2.

2. On se place a présent dans le cas général. Montrer que la matrice Q est une matrice
stochastique apériodique irréductible.

3. Interpréter I’évolution de la chaine de Markov associée a Q.

4. Montrer que cette chaine admet une unique probabilité invariante n. L'algorithme
Pagerank interprete 0 < 7 (i) < 1 comme la popularité de la page i et ordonne les pages
web a partir de cette donnée.

5. Vous semble-t-il raisonnable de calculer explicitement la probabilité invariante ? Com-
ment faire sinon ?

EXERCICE 4.16 (Simulation d’'une chaine simple). Les consommateurs de 3 produits sont
initialement répartis respectivement a 50% pour P1, 30% pour P2 et 20% pour P3. Apres
chaque mois, 60% restent fideles a P1 contre 70% pour P2 et 90% pour P3. Les autres se
réorientent entre les deux autres produits (de maniére équiprobable).

1. Déterminer la distribution initiale v et la matrice de transition P associées a ce modele
markovien (exemple : Py, =0.2).

2. Tracer I’évolution déterministe des répartitions des consommateurs pendant les 12
premiers mois.

3. Tracer I’évolution de I'opinion d'un individu initialement adepte de P1 pendant les
douze premiers mois(consultez I'aide pour grand option 'markov’).

4. Méme question pour un individu pris au hasard dans la population totale selon la loi v.
5. Simuler la répartition sur douze mois des opinions de 1000 personnes (qui ne se
concertent pas) choisies indépendamment dans la population.

6. Déterminer la distribution stationnaire de la matrice de transition. Calculer P'%°, Com-
menter. Refaire la question 2 en prenant la distribution stationnaire comme distribution
initiale des consommateurs. Quelles sont les valeurs propres de P ? On pourra utiliser les
fonctions spec, bdiag, mais aussi de grandes puissances de P.

EXERCICE 4.17 (Chaine de Wright-Fisher avec mutation). On adapte ici le modele de
Wright-Fisher décrit dans I'exemple 4.5 pour prendre en compte des mutations. A chaque
génération, un allele A (resp. B) mute en B (resp. A) avec une probabilité u (resp. B).
1. Montrer que la matrice de transition P associée a ce modele est telle que

Pl j) =gl a-goT avec qi= i(l—u)+(1—i)v

J) = j q; qi qi= N N

pour i, j€10,1,...,N}.
2. Que dire de cette chaine (statut des points, mesure(s) invariante(s), périodicité, etc) ?
3. Grace a Scilab, calculer la mesure invariante 7 pour N = 10 et 20. On pourra créer la
matrice P grace a la fonction binomial. A partir de quelle valeur de N, le logiciel ne permet
plus le calcul de  ?
4. Proposer une méthode s’appuyant sur le théoréme ergodique pour donner une estima-
tion des coefficients de 7. Confronter les résultats de la simulation a ceux de la question
précédente pour N = 10 et 20.

8. Corrigés

CORRIGE DE L'EXERCICE 4.1. La mesure initiale est la méme et la matrice de transition est
donnée par P¥. On parle de chaine échantillonée.

CORRIGE DE L'EXERCICE 4.3. C’est une application de la propriété de Markov sur un pas.
Partant de i € Tra, on atteint un point récurrent (et 7 vaut 1) ou un point transient j (avec
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probabilité P(i, j)) et T vaut alors 1 plus le temps d’atteindre les points récurrents partant
de j (on oublie d’ot1 'on vient).

CORRIGE DE L'EXERCICE 4.5. Les points {1,2, 3,4} sont transients et la chaine posséde une
classe de récurrence {5,6}. La chaine restreinte a cet ensemble est apériodique puisque
P(5,5) > 0 et la seule mesure de probabilité invariante est la mesure uniforme sur {5, 6}.

CORRIGE DE L'EXERCICE 4.7. On écrit la relation d’équilibre détaillé (22) pour i < M —1 et
j=i+1:

n(l)p=n(i+1)q.
On en déduit que 7(i) = (p/ g)'7(0). En imposant que 7 soit une mesure de probabilité,
on obtient, pouri =0,1,..., M,

2(0) 1-plq (p)

- 1-— (p/q)M+1 E
Remarquons que si p < g et que M tend vers 'infini, la mesure 7 converge vers la loi
géométrique sur N et on retrouve la chaine étudiée dans I'’exemple 4.6.

CORRIGE DE L'EXERCICE 4.9.
1. Notons f la fonction sur E donnée par f(x) = x — N/2 assimilée a un vecteur colonne.
La fonction f est un vecteur propre (a droite) associé a la valeur propre 1-2/N. On a donc

n ) = _E)" : _(_E)”(-_ﬂ) N
Pf(z)—(l N f@) ou EXp=|1 N i 5 +2.

On peut aussi remarquer que

Xn Xn
E(Xpn+1l1Xn) = (1 - W)(Xn +1) + (1 + W)(Xn -1
2

puis on raisonne par récurrence.

2. On vérifie que la loi binomiale 28(d, 1/2) est P-symétrique. Elle est unique puisque la
chaine est irréductible.

3. La formule de Stirling assure que n(d/2) ~ 1/vVaN/2 et m = 27V, Les états autour de
N/2 sont beaucoup plus probables que ceux situés sur les bords.

4. On utilise 'approximation de la loi binomiale par la loi gaussienne.

5.La chaine est périodique de période 2 (la parité de X change a chaque pas et P?(x, x) > 0).
La suite Y est une chaine de Markov sur F de matrice de transition P? (restreinte a F)
et sa mesure de probabilité invariante est la loi binomiale restreinte a F et normalisée
pour étre de masse 1. Cette chaine est apériodique puisque P?(x, x) > 0. Ainsi, la loi de Y,
converge la mesure invariante. Ce résultat se généralise a une période k quelconque (il y a
alors k sous-chaines).

6. La chaine d’Ehrenfest est I'image de la marche aléatoire sur le cube 0, 1V par la fonction
x€0,1V— x(1) +--- + x(N). Ce fait est remarquable car en général, I'image d’une chaine
de Markov n’en est pas une. Par exemple, si (X},) ,en €St une chaine de Markov sur {1, 2, 3}
de matrice de transition

1 0 0
P=|1/2 1/12 0
0 1/2 1/2

et f =123 alors (Y},) ,en 'est pas markovienne.

CORRIGE DE L'EXERCICE 4.11.
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1. Pour tous i, j € N, PI"=JI(i, j) > 0 (on peut suivre avec probabilité strictement positive
un chemin se déplacant au plus proche voisin de i a j), donc P est irréductible. Elle est
apériodique car P(0,0) > 0.

2. Avec les notations de I'énoncé, on a Ty; = inf(7¢, T»), et comme la chaine ne fait que des
pas de 1, la suite T); =inf{n =0 : X;, = M} = (M — Xp)+ tend p.s. vers I'infini en croissant
quand M tend vers 'infini. On en déduit que

P +oo)= lim P = lim Py(Xr,, =0).
1(70 < +00) JAm 1(To <7Tm) Wim 1(X7y, =0)

Le comportement asymptotique des probabilités de ruine se déduit facilement des for-
mules explicites de I'exercice 3.6 pour k =1, d’ou

=1 sip=<1/2;

Pi(to<+
(7o OO){:q/p<1 sip>1/2.

On obtient en appliquant la propriété de Markov au temps 1 que Py(tg < +00) =g+ p-
P1(t < +00), donc que

=1 sip=s1/2;

Pi1(to<+
(7o oo){:2q<1 sip>1/2.

Ceci prouve que la chaine de Markov X est récurrente pour p < 1/2 et transiente sinon.
De la méme manieére, la suite T); converge en croissant vers 7o quand M tend vers l'infini,
donc, toujours avec les résultats explicites de I'exercice 3.6 pour k =1,

+00 sip=1/2;

1(T0) Wom 1(Tm) {ll(q—p) sip<1/2.

Comme Ey(79) = g+ p(1 +E;(19)), on en déduit

+00 sip=1/2;

E =
(7o) {q/(q—p) sip<1/2.

On en déduit que X est récurrente nulle pour p = 1/2 et récurrente positive pour p < 1/2.
3. 1l suffit de vérifier que n(i)P(i,i +1) = n(i + 1)P(i + 1,i) pour tout i € N, ce qui est
immédiat.

Notons que ce résultat est cohérent avec la derniére formule de la question précédente
puisqu’on obtient bien que 7(0) =1 - p/q = 1/Ey(79).

4. C’est une conséquence immédiate du fait que P(i,i +1) = P(i + 1,i) = 1/2 pour tout
ieN.

CORRIGE DE L’EXERCICE 4.12. Un cavalier peut atteindre toutes les cases de I’échiquier
donc la chaine est irréductible. Elle est récurrente puisque I'espace d’états est fini. Elle est
périodique de période 2 puisque la couleur de la case sur laquelle est le cavalier change a
chaque déplacement et il peut revenir sur place en deux coups. Pour la mesure invariant,
c’est un cas particulier de I’exercice 4.13.

CORRIGE DE L'EXERCICE 4.13. La chaine est irréductible sur un espace d’états fini. Elle
admet donc une unique mesure de probabilité invariante. On remarque facilement que la
mesure la mesure 7 donnée par 7 (i) = w; est P-symétrique (mais pas nécessairement de
masse 1). Lunique mesure de probabilité invariante est donc

Wi

(i) = —.
D jeEWj
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T T T T T 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

FIGURE 3. Illustration du théoréme 4.37 ergodique pour la file d’attente
M/M/1, avec p = 1/3 : en rouge, la fonction qui a n associe la moyenne
ergodique des n premiers termes le long d'une trajectoire ; en bleu la valeur
moyenne de 7, p/(g — p).

T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

FIGURE 4. Tllustration du théoreme 4.42 de convergence pour la file d’at-
tente M/M/1, avec p = 1/3 : en rouge, la fonction qui a n associe la valeur
estimée (par méthode de Monte-Carlo avec 5000 tirages) de la probabilité
P"(10,0); en bleulavaleur 7(0) =1-p/q=1/2.

CORRIGE DE L'EXERCICE 4.14. On considere la chaine de Markov (X},) ;o sur ’espace
d’états N définie par la transition suivante :

L (Xp1|Xn = k) = P(a) * B(k, p).

1. Notons L la transformée de Laplace de £ (X;,+11X,, = k). Par définition du produit de
convolution et ]'expression des transformées de Laplace classique,

Li(t) = M D(pet +1- p)¥.

2. Supposons que la loi de Xj soit la loi de Poisson de parametre a. Alors,

E(e™) = [E(kzo e 1{X0=k}) = ICZ()[E(etXll{X():k})
k

= Y LiOP(Xo = k) = e Ve Y (el +1- p)k

k=0 k=0 k!

=exp((A+ap)(e’'-1)).
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Ainsi, X; suit laloi 22(1 + ap). On en déduit par récurrence qu’il en est de méme pour X,
pour tout n = 1.

3.Sia=A/(1- p) alors Xj et X; ont méme loi (de Poisson) et c’est encore le cas pour tout
n € N. L'unique (la chaine est irréductible) mesure de probabilité invariante est la loi de
Poisson de parametre A/(1 — p).

CORRIGE DE L'EXERCICE 4.15.
1. Les matrices A et Q sont des éléments de .#;(R) et

011111 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1 01 100 /72 0 1/4 1/4 0
A= 1 001 0O et Q= /2 0 0 1/2 0 0
1 01 00O /72 0 1/2 0 0 0
1 00 0 01 /2 0 0 0 0 1/2
1 00010 1/2 0 0 0 1/2
2. Tous les coefficients de Q sont clairement positifs. De plus,

N

N
;)Q(So,sj) =ZaN+1 =1,

etpourl<i<N,
N

- p

Y Q(si,sj) = 1—P+m Y Aij=1,

j=0 j=1
car 1+ Zé.V: | Aij arétes partent du sommet s;. La matrice Q est donc stochastique. Elle
est irréductible car tous les sommets menent a sy et réciproquement. Enfin, elle est
apériodique puisque Q(sy, So) > 0.
3. Partant de sg, la chaine choisit un sommet au hasard (y compris sp) selon la loi uniforme.
Partant de s; pour 1 <i < N, sila page s; ne contient aucun lien, la chaine saute en s.
Sinon, elle saute en sy avec probabilité 1 — p et sinon elle choisit un des sommets reliés
par une aréte issue de s; selon la loi uniforme.
4. La chaine est irréductible a espace d’états fini. Elle admet donc une unique mesure de
probabilité invariante.
5. En pratique, la matrice associée au vrai web est beaucoup trop grosse (et sans cesse
modifiée). Google estime 7 par le théoréme ergodique en lan¢ant des robots qui évoluent
grace a la matrice Q.



Chapitre 5

Statistiques d’ordre, processus de Poisson

1. Lois exponentielles
Cette section regroupe quelques propriétés importantes des lois exponentielles.

PROPOSITION 5.1 (Absence de mémoire). Une variable aléatoire réelle T a densité suit une
loi exponentielle si et seulement si elle vérifie la propriété d'absence de mémoire :

Vs, teRy, P(T>t+s|T>s)=P(T>1).

DEMONSTRATION. En posant ¢(t) =P(T > t), on obtient que, pour tous s, t € Ry, @(t+s) =
@(B@(s). On utilise ensuite que ¢(0) = 1 et que ¢ est décroissante et continue pour
conclure. 0

On peut renforcer cette propriété d’absence de mémoire comme suit.

PROPOSITION 5.2. Soit T et S deux variables aléatoires indépendantes de lois exponentielles.
Alors, pour tout t e Ry,
P(T>t+SIT>8)=P(T>1).

DEMONSTRATION. Notons A et u les parametres respectifs des lois de S et T. On écrit, grace
au théoreme de Fubini,

P(T > t+8) =E(Lirss+5) = E(e )

:f e—,u(HS)Ae—/ls ds
R+

= F o prs P>,
A+u
ou I'expression de P(T > S) est obtenue en prenant ¢ = 0. 0

De nombreux phénomenes présentent cette propriété d’absence de mémaoire :

— les puces électroniques ne s'usent (quasiment) pas (elles tombent en panne
suite a un probleme extérieur),

— un atome radioactif se décompose de maniére spontanée sans lien avec son
age,
— certaines tortues, quelques poissons comme ’esturgeon ou certains mol-

lusques bivalves ont une mortalité constante au cours du temps (hors préda-
tion, contagion, accident etc).

PROPOSITION 5.3. Soit (Ty,) ,en+ Une suite de variables aléatoires indépendantes de lois
exponentielles de parametres respectifs (A,,) nen+ Strictement positifs.

1
si Y —<oo alors IP(Z Tn<oo):1
neN* /1" neN*

61
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et
1
Si — =00 alors IP(Z Tn:oo):l.

n=1 /171 n=1

DEMONSTRATION. Si ) ,,en+ 1/A, est fini alors, par convergence monotone, la variable
aléatoire ) ,,cn+ Ty estintégrable donc elle est finie p.s. Notons que I'indépendance n’est
pas utile pour cette partie de la proposition.

Pour tout N € N*, par indépendance,

N N N
[E(exp{— Y Tn}) =[] E(exp{-Tn}) = [T+ 1/~
n=1 n=1 n=1

Si) nen+ 1/A, estinfini alors [],en+ (1 +1/A,,) est également infini. Par convergence mono-
tone on conclut que la série de terme général T, diverge avec probabilité 1. 0

PROPOSITION 5.4. Soit I un ensemble (au plus) dénombrable et (Ty)c; des variables
aléatoires exponentielles de parametres respectifs (Ay) e Vérifiant A = ) ;. Ay < oco. Soit
T = infy Ty. Alors, avec probabilité 1, l'infimum est atteint en un unique K (aléatoire)
élément de I. De plus, T et K sont indépendantes, T suit la loi E(A) et pour tout k € 1,
P(K = k) = A4/ A.

DEMONSTRATION. Soit ke I et te R,.
PK=kTzt)=P(Tx=t,T;j>T,j#k)

:f Ake_AkSP(T]' > S,j # k) dS
t

o0
:f Ape M H e s ds
t

j#k
© A
:f Are Mds="Ke M
¢ A
On conclut en remarquant que les ensembles de la forme {K = k} x {T = t} avec k€ I et
t € R; engendrent la tribu produit. 0J

EXERCICE 5.1 (Temps de demi-vie). Considérons un fragment de métal contenant un
grand nombre N (que I'on supposera pair) d’atomes radioactifs et supposons que chaque
atome se désintegre apres un temps exponentiel de parametre a petit indépendamment
des autres. Notons (T2),_ . les instants ol un atome se désintegre et TéV =0.0On pose
aussi T = TV —T} | pour n € N*. On s'intéresse au temps T3y, appelé temps de demi-vie.
C’est'instant ou la moitié des atomes initialement présents se sont désintégrés.
1. Montrer que TlN = ‘L'JIV suit la loi exponentielle de parametre a V.
2. Montrer plus généralement que les variables (7)), _, _ sont indépendantes et que 7Y
suit la loi exponentielle de parametre a(N —n+ 1).
3. Montrer que

In(2)

4. Si X suit la loi exponentielle de parametre 1, calculer
E[(X-E(X)?] et E[(X-EX)*].
5. Bn déduire que E| (T}, ~E(TY,)*| =o(N2).

6. Déterminer la limite de T

n/2 quand N — oo en précisant la nature de la convergence.
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2. Statistiques d’ordre

On consideére dans cette section un échantillon Xj, X»,..., X, de variables aléatoires réelles
indépendantes et de méme loi u de fonction de répartition F continue et de densité f.
Remarquons tout d’abord que

-1 -1
PEi#j: X;=X;)) < %P(xl =X,) = %fwl{x:y}f(x)f(y) dxdy=0.

Ainsi, pour presque tout w, il existe une unique permutation (aléatoire mais on omet la
dépendance en w) o, telle que

Xo,) < Xg,2 < <X, n)-

Dans la suite, on notera I’échantillon ordonné X ) < X2, < -+ < X(n,n), On parle égale-
ment de statistiques d’ordre. On a en particulier

Xa,m = min X; et Xy, = max X;.
’ I<i<n ’ 1<i<n

PROPOSITION 5.5. La loi de o, est la loi uniforme sur %, l'ensemble des permutations de
{1,2,...,n}. La statistique d’'ordre (X(1,n), ..., X(n,n)) admet la densité

(X1,.. 0 Xp) = AL (X)) [ (X)) Lz <<y}

De plus, la permutation o, est indépendante de la statistique d’ordre.
DEMONSTRATION. Soit 0 € %,,. On a
Plop=0) =PXeq) <+ < Xomn)

- »[I;?n 1{x0(1)<"'<xa(n)}f(x1) o f(xn) dxl e dxn

= ‘[erl{x1<-~-<xn}f(x1) e fxp)dxy ... dxp,

par symétrie. Ainsi, la loi de o, est uniforme sur.%, : P(o,, = o) = 1/n! pour tout o € .%,,.
Soit g une fonction borélienne bornée sur R” :

[E(I{Unza}g(x(lyn)"--»X(n,n)))
= \[I;in1{xg(1)<-~-<xa(n)}g(0(x1); . -ya(xn))f(xl) . .f(xn) dx1 e dxn,

:fRnl{xl<...<xn}g(x1,...,xn)f(xl)...f(xn) dx;...dx,.

En particulier,

1
E(Li,=018 X1,y X(nym)) = ﬁfRnn!I{x1<...<xn}g(x1,...,xn)f(xl)...f(xn) dxi...dx,.
On a donc

[E(l{an:a}g(X(l,n),---,X(n,n))) =P(on= U)[E(g(X(l,n),---,X(n,n)));

ce qui caractérise I'indépendance de 0, et de la statistique d’ordre. O
PROPOSITION 5.6. Pourtoutxe€Retl <k <n,

F)"(1-F@n™"

n! PO n—k
:(k_l)!(n_k)!fo 10—k ay,

" In
P(Xk,nm = X) = Z
r=k \T
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DEMONSTRATION. Soit x € R. Considérons la variable aléatoire S;,(x) = ?:1 1;x,<x deloi
%(n, F(x)). Le point-clé est le suivant {S,(x) = k} = {X(x,») < x}. Ona donc

n
PXem < %) =P(Sp(x) 2 k)= )
r=k

;’)F(x)’u —F))™ .

La seconde expression découle de I'expression de la loi de (X(1,5), ..., X(n,n)) donnée dans
la proposition 5.5. Il

3. Processus de Poisson

3.1. Définition et premiéres propriétés.

DEFINITION 5.7. Soit (7;);>1 une suite de variables aléatoires réelles positives. On définit la
suite croissante (1) ,>1 par T, = T1+---+ 7T, n = 1. Le processus a temps continu (IN¢) er, ,
défini par
N =) L1,<p,
nx=1
est appelé processus de comptage.
Si de plus les variables aléatoires (7;);en+ sont indépendantes et de loi exponentielle de

parametre A € R}, on dit que le processus (IV;) ser, est un processus de Poisson d’intensité
A.

PROPOSITION 5.8. Soit n =1 et 1,,...,T, des variables aléatoires indépendantes de loi
exponentielle de parametre A € R et pour tout1<i<n, T; =71, +---+7;. Alors,

(1) Ty suit la loi gamma de parametres (A, n) dont la densité est donnée par

f1, (0= = 1),A"x"—1e—“1[o,+oo[(x),
(2) la loi jointe de (T, ..., T,) admet pour densité la fonction
(25) ﬁTl,...,Tn) (tly ey tn) = Ane_Atn 1{0<l’1<~~<l'n}'

DEMONSTRATION.

(1) Par récurrence sur n. Pour n = 1, il suffit de remarquer que f7, estla densité d'une loi
&(A). Supposons le résultat vrai pour un n = 1. En écrivant T+ = T;, + T+1, SOomme de
deux variables aléatoires indépendantes, on a

1,0, () :fo fr,w) fr,(x—wdu

An+1 X
= e f u"ldu

(n—-1)! 0

A’Hl

= e Mx".
n!

(2) Les variables (1) <;j<, étant indépendantes, pour toute fonction g mesurable bornée
sur R”, on a par changement de variables

E(g(Ty,...,Ty) = fqun g(s1,..o,S1+ -+ 8 firy,t) (S, Spddsy ... dsy

:f g(St,es, S1 4+ s)A e AT gg L ds,
!

= - g(t,..., tn)ﬂ”e_/”"1{05t1<---<tn}dt1---dtn.
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REMARQUE 5.9 (Paramétrage). Attention, les lois Gamma sont parfois paramétrées par
0 =1/ plutot que A. C’est par exemple le cas dans Scilab ou les lois exponentielles sont
paramétrées par leur espérance et non par son inverse.

PROPOSITION 5.10. Soit (N;) ;cg, un processus de Poisson d'intensité A. Alors
(1) Lavariable aléatoire N; suit la loi de Poisson de parametre At,

(2) Laloide(Th,...,T,) sachant que N; = n est la loi d’'un vecteur de variables aléa-
toires indépendantes réordonnées de loi uniforme sur [0, f].

DEMONSTRATION.
(1) La clé est la relation suivante : pour tous t € R} et n €N,

{T, <t} ={N; = n}.
Ainsi,
P(N;=n)=P(N;=2n)—-P(N;zn+1)=P(T, < t) —P(Ty+1 = 1).
On a donc, d’apres la proposition précédente,
Ax)" 1 t A"
P(N;,=n) = f Ae _ML x—f Ae'lxﬂdx:
n—1)! 0 n!

La loi de N; est donc la loi de Poisson &2 (At).
(2) Soit g une fonction borélienne bornée sur R”. Alors, pour tous t € R, et n € N,

A Ax)"
n!

t n
_ oAD"

0 n!

7] = E[g(T1, ..., T) LT, =t< Ty}

E[g(Ty,..., Tw)|N; = PN, = 1)
r=

/ltn|

T Apn

E[g(T1, ..., T LT, <t<Tpunt]-

En utilisant le point (1) de la proposition précédente, on obtient que I'’espérance ci-dessus
est égale a

f~ g(l‘l,...,tn)/lnﬂe_m"“ dty--diyy = e"“)t”f glt,...,tp)dn ---dty
Ay h<-<tp<t
={(t1, ..., tys1) :0< 1 <---< 1, < t < ty41}. On obtient donc la relation
n!
E[g(Ty,..., T,)IN; = n] = f 801 ) ety .y,
0

< <--<tp<t

qui, avec la proposition 5.5, fournit le résultat attendu. 0

DEFINITION 5.11. Un processus de comptage (X;)cr, esta accroissements indépendants
si pour tout n € N et pour tout f; < --- < f, les variables aléatoires X, — X;,,..., X;, — X;,_,
sont indépendantes. Il est a accroissements stationnaires si pour tous0<s<tet heR,,
les variables X; — X; et X;,;, — X, ont la méme loi.

PROPOSITION 5.12. Un processus de Poisson (N;) er, €St un processus d accroissements
indépendants et stationnaires.

DEMONSTRATION. On rappelle que la loi jointe de (T7,..., T,) admet pour densité

-1
(T, Ty e ooy In) = " ! {0<ty<-<tp}-
fi (f1,..., 1) = Ae M1
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Soits<t,ona

P(Nsg=L,N;=k+D=P(T1<s<Tji1, T13x <t < T1ys1)

_ I+k+1 —At
—f/l e l+k+11{0<t1<~-~<t,<s<tl+1<~~<t,+k<t<t,+k+1}dtl"'dtl+k+l

A A - 9F
R TR
=P(Ns = D)P(N;_s = k).

On en déduit d'une part que N; et N; — N sont indépendants et d’autre part que N; — N;
ameéme loi que N;_;. Ceci montre que le processus est a accroissements stationnaires. De
plus, les mémes calculs donnent, pourtout0< ¢ <--- <t et ky,...,ky €N,

H:D(Ntl = kl)- . -)Ntn = kl t-- kn) = I]:D(Ntl = kl)I]:D(th—tl = kZ) . "H:D(Ntn—[n_l = kn),
ce qui prouve I'indépendance des accroissements. 0

Réciproquement, le théoreme suivant donne une définition alternative des processus de
Poisson.

THEOREME 5.13. Soit (Ny)er, un processus de comptage a accroissements indépendants
et stationnaires tel que Ny = 0 et Ny ~ 22 (A1), A € RL. Alors (N;) rer, est un processus de
Poisson d’intensité A.

DEMONSTRATION. Commencons par voir que la densité du vecteur (71, ..., Tj;) est néces-
sairement celle donnée par (25). On le fait pour n = 2 (le cas général étant similaire). Soit
h<tbethy,he Rj_ Ona
P(Th€[t1, 1+, T2 € [f, o+ hal)
=P(N;; =0,Ny 45, =1, Ny, =1, Ny, 2 2)
= [FD(Ntl = 0,Nt1+h1 _Ntl = I’N[Z - Nl'1+h1 = 0, Nl'2+h2 - th € N*)
— e—ﬂtl e_Ahl A/hl e_/utz_tl_hl)(]. _ e—/ll’lz)

= e M) 32y by + o(hy),
ou I'on a utilisé I'indépendance et la stationnarité des accroissements. On en déduit

fin (0, 2) = lim P(Tielt, i+l T2 €[z, t2+ o)
(N, )\, 12) = plim o
Par un changement de variables, on en déduit que la loi du couple (71,72) = (17, To — T1)

est le produit de deux lois exponentielles de parametre A. La méme méthode montre que
pour tout n = 1, les variables 71,..., T, sont indépendantes et de méme loi &(A). O]

= e M2,

3.2. Superposition et amincissement.

PROPOSITION 5.14 (Superposition). Soit (My)eg, et (Ny)er, deux processus de Poisson
indépendants d’intensité respective A et u. Alors le processus (M + N¢) jeg, st un processus
de Poisson d’intensité A + L.

DEMONSTRATION. Notons S; = M, + N;. On utilise la caractérisation donnée par le théo-
reme 5.13. S; est de loi de Poisson de parameétre A + ¢ comme somme de deux v.a. de
Poisson indépendantes (c’est un résultat classique). Comme S;—S; = (M;— M;) + (N;— Ng),
le fait que (S;) cr, €st a accroissements stationnaires et indépendants se déduit directe-
ment des mémes propriétés pour (My) ;cg, €t (N¢) e, , et de leur indépendance. 0
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PROPOSITION 5.15 (Amincissement). Soit (N;);ecg, un processus de Poisson d’intensité A et
une suite (By,) ,en+ de variables aléatoires indépendantes de loi 9B(p) et indépendante de
(N7) er, - On définit deux processus de la facon suivante : pour t € Ry,

NV =Y Byir,ey et N?=N-NY =Y (1-B)1lr,<s.

neN* n=1

Alors (NY) rer. €t (N®) rep. Sont deux processus de Poisson indépendants d'intensité res-
+ +
pective Ap et A(1 — p).

DEMONSTRATION. Soit0<s<tetkeN.Ona

nzk
L A= )"
n!

— Z ( )pk(l _p)n—ke—/l(t—s

n=k
_ (PAME=DF ang y 4d -p)"k
]C' n>k (I’L— k)'
_ (A=) iy
= 0 e .
Ceci montre que N ;D -N s(l) suit une loi 22(pA) et on montre de méme que N ;2) — Ns(z) suit
une loi 22((1 - p)A).
Soit0<s1<f <<t <---<§,<t, Ennotant

A; = Ny, — N A(l) N(l) N(l) et A(Z) N(Z) N(Z)

i i’ Si N
ona, pour ki,..., k, etly,..., [, entiers,

P(Vi=1,...,n AV =k;,A? =1

=P(Vi=1,..,n AV =k |Vi=1,..,n A=k + DP(Vi=1,...,n, Aj = ki +1;)

ki+1;\ 4. e
(lk‘jphﬂ—pﬁlipmi:h+h)

l

i=1

I
—I=

1

~
Il

ki+1li| & LA —A(ti—s)) (A(t; — s;)kitli
i 1_ i i i
( ki )p t=prlle (ki +1;)!

i=1

Il
s

1

~.
I

- pAt—sy (PAL = si)ki o~ 1-pA—sp (L= PIALL = si)li
k;! ;!

Il

~
I
—

I
::]:

PAY = k)PP = 1)).

~.
Il
—

Ceci montre que les processus (lel)) rer, LNV ;2)) reg, Sont a accroissements indépendants
et qu’ils sont indépendants I'un de I'autre. 0

EXERCICE 5.2. Soit (T}),en+ Une suite de variables aléatoires indépendantes de méme
loi £(A) et N une variable aléatoire indépendante de cette suite et de loi géométrique
de parametre p. Montrer que T = nyzl T, suit une loi exponentielle de parametre Ap.
Peut-on faire un lien avec la propriété d’amincissement des processus de Poisson (voir la
proposition 5.15) ?
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Paradoxe de I'inspection (ou de 'autobus) On dispose d'un stock infini d’ampoules
dont les durées de vie sont modélisées par des variables aléatoires indépendantes de
loi £(1), A e R}. A l'instant 0, on allume la premiere ampoule. Chaque ampoule est
ensuite remplacée instantanément par une neuve des qu’elle se casse. Sil’on désigne
par N; le nombre d’ampoules utilisées a I'instant £, alors le processus aléatoire (IN¢) seg,
est un processus de Poisson d’intensité A.

Soit t € R}. On s’intéresse a 'espérance de la durée de vie de 'ampoule allumée a
I'instant ¢

On note, pour i € N*, 7; la durée de vie de la i-eme ampoule (c’est-a-dire le temps
inter-saut T; — T;_;. Lampoule en fonctionnement a I'instant ¢ a une durée de vie 7,11
(le temps écoulé entre la derniere défaillance avant ¢ et la suivante). Ecrivons 7 N,+1=
A+B,ouA=1t~-Ty, et B=Ty,41 -t avec comme précédemment T, =7; + -+ 7.
Commencons par déterminer les lois des variables A et B.

Clairement A est a valeurs dans [0, f] et pour s € [0, t], on a

P(A>s)=P(Ty, <t—5)=P(N;— N,_s=0)=P(N;=0) = e .

Laloide Aestdonclaloide X A f ot X suit une loi exponentielle de parameétre A. Son
espérance est

1—e M
[E(A):f I]J’(A>s)ds:f e Mds=—
[0,£] [0,7] A

La variable aléatoire B vérifie, pour tout s € R},
P(B>s)=P(ITn,+1> 5+ 1) =PNs4r—N;=0) =P(N;=0) = e s,
1

Donc B suit une loi exponentielle de parametre A et son espérance vaut E(B) = ;.
En conclusion, on a
oM

2 1
E(rn,+1) =E(A) +EB) = e E(Ty).

Moralité : 'espérance de la durée de vie de 'ampoule inspectée au temps t est stric-
tement plus grande que la durée de vie moyenne des ampoules. Lorsque ¢ est grand,
elle est méme presque deux fois plus grande.

Ce paradoxe est parfois présenté en remplacgant les changements d’ampoules par des
passages d’autobus a un arrét. La conclusion est que lorsque I'on se rend a un arrét
de bus, en moyenne, le temps entre le passage du dernier bus et celui du prochain
bus est strictement supérieur au temps moyen entre les passages successifs des bus.
Ce paradoxe repose tres fortement sur la propriété d’absence de mémoire des temps
inter-sauts qui n’est clairement pas satisfaite pour un réseau de bus raisonnable.

4. Corrigés

CORRIGE DE L'EXERCICE 5.1.

1.

La variable TlN s’écrit comme le minimum de N variables indépendantes de loi expo-

nentielle de parameétre a. Elle suit donc la loi exponentielle de parametre Na.

2.

Si S et T sont deux variables aléatoires indépendantes de lois exponentielles alors, pour

tout r € R},

P(T>S+¢T>S)=P(T>1).

Ceci assure que les variables (1) 1=n<n SOntindépendantes et que 7 suit la loi exponen-
tielle de parametre N —n + 1.
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3. Pour tout N € N*,

N N/2 N N/2 1 N 1 N 1 N/2 1
E(Th ) = E(r))) = S - — _ _ il
N2 n;l ! n;la(N_nJrl) n:NZ/2+1an n;l“” n=1an

1 In(2)
= a((1n(N) +y+0(1)—(n(N/2)+y+o0(1)) = — o(1).

4. Si X suit la loi exponentielle de parametre 1, [E[(X — E(X))Z] =V(X) = 1. De plus, une
intégration par parties assure que E(X") = nE(X"™1). Ainsi, E(X") = n!. On a donc
E[(X-E(X)*]=4!-4x31+6x2!—4x11+1=09.

5. Notons Z, = 1% —E(r)). Ona

1
E(Z%) = =

E(Z%) = 9

car si E suitlaloi &(a) alors aE suitlaloi &(1). Le développement de (Z; + -+ + Zy/»)* fait
intervenir des termes de la forme

Zn, Z3Zm, Z:ZP, Z:iZmZi, ZnZmZiZj

ou j, [, m et n sont distincts. Seuls les premiers et troisiemes types ont une espérance
non nulle puisque les variables (Z;) sont indépendantes et centrées. On a donc pour tout
N e N*

4

N N 4 N/2
[E[(TN/z_[E(Tle)) ] =L ZIZH
n=
N/2 N/2
=Y EZp+6 Y E(ZHEZE)
n=1 lsn#m=<N/2

2

%y >

9 N 1 6 N
2t )
Q" p=Ni2+1 1" A" \p=nNi2+1 P

Par comparaison série-intégrale,

g L

2 2
n=N2+1 1" p=Np2+ 1

1 (> 1
< ) —sf —dx=0(N"),

N/2X

et
N 0
1 1 1
Z —4S Z —4Sf —4dx:@(N_3).
n=N12+11"  p=N72+1 7 N/2X
OnadoncE|(TY, ~E(TY,)"| =o(v-2).
6. On a, pour tout € € R},

[E[(Tzlvv/z _[E(TI]\\II/Z))4] C

|]1)(|:’ﬂ1]\\/[/2 _[E(TII\\IIIZ)l >e) < o = N2

Le lemme de Borel-Cantelli assure donc que T ]IVV 2~ [E(TJJVV 1») converge presque slirement
vers 0. On a donc
TN _Ps In(2)
N2 Now @
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CORRIGE DE L'EXERCICE 5.2. On procede de la méme maniere que dans 'exercice 2.15 en
utilisant que

ps
1-(1-p)s
Cette propriété est une conséquence de la propriété d’amincissement. Les variables
(Ty) nen+ jouent le role des temps de saut du processus de Poisson principal (N¢) e, etle
premier temps de saut du sous-processus (lel)) rer, S€ produit aprés un nombre aléatoire
de sauts de N de loi géométrique de parametre p.

(t)—L et G(s)=
P =TT B



Chapitre 6

Chaines de Markov a temps continu

1. Définitions et généralités

On s'intéresse a des processus (X;) g, indexés par le temps continu ¢ € R, a valeurs dans
un espace fini ou dénombrable E. Une trajectoire du processus est donc une fonction
t— X;(w) de R; dans I qui dépend d’'un aléa w, tout comme une trajectoire d'une chaine
de Markov (Y3) ,,en €st une suite (Y, (w)) ,en @ valeurs dans E qui dépend de I'aléa w. On
supposera dans toute la suite que les trajectoires de X sont continues a droite : pour
(presque tout) w et tout ¢ € Ry, il existe € > 0 tel que

Vselt,t+¢€], Xs(w) =Xi(w).
Pour une trajectoire donnée, trois comportements différents sont alors possibles :
(1) latrajectoire devient constante a partir d'un certain instant,

(2) latrajectoire possede un nombre infini de sauts sur R, mais seulement un nombre
fini sur tout intervalle borné,

(3) la trajectoire possede un nombre infini de sauts dans un intervalle de temps
borné; il existe alors un temps d’explosion ¢ fini. Apres ce premier instant d’ex-
plosion, la trajectoire peut repartir, exploser a nouveau ou non...

Dans toute la suite, nous considérons les processus jusqu’a leur premier temps d’explosion.
On parle alors de processus minimal.

On appelle Jo, J1,... les temps de saut de (X;) e, €t S1,S2,... les temps d’attente. IIs se
déduisent de (X;);cg, par les relations

Jo=0, ]n+1:inf{t2]n;Xt;éX]n},
pour n € N avec la convention inf@ = +oo et pour n € N*,
{]n —Jn-1 SiJp-1<oo,
Sp= .
00 sinon.
REMARQUE 6.1. La propriété de continuité a droite assure que S, > 0 pour tout n. Si

Jn+1 = oo alors on peut définir X, = X; , sinon, X, n'est pas défini. Le (premier) temps

d’explosion ¢ est défini par

(=sup/,= S;.
n

n=1
Le processus a temps discret (Y,) ey défini par Y, = X;, pour tout n € N est appelée
chaine incluse. Il représente la suite des valeurs prises par (X;) cg, .
DEFINITION 6.2. Soit E un espace fini dénombrable. Un générateur sur E est une matrice
Q=1(qij) i jeE (éventuellement de taille infinie) vérifiant
(1) pourtouti€ E,0=<—¢q;; <oo,
(2) pourtousi# j, q;j =0,

(3) pourtouti€E, ) ¢q;j=0.
JEE
71
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On notera g; = g(i) = —q;; pour tout i € I.
A un générateur Q, on associe la matrice de saut I1= (7;;); jeE donnée par

goo Jdiilai sij#ietqi#0, - o]0 sigi#0,
Yo sij#ietq; =0, "1 sigi=o.

REMARQUE 6.3. La matrice IT est stochastique : ses coefficients sont positifs et leur somme
sur chaque ligne vaut 1.

La loi d'une chaine de Markov a temps continu (X;);cg, est déterminée par une mesure
de probabilité A sur E (identifiée a un vecteur ligne) et un générateur Q. La mesure 1
détermine la distribution initiale (c’est la loi de Xj) et la matrice Q détermine la dynamique
de la chaine. On peut décrire de deux maniéres équivalentes la dynamique de (X;) g, -

La premiére description se fait par 'intermédiaire de la chaine incluse et des temps
d’attente.

DEFINITION 6.4. Le processus (X;) g, est une chaine de Markov homogene a temps
continu de générateur Q si

(1) (Yn)nen est une chaine de Markov a temps discret de loi initiale A et de matrice
de transition IT,

(2) conditionnellement a Yy = iy,..., Y,—1 = i,-1, les temps d’attente Sy, ..., S, sont
des variables aléatoires exponentielles indépendantes de parametres respectifs
L]io, vy qi”_l.
Plus simplement, sachant que la chaine X est issue de i, elle y reste un temps exponentiel
de parametre g; puis saute a un nouvel état, en choisissant I'état j avec probabilité 7.

Elle oublie ensuite ce qui s’est passé, attend un nouveau temps exponentiel de parametre
gq; (indépendant du précédent), etc.

La second description est I'analogue de la définition a temps discret. Notons
pij(t) =P(X; = jl Xo = 0).

DEFINITION 6.5. Le processus (X;) g, est une chaine de Markov homogene a temps
continu si, pour tout n €N, tous0 < fp < f; <--- < f,4] et tous états iy,..., in+1,

I]:D(th+1 = in+l|Xt0 = iO)---)Xl’n = ln) = pinin+1(tn+1 - tn)

THEOREME 6.6 (Propriété de Markov). Soit (X;)cg, une chaine de Markov a temps continu
de générateur Q. Alors, conditionnellement a Xs = i, (Xs4¢) (g, est une chaine de Markov a
temps continu de générateur Q issue de i et indépendante de (X;)p<,<s-

REMARQUE6.7. Pour tout t € R, P(t) = (pij(t))l.j est une matrice stochastique et t — P(t)
vérifie la propriété dite de semi-groupe suivante :

P(t+s)=P(1)P(s) et P(0)=Id.
En effet, pour tous i, j dans E,
pijt+9)=Y PXirs=j, X, =klXo=1)
keE
=) PXirs=jIXo= i, X, = )P(X; = k| Xo = i)
keE

=Y prj(Opix(t) = (P(P(5);;.
keE
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REMARQUE 6.8. On peut montrer qu’il y a une bijection entre générateurs et semi-groupes
en toute généralité. Si E est de cardinal fini, le lien est explicite : si Q est un générateur
alors (P(?)) ;=0 défini par, pour tout t € R,

o0 l-n
P(n=e%=) —Q",
o 1!

est un semi-groupe. Si (P(f))ecr, €st un semi-groupe, il existe un générateur Q tel que,
pour tout £ € R;, P(f) = exp(£Q).

2. Processus de naissance

Un processus de naissance est une généralisation du processus de Poisson dans laquelle le
parametre A peut dépendre de I'état courant du processus. Les parametres d'un processus
de naissance sont les taux de naissances (g;) ;. SUPPOS€és a valeurs dans R.,.

DEFINITION 6.9. Un processus de Markov (X;) ;cg, a valeurs dans NU {oo} est un processus
de naissance de taux (g;) ;cp, i, conditionnellement a X, = 7, ses temps d’attente S;, S, ...
sont des variables aléatoires indépendantes de lois exponentielles de parametres respectifs
di,qi+1,-.- et sa chaine incluse (Yy) ,cn €st donnée par Y, =i + n.

REMARQUE 6.10. Le processus de Poisson correspond a la suite (g;) ;. constante égale a
A.

Croissance d’'une colonie de bactéries. Chaque bactérie dans une colonie se divise
en deux bactéries identiques aprés un temps exponentiel de parametre A et ce in-
dépendamment des autres. Si i individus sont présents alors la premiere division
apparait apres un temps exponentiel de parametre Ai. Il y a alors i + 1 bactéries et,
par la propriété d’absence de mémoire, les horloges des bactéries sont remises a zéro.
Soit X la taille de la colonie au temps ¢ et supposons que Xy = 1. Soit T le temps de la
premiere naissance. Alors

t
E(Xy) =E(X¢lir<g) +E(X¢lir>5) :f e MEX,|T = s)ds+e M.
0

Soit u(t) = E(X;) alors E(X;|T = s) = 2u(t — s) pour 0 < s < t donc p vérifie I'’équation
fonctionnelle

t
,u(t):e_’”+f Ae Mu(t—s)ds,
0

qui peut encore s’écrire grace au changement de variables r =t —s

t
e’”,u(t) = 2/lf e’”,u(r)dr.
0

La fonction u est donc solution de I'équation différentielle ' () = Au(t), avec la condi-
tion initiale 1£(0) = 1. Ceci assure donc que E(X;) = e} : la taille de la population croit
exponentiellement vite (mais n’explose pas en temps fini).

La principale différence entre le processus de Poisson et un processus de naissance général
est la possibilité qu’a le second d’exploser. Il est tres facile de caractériser les processus qui
explosent grace a la proposition 5.3. Remarquons qu'un processus de naissance explose si
et seulement si il tend vers +oo en temps fini.

THEOREME 6.11. Soit (X;) ;cg, un processus de naissance de taux (q;) ;cy issu deO0.

1 1
Si ) —<oo alors P((<oco)=1 etsi ) —=oo alors P =o00)=1.

ieN qi ieN qi
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THEOREME 6.12. Soit (X¢) cg, Un processus croissant, continu a droite a valeurs dansNU
{oo}. Soit (q;) ;o une suite de réels positifs. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Conditionnellement a Xy = i, les temps d’attente Sy, S», ... sont des variables aléa-
tores indépendantes de lois exponentielles de parametres respectifs q;, qi+1, ... et la
chaine incluse est donnée par Y,, = i + n pour tout n € N;

(2) Pourtoust, h € Ry, conditionnellementa X; =i, X4, estindépendant de (X;)o<r<¢
et, quand h décroit vers 0, uniformémenten t,

P(Xyn=1ilX;=i)=1-qih+o(h)
P(Xisn=i+11X;=1)=qih+o(h).
REMARQUE 6.13. Notons p;;(t) = P(X; = j|Xp = i). On peut montrer grace a la formulation
(2) que P(1) = (pl-,j(t))l.j est solution de
P;-j(l‘) =—q;jpij(t)+gj-1pi,j-1(1)
que 'on peut écrire sous forme compacte P’'(t) = P(£)Q ou Q est le générateur

—qo qo 0 O
0 —q1 q1 0
Q=1 0o 0 -q q

3. Classes

Les notions de classes sont les mémes a temps continu et a temps discret. Plus précisément,
(X¢) rer, ala méme structure de classe que sa chaine incluse (Y3,) ;e
On ditque i ménea j, etonnote i — j si

P;(X; = j, pour un certain temps ¢ € R;) > 0.
On dit que i et j communiquent, etonnote i — jsii — jet j—i.
THEOREME 6.14. Pour deux états distincts i et j, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(Di—j,
(2) i — j pour la chaine incluse,
(3) ilexisten €N etiy,..., i, dans E tels que q,i, ... qi, ,i, >0,
(4) pourtoutt€RY, p;;(t) >0,
(5) il existet € R}, p;j(t) > 0.

DEMONSTRATION. Les implications (4) = (5) = (1) = (2) découlent des définitions. Si (2)
est vraie, il existe n € N et iy, ..., i, dans E tels que m;y;, ...7;, ,i, >0, ce qui implique (3).
Sig;j >0 alors

pij)=Pih<t,Y1=],>0)=1-e "m;;e" 9" >0,
pour tout ¢ € R}. Donc si (3) est vraie, alors
Pij([) = piyi,(tIn)---pi,_,i,(EIN) >0

pour tout ¢ € R} et (4) est établie. O
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REMARQUE 6.15. Le point (4) montre que la situation est plus simple en temps continu
qu’en temps discret. En temps continu, si i méne a j alors pour tout ¢ > 0, avec une
probabilité strictement positive, X; peut valoir j (sachant que X, = 7). En temps discret, si
i mene a j, il faut parfois un certain temps avant que la chaine issue de i atteigne j et des
phénomenes de périodicité apparaissent. Par exemple, pour la marche aléatoire simple
issue de 0, le temps d’atteinte de 4 sera supérieur ou égal a 4 et pair.

4. Temps d’atteinte et d’absorption

Soit (X;) ;eg, une chaine de Markov de générateur Q. Le temps d’atteinte d'une partie A
de E est la variable aléatoire D* définie par

DA=inf{teR, ; X; € A}, aveclaconvention inf@ = +oo.

Si HA estle temps d’atteinte de A pour la chaine incluse, alors {DA < oo} = {H A< oo}, et
sur cet ensemble, on a D4 = J 4.

EXERCICE 6.1. On considere la chaine de générateur

-2 1 1 0
2 -6 2 2
Q= 3 3 -9 3
0O 0 0 O

Quel est le temps moyen mis par X pour atteindre 4 depuis 17

5. Récurrence et transience

DEFINITION 6.16. Soit (X;);cg, une chaine de Markov de générateur Q.
(1) L'état i est dit récurrent si P; ({t € Ry, X; = i} est non borné) = 1.

(2) Létat i est dit transient (ou transitoire) si P;({t € Ry, X; = i} est non borné) = 0.
REMARQUE 6.17. Si (X{),eg, peut exploser en étant issu de i, alors i ne peut étre récurrent.

THEOREME 6.18. Ona
(1) sii estrécurrent pour la chaine incluse, alors i est récurrent pour X ;
(2) sii est transient pour la chaine incluse alors i est transient pour X ;
(3) tout état est soit récurrent, soit transient;

(4) récurrence et transience sont des propriétés de classes.

DEMONSTRATION. Supposons que i soit récurrent pour Y. Si Xy = i, X n'explose pas, donc
J tend vers +oo. De plus, X;, = Y, = i infiniment souvent et {¢ € R;, X; = i} estnon borné
avec probabilité 1.

Supposons que i soit transient pour Y. Si Xy = i, alors

N=sup{neN, Y,=i}<+oo p.s.

donc {r € R}, X; =i} est borné par Jy+1, qui est fini avec probabilité 1 puisque Y n’a pas
atteint de point absorbant avant le temps N.
Les points (3) et (4) se déduisent des résultats analogues sur Y. O

Comme en temps discret, on peut reformuler les notions de récurrence et transience en
terme de temps de premier retour. On définit le temps T; de premier retour de (X;) /g,
dans I'état i par

T;(w) =inf{t = J1(w) ; X;(w) = i}.
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REMARQUE 6.19. Attention a ne pas confondre les temps de premier passage et de premier
retour. Dans le second cas, on s’assure que ’on a quitté le point de départ.
THEOREME 6.20. On a la dichotomie suivante :

(1) siq;i =00ulP;(T; <oo) =1, alors i est récurrent etf(;’opii(t) dt=o0o,

(2) siq;i >0etP;(T; <oo) <1, alorsi est transientetfooopii(t) dt < oo.
DEMONSTRATION. Si g; = 0, alors (X;) g, ne peut quitter i qui est donc récurrent. De plus,
pii(t) =1 pour tout ¢ € R; et fg’opii(t) dt = oco. Supposons que ¢; > 0. Soit N; le temps
de premier retour en i pour la chaine incluse (Y;),en. Alors P;(N; < oo) = P;(T; < 00).
Comme i est récurrent pour Y ssiP; (IN; < 0o0) =1, i est récurrent pour X si et seulement si
P;(T; < o0) = 1. De plus, en notant = (H”)i]-, on va montrer que

ij =
f pii(t)dt:_zﬂii ’
0 qi n=0
ce qui assure que i est récurrent ssi [;°p;;(¢) dt est infini d’apres le résultat correspondant

pour la chaine incluse. Pour établir la relation ci-dessus, on écrit, en discutant sur le
nombre de sauts qui ont eu lieu avant le temps ¢,

Apii(t)dt:ﬁ [E,‘(l{xt:i})dtZ[E,'(\[0 I{Xt:i}dt)

o0 oo o0 o0
= [Ei(fo Lix,=i) ), l{fnsr<1n+1}dl‘) =), [Ei(l{Yn:i}fO l{fnsr<1n+1}df)
n=0

n=0

18

00 ) . 1 &
Ei(Sniilivpmi) = Y Ei(Snatl Yo = DPi(Yy = i) = — Y a1,
n=0 n=0 qi n=0

ce qui est le résultat annoncé. O

6. Mesures invariantes

On dit que v est une mesure invariante pour X si

vQ=0.
REMARQUE 6.21. Une mesure v est invariante ssi, si Xy suit la loi v, alors X; suit la loi
v. En effet, si Xj suit la loi v alors X; suit la loi vP(t). Cette mesure ne dépend pas du

temps si (VP(1))' =0, c’est-a-dire si vQP(r) = 0. Or P(t) est une matrice inversible (penser
a P(t) = e'?) donc la loi de X; est indépendante du temps ssi vQ = 0.

On peut relier les mesures invariantes de (X;);cg, aux mesures invariantes de sa chaine
incluse.

THEOREME 6.22. Soit Q un générateur, Il sa matrice de saut et v une mesure. Les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) v estinvariante;
(2) pll = p avec u; = v;q;, c’est-a-dire que p est invariante pour la chaine incluse.

DEMONSTRATION. On a, par définition, g;(7;j —;;) = g;; pour tous i, j donc

(I —Id)j=) witrij—6i) =) viqij = (vQ);.
i€E i€E
O
Ce lien permet de réutiliser les théorémes d’existence et d'unicité connus pour les chaines
a temps discret.
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THEOREME 6.23. Supposons que Q soit le générateur d’'une chaine irréductible et récurrente.
Alors Q admet une mesure invariante, unique a une constante multiplicative pres.

DEMONSTRATION. Une fois exclu le cas ou E = {i}, I'irréductibilité assure que pour tout
i € E, q; > 0. Ceci entraine que I est irréductible et récurrente donc IT admet une mesure
invariante unique a une constante multiplicative pres. 0

REMARQUE 6.24. Attention, si I'espace d’état E est infini, rien ne dit que les mesures
invariantes sont de masse finie : I'existence d’'une mesure de probabilité invariante n’est
pas assurée. Elle I'est par contre dans le cas ol E est fini.

Pour répondre complétement a cette question, il faut introduire la notion de récurrence
positive. On dit qu'un point i est récurrent positif si g; = 0 ou si le temps moyen de premier
retour en i m; = E;(T;) est fini. Un point récurrent non récurrent positif est dit récurrent
nul. On obtient alors le lien entre mesure de probabilité invariante et espérance des temps
de retour avec une petite subtilité par rapport au temps discret.

THEOREME 6.25. Soit Q un générateur irréductible. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(1) tous les états sont récurrents positifs;

(2) il existe un état récurrent positif;

(3) Q est non explosif et admet une probabilité invariante v qui charge tous les points.
De plus, quand (3) a lieu, m; =1/(v;q;).
REMARQUE 6.26. La mesure invariante affecte au point i le poids 1/(g;m;) qui s'interprete
comme le temps moyen que I'on passe en i multiplié par I'inverse du temps de retour.

Comme pour les chaines de Markov a temps discret, il existe une notion plus forte que
I'invariance.

DEFINITION 6.27. On dit que la mesure v est réversible (ou symétrique) pour le générateur
Qsi, pourtous i, j€E,
viQij =v;Qji.
7. Convergence a I'équilibre et théoréme ergodique

THEOREME 6.28 (Convergence a ’équilibre). Soit Q un générateur irréductible non-explosif
de semi-groupe (P(1))er, et de probabilité invariante A. Alors, pour tous états i, j,

1
it Ai= .
pij(t) LY qim;

De plus, pour toute mesure initialev, P(X; = j) — .
oo gim;

THEOREME 6.29 (Théoreme ergodique). Soit Q un générateur irréductible et v la loi de
probabilité de X,. Alors
1

t 1
(26) ! f Lop ds ——
tJo [=oo qim;

p.s.

De plus, dans le cas récurrent positif, pour toute fonction bornée f : E — R, on a

t
lf fX)ds——f=)_ ! f)=> Aifi) p.s.
tJo f—o0 icE il i€E
REMARQUE 6.30. La relation (26) assure que le temps moyen passé en i par la chaine
jusqu’au temps ¢ converge vers le poids que la mesure invariante affecte a i. Ce poids peut
étre nul si la chaine n’est pas récurrente positive.
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8. Processus de vie et mort

Les processus de vie et mort sur N forment un exemple important de chaines de Markov a
temps continu. Leur dynamique est résumée par les taux de naissance (A;) ;¢ €t les taux
de mort (u;) ;e (car po =0). Partantde I'état n €N,

— le processus reste en n pendant un temps exponentiel de parametre A, + i,
— il saute ensuite vers n + 1 ou n — 1 avec probabilités respectives A1,/ (A, + ;) et
tn! (Ap+ ty).
Pour simuler un tel processus jusqu’a un instant t donné, on utilise exactement 1’algo-
rithme ci-dessus.

Si tous les taux de naissance (resp. mort) sont nuls, on parle de processus de mort (resp.
naissance) pur.

Bactéries et processus de Yule. Reprenons la modélisation de la colonie de bactéries.
Chacune d’elles se divise au taux A et meurt au taux p. Ceci revient a considérer le pro-
cessus de Yule pour lequel les taux de naissance et de mort en n sont respectivement
donnés par An et un.

On peut également voir ces processus comme la modélisation d'une file d’attente devant
un ou plusieurs guichets : une mort correspond au service d'un client tandis qu'une nais-
sance traduit I'arrivée d'un nouveau client dans la file. Citons deux exemples classiques :

EXEMPLE 6.31 (Pile M/M/1). On pose 1, = A et u, = u:les clients arrivent aux temps de
saut d'un processus de Poisson d’intensité A et une seule caisse sert un client aprés un
temps exponentiel de parametre p;

EXEMPLE 6.32 (File M/ M/oco0). On pose 1, = A et u, = un:les clients arrivent aux temps
de saut d'un processus de Poisson d’intensité A et une infinité de caisses servent chacune
indépendamment un client apres un temps exponentiel de parametre u. La figure 1 fournit
une trajectoire de ce processus.

FIGURE 1. Trajectoire de la file M/ M/oo (voir 'exemple 6.32) avec A = 20,
©=1, Xop=0jusqu’au temps t = 50.

REMARQUE 6.33 (Nomenclature). Les files d’attente dépendent essentiellement de quatre
parametres : la loi d’arrivée des clients, la loi de service de chaque caisse, le nombre de
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caisses et (éventuellement) la taille maximale de la file (si elle est pleine, un client arrivant
repart sans attendre son tour). Dans les exemples ci-dessus, le M est I'abréviation de
memoryless (les lois d’arrivée et de service sont exponentielles).

THEOREME 6.34. Un processus de vie et de mort dont tous les taux de saut sont strictement
positifs est irréductible. Si
LA
s=). (H L) < oo,
iz1\1=1 HI
alors le processus de vie et de mort associé admet une unique mesure de probabilité inva-
riante. Elle est de plus symétrique et est donnée par
1 1 LA
vo=—— et vi=—||—.
1+s I+s,2, W
DEMONSTRATION. Tous les états communiquent donc le processus est nécessairement
irréductible. On écrit la relation caractérisant les mesures réversibles pour j =i+ 1:

Ai
ViQii+1 =Vi+1Qi+1,i OU Vip = Vi.

i+l

On a donc
oA
vi=vo || —.
=1 l’tl

On conclut en utilisant le fait que v est une probabilité. 0

9. Exercices

EXERCICE 6.2. Considérons une flotte de N bus. Chaque véhicule tombe en panne indé-
pendamment des autres avec un taux A et est envoyé au dépot. Latelier ne peut en réparer
qu’un a la fois et le travail est distribué selon une loi exponentielle de parameétre u. Quelle
est la mesure d’équilibre du nombre de bus en service ?

EXERCICE 6.3 (File M/M/oo). On utilise les notations de '’exemple 6.32. Notons vy ; =
L (X¢| Xy = k), c’est-a-dire que, pour ke N et t € R,
VieN, v ()=PX;=1lXo=k).

On rappelle deux définitions de la distance en variation totale entre deux mesures de
probabilité sur N :

1
dyr(pv) =5 ) |ukD) = v({kD| = inf{PX# Y) : X ~p, ¥~ v}
keN

1. Montrer que la file est toujours stable et que sa mesure invariante est une loi de Poisson
dont on précisera le parametre.

2. Soit k > . Montrer que ., ; = py ¢ * B(k - 1,e"""). Comment interpréter cette relation
en terme de file d’attente ? En déduire que

dvr (i, 1,0 < (k- De M,

EXERCICE 6.4 (File M/M/1). Notons L la transformée de Laplace du temps d’atteinte de
I'état k partant de I'état k+ 1 :

VseR, L(s)=E(e’*|Xo=k+1) ol Tiy=inf{teR, : X, =k}.

1. Donner une CNS de stabilité et 'expression de la mesure invariante.
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2. Pourquoi L ne dépend-elle pas de k ? Montrer que

T L
A+pu—s\A+p A+pu

L(s) = L(s)%|.

En déduire I'expression de L.

10. Corrigés

CORRIGE DE L'EXERCICE 6.1. Notons k; = E;(H%). Partant de 1, le processus reste en 1
pour un temps moyen 1/¢g; = 1/2 puis saute avec des probabilités égales en 2 ou 3. Donc

1 1 1
ki==+-ky+ =ks.
1=5 5kt ok
De méme L1 ) 11 .
ko=—+-ki+-k3, ky=—-+-ki+—ko.
2 6 31 33 3 9 31 32

La résolution de ce systeme fournit la valeur k; = 17/12.

CORRIGE DE L'EXERCICE 6.2. Pour n =0,..., N, si n bus sont en panne (dont un est en
cours de réparation si n € N*), N — n sont susceptibles de tomber en panne. Le taux de
naissance (arrivée d'un bus dans la file) en n est donc égal a A,, = (N — n)A. D’autre part,
le taux de mort (réparation d’'un bus) est donnée par u, = ul,>o. Reste a appliquer le
théoréme 6.34.

CORRIGE DE L'EXERCICE 6.3.

1. Le théoreme 6.34 assure que la mesure invariante est la loi de Poisson de parametre
Al p.

2. Larelation souhaitée découle de %(n, p) * B(m, p) = B(n+ m, p). Parmi les k clients
initialement présents, choisissons-en [ que I'on sépare des autres. Le nombre de ces clients
encore présent au temps ¢ est de loi B(k — [, e #!). Le reste du systéme évolue comme si
[ personnes étaient présentes initialement. Soit Y et Z deux v.a. indépendantes de lois
respectives ; , et B(k—1,e ""). Alors Y + Z suit la loi yy ; et

dvr (Wi, p1,0) <P(Z #0)
=1-(1-e M)kl < (k=De ™,

CORRIGE DE L'EXERCICE 6.4.

1. Le théoreme 6.34 assure que le processus admet une mesure de probabilité invariante
ssi (A/)" est le terme général d'une série convergence. La file est stable ssi A < u. La
mesure de probabilité invariante est la loi géométrique sur N de parametre A/ p.

2. La transformée de Laplace L ne dépend pas de k puisque les taux de naissance et de
mort sont constants. Notons T le premier temps de saut du processus. Si X7 = k alors
Ty = T sinon, X7 = k+ 2 et T} s’écrit comme T+ T’ + T” ot T et T” sont deux copies
indépendantes de Ty. On a donc

_L sT L sT 2
L(s)—/“_u[E(e )+/1+u[E(e )L(s)7,

ce qui donne la formule souhaitée. On en déduit L(s) en résolvant I’équation du second
degré.



Chapitre 7

Quelques notions d’estimation paramétrique

Lobjet de ce chapitre n’est pas de donner un panorama complet de la théorie de I'esti-
mation paramétrique (méthode des moments, maximum de vraisemblance,...) mais d’en
comprendre les fondements et de les mettre en application dans des exemples concrets.

1. Introduction et notations

On appelle modele paramétrique la donnée (E", (Pg)gecp) Ol
— E"est ’ensemble des observations (E sera souvent inclus dans R¥ pour k= 1),
— O estinclus dans R, pour g = 1,
— Py est une mesure de probabilité sur E” pour tout 0 € ©.

On notera Eg I'espérance par rapport a la mesure Py.

Trés souvent dans la suite, Py sera de la forme py". Cette situation correspond a des
observations indépendantes et de méme loi py sur E. Cette généralité permet toutefois de
couvrir par exemple des problémes d’estimation a partir de 'observation d'une chaine de
Markov (voir I'exercice 7.5).

EXEMPLE 7.1 (Quelques modeles classiques). Citons par exemple les modeles
— de Bernoulli: © = [0,1] et Py = B(0)®",
— de Poisson : © =R* et Py = 2(6)®",
— exponentiel : © =R* et Py = £(0)®",

— uniforme : © =R* et Pg = %[%’79],

— gaussien: @ = Rx R* et Py = A (m,0%)®" o1 0 = (m,0?).

La problématique est d’estimer une quantité g(@) (la fonction g de © dans R étant
connue) en construisant une fonction de I’échantillon (Xj,..., X;,) de loi Pg.

Une statistique est une fonction mesurable de I’échantillon et un estimateur est une statis-
tique a valeurs dans un ensemble contenant g(®). On notera souvent g, un estimateur de
g0).

Il existe plusieurs facons de mesurer les qualités d'un estimateur : certaines sont asympto-
tiques (quand le nombre n d’observations tend vers I'infini) et s’appuient en général sur
des théoremes limite, d’autres sont non asymptotiques (a n fixé).

DEFINITION 7.2 (Biais). Le biais de I'estimateur &, est la fonction 8 — Ey(&,) — g(0). Lesti-
mateur est dit sans biais si cette fonction est nulle. Il est dit asymptotiquement sans biais
si pour tout 6 € O, Ey(g,,) tend vers g(0).

DEFINITION 7.3 (Erreur quadratique). Lerreur quadratique de I'estimateur g, est définie
par

5(gn) =[Ep

(gn_g(e))z]-

81
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Cette erreur s’exprime en fonction de la décomposition classique dite de biais-variance :

8(@n) =Vo(gn) + (Eo(8n) - 80))°.

On voit donc bien ici que deux sources d’erreurs se superposent et les estimateurs peuvent
étre mauvais de plusieurs fagons. On peut par exemple penser a deux joueurs de fléchettes :
I'un groupant toutes ses fléchettes mais a c6té de la cible (petite variance et gros biais),
'autre les éparpillant mais de maniere centrée (petit biais, grosse variance).

DEFINITION 7.4 (Consistance). On dit que g, est consistant (resp. fortement consistant)
si, pour tout 8 € ©, g,, converge vers g(0) en probabilité (resp. presque stirement).

2. Méthode des moments

Lidée est tres simple. Plagons-nous dans le cas d'un échantillon de variables aléatoires
réelles indépendantes de méme loi pg. On sait, en vertu de la loi des grands nombres, que

n

k Ds. k

2 X o Be(XD)
i=1

sous réserve que iy admette un moment d’ordre k. Ainsi, si la quantité g(8) a estimer
s’écrit comme une fonction des k premiers moments de 1y, on peut obtenir en substituant
les moments par les moments empiriques un estimateur de g(0).

EXEMPLE 7.5 (Lois exponentielles). Si g = &(0) alors le premier moment de pg vaut 1/6.
La méthode des moments suggeére d’estimer 6 a partir de Xj, ..., X,, par
n

n o
i=1 Xi

én:

Remarquons que le second moment de g vaut 2/62. On pourrait donc également proposer

I'estimateur suivant :
b | 2n
n— n 2°
i=1X;

EXERCICE 7.1. On se place dans le cadre de I'exemple 7.5. Montrer que 0,, est néces-
sairement biaisé. En utilisant que X + --- + X, suit une loi Gamma, calculer le biais, la
variance et 'erreur quadratique de ,,. Montrer que 6, est fortement consistant et donner
un résultat de convergence en loi pour la suite @, — 0) .- convenablement renormalisée.

3. Estimateur du maximum de vraisemblance

Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi py ot1 0 €
© c R? est un paramétre inconnu. On suppose que toutes les mesures (tg)g.q sont ab-
solument continues par rapport a une mesure de référence , et de densités (fp)geq- La
vraisemblance de I’échantillon Xj,..., X, estla fonction

n
L(O; x1,...,xn) = [ | folxa).
i=1
La probabilité que (X, ..., X;) soit "proche" de (xy,..., x,) est de 'ordre de

n
L(O;x1,...,xn) [ | uldxy).

i=1
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Lidée clé est donc de chercher un parametre 6 ou la fonction 8 — L(6; x1,..., x,) atteint
son maximum. Ces points dépendent bien entendu de (x, ..., x;). On appelle estimateur
du maximum de vraisemblance de 0

Onv = argmaxy o L(6; X1, ..., Xp).

REMARQUE 7.6. La notation argmax, . x f (x) désigne la valeur de x en laquelle f atteint
son maximum (si elle existe et est unique).

EXEMPLE 7.7. © =]0,+o00] et ug = &(0) pour 0 € O. Si u est la mesure de Lebesgue sur
[0, +o0l,
o -0X; A n
LO;Xy,..., Xn) =[]0 et Ow=—==.
i=1 i=1 Xi
Remarquons que I'on retrouve I’estimateur obtenu par la méthode des moments (voir
I'exemple 7.5).

EXEMPLE 7.8. © =]0, +ool et g = %jp,6) pour 0 € O. Si u est la mesure de Lebesgue sur
[0, +o0l,

1[(),9] (X;) = H_nl[maxlsisnxiv+00[(9)’ et HMV = 112232 X;.

Cette fois-ci, 'estimateur obtenu n’est pas le méme que celui donné par la méthode des
moments.

n
L(H;Xl,...,Xn)=H

EXEMPLE 7.9. © =]0, +oo[ et ug = 22 (0) pour 0 € O. Si u est la mesure de comptage sur N,

n HQXi . 10
L©O:Xy,.... X)) =[] e"— et Omv=—) X;.
-1 X ni=1

EXEMPLE 7.10. ©® =Rx]0, +oo[ et ug = A (m, v) pour 0 = (m,v) € O.

n 1 ,
LO;Xy,..., Xp) = || —— e Kimm)* /@)
" z:l_ll V2nv

et
1 & 13 2 2
== Xi, Dvv=— ) X; — iy
niz1 ni=1

REMARQUE 7.11 (Log-vraisemblance). Dans la plupart des exemples ci-dessus, il est plus
aisé de chercher le(s) point(s) ou la log-vraisemblance 6 — In(L(0; X;, ..., X};)) atteint un
maximum.

REMARQUE 7.12 (Recherche de maxima). Soit © un sous-ensemble de R? et f : © — R une
fonction de classe 62. La fonction f peut atteindre son maximum au bord de © ou en des
points de son intérieur. Dans le second cas, ces points sont critiques : V f y est nul. Pour
assurer que ces points sont des maxima, on peut utiliser une condition de second ordre
(en montrant que la matrice hessienne est définie négative).

REMARQUE 7.13 (Changement bijectif de paramétrage). Un des avantages de I'estimateur
du maximum de vraisemblance est sa robustesse par rapport a un changement de para-
meétre. Si ¢ est un €' difféomorphisme de © dans @’ et que I'estimateur du maximum de
vraisemblance de 6 est éMv alors celui de 6’ est (p(éMv).

REMARQUE 7.14 (Comportement asymptotique). Il existe des théoréemes généraux décri-
vant le comportement asymptotique de I'estimateur du maximum de vraisemblance. Il est
notamment possible d’établir par exemple qu'’il est consistant, asymptotiquement sans
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biais, asymptotiquement de variance minimum et parfois que ses fluctuations sont gaus-
siennes. Toutefois, ces résultats dépassent le programme de I’agrégation et les propriétés
de I'estimateur du maximum de vraisemblance peuvent en général étre obtenues par des
théorémes généraux (loi des grands nombres, théoréme limite central, etc.).

4. Exercices

EXERCICE 7.2 (Lois uniformes). On considére le cadre de I'’exemple 7.8.
1. Déterminer I'estimateur obtenu par la méthode des moments (ou du premier moment).
Décrire les propriétés de cet estimateur (biais, variance, comportement asymptotique).
2. Montrer que I'’estimateur du maximum de vraisemblance est donné par

éMV = max X,’.

1<isn

Déterminer sa loi, son biais et son erreur quadratique. En déduire un estimateur sans
biais. Quelle est son erreur quadratique ? Quelle conclusion en tirer ? Décrire les propriétés
asymptotiques de I'estimateur du maximum de vraisemblance.
3. Quel estimateur semble le plus performant ?

EXERCICE 7.3 (Lois puissances). Soit (X,),>; une suite de v.a. i.i.d. de densité

fox)=1+60)x1 1,

avec 0 inconnu.

1. Quelles sont les valeurs admissibles pour 6 ?

2. Déterminer 'estimateur 0,, du maximum de vraisemblance pour  construit a partir
desv.a. (Xi)i1<j<p-

EXERCICE 7.4 (Estimation d’un coefficient de mélange). On considére n observations
indépendantes (Xj,..., X,) de loi p%,q + (1 — p)% 0,1, C est-a-dire que X; suit la loi
uniforme sur [0, a] avec probabilité p et la loi uniforme sur [0, b] avec probabilité 1 — p. On
suppose que a < b, avec a et b connus.
1. Déterminez la fonction de répartition et la densité de X;.
2. Soit N, la variable aléatoire égale au nombre d’individus X; compris entre 0 et a.
Montrez que la vraisemblance peut s’écrire :
, _(p  1-p\"(1-p)"

L(p;x1,...,%Xp) = (a + b ) ( b )
ol ng = ny(xy,...,Xx,) estle nombre d’observations de I'échantillon comprises entre 0 et a.
3. En déduire I'équation de vraisemblance relative au parametre p et déterminez I’estima-
teur du maximum de vraisemblance p du parametre p en fonction de la variable aléatoire
Ng.
4. Calculez le biais de I’estimateur p.
5. Calculez E, (X;). Déterminez I'estimateur p* du parametre p obtenu par la méthode
des moments basée sur le moment d’ordre 1. Calculez le biais de cet estimateur.
6. Des deux estimateurs précédents, lequel est le meilleur en terme d’erreur quadratique
moyenne ?

EXERCICE 7.5 (Chaine de Markov). On considere une chaine de Markov X a valeurs dans
E=1{1,2,...,k} de matrice de transition P inconnue.

1. Sous quelles hypotheses peut-on espérer pouvoir estimer la matrice de transition P a
partir de 'observation d’une trajectoire de X ?

2. Déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance de P.

3. Quelles sont ses propriétés asymptotiques ?
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5. Corrigés

CORRIGE DE L'EXERCICE 7.1. La méthodes des moments et le maximum de vraisemblance
fournissent tous les deux I'estimateur 6, = 1/ X;,. Remarquons que Ey(X,,) = 1/6. Or, si X
est une v.a. (strictement) positive non constante,

)&

El=|>=—

X)) EX)

en vertu de I'inégalité de Jensen pour la fonction strictement convexe x — 1/x sur R}.

Ainsi, Eg(0,) > 0 : I'estimateur 0,, a un biais strictement positif.
La somme X +--- + X}, suit une loi Gamma de parameétre (n,6) donc

N Pl 0 gn—1gn-2 0
[E9(9n)=f ES—e“gsds: 1 f S e‘esds:n—.
r: s I'(n) n-1Jg: I'(n-1) n-1

Le biais de én vaut donc 8/(n—1). Lestimateur (n—1)/(X; +--- + X;;) est donc sans biais.
De méme,
2 9”5”_1

202 n-2 .n-3 2n2
n-0 0" s n-0
[Eg(@fl):f — e %ds= e ds= —— .
r: s2 I'(n) (n-1)(n-2) Jr I'(n-2) (n—-1)(n-2)
On a donc
n’6?
(n-12%n-2)
D’apres la loi forte des grands nombres, X,, converge vers Eg(X;) presque stirement. Lesti-
mateur 6, est donc fortement consistant. D’apres le théoreme 9.9, v/n(6,, — 6) converge
en loi vers la distribution gaussienne A" (0, 1/ 62) (voir I'exemple 9.10).

\/O(én) =

CORRIGE DE L'EXERCICE 7.2.
1. Puisque Ey(X;) = 0/2, la méthode des moments suggere d’estimer 0 par 0,, = 2X,,. Cet
estimateur est sans biais. Sa variance est donnée par

. ) 4 62
Vg (0,) =4Vg(Xy) = =Vo(X7) = —.
n 3n

Il est fortement consistant et asymptotiquement normal :
V0, —0) —Z— #(0,62/3).
n—oo
2. Voir I'exemple 7.8 pour le calcul de éMV. Pour calculer sa loi, on détermine sa fonction
de répartition : pour tout ¢ € [0,6],
PoOmv<t)=Po(Xi<t,...,Xn<1)

n
Qn

On en déduit que la loi de Omv admet pour densité la fonction

=Pp(X1=0)"=

n _
fo : 10, +oo[— ﬁl‘n 11[0,0](L‘).

Lestimateur est nécessairement biaisé puisqu’il est presque stirement inférieur a 8. Plus
précisément,
« o n
Ep (0 ):f Xfo(x)dx = ——80.
0Owmv) = | fo —
Le biais vaut donc 8/(n + 1). De plus,

02 A n

[E0(9 )_j et \/Q(HMV):m
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Lerreur quadratique de yry est donc de I'ordre de 1/72, ce qui est bien mieux que celle de
Gn.
Pour tout € €]0,0],

A A ENN
Po(|0uy — 0] <€) = Py (Apy <0 — ) = (1—5) .

On en déduit donc que Onv converge presque stirement vers 0 : 'estimateur est fortement
consistant.
De plus, pour tout ¢ >0,

R R t\"
[FDH((n/H)(Q—QMV) >t) = PQ(QM\/SH—QI/H) = (1 _E) — el

En d’autres termes,
R0 -bw) —Z— &q).
7] n—oo

Dans cet exemple, I'estimateur du maximum de vraisemblance converge en loi a vitesse n
(et non vz comme ,,) et la loi limite n’est plus une loi gaussienne. On obtient alors un
intervalle de confiance dont I’amplitude est de I’ordre de 1/7 (et non plus 1/y/n).

3. Lestimateur du maximum de vraisemblance est plus performant que celui issu de la
méthode des moments (voir la figure 1).

FIGURE 1. Les estimateurs 9n (en bleu) et éMV (en rouge) en fonction de n
pour 'exercice 7.2.

CORRIGE DE L'EXERCICE 7.3.
1. La fonction fy est une densité de probabilité ssi 0 > —1.
2. Lalog-vraisemblance de I’échantillon est donnée par

n
logL(6; X1,...,Xy) = nIn(1+6) +6 )_ In(X;).
i=1
On a donc
_ n

Omy=—————1.
WY In(1/X,)

CORRIGE DE L’EXERCICE 7.4. On considere n observations indépendantes (Xj,..., X};) de
loi p%0,a) + (1 = p)%)o 1), C'est-a-dire que X; suit la loi uniforme sur [0, a] avec probabilité
p et la loi uniforme sur [0, b] avec probabilité 1 — p. On suppose que a < b, avec a et b
connus.
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1. La fonction de répartition F), et la densité f, de X; sont données par

0 six <0,
xla+(1-p)x/b sixe€]0,al,
Fpx) =4 " p .
p+(Q-p)x/b six€la,b],
1 six=b,
et
0 six <O,
la+(1-p)/b sixe]0,al,
fra=2" pro s

(1-p)/b sixe€la, b,
0 six=b.

2. D’apres I'expression de f,, on obtient bien I'expression de la vraisemblance souhaitée
en regroupant les termes égaux.
3. Apres calcul, on obtient
b N, a
b-an b-a

ﬁ:
4.0na a
PyXi<a)=p+Q1- p)E etainsi E,(p) =p.

Lestimateur p est sans biais.
5. Par construction, E,(X) = pa/2+ (1 - p)b/2. On pose donc

Cet estimateur est également sans biais.
6. Reste a comparer les variances (puisque les biais sont nuls).

CORRIGE DE L'EXERCICE 7.5.
1. Il faut supposer que la chaine explore tout I'espace, c’est-a-dire que P est irréductible.
2. Pour x1,...,x, € E,

n
P(Xi=x1,...Xn = Xp) = [ Pxs, xiv) = [] Pe, )™,
i=1 x,y€E
ol nygy =31, Liy;=x,x:.=y}- Les parametres sont les coefficients de P contraints a former
une matrice markovienne. Apres optimisation, on trouve
R Nyy n n
P(X,y) = N ou Nx = Z I{Xizx}r ny = Z I{Xizx,XiH:y}-

X i=1 i=1

Ce résultat est logique puisque I'on estime P(x, y) par la proportion de saut de x vers y
parmi tous les passages de la chaine en x.

3. Le théoreme ergodique (voir le théoreme 4.37) et le théoreme limite central associé
permettent de montrer que cet estimateur est fortement consistant et asymptotiquement
gaussien.






Chapitre 8

Quantiles empiriques

Dans ce chapitre, 1 est une mesure de probabilité sur R de fonction de répartition F et
(Xn) n=0 une suite de v.a. i.i.d. de loi u. Rappelons deux théorémes tres importants pour
la statistique puisqu’ils assurent essentiellement qu'un échantillon infini dénombrable
caractérise la mesure dont il est issu. Ils sont établis dans le chapitre La loi des grands
nombres du fascicule de probabilités.

1. Théoreme de Glivenko-Cantelli

DEFINITION 8.1. La mesure empirique d'un échantillon Xj,..., X, est définie par
1 n
l,tn = — Z 6Xi'
niz1
La fonction de répartition empirique d'un échantillon Xj, ..., X;, est définie par
1 n
VieR, F,(t)= - Zl Lix,<s-
i=

REMARQUE 8.2 (Calcul de la fonction de répartition empirique). La fonction de répartition
empirique d’un échantillon Xj,..., X;, est donnée par

0 six<X(1),

Fy(x) = sixeli/ln; (i+1)/nlaveci=1,...,n—1,

n
1 six= X(n).

La commande Scilab pour tracer la fonction de répartition empirique d'un vecteur X de
taille n est donc

plot2d2([1/n:1/n: 1], —gsort(—X))

EXERCICE 8.1. Confronter la fonction de répartition empirique d’'un échantillon a la
fonction de répartition de sa loi. On pourra consulter I'aide pour les fonctions Scilab
cdfnor, cdfchi, etc.

THEOREME 8.3 (Glivenko-Cantelli). Presque siirement, la suite des fonctions de répartition
empiriques converge uniformément vers la fonction de répartition de u :

p.s.
n—o0

sup |Fy(x) = F(x)| = | Fp = Flloo

xeR

0.

Dans le méme ordre d’idée, on peut obtenir le résultat suivant, qui reste valable sur R4,

THEOREME 8.4 (Th. fondamental de la statistique). Avec probabilité 1, la suite (11,) >,

converge étroitement vers (1. Plus précisément, presque siirement, pour toute fonction conti-

nue bornée,

1 n

3 00 = [ fdun—— [ ran

ni3 R n—oo JR
89
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2. Convergence des quantiles empiriques

On associe a F son inverse généralisée F~ définie sur [0, 1] par
Vpel0,1], F (p)=inf{xeR; F(x) = p}.

PROPOSITION 8.5. Si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1] alors F~ (U) est
une variable aléatoire de fonction de répartition F.
Réciproquement, si F est continue, F(X) suit la loi uniforme sur [0,1]

REMARQUE 8.6. La premiere partie de la proposition est parfois appelé théoreme fonda-
mental de la simulation car il établit que toute mesure sur R peut étre simulée (en théorie)
a partir d’'une variable aléatoire de loi uniforme. La réciproque est fausse si F n’est pas
continue : si une mesure u possede un atome alors c’est encore le cas pour toute mesure
image de p.

DEFINITION 8.7. Un quantile d’ordre p estunréel x telque P(X < x) = petP(X = x) = 1-p.
Le réel x;, := F~(p) est un quantile d’ordre p. Pour p = 1/2, on parle de médiane. Pour
pe{l/4, 1/2, 3/4} on parle de quartiles.

EXEMPLE 8.8. Pourlaloi de Bernoulli de parametre 1/2 (resp 3/4), ’ensemble des médianes
est 'intervalle [0, 1] (resp. le singleton {1}). La loi exponentielle de parametre A admet une
unique médiane. Elle vaut In(2)/A.

EXERCICE 8.2. A quelle condition le quantile d’ordre p est-il unique 2 Déterminer la mé-
diane de la loi gaussienne .4 (m, o). Connait-on explicitement d’autres quantiles de cette
loi?
On suppose dans toute la suite que F est continue. Soit Xj,..., X, un échantillon de loi u.
Presque stirement, il existe une permutation (aléatoire) o telle que

Xo) < Xo@) <+ < Xo(n).-

On note (Xq), X(2), ..., X(n)) '’échantillon réordonné (dans |'ordre croissant). En particulier,
X estla plus petite valeur de I'’échantillon. On pourra se reporter au chapitre 5 pour les
propriétés importantes des statistiques d’ordre.

On note Qp,, = X((np)+1) le quantile empirique d’ordre p.

THEOREME 8.9 (Convergence p.s. des quantiles empiriques). Soit (X,,),en Une suite de
v.a.r. i.i.d. de fonction de répartition continue. Alors

Xg P.S.

X(nglIn)

n—oo
DEMONSTRATION. On utilise le théoréeme de Glivenko-Cantelli :
|F(Qp,n) — F(xp)| < |F(Qp,n) = Fa(Qp,n) | + |Fn(Qp,n) — F(xp)]|
p.s.
<|IFy - Flloo +|(Inp] + 1)/ n— p| ———0.
On utilise ensuite la continuité de F~ en x;,, pour obtenir le résultat. 0

THEOREME 8.10 (Convergence en loi des quantiles empiriques). Soit (X)) ,en Une suite de
v.a.r. i.i.d. de fonction de répartition continue et de densité f. Alors, pour q €10, 1],

£ q(1-¢q)
\/E(X([nq]/n) — xq) _— JV(O, qu)Z)

n—oo
DEMONSTRATION. On utilise I'expression de la densité de la loi du quantile empirique 5.6
et la formule de Stirling. 0
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REMARQUE 8.11. Soit (X,),>; une suite de v.a. i.i.d. de loi &(A). Alors la loi de X(; 5, est
laloi &(nA) et nXq p) suitlaloi &(A). Le théoreme 8.10 est donc faux pour les quantiles
extrémes (i.e.pour g =0ou g =1).

CONSEILS BIBLIOS 8.12. Pour la convergence en loi, on pourra se référer a [CGCDM99]
pour un exemple et [Tas85] pour le résultat.

EXERCICE 8.3 (Convergence en loi de la médiane). Soit y une probabilité admettant une
densité f strictement positive. On note m la médiane de u. On suppose pour simplifier
que la taille n de I’échantillon observé est impaire et on I'écrit n =2p — 1.

1. Déterminer la densité de \/2p — 1(X(p) — m).

2. En déduire que /2p — 1(X(p) —m) converge en loi vers une loi normale dont on précisera
les parametres.

EXERCICE 8.4 (Moyenne contre médiane). On cherche a estimer 6 dans les trois modeles
suivants :

1 2 1 1 1
_ —(x-0)=/2 - —|x—0| -
Jo(x) = —\/ﬁe 8o(x) >€ et hy(x) L

Comparer les méthodes basées sur la méthode des moments et celle basée sur I’estimation
de la médiane empirique.
3. Théoreme de Kolmogorov-Smirnov

Le théoreme de Glivenko-Cantelli fournit la convergence presque stre uniforme de la
suite des fonctions de répartition empiriques. Le résultat suivant fournit une vitesse sous
une hypothese supplémentaire..

THEOREME 8.13 (Kolmogorov-Smirnov). Si F est continue alors

Dy =vnlF,-Flls HUKS)

n—oo

ol ugs est la loi de Kolmogorov-Smirnov caractérisée par exemple par sa fonction de
répartition :

+00 +00
V>0, Fs(= Y (~D*e?FC=142) (~nke 267,
k=-o00 k=1
REMARQUE 8.14 (fondamentale). Puisque F est continue et croissante et que Fj est
constante par morceaux, le supremum ne peut étre atteint qu’au voisinage points de
discontinuité de F,, c’est-a-dire aux points (X;)1<j<n. Plus précisément,

HH—Wm:m%(

1<i<n

i—1
— - F(Xq)
n

i
,‘— —F(X(i))')-

n
De plus, puisque F est continue, F(X;) suit la loi uniforme sur [0, 1] et, comme F est
croissante, (F(X(;)));<;<, @ méme loi qu'un échantillon réordonné de v.a. i.i.d. de loi
uniforme sur [0, 1]. Ainsi, D,, a méme loi que

i—1
— Uy
Laloi de D,, ne dépend donc pas de y, on dit que c’est une statistique libre.

n

)

i
~ Vo

1 max
l<i<n

Il existe de nombreux théoremes du type de celui de Kolmogorov-Smirnov. Citons celui de
Cramer-Von Mises.
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THEOREME 8.15 (Cramer-Von Mises). Si F est continue alors
£
nlz=n f (Fp(x) = F(0)? dF(x) —— pcv,
R n—oo

ot icv v est une loi tabulée.

EXERCICE 8.5. Montrer, en découpant l'intégrale sur les intervalles de la forme [X(;), X(;+1)],
que

1 n(2i—-1
nld=—+
" 12n 1221 ( 2n
En déduire que c’est encore une statistique libre.

2
—F(X(i))) .

REMARQUE 8.16. Quelques quantiles des lois de Kolmogorov-Smirnov et Cramer-Von
Mises :

Loi \ Ordre 09 0.95 0.99
MKsS 1.212 1.346 1.615
Hcvm 0.347 0.46 0.734

REMARQUE 8.17 (Une idée de preuve pour ces théoremes). La preuve esquissée ci-dessous
n’est pas la preuve originale de Kolmogorov mais celle, beaucoup plus élégante, de Doob.
On pourra consulter [Fis63] pour de plus amples informations (mais c’est hors pro-
gramme...).

Pour tout x € [0,1], on pose H,(x) = v/n(F,(x) — x). La fonction (aléatoire) H,, est nulle
en 0 et 1 et a n sauts de hauteur 1/n. En vertu du TCL multidimensionnel, pour 0 < x; <
Xp < -+ < Xk < 1, la suite de vecteurs aléatoires ((H,(x1),..., Hy(xx))), converge en loi vers
un vecteur gaussien centré de matrice de covariance (symétrique) K ou K;j = x;(1 - x;)
pour i < j. On peut en déduire la convergence de la suite de processus aléatoire (Hy),,
vers un processus H appelé pont brownien. Il ne reste plus qu’a montrer que le supremum
et 'intégrale sont conservés par passage a la limite...

4. Tests associés

Ces théoremes permettent de mettre en place des tests d’adéquation a une loi de fonction
de répartition continue (comme les test du y? le font pour des lois sur un ensemble fini).
On formalise le probléme de la manieére suivante. Soit F° une fonction de répartition
continue. On veut tester

Hy : F=F" contre H; F#F°.

Soit A, = \/ﬁ”Fn - F° ||Oo Sous Hy, F = F° donc la loi de A, converge vers la loi de
Kolmogorov-Smirnov. Sous Hj, |Fn ~FO || o COnverge presque strement vers ||F ~FO || 0
qui est strictement positif et A, converge vers +oo p.s.

Comme pour le test du y2, on choisit donc une région de rejet de la forme [k, +oo[ ot1
est le niveau du test et k,, est le quantile d’ordre 1 — a de la loi de Kolmogorov-Smirnov.
On peut faire exactement le méme raisonnement pour un construire un test d’adéquation
a partir du théoreme de Cramer-Von Mises.

EXERCICE 8.6. 1. On veut illustrer le fonctionnement du test de Kolmogorov-Smirnov pour
tester ’hypotheése qu'un échantillon de taille n suit la loi exponentielle de parametre 1.
Ecrire successivement trois fonctions Scilab executant respectivement les trois taches
suivantes :

(1) prend en entrée la taille de I’échantillon et un parametre de perturbation e, simule
un échantillon de loi Gamma de parametre (1 + ¢, 1) et renvoie 1 si'on ne rejette
pas Hy et 0 sinon au niveau 0.95;
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(2) effectue N fois la procédure ci-dessus et retourne le pourcentage de non-rejet;

(3) effectue la procédure ci-dessus pour e variant autour de 0 et tracer la puissance
en fonction de e (voir la figure 1).

2. Faire la méme chose avec le test de Cramer-Von Mises.

0.6
0.5
0.4
03
0.2
0.14

o T T T T T T T 1
-4e-01 -3e-01 -2e-01 -le-01 0e00 le-01 2e-01 3e-01 4e-01

FIGURE 1. Probabilité de ne pas rejeter Hy pour I'exercice 8.6 avec N =
10000, n =100 et € € [-0.4;0.4] au niveau 0.05.

EXERCICE 8.7 (Tests d’exponentialité). Les lois exponentielles apparaissent naturellement
en modélisation. Il est important de pouvoir tester 'adéquation a une loi (ou une famille
de lois) exponentielle(s).
1. Comment tester sur un échantillon Xj,..., X, qu’il suitlaloi &(1) ?
2. Supposons que I’échantillon soit de loi exponentielle de parametre 8 inconnu. Détermi-
ner la loi jointe de S = (Sy,...,S,) ot S = X7 + -+ + Xj.
3. En déduire que le vecteur

=, 50)

Sy, Sy

a méme loi que la statistique d’ordre (U(1,,-1), ..., Un-1,n-1)) d'un échantillon Uy, ...,Uy,-1
de loi uniforme sur [0, 1].

4. Proposer un test de niveau asymptotique « fondé sur T}, pour tester I'adéquation d'une
loi a la famille des lois exponentielles.

On peut également tester ’homogénéité de deux distributions : on dispose de deux échan-
tillons X;,..., X, et Y1,..., Y, de fonctions de répartition empiriques respectives F, et G,
issus de lois de fonctions de répartition respectives F et G supposées continues. On peut
tester

Hy: F=G contre H; : F#G

grace au résultat suivant :

&
nm P Uks sous Hy,
1Fn—Gmll§ ™ ps.
n+m +o0o0 sous Hj.

n,m—oo
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5. Corrigés

CORRIGE DE L'EXERCICE 8.2. Le quantile d’ordre p de la loi u est unique des que sa fonc-
tion de répartition F est continue en x,, (ou u({x,} = 0). Par parité d’'une densité de la loi
N (0,02), la médiane de la loi A (m, o%) vaut m. Puisqu’une densité de cette loi est stricte-
ment positive et continue sur R, sa fonction de répartition est un €' difféomorphisme de
R sur ]0, 1[. En particulier tous les quantiles d’ordre p sont uniques. Cependant, il n’existe
pas d’expression explicite d’autres quantiles que la médiane. La fonction Scilab cdfnor
fournit selon les parametres en entrée (voir I'aide) la fonction de répartition ou la fonction
quantile.

CORRIGE DE L’EXERCICE 8.3. Soit ¢ une probabilité admettant une densité f strictement
positive. On note m la médiane de u. On suppose pour simplifier que la taille n de I'’échan-
tillon observé est impaire et on I'écrit n =2p — 1.

1. D’apres la proposition 5.6, la fonction de répartition de X, est donnée par

n! Foo
Fp(x) = mfo P -n""Pdt.
Sa densité est donc
fp(x) = (p_l):l—(!n_p)!f(x)F(x)”'l(l —Fx)"P.
Enfin, la densité g, de \/2p — 1(X() — m) est donnée par
fp(m+ul\/n)

8p(u) = NG

__epmn o w Vf L ”_II_F
C(p-DR2p—1 V2p-1 V2p—1

2. Pour u € R fixé,

u
e
et
p p-1 p-1
Fm+\/%) (2 jl+ (1/\/—)) :2’91_1(1 f/fz(pi)Jr (1/\/—)) .
On a donc,
ep-1)! 1

4 2.2 p-1
(Fm) + 0(1/}9))(1 - % + 0(1/p))

gp(u): (Zp_l(p_l)l)z /zp_l

La formule de Stirling assure que

2f(m) e—zf(m)2 u? .

p—oo 27
Ainsi, \/2p —1(X(p,2p-1) — M) converge en loi vers la loi normale centrée de variance
1/(4f(m)?).

CORRIGE DE L'EXERCICE 8.4. Laloi de Cauchy n’ayant pas d’espérance, la méthode des
moments est inopérante. Pour les deux premiers exemples, les lois ont un moment d’ordre
2 (indépendant de 0) et 0 est 'espérance de la loi de I’échantillon. La moyenne empirique
est donc un estimateur fortement consistant. Le théoreme limite central assure qu’elle

gpu) ——
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converge vers 0 a vitesse /n avec une variance asymptotique Vg (X;), c’est-a-dire 1 pour
la loi gaussienne et 2 pour la loi de Laplace.

D’autre part, la médiane empirique est un estimateur fortement consistant dans les trois
cas en vertu du théoreme 8.9. De plus, le théoréme 8.10 assure qu’elle converge vers 0 a
vitesse /71 avec une variance asymptotique respectivement donnée par 7/2, 1 et 2/4.
Pour le modele gaussien, la moyenne empirique est donc meilleure que la médiane et
c’est le contraire pour la loi de Laplace. Lintuition que I'on peut avoir est que les quantiles
ne sont que peu sensibles aux queues de la distribution (au point que I’on puisse estimer
la médiane de la loi de Cauchy) ce qui n’est bien entendu pas le cas de la moyenne.

Les figures 2 et 3 illustrent les comportements des deux estimateurs pour la loi de Laplace.

5e-01
4e-01 o
3e-01 —‘

2e-01 4
M M
0000 «M/ D -

L
-le-014
-2e-01 4

-3e-01 4 /—V//

~4e-01 T T T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

FIGURE 2. Estimation de 8 pour la loi de Laplace par la moyenne empirique
(courbe bleue) la médiane empirique (courbe rouge) en fonction de la taille
del’échantillon n=1,...,200.

-4e-01 -2e-01 0e00 2e-01 4e-01

FIGURE 3. Distribution, pour la loi de Laplace, de la moyenne empirique
(courbe bleue) et de la médiane empirique (courbe rouge) pour un échan-
tillon de taille 200.

Pour la loi gaussienne, I’estimateur du maximum de vraisemblance est la moyenne em-
pirique tandis que c’est la médiane empirique pour la loi de Laplace. Ceci provient de la
remarque suivante. Soit ¢ une mesure de probabilité sur R possédant un moment d’ordre
2. Alors x — E((X = x)%) et x — E(| X — x| atteignent respectivement leur minimum en la
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moyenne de p et toutes les médianes de . Remarquons qu'il est impossible de déterminer
'estimateur du maximum de vraisemblance pour la loi de Cauchy...

CORRIGE DE L'EXERCICE 8.6. Voir la fonction Scilab kolmogorov.sci



Chapitre 9

Intervalles de confiance

Les probabilités s’attachent a décrire le comportement (souvent asymptotique) de fonc-
tionnelles de variables aléatoires dont on connait la loi. Une des deux grandes questions
auxquelles s’intéresse la statistique est de décrire une loi de probabilité a partir d’obser-
vations supposées étre des réalisations i.i.d. de cette loi inconnue. Le statisticien est une
sorte de détective qui, face a de multiples individus, doit sélectionner un ou des suspects
au vu d’'indices dont aucun n’est une preuve.

1. Définitions et premier exemple

On se placera souvent dans un cadre paramétrique : soit (2, «/) un espace mesurable et
(Pg)geo une famille de probabilités sur (Q, /) indexée par 8 € ® c R%. Donnons tout de
suite des exemples classiques de telles familles :

— (B(0)ogei01),

—{p=p1,..pr), Pi=0, p1+--+pr=1},

— (£(0))ger, »

— (e/V(m,Uz))(m,g)eRxR+-
Ces familles sont respectivement associées a un sondage sur 1'abstention, un premier
tour d’élections présidentielles, des temps de connexion a un serveur informatique et une
mesure entachée d’erreurs.
Soit a €]0,1[ et un échantillon Xj,..., X,, de loi Pg, un intervalle (ou une région) de
confiance pour le parametre 6 (inconnu-) de probabilité de confiance 1 — a est un in-
tervalle (ou une région) qui dépend de I’échantillon (il est aléatoire) tel que la probabilité
que cet intervalle contienne 6 soit égale a 1 — a.

EXEMPLE 9.1 (Echantillon gaussien de variance connue). Lexemple le plus simple est le
suivant : soit Xj,..., X}, i.i.d. de loi A4 (8, 1) avec 6 inconnu. Alors

VOeR, +n

1 n
—ZX,-—H) ~ N (0,1).
ni=1

Or, on saitque si Y ~ A(0,1), alors P(]Y| < 1,96) = 0,95. Ainsi,

— 1,96 — 1,96 13
VOeER, P (HE X,-—,X +’—]):IP nl—) X;—0/<1,96|=0,95.
0 n \/ﬁ n \/ﬁ 0 \/_ n; i
N — 1,9 — 1,96 , ,
Lintervalle | X,, - —, X, + — | est donc un intervalle de confiance pour 8 de niveau
vn vn

de confiance 0,95.

Voici a présent la définition mathématique d'un intervalle de confiance telle qu'on peut la
trouver dans [Tas85] par exemple.

DEFINITION 9.2. Soit a €]0,1[ donné; on appelle région de confiance pour le parametre 6,
de niveau de confiance 1 — ¢, la famille non vide de parties de © Cy,, ., telle que

VO e, P@(H € Cle---an) =1-a.
97

.....
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EXERCICE 9.1. Montrer que, dans 'exemple 9.1, I'intervalle obtenu est l'intervalle de
confiance pour 6 (de probabilité de confiance 0,95) le moins long.

REMARQUE 9.3. Tres souvent, lorsque le parametre 0 est réel, la région construite se
trouvera étre un intervalle. On parlera alors d’intervalle de confiance.

Dans 'exemple 9.1, on a utilisé, pour construire I'intervalle de confiance, une variable
aléatoire qui dépend de I’échantillon et du parametre inconnu mais dont la loi ne dépend
pas du parametre. C’est ce que I'’on appelle une fonction pivotale. Cette recherche de
fonction pivotale sera I'une des clés pour déterminer des intervalles de confiance.
Souvent la situation ne sera pas aussi simple que dans I’exemple 9.1 et il faudra se conten-
ter par exemple de fonctions asymptotiquement pivotales (c’est-a-dire dont la loi converge,
quand la taille de I’échantillon tend vers I'infini, vers une loi qui ne dépend pas de 0).
Les autres outils dont nous aurons besoin sont tres variés : théoremes limites (LFGN,
TLC, convergence des quantiles empiriques), propriétés de lois classiques, inégalités de
déviation a la Chernov...

Pour une définition compléete des intervalles de confiance, des méthodes d’estimation etc
on pourra consulter [Tas85] et [Sap90].

2. Les lois gaussiennes

Lexemple le plus commun en pratique est le cas d'un échantillon gaussien. Avec un peu
de connaissance de lois dites classiques, on peut donner des intervalles de confiance pour
estimer les parametres de facon exacte (c’est-a-dire non asymptotique).

— 14 1 & — - . ..
Notons X, = — Z X; et afl =— Z (X; — Xn)?. Alors X, est 'estimateur sans biais de va-
n nt
i=1 i=1
riance minimale de m. Il converge presque siirement vers m. D’autre part, 02 converge

. R . o n-1 . .

aussi presque stirement vers g2 mais 0% est biaisé : [E(O'%) = — 0. On lui préfere parfois
n

2

I'estimateur sans biais o

n
o
1

2.1. Estimation de la moyenne...

n —
2.1.1. ... si l'écart-type est connu. On utilise la statistique pivotale £ (X, — m) qui suit
o
laloi A4 (0,1). Lintervalle

— OX1-q/2 — OX1-q/2
X, - ez x| Tolal2
vn vn
est un intervalle de confiance pour m une probabilité de confiance 1 — a ol x, est défini
. Xq 2., dx
par la relation f e ¥ 2 —
—00 V2n

répartition de la loi gaussienne centrée réduite.

=g ou encore x; = ®~!(g) en notant ® la fonction de

EXEMPLE 9.4. Pamela est un mannequin célebre dont le poids est strictement surveillé par
Cruella. Cette charmante dame a investi un jour dans I'achat d’'une balance Harmonia afin
de connaitre précisément le poids de sa protégée. Horreur : elle a constaté sur 'emballage
de la balance que les fabricants (d’honnétes artisans suisses) admettaient que leur outil
de mesure (nul n’est parfait) pouvait commettre des erreurs de mesure dont I’écart-type
valait 0, 1 kg. En effet les pieces détachées ne sont pas toutes exactement identiques, leur
montage n’est jamais parfait et le transport a travers les Alpes endommage parfois les
balances. Ne faisant ni une ni deux, Cruella a, dés le lendemain, dévalisé le magasin en
investissant dans I’achat de 99 nouvelles balances Harmonia et a forcé Pamela a sauter
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sur les 100 balances pendant qu’elle relevait scrupuleusement les 100 mesures. Résultat
moyen des pesées : 55,4 kg. Donner a Cruella un intervalle de confiance pour le poids de
Pamela de probabilité de confiance 0,95.

X,—-m
2.1.2. ... si l'écart-type est inconnu. On utilise le fait que T = ———+/n— 1 suit une
On
loi de Student a n — 1 degrés de liberté. Pour mémoire, la densité de la loi de Student a n
degrés de liberté possede la densité :

—(n+1)/2

1 t? I'(pT(q)
- [|1+— u B(p,q) = ———.
\/ﬁB(1/2,n/2)( " n) ou B =T,y

Cette loi est tabulée : on peut trouver f,/2 tel que P(—t4/2 < T < tg/2) =1 — a et 'intervalle
de confiance pour m s’écrit alors

fSt(n) (1) =

— On —
Xn—topp——=; Xn+tan

On
vn—1 n-1]
EXEMPLE 9.5. On a mesuré le poids de raisin par souche sur 10 souches prises au hasard
dans une vigne. On a obtenu les résultats suivants (en kg) :

2,4;3,2;3,6;4,1;4,3;4,7;5,4;5,9;6,5;6,9.

Le vigneron se demande quel est le poids moyen de raisin par cep. Voici une question
concrete de sa part. Aux mathématicien(nes) d’apporter une réponse claire et argumentée.
Pour cela, on commence par « modéliser »le probleme. Si les 10 ceps appartiennent a
une méme vigne, ils auront été traités aux pesticides, exposés au soleil et a la pluie et
entretenus avec amour par le vigneron de facon équivalente. Cependant, des petits écarts
sont inévitables : un peu d’ombre d'un c6té, un pied de vigne dans un trou d’eau, un
pied a I’hérédité plus solide que ses voisins... Ceci nous conduit a modéliser les mesures
effectuées sur les 10 ceps par la réalisation de 10 v.a. identiquement distribuées (les
conditions sont globalement les mémes) et indépendantes (les ceps ne sont pas sous le
méme arbre, dans le méme trou d’eau...) de loi A (m, c2), ott m représente le poids moyen
de raisin par cep et o son écart-type. Ces deux quantités sont a priori inconnues et 'on
veut estimer m. Donner une estimation et un intervalle de confiance pour m.

2.2. Estimation de I'écart-type...

1 n
2.2.1. ... si la moyenne est connue. La statistique T = — Z (X; — m)? est 'estimateur
i=1
. . . , hT . . 2 s ) . .
sans biais de variance minimale de 0° et —- suit une loi du y~ a n degrés de liberté. Pour
o
mémoire, une v.a. de loi du )(2 a n degrés de liberté notée )(Z(n) admet pour densité
-x/2 nl2-1
20 (X) = ————e Mx 1 .
L™ = 5ty b0
Les lois du y? ne sont pas symétriques : les bornes de l'intervalle de confiance ne se
déterminent pas tout a fait comme dans les cas précédents. On procede en général de la

facon suivante : on détermine k; et k» tels que
a a
P(X<k)=7 et P(Xzk)=- ou X~ 1 (n).

On adonc

T
P(k1<2—2<k2):1—a.
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Un intervalle de confiance pour o de probabilité de confiance 1 — a peut ainsi étre choisi

de la forme
nT ) nT
ko’ k1

EXERCICE 9.2 (Pamela suite). Expliquer comment les constructeurs de balance ont pu
fournir une valeur de o. Fournir aussi un intervalle de confiance.

2
n

2
(attention au nombre de degrés de liberté) et on procede comme dans le cas précédent.

2.2.2. ... si la moyenne est inconnue. On utilise le fait que suit une loi y?(n—1)

EXERCICE 9.3 (Raisins suite). Donner un intervalle de probabilité de confiance 0,95 pour
le poids de raisin par pied de vigne dans I'’exemple 9.5.

3. Les grands échantillons

Lorsque la loi des variables aléatoires n’est plus gaussienne, les calculs explicites de loi ne
fonctionnent plus. On a alors recours aux deux théoremes limites les plus célebres : la loi
forte des grands nombres et le théoréeme limite central. Sil’on dispose d'un échantillon
Xi,..., X, deloiinconnue Py indexée par sa moyenne 6 et de variance connue, on utilise
la loi forte des grands nombres et le théoréme limite central pour dire que l'intervalle

% 1,960 i 1,960
n \/ﬁ ) n \/ﬁ
est un intervalle de confiance de probabilité de confiance asymptotique 0,95, c’est-a-dire

que

1,960 - 1,960
\/ﬁ ) n \/ﬁ
REMARQUE 9.6. Le point important est que I’on ne sait pas a quelle vitesse a lieu cette
convergence. Il existe des résultats théoriques pour controler cette erreur mais ils sont en
général beaucoup trop pessimistes (car trés généraux) et font intervenir des parametres
de la loi de I'’échantillon, comme par exemple le moment d’ordre trois, dont on ne dispose

pas.

Yn_

n—oo

VO €O, [FDQ(QE

)—»0,95.

Le lemme de Slutsky (démontré dans le fascicule de probabilités) que nous rappelons
ci-dessous est tres utile pour les intervalles de confiance.

THEOREME 9.7 (Lemme de Slutsky). Soit X, Pz XetYy, Z, c oll ¢ est une constante. Alors
(X, Ya) = (X, )
ot la convergence est en loi ou en probabilité selon le mode de convergence de X,,. De plus
(1) Xp+ Yy 22 X 4o,
@) XnYn = X,
3) sic#0, X,/ Y, 22 X /.

EXEMPLE 9.8. Soit (X},),>; des variables aléatoires indépendantes de méme loi, d’espé-
rance m et de variance o inconnues. On souhaite estimer m. Posons X, la moyenne de

X1,..., Xp. D’apres le théoréme limite central, on sait que
lim Pl % 1,960 pan 1,960
e Y

=0,95.
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Mais o est inconnu. On dit que o est un parametre de nuisance. Cependant,la loi des
grands nombres assure que

. 1 & - P,p.s.
“":V—ZX,?—(xn)zLa-
niz1

n—oo

On a donc encore, d’apres le lemme de Slutsky

lim u»(;z,, ERLLCS L
n—co vn vn

On introduit ainsi une deuxieéme approximation (en plus de celle du TLC) : la probabilité

de confiance est doublement asymptotique...

Voici également un résultat trés utile en pratique pour transférer des vitesses de conver-
gence en loi.

=0,95.

THEOREME 9.9 (Méthode delta). Soient (v,),>1 une suite de réels qui tend vers +oo, a € R
et (X,) =1 une suite de variables aléatoires réelles telle que v, (X,, — a) converge en loi vers
une loi y surR. Si g est une fonction deR dansR de classe €' telle que g'(a) # 0 alors

Vn <
Xn -
2 (&(Xn) —g(a)) ——

DEMONSTRATION. La suite 1/v, converge en loi vers la constante 0 et v, (X, — a) converge
en loi vers p. D’apres le lemme de Slutsky, (1/v,, v, (X, — a)) converge en loi vers (0, Z) ou
Z suitlaloi p. On en déduite que la suite (1/v,)v, (X, — a) converge en loi vers la constante
0. Cette converge a donc lieu également en probabilité.

Soit ¥ la fonction définie pour tout y € R par

1
w(y) :fo ga+uly—a)du.

On remarque que pour tous x # y, g(y) —g(x) =¥ (y)(y —x). En choisissant x = a et y = X,
on obtient

vu(8(Xn) —g(a@) =y (Xp)vy(X, —a).

La fonction v est continue donc ¥ (X;) converge en probabilité vers v (a) = g'(a). Donc
vn(g(X,) — g(a)) converge en loi vers g'(a) Z. U

EXEMPLE 9.10. Soit (X,),>1 une suite de v.a. i.i.d. de loi exponentielle de parametre A.
Notons X, la moyenne de I’échantillon Xj,..., X,. Alors, le théoreme limite central assure
que

- 1
\/E(Xn——) £ . 0,172,
A] n—oo
Onadonc, avec g(x) =1/xeta=1/A,

1
\/n(_— - )L) —Z . H(0,72).
X, n—o0
Enfin, d’apres le lemme de Slutsky, on a
- 1
Xn\/ﬁ(_— - /1) —Z_ ¥(0,1).
Xn n—oo

On déduit facilement de cette convergence un intervalle de confiance asymptotique
pour A.
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4. Intervalles de confiance pour une proportion

Les méthodes employées sont les mémes que dans le cas de grands échantillons de loi
quelconque mais comme il s’agit d'un cas particulier tres fréquent, il est bon de le détailler
a part. On observe X, ..., X;; indépendantes de loi 28(8) avec 0 € [0, 1] inconnu. On note
toujours X, la moyenne empirique de I’échantillon. Nous présentons les constructions de
deux intervalles de confiance pour 8, toutes deux basées principalement sur l'utilisation
du théoréme limite central :
n
VvO(1-0) n—oo

EXERCICE 9.4 (Méthode 1). On considére la statistique asymptotiquement pivotale
VII-0)

AN(0,1).

Montrer que

’

- 2 —_ — — 2 — —
Xn+2’—n—ﬁ\/g+xn(1—x,,) X,,+2’—n+ﬁ\/g+xn(1—xn)
2 2
1+ 1+

est un intervalle de confiance pour 6 de probabilité de confiance asymptotique 1 — a si
r=®"1(1-a/2) (ou ® estla fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite).

EXERCICE 9.5 (Méthode 2). Montrer que la statistique

v _Xn—H_ .
V Xn(l—-X45)

est asymptotiquement pivotale. En déduire que

— X,01-X,) — X, 1-X
Xn_rm;xnﬂ\/ﬁ
n n

est un intervalle de confiance pour 8 de probabilité de confiance asymptotique 1 — a si
r=®"1(1-a/2) (ou® estla fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite).

5. Utilisation des quantiles empiriques

Les parametres a estimer peuvent parfois dépendre de maniere simple des quantiles de la
loi (un peu comme dans la méthode des moments). On peut alors utiliser les théoremes 8.9
et 8.10 de convergence des quantiles empiriques pour obtenir des estimateurs consistants
et des intervalles de confiance. On pourra par exemple consulter I’exercice 8.4.

6. Inégalité de Chernov

Ce chapitre utilise des notions de probabilités qui font partie du tronc commun et les
techniques employées sont tres classiques. Elles seront réemployées a de nombreuses
occasions.

On souhaite a présent étre en mesure de fournir des intervalles de confiance non asymp-
totiques, c’est-a-dire qui n’utilisent pas un théoreme limite pour lequel on ne controle
pas la vitesse de convergence. Pour cela, on va minorer la probabilité de confiance par
une quantité exacte dépendant de n. On assure ainsi ses arrieres en prenant une marge de
sécurité (espérons que c’est ce que font les constructeurs de centrales nucléaires et les
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fabriquants de médicaments). La méthode qui repose sur les propriétés d’'intégrabilité
de laloi de I’échantillon est une amélioration de I'inégalité de Tchebychev qui fournit la
majoration suivante :

E:r) =< VXY

1 n
P{{=) Xi—E(X))
niz1
Ceci peut encore s'interpréter dans notre contexte en terme d’intervalle de confiance pour
I'espérance :

nr2

V(X1)
nr?
On a ainsi construit un intervalle de confiance pour E(X;) de probabilité de confiance
minorée par V(X;)/(nr?). Cette inégalité, valable dés que X; est de carré intégrable peut

étre fortement améliorée sous des conditions d’'intégrabilité plus fortes.

EXERCICE 9.6. Soit u=(1/2)6_1+(1/2)6; et Xj,..., X;; un échantillon de loi p.
1. Calculer la transformée de Laplace de u définie par L, () = E(e’X) et montrer que
InL, (1) < %/2.
2. Montrer que, pour tout A > 0,
n
- Xi-EX))

( 1
P
ni=1

3. Optimiser en A > 0.
4. En déduire un intervalle de confiance non asymptotique pour 6 dans le modele suivant :
pour tout @ e R, Py = (1/2)6_1.9 + (1/2)0119-

Le principe général, qui suit le raisonnement de I'exercice 9.6, fonctionne des que la
mesure u considérée admet une transformée de Laplace L, (1) = E(e'X) définie sur un
voisinage de 'origine. Ceci assure que p a tous ses moments finis et donc de bonnes
qualités de décroissance que I'’on va chercher a utiliser au mieux.

IP([E(XI) €

X,-1; Xptr|)2

> r) _ Zp(exlz,-x,- > e/lnr) < 9o MAr=InL, (1) o 28—n(/1r—/12/2)'

EXERCICE 9.7 (Un peu de transformée de Laplace). On rassemble ici les propriétés essen-
tielles de la transformée de Laplace. Soit 1 unes mesure de probabilité sur R.

1. Montrer que L, est convexe. Que dire son domaine de définition 2 ? Peut-il étre réduit
a{o}?

2. Montrer que L, est une fonction log-convexe (son logarithme est une fonction convexe).
Soit Xj,..., X, un échantillon de loi u. Montrer que, pour tous r =0 et A >0,

n

P(l Y Xi—E(Xy) = r) <exp (—nsup (Ar + AE(X1) - InL, ()|,
i=1 A>0

et que le supremum est fini et atteint dés que L (Ao) est fini pour un certain Ag > 0.

3. Calculer les transformées de Laplace des lois A (m, ?), B(p), Z(A) et &(A) en précisant

leurs domaines de définition.

4. Déterminer une inégalité de déviation pour la moyenne empirique pour chacun de ces

cas particuliers.

REMARQUE9.11. La majoration de la probabilité de déviation via la transformée de Laplace
est le premier pas de ce que les probabilistes appellent la théorie des grandes déviations.
Nous venons de montrer en particulier que

1 12
lim —InP[= ) X;—E(X;) =r|=<-sup(Ar+AE(X;)) —InL,(A)).
n—oon n i=1 A>0

On peut en fait établir que cette majoration est en fait une égalité, c’est-a-dire que I'inéga-
lité de Chernov donne le bon ordre de grandeur (dans ’exponentielle).
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Pour retrouver tous les résultats des exercices proposés ici, on pourra consulter le premier
chapitre [DZ98] qui, bien qu’écrit en anglais, est tres facile a lire.

7. Corrigés

CORRIGE DE L'EXERCICE 9.7.
1. La fonction exponentielle est positive et convexe donc, pour s€ [0,1] et x, yeR, on ala
relation (dans [0, +o00])

Ly(sx+(1=9)y) = sLy(x)+ 1 —38)Ly(y).

La fonction L, est donc convexe et son domaine de définition & I'est aussi. C’est donc
un intervalle. Il contient 0 puisque L, (0) = 1. Il est par exemple réduit a {0} pour la loi de
Cauchy.
2. Si I est un intervalle ouvert inclus dans l'intérieur 9, il existe y et z dans 2 tels que
y<x<zpourtoutx€ I, tout t € Ret tout n €N, il existe C, > 0 tel que

sup [x"e"*| < Ce' + '~

xel
La fonction L, est donc de classe €°° a l'intérieur de & (théoreme de dérivation sous
I’espérance). De plus,

EX2etX  (EXe'X\’
[EetX - ( [EetX )

Cette quantité est positive (c'est une variance) donc L, est log-convexe.
3. Soit r > 0 et A > 0 alors, d’aprés 'inégalité de Markov,

P(l Y Xi—E(Xy) = r) = IP(Z X;=n(r+ [E(Xl)))

i=1 i=1
_ P(exlzlex,- > exln(r+[E(X1)))

L) =

< exp (—n(Ar+AE(X;) —InL,(A))).
On conclut en optimisant en A.
4. On a classiquement

2.2
LJ‘/(myo-z)(t) — eO’ t°/12+mt

Lo (1) = pe’' +(1—p)
Loy (1) = €D

Loy (8) = A ourt< A



Chapitre 10

Tests du chi-deux

Lune des fonctions des statistiques est de proposer, a partir d’observations d'un phéno-
mene aléatoire (ou modélisé comme tel) une estimation de la loi de ce phénomeéne. C’est
que nous avons fait en construisant des intervalles de confiance. Les statistiques servent
aussi a prendre des décisions. Peut-on considérer qu'un médicament est plus efficace
qu'un placebo? Le nombre de consultations de Google par seconde suit-il une loi de
Poisson ? Les genes pilotant la couleur des yeux et celle des cheveux sont-ils sur les mémes
chromosomes? Il y a deux points communs (au moins) a toutes ces questions : leurs
réponses sont des oui-non et le phénomene sous-jacent est aléatoire. Les tests statistiques
vont permettre d’apporter une réponse a des questions manichéennes en controlant I’aléa
inhérent a la situation.

En statistique les deux éventualités sont appelées des hypotheses et sont notées Hy (hypo-
these nulle) et Hy (hypothese alternative). Souvent H, sera le contraire de Hy; dans tous les
cas, le postulat est qu'une et une seule des deux hypothéses est vraie. Un test statistique
est un algorithme qui conduit a accepter Hy ou a rejeter Hy a partir d’observations d'un
phénomene aléatoire. Voici un exemple un peu naif mais tres instructif.

EXEMPLE 10.1. On vient d’acheter un dé a six faces tout neuf sensé fournir des résultats
distribués selon la loi uniforme sur {1,...,6}. On souhaite valider (ou invalider) cette
affirmation du fabriquant a partir de I'observation de n lancers de dé. On est donc amené
a poser les hypotheses :

Hp : le dé est équilibré et H; : le dé est pipé.
Il y a deux éventualités pour la réalité et deux décisions possibles. Sur les quatre confi-

gurations, deux sont satisfaisantes (la prise de décision correspond a la réalité). On peut
résumer la situation avec le tableau suivant :

Décision \ Réalité Hj est vraie Hj estvraie
on accepte Hy bonne décision erreur de seconde espece
on rejette Hy erreur de premiére espeéce bonne décision

On distingue les deux erreurs car Hy et Hy ne jouent pas un role symétrique. Lhypothese
nulle représentera ce que I'on pense étre la réalité. On souhaitera en premier lieu imposer
la probabilité de commettre |'erreur de premiere espece, c’est-a-dire de rejeter Hy alors
qu’elle est vraie. Cette probabilité est appelée niveau du test.

REMARQUE 10.2. On peut faire une analogie avec la justice qui pose comme principe
la présomption d’'innocence. On souhaite controler en priorité la probabilité d’envoyer
un innocent en prison (erreur de premiere espéce) en négligeant pour 'instant celle de
relacher un coupable (erreur de seconde espece). Dans 'exemple 10.1, on laisse le bénéfice
du doute au constructeur de dés.

L'idée est de trouver une statistique (une fonction des observations) dont on connait la
loi si Hy est vraie et qui ne se comporte pas de la méme maniere selon que Hy ou H; est
vraie. Les tests du y? sont un exemple relativement simple de tests statistiques qui vont
permettre de tester

105
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(1) 'adéquation a une loi de probabilité sur un ensemble fini : est-il raisonnable
de penser que les résultats que j'observe sont des réalisations i.i.d. d'une loi

(p1,...,pr)sur{l,..., k}?
(2) I'indépendance de deux caracteres mesurés sur un méme individu.

(3) 'homogénéité de plusieurs échantillons : deux médicaments ont-ils le méme
effet (guérison, amélioration, état stationnaire) sur la population atteinte ?

Loi de Hardy-Weinberg. Considérons une population d’individus diploide (chaque in-
dividu porte deux versions d'un méme gene) idéale (taille infinie, pas de sélection, pas
de mutation, pas d'immigration, deux alleles A et a du gene seulement, générations
séparées). Alors, la proportion p d’alléles A est constante au cours du temps. De plus,
si au temps initial, les proportions des génotypes AA, Aa et aa sont respectivement
égalesa g, r et s (avec g+r+s=1), alors p =r + s/2 et, ala génération suivante, ces
proportions sont données par

(r+s/2)? 2(r+s/2)(t+s/2) et (t+s/2)>

On dit alors que la population est en équilibre de Hardy-Weinberg de parametre p.
Ce modele peut paraitre trés simpliste puisqu’aucune vraie population n’est idéale
au sens ci-dessus. Toutefois, on souhaite confronter ce modele a des données. Sur
une population de 100 individus, on observe les répartitions respectives suivantes de
génotypes : 13, 49 et 38. Ces données nous poussent-elle a rejeter '’hypothese que la
population est en équilibre de Hardy-Weinberg ? Nous verrons au cours du chapitre
plusieurs facons de répondre a cette question grace aux tests statistiques.

1. Un peu de probabilités

Cette section retrace les grandes lignes du raisonnement qui permet de construire la
statistique de test du y2.

Soit p = (p1,..., px) une loi de probabilité sur {1,...,k} et Xj,..., X;; un échantillon de
loi p. Pour 1 < i < n, on pose N;(n) = Card{j =1,...,n, X; = i}. On dit que le vecteur
N(n) = (N1(n),..., Nr(n)) suit la loi multinomiale de parametre (n, p).

REMARQUE 10.3. Attention 7 est un entier et p est un vecteur de probabilité. Pour Scilab,
les parametres de grand option mul sont 7 et un vecteur-colonne formé des k—1 premieres
coordonnées de p.

EXERCICE 10.1 (Loi multinomiale). Soit N(n) de loi multinomiale de parametre (n, p).
n!
siny+---+np=mn,
1. Montrer que P(N; (n) = ny,..., Np(n) = ng) =4 ni!---ng!
0 sinon.
2. Quelle estlaloide N;(n) pouri=1,...,k?

3. Montrer que
E(N;(n) =np;, V(Ni(n))=np;(1-p;) et cov(N;(n),N;j(n))=-np;p;

pour i # j.

4. Les v.a. N1(n) et N>(n) sont-elles indépendantes ? Interpréter le signe de la covariance
de N;(n) et No(n).

5. Montrer que (N(n)/n), converge presque siirement vers le vecteur p.
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PROPOSITION 10.4. Soit (X)) ,en des v.a. i.i.d. de loi p. Avec les notations ci-dessus (en
identifiant p a un vecteur colonne et en notant ' p son transposé),

\/ﬁ( N(n)

n
ot K, = Ap— p 'p en notant A, est la matrice diagonale de diagonale p.

ﬂﬂj;wmmx

DEMONSTRATION. Appliquons le théoreme limite central multidimensionnel a la suite
deva.i.id. (Y (n)),>; a valeurs dans R¥ définies par Y;(n) = 1;x,=4. Ces v.a. suivent la loi
multinomiale de parametre (1, p). La v.a. Y (1) admet p pour (vecteur-)espérance et K,
pour matrice de covariance. Remarquons de plus que N(n) = Y (1) +---+ Y (n). 0

Le résultat suivant, qui est a la base de I'idée des tests du y?, consiste a produire, a partir
d’une v.a. normale dans R* de loi ./ (0, K}) une v.a. dont la loi ne dépend pas de p.

PROPOSITION 10.5. Si Z suit la loi A (0,K) alors lav.a. ZZ 1 py +---+ Z¢ | pi suit une loi du
x? a k-1 degrés de liberté.

DEMONSTRATION. Sil'onnote U; = Z;//p; pouri = 1,..., k alors U = (Uj, ..., Uy) suitlaloi
N (0,1-,/py/P") (o1 /p désigne le vecteur(-colonne) des racines carrées des coefficients
de p). Remarquons a présent que la matrice de covariance de U est la matrice de projection
orthogonale sur I’hyperplan orthogonal au vecteur normé /p. Il existe donc une matrice
orthogonale O telle que O(I —/p/p 10T soit égale ala matrice A(;, .1 0) (avec la notation

introduite dans la proposition 10.4). Le vecteur aléatoire OU suit alors la loi normale
centrée de matrice de covariance

Eqoyion’) =eouvuuto’) = orwuhHo' = ocov() 0.

En d’autres termes, OU suit la loi A (0,A(y,.1,0), c'est-a-dire que les k — 1 premieres
coordonnées de OU sont des v.a. gaussiennes centrées réduites indépendantes tandis que
la derniére est nulle. Ainsi la loi de la v.a.

z? Zz

e T el L4 R (010

p1 Pk
est-elle la méme que celle de la somme des carrées de k—1 v.a. gaussiennes indépendantes
centrées réduites, c’est-a-dire une loi du y? a k — 1 degrés de liberté. 0J

LEMME 10.6. Soit (X,,) nery Une suite de v.a. définies sur (Q,<¢,P) a valeurs dans R* qui
converge en loi vers et f deR* dansR! continue. Alors (f (X)) ey cOnverge en loi vers la
mesure image de | par f.

DEMONSTRATION. Il suffit d'utiliser la caractérisation de la convergence en loi par la
convergence des espérances des fonctions continues. OJ

Il ne reste plus qu’a rassembler les propositions 10.4 et 10.5 et le lemme 10.6 pour obtenir
le résultat principal de ce chapitre.

THEOREME 10.7. Soit (X)) ,en+ Une suite de v.a. i.i.d. de loi p alors

Ni(n)/n—-p)? & (N;(n)—np;)?
DnZTlZ( (n) pi) :Z (n)—npi)* <«
i=1 pi i=1 npi =00
On a donc construit a partir de I’échantillon Xj, ..., X, une statistique D, dont la loi ne

dépend asymptotiquement plus de p. On est donc capable de choisir une région de R telle
que D,, appartienne a cette région avec une probabilité (asymptotique) donnée.

r2(k-1).
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Converge vers un chi-deux

0.9
0.8
0.7 4
0.6 4
0.5
0.4+
0.3
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0.14 —— FdR empirique
—— FdR limite

0 T T T T T T T 1
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FIGURE 1. Fonction de répartition empirique de N = 100 réalisations de D,
défini dans le théoreme 10.7 avec n =100 et p = (0.2 0.3 0.2 0.3) et fonction
de répartition de laloi y2(3).

Ajoutons a ce théoréme de convergence, la proposition suivante. Elle n’est qu'une consé-
quence directe de la loi des grands nombres mais elle joue un role essentiel dans I’élabora-
tion des tests du y2.

PROPOSITION 10.8. Soit q une loi de probabilité sur {1,..., k} différente de p. Alors
i (Ni(m)/n—g)? p.s. i (pi — q:)°
i=1 qi i di

En:

Comportement sous H_1
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FIGURE 2. Comportement de n— E, défini dans la proposition 10.8 pour
un échantillon de loi p = (0.2 0.3 0.2 0.3) et g = (0.3 0.2 0.3 0.2).

CONSEILS BIBLIOS 10.9. Pour retrouver tous ces résultats et bien d’autres, on pourra
consulter [Tas85] ou [Sap90] (et [Mon82] pour les plus motivés).

2. Test d’adéquation a une loi donnée

On dispose d’observations que I'on considere comme des réalisations i.i.d. de loi p incon-
nue. On souhaite ici construire un test qui permette de répondre a la question suivante :
la loi des observations est-elle p° 2 En termes statistiques, on souhaite tester

Hy : p:po contre Hj : p;épo.
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C’est par exemple le cas dans I'exemple 10.1 du dé a six faces avec p° la loi uniforme sur
{1,...,6}.

2.1. Mise en place du test. On note « le niveau du test (en général a = 0.1,0.05,0.01).
En utilisant le théoréme 10.7 et la proposition 10.8, on obtient le comportement asympto-
tiquede Dy, :

£ . .
‘ (N,-(n) _ 0)2 — )(z(k— 1) si Hy estvraie,
n i
Dp=n Z 0
i=1 p; p.s.

+00 sinon.

n—oo
Le niveau étant fixé, on choisit une région de rejet égale a {D, = x;_,} ol1 x;_, est le
quantile d’ordre 1 - a delaloi y?(k — 1). La régle de décision est la suivante. On calcule D,,
grace aux observations. Si D, = x;_, alors on rejette Hy, sinon on ne rejette pas Hy.

EXERCICE 10.2 (Loi de Hardy-Weinberg (suite)). Mettre en place le test du y? pour tester
I'hypothése que la population observée est en équilibre de Hardy-Weinberg de parametre
1/2.

EXERCICE 10.3 (Un peu de génétique). Deux cobayes (génération 0) de lignées pures (c’est-
a-dire qu’ils ont les mémes caractéristiques que leurs ancétres depuis des générations)
dont les pelages sont gris et lisse pour le premier et blanc et réche pour le second ont
donné une progéniture homogene au pelage gris et lisse. En croisant ces cobayes de la
génération 1 entre eux, on a obtenu 64 descendants dont les pelages se répartissent de la
maniere indiquée dans le tableau suivant :

Pelage | gris et lisse | blanc et lisse | gris et réche | blanc et réche
Effectifs 33 13 15 3

Faisons les hypotheses de modélisation suivantes (on parle de modeéle mendélien) :

— les cobayes sont des animaux diploides (ils possedent deux versions d'un méme
chromosome) ;

— le géne responsable de la couleur du pelage est présent sous la forme de deux
alleles, 'un dominant (A) associé au gris, I'autre récessif (a) associé au blanc;

— le gene responsable de la texture du pelage est présent sous la forme de deux
alleles, 'un dominant (B) associé au lisse, I'autre récessif (b) associé au rude;

— les génes responsables de la couleur et la texture du pelage sont sur des chromo-
somes différents;

— chaque parent donne, au hasard, a son descendant une copie d'un des deux
chromosomes de chaque paire, et ce indépendamment de I’autre parent.

1. Quel est le patrimoine génétique des cobayes de la génération 0? de la génération 1?
2. Montrer que la distribution théorique des cobayes de la génération 2 sous les hypotheses
du modéle mendélien est (9/16,3/16,3/16,1/16) ou 'on a rangé les individus selon leur
phénotype : 1 pour gris et lisse, 2 pour gris et réche, 3 pour blanc et lisse, 4 pour blanc et
réche.

3. Ces résultats expérimentaux sont-ils conforment au modéle mendélien au niveau 0.05?

2.2. Quelques adaptations. Le test du y? s’appuie sur deux résultats asymptotiques
(une convergence en loi si Hy est vraie et une convergence presque siire si H; est vraie).
Or on ne dispose jamais que d'un nombre fini d’observations. Toute la question est de
savoir sil’on a le droit de faire comme si la limite en loi était une égalité. En pratique, les
livres recommandent la recette suivante : pour que le test soit valide, il faut que, pour tout
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i=1,...,k, np; soit supérieur ou égal a 5. Si ce n’est pas le cas, il faut regrouper des classes
a trop faible effectifs pour atteindre le seuil exigé.

Le test du y? peut aussi étre utilisé pour tester I'adéquation a une loi sur N, sur R ou
méme sur R?. Pour cela, il suffit de découper 'espace en un nombre fini de classes et faire
fonctionner la moulinette y2. Pour une loi sur N, on utilise le découpage suivant :

={0}U---ulklu{l=k+1}.

2.3. Remarque tres importante. Les hypotheses d'un test peuvent étre vues comme
des parties de I'’ensemble des mesures de probabilité sur un certain espace. Dans notre
cas, Hy représente un singleton et H; son complémentaire. Les tests du y? (comme tous
les tests non paramétriques) ne donnent vraiment d'informations que si I’hypothése Hj
est rejetée. En effet, si Hy n'est pas rejetée, il se peut tres bien que ce se soit parce que la loi
p de I'échantillon est dans H; mais tout pres de p°. Ceci est encore renforcé lorsque 'on
est obligé de regrouper des classes faute d'un échantillon trop petit ou de créer des classes
pour des lois continues : des tas de lois fourniront les mémes vecteurs de probabilité sur
I’ensemble fini. On se sert d’'un test non paramétrique pour invalider un modeéele. Si H,
est rejetée, alors il faut changer de modele. Si Hy n’est pas rejetée c’est que le modele
(bien que simpliste, approximatif... et vraisemblablement faux) est satisfaisant. Pensez au
modele des lois de la gravitation, parfaitement capable de décrire la trajectoire des astres
mais en défaut sur la description des particules élémentaires.

CONSEILS BIBLIOS 10.10. Pour le principe de la méthode et de nombreux exemples, on
pourra consulter [Tas85], [DRVO01] et [CDF99].

3. Test d’adéquation a une famille de lois

On souhaite ici mettre en place un test permettant de décider si la loi de I’échantillon
appartient ou non a une famille de lois ( p(@))g€® indexée par un parametre 6 a valeurs dans
© c R%. On suppose que I'on dispose de §,, I'estimateur du maximum de vraisemblance
de 0. Il nous faut nous munir d'un théoreme un peu plus puissant (et difficile) que le
théoreme 10.7. Sa démonstration est délicate car elle fait intervenir les propriétés des
estimateurs du maximum de vraisemblance.

THEOREME 10.11. Soit (X},) ,en+ Une suite de v.a. i.i.d. de loi p(0) (avec O € © inconnu) alors

n . _ (A 12
D% _ Z (N;(n) —np;0,)) 4

= )(2(16 -d-1).
i=1 np;(6n) e

REMARQUE 10.12. Le fait que la loi limite soit toujours une loi du y? pourrait paraitre
miraculeux. Cela tient au fait que I'estimateur du maximum de vraisemblance posséde
dans une trés grande majorité des cas le comportement suivant : §,, converge p.s. vers
6 (on dit qu'il est fortement consistant) et v/7(0,, —6) converge en loi vers une mesure
gaussienne.

REMARQUE 10.13. On peut toutefois faire un commentaire qualitatif sur le nombre de
degrés de liberté de la loi limite. En effet, il est naturel que celui-ci soit plus petit que
k — 1 puisque I'on compare les fréquences empiriques, non plus a une loi fixée, mais
a la loi la plus vraisemblable dans une famille paramétrée au vu des observations. Il
paraitrait logique que D/, soit d'une certaine facon plus petit que D,. C’est bien ce qui se
passe puisque la fonction de répartition de la loi y?(k — 1) est inférieure a celle de la loi
x?(k—d-1) (penser al'interprétation en terme de somme de carrés de v.a. gaussiennes
indépendantes). On dit que D/, est stochastiquement inférieur a Dy,.
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COROLLAIRE 10.14. Pour tester Hy : p € {p(6),0 € ©} contre H, : p ¢ {p(0),0 € ©} on utilise
la statistique D', qui a les comportements suivants selon que Hy ou H, est vraie :

_Z, 2(k—d—-1) siHy estvraie

;& (Ni(m) = npiB,))? ) e ' ’ ’
D=3 -
i=1 np;i(©n) p-s.

n—oo

+00 sinon.

EXERCICE 10.4 (Loi de Hardy-Weinberg (suite et fin)). Tester le fait que la population
observée est en équilibre de Hardy-Weinberg (on estimera tout d’abord le parametre p de
la loi).

EXERCICE 10.5. Pour 10000 fratries de quatre enfants (exactement), on a relevé le nombre
de garcons:

nombre de garcons | 0 1 2 3 4
effectifs 572 | 2329 | 3758 | 2632 | 709

On modélise les naissances successives de la fagon suivante.

— les naissances sont indépendantes;

— a chaque naissance, la livraison est un garcon ou une fille avec probabilités
respectives 6 et 1 — 0.

1. Dans ce modele, quelle est la loi p du nombre de garcons dans une fratrie de quatre
enfants?

2. Tester ’hypothése Hy : p = 98(4,1/2) contre H; : p # 98(4,1/2) au niveau 0,05.

3. Tester '’hypothése Hy : p € {98(4,0),0 €]0,1[} contre H; : p ¢ {98(4,0),0 €]0,1][}.

4. Conclusion ?

EXERCICE 10.6. On étudie le nombre de connexion a Google pendant la durée de temps

unitaire d'une seconde. On fait 200 mesures.

nombre de connexion parseconde |0 1 | 2 |3 |4 | 5|6 (7891011
effectif empirique 6|15/40(42|37|30(10|9|5|3| 2 |1

Soit X la v.a. a valeurs dans N comptant le nombre de connexions par seconde. Peut-elle
étre considérée comme une loi de Poisson au niveau 5% ?

4. Test d’'indépendance

Soit (Y1, 21),...,(Yy, Z,) des v.a. i.i.d. avec (Y]);<;<, avaleurs dans {1,...,r} et (Z))1<j<, @
valeurs dans {1,..., s}. Laloi de (Y7, Z;) est donnée par une matrice P = (Pij)i<ier 1<j<s a
r

coefficients positifs dont la somme vaut 1: p;; =P(Y; = i, Z; = j). Notons, pouri = 1,...,
etj=1,...,5,

p,-.:IP(lei):p,-l+---+Pis et p-j:P(lej):plj+"'+prj-

Les v.a. Y1 et Z; sont indépendantes si et seulement si, pour tous i et j, p;j = p;.p.;. A
partir de I’échantillon, définissons les v.a. suivantes :

Nij:Card{lzl,...,n;(XZ,YI):(i,j)}, Ni.=Nj1+---+N;5s et N.j=Nyj+---+Npj.

PROPOSITION 10.15. Avec les notations ci-dessus,

Ni.N.;\2 =3 2(r-1(s-1) si Y, et Z; sont indépendantes,
ros (Nij -—; ) n—oo
D, = Z N
i=1j=1 — p.s.

n +00 sinon.

n—oo
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REMARQUE 10.16. Cette proposition peut étre vue comme un corollaire du théoréeme 10.11.
En effet on teste 'adéquation de la loi du couple a la famille paramétrique des lois pro-
duit sur {1,...,7r} x {1,..., s} en estimant les parametres par la méthode du maximum de
vraisemblance. Le nombre de parametres estimés est (r — 1) + (s — 1) puisque la donnée
des r — 1 premiers coefficients de la loi de Y donne le dernier (et idem pour Z) et que
la donnée des lois marginales d'une loi produit détermine la loi du couple. Sous I'hypo-
thése d’'indépendance de Y et Z, la statistique D,, converge donc vers une loi du y? a
rs—(r+s+2)—1=(r—-1)(s—1) degrés de liberté.

EXERCICE 10.7 (Yeux et cheveux). Depuis une terrasse de café ensoleillée, un statisticien
en plein travail a noté les couleurs des yeux et des cheveux de 124 passants.

Yeux \ Cheveux | blonds bruns roux noirs
bleus 25 9 7 3
gris 13 17 7 10
marrons 7 13 5 8

Les deux critéres sont-ils indépendants au niveau 0.05 ?

CONSEILS BIBLIOS 10.17. Encore d’autres exemples dans [Tas85], [DRVO01] et [CDF99].
5. Test ’homogénéité

Les tests du y? permettent aussi de tester 'Thomogénéité de plusieurs échantillons. On
étudie un caractere pouvant prendre k valeurs Ay, ..., Ay (ou k modalités ou a valeurs
dans k classes). On dispose de [ échantillons Ej,..., E; différents. Pour tout i € {1,..., k},
pour tout j € {1,..., 1}, on connait I'effectif observé O;; de la valeur A; dans I'échantillon
E;. On souhaite tester

Hy : les échantillons sont issus de la méme loi
contre
H; : les échantillons n’ont pas méme loi.

La mise en place pratique du test est la méme que pour le test d'indépendance. On définit
/

~-+Oj et n= ZZO”(—ZO > 0

i=1j=1

Oi.20i1+-"+oily O.j:OU

PROPOSITION 10.18. Avec les notations ci-dessus,

l (O 0;. O]) N Xz((k— 1)(I-1)) siH)j estvraie,
l] ) n—oo
== S P2 oo sinon.
n—oo

EXERCICE 10.8. Les résultats des éléves de trois colleges notés A, B et C sont classés en
trois catégories : insuffisant (I), moyen (M) et bon (B).

College \ Résultats I M B
A 30 65 205
B 23 56 121
C 75 125 300

Peut-on admettre, au niveau 5%, que les résultats des trois colléges sont identiques ?



Chapitre 11

Modeéle linéaire gaussien

Ce chapitre est construit comme une étude de cas : un modele est présenté dans la
section 1 puis sert de fil rouge au long de I'’étude du modele linéaire. On peut sans souci
commencer la lecture par la section 2.

1. Travailler et capitaliser pour produire!

La production d'un pays dépend d'un grand nombre de variables appelées facteurs de
production (le nombre d’employés, le capital disponible, les infrastructures, la météorolo-
gie, etc). On souhaite ici proposer un modele simple expliquant la production par les deux
seuls facteurs de production que sont le capital et le travail. On appelle produit marginal
d'un facteur de production ® la quantité

PM(®) .= ob
- 0@ .
HYPOTHESE 11.1. La production est une fonction du capital et du travail : il existe F telle
que P = F(K, T). Cette fonction F est appelée fonction de production.

HYPOTHESE 11.2. La production a des rendements d’échelle constants, c’est-a-dire que si
on multiplie les quantités de capital et de travail par une constante positive, la production
est multipliée par le méme facteur : la fonction F est 1-homogene.

On adonc

F(K,T) :KZ—II;(K, T)+ Tg—l;(K, TY=PM(K)x K+PM(T)xT.

HYPOTHESE 11.3. Supposons que les contributions du travail et du capital soient fixes : il
existe @ €]0,1[ telque PM(K) x K=aP et PM(T)x T=(1-a)P.

Enposant f(x) = F(x,1) (que'on appelle fonction de production intensive), la relation P =
F(K,T) s’écrit Q = f(R) oules quantités Q= P/T et R = K/ T désignent respectivement la
production et le capital par unité de travail.

On fait habituellement les hypotheéses suivantes sur la forme intensive de la fonction de
production.

HYPOTHESE 11.4. Vx>0, f'(x)>0et f”(x) <0.

HYPOTHESE 11.5. f(0) =0, lim f'(x) = +ocoet lim f'(x)=0.
x—0 X—+00

Ces conditions sont naturelles : la production est une fonction croissante du capital mais
la concavité signifie que la production augmente d’autant moins vite que le capital est
élevé. De plus, le produit marginal du capital est trés grand pour un stock de capital tres
bas et tend a s’annuler quand le stock de capital augmente.

THEOREME 11.6. La fonction F vérifie les hypotheéses précédentes si et seulement si
F(K,T)=cK*T'" "

113
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DEMONSTRATION. On montre que PM(K) = f'(K/T) puis que f est solution de I’équation
différentielle x f'(x) = a f(x), ce qui permet de conclure que F est de la forme annoncée.
La réciproque est une simple vérification. [ Ce modele est appelé modele de Cobb

et Douglas . On se propose de confronter ce modele 4 des données réelles avec 'idée de
valider (ou invalider) la forme de la fonction F. On peut réécrire F sous la forme

K\
P:c(—) TP,
T

Les constantes c, 3, et f3 sont les parametres du modéele. Sile modele de Cobb-Douglas
est valide, 3, € [0,1] et B3 = 1. L'étude de ces coefficients, en particulier leur variabilité au
cours du temps ou d'un pays a l'autre est d'un grand intérét pour les économistes. Il est
également intéressant de savoir dans quelle mesure on peut affirmer que 3 = 1.

On va prendre le logarithme dans cette équation. Sil’on pose

p1 =log(c)
y =log(P)
x = (1,log(K) —log(T),log(T)),
il vient
3
(27) y= Z Bjxj
j=1

qui est un modele linéaire. Voici les données utilisées dans I’étude de Cobb et Douglas
(1928) :

Année | P K T || Année | P K T || Année | P K T
1899 | 100|100 | 100 | 1907 | 151|176 | 138 | 1915 | 189 | 266 | 154
1900 | 101|107 | 105| 1908 | 126|185 | 121 | 1916 |225|298 | 182
1901 | 112|114 | 110 | 1909 |155|198 | 140 | 1917 | 227|335 | 196
1902 | 122|122 | 118 || 1910 | 159|208 | 144 || 1918 | 223|366 | 200
1903 | 124|131 |123| 1911 | 153 |216|145| 1919 | 218|387 | 193
1904 | 122|138 |116| 1912 | 177|226 | 152 | 1920 |231 |407 | 193
1905 | 143|149 |125| 1913 | 184 | 236|154 || 1921 | 179 | 417 | 147
1906 | 152|163 | 133 | 1914 |169 | 244 | 149 | 1922 | 240|431 | 161

Bien entendu, le modeéle (27) est bien trop rigide pour étre confronté a de véritables
données. On le remplace par le suivant :

3
(28) yi= ) Xijfj+u, i=1,.24
j=1

(x;; esticila j-ieme variable explicative pour I'année i) ou u; représente I'écart au modele
idéal (27) pour I'individu i. Le modele le plus simple est le modele linéaire gaussien qui
postule que les v.a. (¢4;);<;<24 sont des variables aléatoires gaussiennes centrées de méme
variance o2 ; plus o est faible, plus on se rapproche de (27). Dans cette situation il y a
quatre parametres inconnus : 1, 82, B3 et o2.

1. “A theory of production”, American Economic Review, 18, 139-165, 1928.
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2. Les données

Les données consistent en des variables observées y; a valeurs dans R et des variables
explicatives (ou régresseurs) x; a valeurs dans R” (vus comme des vecteurs-lignes), pour
i = 1,...n. Chaque paire (y;, x;) représente une expérience (production, capital, travail
pour une année donnée). On les écrit sous forme matricielle ainsi :

N X1 1 X12 ... xlp
y=| + [, X=(  |=|:
yn xn ]. x”z cee xnp

Onnotera X j la j-ieme colonne de X. On convient généralement que le premier régresseur
est la constante, mais ce n’est pas obligatoire. Les régresseurs sont pondérés par un vecteur
(colonne) (B7,...,6%). Le modele s’exprime sous la forme

1 p

14
yi=xif* +u;= ,BT + Z xij,B;f +u;, i=1,..n,
i=2
qui se réécrit de maniere plus compacte (en notant u le vecteur colonne (uy, ..., uy))
(29) y=Xp*+u.
Le modele linéaire gaussien se réécrit simplement :
y~N(XB* 0%1d).

La forme (29) est le modeéle général. On suppose toujours le vecteur u centré de variance
finie.

3. Estimation des coefficients de régression
On cherche tout d’abord a estimer le vecteur f* grace aux observations (y;, Xi);<;<,-

DEFINITION 11.7. Pour tout 3, on définit |'erreur quadratique moyenne d’ajustement (ou
erreur résiduelle) S(f) comme

S(p)?* = %Ily - XPBI° = % i:il(yi - xip)*.
Le vecteur des coefficients de regression calculés aux moindres carrés ordinaires est
ﬁ = argn}ﬁinS(,B).
PROPOSITION 11.8. On suppose la matrice X' X inversible. Alors B est donné par
B=xTx)"'xTy.

DEMONSTRATION. La fonction S est telle que

aS(p)? 1 2 -
B ;;m;m —xif) =~ (X" (y-Xp));
Son gradient s’annule si X (y — X §) = 0. La fonction S?> admet un unique point critique.
Elle est de plus convexe donc ce point est le minimum global de S2. 0

En remplacant y par son expression (29), on obtient sans difficulté que, si les u; sont
centrés, décorrélés et de variance o2, alors 8 est un estimateur non biaisé de * et que si
les u; sont décorrélés et de variance o2, sa covariance est (X7 X) 1.

EXERCICE 11.1. Dans le modele de Cobb-Douglas, estimer le vecteur £ .
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DEFINITION 11.9. Posons quelques termes de vocabulaire.
¢ Vecteur des valeurs ajustées (ou prédites) : j = X B, soit yi= xiﬁ.
« Vecteur des résidus : L = y — J, soit u; = y; — x; .

Dans toute la suite on supposera la matrice X’ X inversible.

4. Décomposition de la variance et le coefficient de corrélation multiple R

On va voir que le vecteur 7 est orthogonal aux colonnes de X, ce qui a des conséquences
importantes. On suppose ici que la premiére colonne de X est constituée de 1. A un vecteur
de données v = (v, ...v,) on associe sa moyenne et sa variance :

=13
i=1
12 1 L
== Z v; =) (- ).
n i=1 Tl i=1
PROPOSITION 11.10. Ona

2

N . _ 2,2
uJ_x,j,]—l,...,p, et sy—sy+sﬂ.

La variabilité des données se décompose donc en la somme de deux termes, le premier
ne dépendant que des variables explicatives et un deuxieme terme étant la variabilité
de ce que I'on ne peut expliquer. En d’autres termes, la connaissance du modéele et son
estimation fait que l'incertitude sur y, qui est représentée par sy, ne se réduit plus, pour
quelqu’'un qui a acces aux variables explicatives, qu’a s;.

DEMONSTRATION. Pour I'orthogonalité, il suffit de vérifier que X7 = 0, mais :

XTa=xTy-xTxp=xTy-xTxxTx)'xTy=o.
Pour la deuxieme affirmation, rappelons que
y=y+0.
Mais I'orthogonalité de 72 a 1 (i.e. x.1) implique que 7 = 0, et que donc j = y+ it = y. D’ol1
=(-P)+a.

Le fait que § — J soit combinaison linéaire des colonnes de X et que # soit orthogonal a
ces dernieres implique que I'on peut appliquer le théoreme de Pythagore, ce qui conduit a

ly = 711> = 7= P11 + llal?

qui est le résultat cherché car 7 = 0. 0

DEFINITION 11.11. Le coefficient de détermination R? est le rapport de la « variance
expliquée » par la « variance totale » :

~

Il

<

=)

[\S]

Il

—

|
) | %]
<N

Plus R est proche de 1, plus le modele est adéquat sur les données. Le coefficient R? est
donc une mesure de comparaison entre la prédiction par le modele et la prédiction par
une constante, via les erreurs d’ajustement.

EXERCICE 11.2. Dans le modele de Cobb-Douglas, que vaut le coefficient R ?



6. INTERVALLES DE CONFIANCE 117

5. Loi des estimateurs sous le modele gaussien

Rappelons que la covariance de deux vecteurs aléatoire U et V est la matrice formée
des covariances Cov(U;, V), soit E [UVT] - E[UIE[V]T. Rappelons également quelques
propriétés de bases des vecteurs gaussiens.

PROPOSITION 11.12. Si X;,...X,, est une suite indépendante de variables aléatoires gaus-
siennes, alors X = (X1, ...X,,) un vecteur gaussien; pour toute matrice A et tout vecteur m de
taille adéquate, la variable AX + m est encore un vecteur gaussien.

Si X est un vecteur gaussien et A et B deux matrices de tailles adéquates et si AX et BX sont
décorrélés, alors AX et BX sont indépendants.

PROPOSITION 11.13. Sous I'hypothese que y ~ N (XB*,021d), Uestimateur B suit la loi
N (B*,(XTX)"10?). De plus

2= Y a7

n—=p-
est un estimateur non biaisé de o ; (n— p)62/0? suitun y%_, et est indépendant de .
DEMONSTRATION. En effet
B=XTX)1xTy=xTX)"'XxTXp*+wy =p*+ X' x) ' xTu.
D’ou sa loi. De plus,
p=Xp=Xp*+X(XTX) ' XTu=Xp*+Pu.
Comme P est une matrice de projection orthogonale (P = PT = P?), les composantes j
etil=y—3y= - P)uduvecteur gausswn (¥, 1) sont décorrélées et donc 1ndependantes

Comme B = (XTX) 1 X7y, il s’ensuit que S et 6 sont indépendants. Lespérance de 62 se
calcule comme suit, en notant Trla traceet Q=I1—P:

E[l21?] = Elu” Qu] = E[Tr(Quu™)]) = Tr(QE[uu’)) = 6*Tr(Q) = (n— p)o?.
Ce qui conclut la démonstration. 0

REMARQUE 11.14. Dans le modele gaussien, I’estimateur ,3 obtenu par la méthode des
moindres carrés est également 'estimateur du maximum de vraisemblance. En effet,

.. .. ) . ~ ,
minimiser x? et maximiser e * fournit le méme résultat. ..

6. Intervalles de confiance

Rappelons que la loi de Student de parametre g est celle du rapport d'une gaussienne
standard par une racine de )(f] indépendante. On désignera par f, sa fonction quantile.

La loi donnée pour (f,32) implique qu’en posant 6? =62((XTX)™h;:
B~ B Bi-B;
6;  o((XTX)" 1)”2 5

~ Student(n — p).

Cette v.a. appartient donc avec probabilité 1 -a al'intervalle [-#,—,(1-a/2), i, (1-a/2)]
et par conséquent on a I'intervalle de confiance

ﬁ;f € [,3]- —6,,3]- +6], 6=06jty,—p(1—al/2) avecprobabilité de confiance 1 - a.

Si 0 est en dehors de I'intervalle de confiance on dit que f3 j est significativement non-nul
au niveau de a.

EXERCICE 11.3. Dans le modele de Cobb-Douglas, tester '’hypothese 3 = 1.
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7. Intervalle de prédiction
Soit un nouvel individu de régresseur x’. On veut prédire y’. On sait
y ~N (X' B, 0).
D’ou I'approximation
Y~ N B,6).
qui conduit a des intervalles a 95% de la forme
y' elx'f-1.966, x'f—1.966].

Lerreur sur o et §* étant d’ordre 1//n, 'approximation faite est généralement raison-
nable.
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