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INTRODUCTION GENERALE

L’interprétation de la solution d’équations aux dérivées partielles compte parmi
les champs d’application les plus motivants de la théorie des probabilités. Elle ap-
porte parfois une meilleure compréhension de la dynamique du systéme étudié et
une facon trés intuitive de résoudre numériquement des problémes ot les méthodes
déterministes ne peuvent plus s’appliquer — principalement en grandes dimensions.
Dans ce travail, nous avons développé ces deux aspects pour I’étude de certaines
équations aux dérivées partielles non linéaires qui s’apparentent aux équations de
MCKEAN-VLASOV.

Dans cette introduction, nous nous proposons de passer en revue les techniques
et les résultats contenus dans ce travail. Pour illustrer notre propos, considérons
I’équation dite des milieux granulaires :

(EML) g—? = div(Vu + u(VV + VW % u)),
ou * désigne la convolution en la variable d’espace, et V et W sont des fonctions
convexes réguliéres (et paire pour W). Nous nous intéresserons a des équations plus
générales que celle-ci mais elles auront toutes un point commun important : la non
linéarité apparaitra toujours a travers une convolution. Ceci assure des propriétés
de régularité des solutions qui nous permettront de nous concentrer sur les études
quantitatives plutot que sur des résultats fins d’existence ou d’unicité de solutions.
L’approche probabiliste associe a cette équation un processus de MARKOV, que
I’'on qualifiera de non linéaire, dont la loi est solution de I’équation d’évolution

(EML). Ce processus, qui sera toujours noté (X;),., est 'unique solution de I'équa-
tion différentielle stochastique suivante : -

t t
X, = Y0+\/§Bt—/VV(YS)ds—/VW*us(Ys)ds
— 0 0
£(Xt) = Ut(dl')

ot L(X) désigne la loi de X ;. Grace a cette formulation, on comprend un peu mieux
la dynamique qui régit I’évolution : la variable aléatoire X; s’interpréte comme la
vitesse d’'un particule qui subit une agitation brownienne, une force de rappel vers
le minimum de V' et une autre force de rappel qui dépend de la loi a 'instant ¢.
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Toutefois, ce processus non linéaire n’est pas plus facile a étudier que 1’équation
aux dérivées partielles. C’est la que l'idée initiée par KAC et MCKEAN entre en
jeu : remplacons le processus non linéaire par un processus linéaire constitué de N
particules en interaction par 'intermédiaire de leur mesure empirique. On obtient
alors le systéme de particules dit de champs moyen associé & (EML) :

N
. _ . 1 : .
dXN = V2dB! —VV(X}Y)dt — v > V(XY — X7V dt
J=1

E(XS’N) = X} pouri=1,...,N.

Les variables aléatoires (X{) sont identiquement distribuées de loi ug, indépen-

1<i<n
dantes et indépendantes des mouvements browniens (B?),_._,. L’évolution d’une
particule parmi N est trés facile & comprendre : elle subit une agitation brownienne,
une force de rappel induite par V' et est attirée — car W est paire et convexe — vers
les autres particules par I'intermédiaire de W. Ce systéme est a présent beaucoup
plus facile & étudier que I’équation de départ, méme si la dimension de 1’espace sur
lequel il est défini est grande.

Encore faut-il que cette simplification apporte une information sur le probléme de
départ. Pour cela il faut étre capable de montrer qu’une particule dans un systéme
de grande taille « ressemble »au processus non linéaire. Suivons une particule au
sein d’un systéme de plus en plus grand. On peut montrer que sa loi tend vers celle
d’une particule non linéaire. D’autre part, si I’on considére deux particules données,
leur interaction mutuelle « se fond dans la masse »: elles deviennent indépendantes.
Ce phénomeéne, appelé propagation du chaos, a lieu de maniére trés générique pour
des équations que nous considérons mais aussi pour certaines équations de BOLTz-
MANN par exemple. En fait, I'interprétation probabiliste apporte encore plus : les
convergences ci-dessus ont lieu pour les processus sur des intervalles de temps bor-
nés et non pas uniquement pour les lois & un instant ¢. Notons toutefois que, pour
la plupart des applications, seul compte vraiment le comportement de u; pour un
instant ¢ donné. C’est pourquoi nous privilégierons les résultats fins de convergence
au niveau des lois marginales des processus.

Concentration de la mesure empirique

Nos premiers résultats concernent la convergence de la mesure empirique du sys-
téeme de particules. Nous montrons, grace au critére de courbure de BAKRY et
EMERY — qui est un critére de type convexité —, que le semi-groupe (B"),., du
systéme de particules diffusives en interaction de type champ moyen vérifie une in-
égalité de SOBOLEV logarithmique dont la constante ne dépend pas du nombre de
particules. Définissons ici I'entropie de la fonction f? par rapport a une mesure y :

Ent#(fZ) = /f210gf2 dp — /f2 dulog/f2 dp.
On a alors, pour toute fonction suffisamment réguliére,

Entp~ (£2) < GRY(IVf[).
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La constante () est de la forme
Cr= 2(1— )
p
pour un certain p réel appelé courbure du semi-groupe. On voit apparaitre trois
comportements possibles pour le semi-groupe selon le signe de p.

Pour I’équation des milieux granulaires (EML), cette courbure est strictement
positive lorsque le potentiel V' est strictement convexe. Il en découle que C; est
bornée uniformément en temps par 2/p.

Lorsque ot V' est nul, on montre que le systéme de particules est de courbure
minorée par 0. Dans ce cas, C} est égale a 4t.

Enfin, soient a (resp b) une fonction de R? x R dans Iensemble des matrices
définies positives (resp dans R?) et x une fonction réguliére de R dans R. Si I'on
s'intéresse a I’équation aux dérivées partielles suivante :

d d

ou_
at =1 8x,8x]

)

0

=1 axz

[a;;(z, Kk * u)u] — [b;(x, Kk * u)ul,

on est amené a considérer le systéme de particules

dX;™ = V20 (XPV, ko 1Y (XPY)) dBL + b(X0Y, o+ 1Y (X2Y)) ds
X" =X, pouri=1,...,N

o a = oo* et II) est la mesure empirique du systéme au temps ¢ :

1 n
Hév = N Z(SX:-,N.
k=1

On montre que, sous des hypothéses de régularité et d’ellipticité, la courbure de ce
systéme est minorée par un réel (négatif) qui ne dépend pas de N. Le semi-groupe
vérifie donc une inégalité de SOBOLEV logarithmique mais avec une constante qui
croit exponentiellement en temps. Les équations de MCKEAN-VLASOV, qui n’entrent
pas exactement dans le cadre de I’équation ci-dessus, peuvent néanmoins étre traitées
de maniére similaire. Elles sont présentées en détail au chapitre 2.

L’inégalité de SOBOLEV logarithmique est ensuite utilisé pour obtenir des proprié-
tés de concentration : d’aprés I’argument de HERBST, les queues d’une mesure qui
vérifie une inégalité de SOBOLEV logarithmique de constante 2¢ peuvent étre com-
parées a celles d'une loi gaussienne de matrice de covariance c/. La loi du systéme
satisfait donc a des inégalités de concentration gaussienne autour de sa moyenne. En
particulier, pour toute fonction lipschitzienne f de norme de LIPSCHITZ inférieure

alettoutr >0,ona
S <9 Nr?
r exp| — ],
- - P Cy

g

ol C; est la constante de I'inégalité de SOBOLEV logarithmique.

1 & . .
= 2 fEY) —EF ()
=1
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En couplant cette estimation & un résultat de propagation faible du chaos, .e. au
sens de la convergence des espérances de fonctions lipschitziennes, de la forme

. _ K,
[Ef(X;") —Ef(X)] < Nik

on obtient alors des intervalles de confiance exacts pour la convergence de la mesure
empirique du systéme de particules vers la solution du probléme non linéaire.

Théoréme. Pour toute fonction lipschitzienne f de R dans R, de norme de Lip-
SCHITZ inférieure a 1, tout t > 0 et tout r > 0,

N

Signalons que dans le cas ou le coefficient de diffusion ¢ ne comporte pas d’inter-
action, nous montrons que la constante K; se comporte de la méme maniére que C;
en fonction du temps et de la courbure.

Comportement en temps long

La deuxiéme direction empruntée est la description du comportement en temps
long de certaines équations de MCKEAN-VLASOV, et principalement des équations
des milieux granulaires. L’existence et 1'unicité de la mesure stationnaire pour le
processus non linéaire est obtenue par la minimisation d’une fonctionnelle convexe.
Dans le cas de I’équation d’évolution (EML), la fonctionnelle qui caractérise 1’équi-
libre est donnée par :

B(u) := /u(x) logu(z) dz + /V(x)u(x) dr + % //W(x — y)u(z)uly) dz dy.

Pour le cas linéaire, qui correspond a W = 0, E est I’entropie relative par rapport a
la mesure invariante de densité exp(—V).

Se pose alors la question de la vitesse de convergence vers cet équilibre. On sou-
haite ici un résultat global et explicite; c’est-a-dire que I'on doit établir d’une part
que la convergence n’a pas seulement lieu au voisinage de I’équilibre et d’autre part
que les constantes qui régissent la convergence sont explicites en les coefficients de
I’équation. Pour obtenir de tels résultats, nous montrons d’une part que les résultats
de propagation du chaos sont uniformes en temps et d’autre part que le systéme de
particules converge exponentiellement vite vers sa propre mesure d’équilibre. Nous
en déduisons une convergence a l'équilibre au sens de la variation totale et de la
distance de WASSERSTEIN :

Wi, v) = \/inf{ J[ 3l inton}

ou l'infimum est pris sur les mesures de probabilité 7 sur R* x R" de marges res-
pectives i et v. Nous établissons alors le résultat suivant.
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Théoréme. Si Hess V' > A, alors la solution de I’équation (EML) vérifie
%(utaﬂ) S Ke_)\ta

ot u est l'unique point ot la fonctionnelle

E(u) = /u(x) log u(z) dx + /V(x)u(x) dx + % //W(x —y)u(x)u(y) dx dy

atteint son minimum.

Nous présentons dans le chapitre 4 une approche plus « intrinséque »de la conver-
gence a ’équilibre pour I’équation non linéaire. Cette méthode, initiée par OTTO
pour I’équation des milieux poreux et adaptée par CARRILLO, MCCANN et VILLANI
pour les milieux granulaires, fournit la convergence a 1’équilibre en termes de la fonc-
tionnelle E. Dans cette partie nous étudions en particulier '’équation des milieux
granulaires (EML) dans le cas o le potentiel V' est nul. Nous verrons clairement
sur cet exemple particulier, déja étudié par BENACHOUR, ROYNETTE, TALAY et
VALLOIS, que le systéme de particules usuel associé posséde un comportement en
temps long moins bon que celui de la solution de (EML) ce qui limite fortement son
intérét. Nous montrons comment contourner cette difficulté dans 'annexe C.

Intervalles de confiance pour les schémas d’EULER

Comme nous I'avons vu, les résultats précédents fournissent des intervalles de
confiance exacts, et non pas asymptotiques comme le feraient un théoréme central
limite ou un principe de grandes déviations. Pourtant, ils ne sont pas utilisables
pour la résolution numérique des équations aux dérivées partielles dans la mesure
ou le systéme de particules ne peut étre simulé de maniére exacte. Nous avons
alors cherché, en collaboration avec TALAY, a établir des inégalités de SOBOLEV
logarithmiques pour les schémas d’EULER implicite et explicite en reliant autant
que possible leurs constantes avec celles de la diffusion associée.

Considérons le processus de diffusion (X;),., solution de I’équation différentielle
stochastique suivante : B

X, =z+ /tb(Xs) ds + /t V20 (X,) dB,.
0 0
Le schéma d’EULER de pas de discrétisation vy est défini par
X = X7+ b(X))y + V20(X]) (Byins1) — Ban)-
Notons K l'opérateur associé :
K f(x) =B f(z+b(x)y + V290 (x)Y)],

ou Y suit une loi normale centrée réduite. On peut aussi définir le schéma d’EULER
implicite en résolvant a chaque itération I’équation :

XZ-H = sz + b(XZH)v + \/ia(Xg) (Bv(nﬂ) - an)'
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On notera K I'opérateur associé. Ce schéma est plus lourd & mettre en ceuvre nu-
mériquement puisque, a chaque étape, il nécessite I'inversion d’une fonction. Il est
pourtant nécessaire lorsque les coefficients de 1’équation stochastique ne sont pas
lipschitziens : en effet, le schéma d’EULER explicite peut alors diverger.

Dans le cas ot le coefficient de diffusion est constant, nous établissons une inégalité
de SOBOLEV logarithmique pour les opérateurs itérés K" et K"

Théoréme. Si o est égal a lidentité, et et qu’il existe un réel X tel que pour tout
x etV dans R
—(Jac b(x)V,V) > XV, V),

alors
4

Entgn (f2) < m

(1— (1= M) K" (V)

Ent (/) < m(1 - m)[( (IV£P).

Ce résultat est parfaitement satisfaisant puisque la condition imposée sur le coef-
ficient b est exactement le critére de courbure pour la diffusion associée. De plus,
les constantes obtenues sont trés similaires : au temps yn, la diffusion vérifie une
inégalité de SOBOLEV logarithmique de constante

2
Ot = X (1 — 672)\’)%).

Dans le cas ou le coefficient de diffusion n’est pas constant, nous n’obtenons plus
une inégalité de SOBOLEV logarithmique pour les schémas d’EULER. Il est toutefois
possible d’établir une inégalité un peu plus faible : I'inégalité de POINCARE.

Théoréme. Siles coefficients o et b sont de classe Cy, il existe une constante C.,

Vary.(f) < CV#K”UWV),
y

ou Var,(f) désigne la variance de f sous ju :

Var, (1) = [ du- (/f du>2-

La constante C, est explicitement controlée en fonction des coefficients. En parti-
culier, en dimension 1, C,, peut étre choisi de la forme 1 — 2py dés que, pour tout z

dans R,
1 1
—§U'($)2 —b'(z) — 55'(3«")27 2 P

Enfin, dans le cas unidimensionnel, nous présentons des schémas qui vérifient une
inégalité de SOBOLEV logarithmique avec une constante équivalente a celle de la
diffusion quand le pas de discrétisation tend vers 0.

Ces inégalités fonctionnelles permettent d’obtenir des intervalles de confiance
exacts pour la convergence des méthodes de MONTE-CARLO pour la simulation

d’une diffusion. Elles permettent aussi de préciser les intervalles de confiance des
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méthodes numeériques pour les équations de type MCKEAN-VLASOV. En effet, pour
estimer la quantité Ef(X;), on simule N schémas d’EULER indépendants et ’on
décompose 'erreur comme suit :

N N
SO BAX) = SO0 B
=1 =1

+EF(X]) — Ef(Xy).

La deuxiéme différence du terme de droite est controlé par des résultats classiques
de convergence faible du schéma d’EULER. Quand a la premiére, elle est en général
controlée par un théoréme central limite ou une inégalité de BERRY-ESSEEN. Elle
est ici estimée par les intervalles de confiance exacts gaussiens (resp. exponentiels)
pour le cas o constant (resp. non constant). Nous obtenons ainsi des résultats du

type

Théoréme. Pour toute fonction f de norme de LIPSCHITZ inférieure a 1, tout

t>0,
]P)(

si le schéma d’EULER au temps t vérifie une inégalité de SOBOLEV logarithmique
de constante C.
Pour toute fonction f de norme de LIPSCHITZ inférieure a 1, tout t > 0,

| 2)

>r4k < 2ex
> tﬁ) S p ( 1C,
si le schéma d’EULER au temps t vérifie une inégalité de POINCARE de constante
Cy.

Ce travail fournit ainsi un procédé permettant de choisir les variables de I'algo-
rithme de simulation (pas de discrétisation du schéma, nombres de particules, etc)
pour obtenir une probabilité de succeés choisie.

t

1 & .
N 2T —Ef(X)

N2
> r+ktﬁ> < 2exp <Tr>

1 & .
N 2 FX) —Ef(X)

Organisation de ’ouvrage

Dans la premiére partie, nous introduisons les inégalités de SOBOLEV logarith-
miques et leurs applications les plus importantes. En particulier, nous mettons en
évidence le lien entre ces inégalités fonctionnelles et le comportement de la solution
de certaines équations différentielles stochastiques.

Dans un deuxiéme temps, nous présentons les équations aux dérivées partielles
auxquelles nous nous intéressons dans la suite. Nous en donnons briévement une
interprétation physique. Nous explicitons ensuite le schéma général qui consiste a
associer, a I’équation aux dérivées partielles, un processus non linéaire puis un sys-
téme de particules en interaction et rappelons les résultats classiques de propagation
du chaos.
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Le troisiéme chapitre est constitué d’un article publié dans la revue Stochastic Pro-
cesses and their Applications en 2001. Nous y établissons les intervalles de confiance
pour les systémes de particules dans le cas général et le comportement en temps long
pour la solution de 'équation (EML) dans le cas ou V' est une fonction strictement
convexe.

Nous présentons ensuite des résultats établis par CARRILLO, MCCANN et VIL-
LANI qui décrivent la convergence en temps long de la solution de I’équation (EML)
dans un cadre trés général. Nous y détaillons aussi I’exemple trés intéressant ou le
potentiel V' est nul et le potentiel d’interaction W est strictement convexe. Dans ce
cas, le systéme de particules naturel se comporte alors moins bien, en temps grand,
que le processus non linéaire qu’il approche. Nous suggérons ensuite un moyen de
contourner cette difficulté qui sera détaillée dans 'annexe C.

Le chapitre 5 est consacré a 1’étude des schémas d’EULER explicite et implicite.
Il s’agit d’un travail effectué en collaboration avec Denis TALAY.

Les annexes A et B sont deux chapitres d’un ouvrage collectif réalisé par les doc-
torants toulousains et publié dans la collection Panoramas et syntheses en 2000. Ils
complétent le premier chapitre en étudiant en détail le critére de courbure-dimension
et un critére sur R pour qu’une mesure vérifie une inégalité de POINCARE ou de SO-
BOLEV logarithmique.

L’annexe C présente entierement l'idée suggérée au chapitre 4. Nous retrouvons
par une approche probabiliste les résultats de CARRILLO, MCCANN et VILLANI
pour I'équation (EML) dans le cas ou V est nul. Nous montrons également comment
controler de maniére efficace la convergence d’un schéma numérique vers la loi du
processus non linéaire ou sa mesure invariante.

Enfin, 'annexe D est constitué d’une note parue aux Comptes-Rendus de I’Aca-
démie des Sciences en 2000 qui est un résumé de la partie 3.
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CHAPITRE 1

INEGALITES DE POINCARE ET DE
SOBOLEV LOGARITHMIQUE

Dans cette partie, nous nous attacherons a décrire de la maniére la plus concise
possible les résultats concernant les inégalités de POINCARE et de SOBOLEV loga-
rithmiques. Nous présentons tout d’abord les modéles caractéristiques : les mesures
gaussienne et double-exponentielle et le semi-groupe d’ORNSTEIN-UHLENBECK per-
mettent en effet de donner une bonne intuition pour comprendre les calculs généraux.
Nous montrons ensuite comment, sous le critére de courbure dit 8 BAKRY et EMERY,
il est possible d’établir des inégalités de POINCARE et de SOBOLEV logarithmiques
pour des semi-groupes de MARKOV. Enfin nous rappelons les propriétés fondamen-
tales qu’induisent ces inégalités fonctionnelles sur le comportement du semi-groupe :
estimation de la convergence a I’équilibre, propriétés de tensorisation et de concen-
tration de la mesure. L’annexe A compléte les rappels sur le critére de courbure
tandis que ’annexe B étudie ces inégalités fonctionnelles sur R.

1.1. Premiers exemples

Nous commencons par introduire les définitions générales dans les cadres les plus
simples et surtout les plus révélateurs. Tout d’abord, nous décrivons les inégalités
de POINCARE et de SOBOLEV logarithmiques sur deux exemples qui devront étre
gardés en téte.

On introduit ensuite le semi-groupe d’ORNSTEIN-UHLENBECK qui est a la fois
facile & étudier et parfaitement fondamental dans la mesure ou le raisonnement
dans le cas général ne sera rien d’autre qu’une imitation de ce qui se passe pour ce
semi-groupe.

1.1.1. Les mesures gaussiennes et exponentielles. — Présentons les deux
mesures « étalon »dans notre cadre. La premiére est la mesure exponentielle, ou
plutot double exponentielle, sur R, que nous noterons v, dont la densité est donnée
par

fulr) = 5 exp(— ).

La mesure v vérifie une inégalité de POINCARE de constante optimale 4. Plus pré-
cisément, pour toute fonction f réguliére et suffisamment décroissante a I'infini, on
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Var, (/) < 48, ().

ou Var,(f) désigne la variance de f sous v :

Var,(f) := /f%zu— (/fdu>2.

Introduisons & présent la mesure gaussienne standard A(0,1) sur R que nous

noterons 7. Sa densité est
1 z?
x):=——exp|——=]).
fv( ) o p < 5 )

La mesure vy vérifie 'inégalité de POINCARE de constante optimale 1. De plus, elle
vérifie une inégalité de SOBOLEV logarithmique de constante optimale 2. Cela signifie
que, pour toute fonction f réguliére et suffisamment décroissante a l'infini,

But, (%) < 2E, (1),

ot, Ent, (f?) qui désigne 'entropie de f? par rapport a v est définie par
Entv(fQ) = /f2 log f?dy — /f2 alfylog/f2 dry.

Remarque 1.1.1. — Il est clair que la mesure gaussienne N (m,o?) vérifie une
inégalité de SOBOLEV logarithmique de constante 202.

L’annexe B fournit une caractérisation des mesures sur R vérifiant une inégalité
de POINCARE ou une inégalité de SOBOLEV logarithmique.

1.1.2. Le semi-groupe d’ORNSTEIN-UHLENBECK. — Rappelons la définition
du semi-groupe d’ORNSTEIN-UHLENBECK sur R :

(1.1) Bf(z) = Ef(e*tx VI e*2tX),
ou X suit une loi (0, 1).

Remarque 1.1.2. — Le semi-groupe d’ORNSTEIN-UHLENBECK est asSocié au pro-
cessus (Xy) s, solution de l'équation différentielle stochastique suivante :

dX, =V2dB, — X, dt,
par la relation
Bf(x) = E(f(X,)| Xo = 2).
De plus, il admet pour générateur infinitésimal [’opérateur
Lf(z) = f'(z) — zf'(x),
c’est-a-dire que, pour tout t > 0,

ORf=LEf =RBL/.



1.2. DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES 17

D’aprés I'équation (1.1), la mesure B(-)(x) est la mesure gaussienne
N(e_tx, 1- e_Qt).

Alinsi, pour tout ¢ et toute fonction suffisamment réguliére,

B(f*log /) — B(f*) log B(f?) < 2(1 — ¢ *)B(|fT").
On dira que le semi-groupe d’ORNSTEIN-UHLENBECK vérifie une inégalité de So-
BOLEV logarithmique de constante
Cy=2(1—e .

Le semi-groupe d’ORNSTEIN-UHLENBECK posséde une propriété trés importante,
bien qu’évidente d’aprés la définition (1.1). En effet, il vérifie la relation de commu-
tation suivante :
(Bf)'(z) = e R(f')(2).

Comme nous le verrons plus loin, le critére le plus efficace pour établir des inégalités
de POINCARE ou de SOBOLEV logarithmiques consiste en une version infinitésimale
de ce type de relation de commutation entre un semi-groupe et un opérateur de
dérivation.

1.2. Définitions et propriétés élémentaires

Introduisons & présent le cadre général usuel des processus de MARKOV. Soit
(B),>, un semi-groupe de MARKOV sur R? de générateur infinitésimal L, c’est-a-
dire que pour tout élément f d’une algébre A de fonctions réguliéres et tout ¢ > 0,

ORf=LRf =RLf.

Dans toute la suite nous appliquerons le semi-groupe ou son générateur aux fonctions
f éléments d’une algébre A de fonctions réguliéres, stable par B, L et composition
par des fonctions de classe C™.

Nous associerons aussi & (B),., sa mesure invariante .

Définition 1.2.1. — Une mesure p sur R? est dite invariante (ou stationnaire)
pour le semi-groupe (B)t>0 si, pour tout t > 0 et toute fonction f € A,

Eu(Hf) = Eu(f),

ou de maniére équivalente, si pour toute fonction f € A,
E,(Lf)=0.

Introduisons a présent 'opérateur carré du champ associé au générateur infinité-
simal L.

Définition 1.2.2. — On appelle opérateur carré du champ la forme bilinéaire sy-
métrique suivante : pour f et g dans A,

D(f,9) = 5(L(fg) ~ Ly~ gL).
Nous noterons T'(f) pour T'(f, f).
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Remarque 1.2.3. — Par exemple, pour le laplacien sur RY, et plus généralement,
pour un générateur infinitésimal de la forme

Lf(x) = Af(z) +b(x) - Vf(),

on a, par simple calcul, T(f)(x) = |V f(z)|>. C’est d’ailleurs de la que provient la
dénomination carré du champ (de gradient).

Définissons encore 1’énergie sous .

Définition 1.2.4. — On appelle énergie de f sous p la quantité

Remarque 1.2.5. — Cette définition suppose qu’il n’y ait pas d’ambigiiité sur le
contexte : p est invariante par rapport a un semi-groupe de MARKOV de carré du
champ T.

L’inégalité de POINCARE pour la mesure g est un controle de la variance par
I’énergie sous .

Définition 1.2.6 (Inégalité de POINCARE). — Considérons un générateur in-
finitésimal L de mesure invariante p. On dira que la mesure p vérifie une inégalité
de POINCARE de constante ¢, si pour toute fonction f € A,

(1.2) Var,(f) < c&.(f).

L’inégalité de SOBOLEV logarithmique, quant a elle, est un controle de ’entropie
du carré d’une fonction par son énergie. Précisons tout de suite notre définition de
I’entropie : pour toute fonction f positive,

but, (1) = [ flogdu~ [ fdulos [ fd

Définition 1.2.7 (Inégalité de SOBOLEV logarithmique)
Soit L un générateur infinitésimal de mesure invariante p. On dira que p satisfait
une inégalité de SOBOLEV logarithmique de constante c si, pour toute fonction

f € A:
(1.3) Ent, (f?) < cE.(f).

Remarque 1.2.8. — L’inégalité de SOBOLEV logarithmique est « plus forte »que
celle de POINCARE. En effet, on peut montrer que si p vérifie une inégalité de
SOBOLEV logarithmique de constante c, alors elle vérifie une inégalité de POINCARE
de constante ¢/2 (avec la méme énergie).
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1.3. Le critére de BAKRY-EMERY

L'un des outils fondamentaux de I’étude des inégalités de SOBOLEV logarith-
miques est le critére de courbure-dimension di & BAKRY et EMERY (voir [BE85]).
Il s’agit d’'une condition suffisante de « convexité »valable non seulement pour les
semi-groupes sur R? mais aussi sur les variétés riemanniennes. Pour le présenter, il
nous faut introduire un autre opérateur associé a L, 'opérateur I3. Il est construit
a partir de I' comme I I’est & partir de L.

Définition 1.3.1. — On appelle opérateur Iz, la forme bilinéaire symétrique sui-
vante :

B(/,9) = 5(LT(,9) = (/. Lg) — T(9, L))
On notera I(f) pour L(f, f).

Pour une description plus détaillée de la construction de I3 et de son lien avec la
géométrie riemannienne, on pourra consulter 'annexe A.

Définition 1.3.2. — Nous dirons que ['opérateur L vérifie le critére de courbure
Clp), avec p réel, si, pour toute fonction f suffisamment réguliére,

L(f) =z pT(f).

Ezxzemple 1. — Le générateur infinitésimal du processus d’ORNSTEIN-UHLENBECK
sur R est donné par

Lf(z) = Af(z) — 2 Vf(z).

et est de courbure 1.

Nous ne nous intéressons ici qu’au critére de courbure en dimension infinie. Pour la
présentation générale du critére de BAKRY-EMERY, on pourra se reporter a ’annexe

A.

1.4. L’exemple fondamental des diffusions

Dans notre contexte, I’exemple le plus important est celui des processus de dif-
fusion sur R?, c’est-a-dire, des processus de MARKOV dont le générateur est un
opérateur différentiel du second ordre sans terme constant. Dans cette section, nous
relions le plus possible les approches de type « semi-groupe »d’une part et « cal-
cul stochastique »d’autre part. Considérons le processus (X;),., sur R¢ solution de
I’équation différentielle stochastique suivante : -

t t
X, =X, +/ V20 (X,)dB; + +/ b(X,)ds
0 0

ot (B;), est un mouvement brownien standard sur R%, o (resp b) est une application
réguliére de R? dans I'espace des matrices symétriques positives de taille d x d (resp
dans R?). Le semi-groupe de MARKOV associé est défini par :

Bf(z) = E(f(Xy)|Xo = ) = E*f(X3).
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La formule d'IT0 fournit la décomposition de f(Xt) :

F(X0) = f(Xo) + Z/% )ng+/th(Xs)ds
0

i,j=1

ott le générateur L de (X;),., est Popérateur différentiel du second ordre sans terme
constant défini par -

L) = 3 oylo) g (o) + b @)

la matrice a étant égale a oo*.
La variation quadratique (A/), de la partie martingale M; de f(X;) est donnée

par :
of
Z/ 8@ )8x]( s) ds
,j=1
D’autre part, la définition 1.2.2 de 'opérateur I' assure que
d
of | 9
r — g 99 ()
0 = 3 as(o) 5 @50

On voit ainsi que

(M), = / T(f)(X.) ds.

Le calcul explicite de I3 dans le cas général est trés pénible. Nous renvoyons
a annexe A pour plus de détails. Insistons toutefois sur le cas ou la matrice de
diffusion o est égale a I'identité. On obtient alors, par définition de I3,

B(f)(x) = ||Hessf (2|5 — (Jac b(x)V f(x), V f ()
ot || -], est la norme euclidienne sur R¥*.

Le semi-groupe vérifie alors le critére de courbure p si et seulement si, pour tout x
dans R?, toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne de b en z sont majorées

par —p.

1.5. Inégalités fonctionnelles pour un processus de MARKOV

Dans cette section, nous rappelons les résultats importants sur les inégalités de
POINCARE et SOBOLEV logarithmiques pour la loi au temps ¢ d’'un processus de
MARKOV (X;). Leurs preuves sont basées sur une élégante méthode de semi-groupe
et reposent sur le critére de courbure. L’approche « traditionnelle »due & BAKRY
et EMERY est présentée en détail dans 'annexe A. Il est primordial de remarquer
que les inégalités de POINCARE et de SOBOLEV logarithmique sont des conséquence
d’une relation de commutation entre B et I ou V/T'. Nous verrons dans le chapitre 5
que les inégalités fonctionnelles pour les schémas d’EULER s’obtiennent de maniére
analogue.

Proposition 1.5.1. — Les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) C(p) est vérifiée : pour toute fonction f € A,
L(f) = pT(f)
(ii) Pour toute fonction f € A et toutt > 0,
TR(f) < e *'BT(f)

(iii) Pour toute fonction f € A et tout t > 0,

1 —e 20t

R(f*) — (Bf)* < TBF(f)-

Remarque 1.5.2. — Si p est nul il convient de remplacer
1 — e 20
p
par 2t.
Preuve. — Nous présentons ici une preuve rapide de ce résultat en utilisant le vo-

cabulaire du calcul stochastique afin de bien souligner les correspondances avec
I’approche par semi-groupe. A ¢ fixé, considérons la fonction définie par

Fs,2) = E*(f(Xis)) = f(2) + / CELA(X,)) dr

et appliquons la formule d’ITO a la semi-martingale I'F'(s, Xj) :
! OF
E*(TF(t,X;)) —T(E* f(X;) = 2 [ E*(2T( F, D5 + LI'F | dr
0 s

t
_ 2/ E*(—2T(F,LF) + LTF) dr
0

_ 2/t B (GF(r, X,)) dr.

Notons alors a(s) = E(T'F(s, X,)| Xy = x). Sous I’hypothése C(p) de courbure mi-
norée par p, on obtient

o'(s) =2E"LF(s,X5) > 2pE'TF (s, X5) =2pa(s).
Le lemme de GRONWALL fournit I'inégalité suivante :
a(tle " > a(0),
ou encore, par définition de a et I,
DE®(f(X0))] < e ' EX (T f(Xy)).

Nous avons donc établi que (i) implique (ii).
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Pour obtenir I'inégalité de POINCARE, il faut & présent appliquer la formule d’ITO
a F(t, Xt)Z .

OF

E°(F(t,X,)%) — F(0,2)* = 2/:1[*:90 (F(S,XS)E(S,XS)> ds

+/0 E* (L[F(s,X,)?]) ds

- 2/t]E“"(I‘F(s,Xs)) ds.

Par définition de F', on a donc

(1.4) Varg(x,(f) = 2 /0 B (TF(s, X,)) ds.

On utilise alors (i7) pour obtenir
¢
Vareey(f) < 2 [ BF(D(ES (X)) ds
0

t
< 2 / e PUIET (BN T f(Xyy)) ds
0

1 — e 20

E* (L f(X1)).

Et ainsi (i¢) implique (4i7).
La derniére implication se démontre en faisant un développement limité de I’in-
égalité de POINCARE au voisinage de ¢t = 0. U

Pour obtenir une inégalité de SOBOLEV logarithmique, il faut ajouter ’hypothése
que le semi-groupe est une diffusion. Ceci fournit des formules de changement de
variables pour L®(f) qui sont utilisées de maniére cruciale dans la preuve.

Théoréeme 1.5.3. — Si (R);>o est un semi-groupe de diffusion et p est un nombre
réel, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) C(p) est vérifiée
(ii) Pour toute fonction f € A et tout t > 0,

VIRBf < 6”"53(\/1“7)

(iii) Pour toute fonction f € A et tout t > 0,

B(f?log /2) — B(f*)logR(f?) < >

p(l —e RL(f).

L’hypothése de diffusion permet donc d’obtenir une relation de commutation du
semi-groupe avec la racine du carré du champ et non plus seulement avec le carré
du champ lui-méme. On trouvera une preuve de ce résultat et des commentaires
complémentaires dans ’annexe A.
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1.6. Principales propriétés et applications

1.6.1. Convergence a ’équilibre. — Les inégalités que nous venons de décrire
fournissent des vitesses de convergence du semi-groupe de MARKOV vers sa mesure
invariante.

Théoréme 1.6.1. — Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. La mesure p vérifie une inégalité de POINCARE de constante c.

2. 1l existe une constante X\ telle que, pour toute fonction f dans A,
2 _
(1.5) Rf = n(F)llE2q < e Var,(f).
De plus, les constantes optimales sont liées par la relation ¢ = 1/\.

Remarque 1.6.2. — L’inégalité (1.5) est connue sous le nom d’inégalité de trou
spectral. Ceci se justifie de la maniére suivante. Pour toute fonction [ dans A,

—/fodu.

Le spectre de —L dans L?(u) est donc inclus dans [0, +oc[. On dit que u vérifie une
inégalité de trou spectral de constante X si 0 est valeur propre simple (associée aux
constantes par définition de 'invariance) et que toutes les valeurs propres non nulles
de —L sont supérieures a A. Si l'on admet que le semi-groupe s’écrit formellement
exp(—tLf), une fonction d’intégrale nulle pour u vérifiera

||Pt’f||L2(u) = ||eXp(_th)||L2(u) < e_M||f||L2(u)

L’inégalité de SOBOLEV logarithmique fournit une meilleure estimation de la
convergence vers l’équilibre pour les semi-groupes de diffusion puisqu’elle permet
de controler la décroissance de ’entropie relative par rapport a la mesure invariante

qui est définie par
d
Ent(v|p) : /—log /log—l/dy.
dp

Ce résultat est bien connu mais nous en donnons la preuve pour que le lecteur
puisse la comparer avec la généralisation au cadre non linéaire que présente le cha-
pitre 4. Considérons le processus de MARKOV solution de ’équation différentielle
stochastique suivante :

t t
X, =X, +/ V20(X,)dB, + +/ b(X,) ds
0 0

ot (B;), est un mouvement brownien standard sur R%, o (resp b) est une application
réguliére de R? dans I'espace des matrices de taille d x d (resp dans R?).

Notons u; la densité de probabilité de la loi de X;. Alors, pour toute fonction f
de classe C?, la formule d’ITO fournit la relation

/f(x)ut(x) da:—/f(x)uo(x) i — /Ot/ L (2) ug(z) da
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La densité u; est donc solution faible de I'’équation aux dérivées partielles suivante

ou .
8—; = L uy,
ou 'opérateur L* est I'adjoint de L pour la mesure de LEBESGUE :
L SN
L* = i - b;
10 = 3 7, @) = 30 50 0)
Théoréeme 1.6.3. — Soit (R), un semi-groupe de diffusion de mesure invariante

i tel que p vérifie une inégalité de SOBOLEV logarithmique de constante c. Alors,
pour toute fonction f suffisamment réquliére,

Ent(u, | ) < Ent(f | p)e™ /.

Preuve. — On cherche a déterminer I’évolution temporelle de la fonction

a(t) = Ent(u | p) = /logﬂ duy.
i

On a alors

o(t) = /% <log% + 1) de = /(L*ut) (log% + 1) dx
u
w)
(1.6) = —/I‘(ﬂ,logﬂ>du
oo

.7) _ /r(%,ﬂ)ﬂdu.
A AT

Pour obtenir (1.6), il faut remarquer que
E,(T(f,9)) = —E.(f, Lg)

puisque p est la mesure invariante de L (c’est-a-dire que E, (L f) = 0). D’autre part,
la formule de changement de variables pour I', qui s’écrit

L(f,®(g)) = ®'(9)T(f,9),

fournit (1.7). On voit ainsi que la dérivée de a est négative. Son opposé sera appelé
dissipation d’entropie méme si, dans le contexte général de la partie 4, la fonction-
nelle dont on étudie la décroissance n’est plus tout a fait une entropie.

Ecrivons & présent l’entropie relative a(t) en fonction de l’entropie intervenant
dans l'inégalité de SOBOLEV logarithmique :

Ent(u, | u) = Ent,, <ﬂ>
0

D’aprés 'inégalité de SOBOLEV logarithmique, on a

s o5 D)o fr( ) 2o
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On obtient ainsi que « vérifie 'inéquation différentielle suivante :
c
alt) < —5a'(t)
ce qui achéve la preuve du théoréme. O

Remarque 1.6.4. — En fait, si l'on calcule &'(t), on peut s’apercevoir que la
condition o"(t) > pd/(t) est une conséquence du critére de courbure C(p). L’idée
méme du critére de BAKRY et EMERY est donc de comparer la dissipation d’entro-
pie a la dissipation de dissipation d’entropie pour obtenir [’inégalité de SOBOLEV
logarithmique, c’est-a-dire un contréole de ’entropie par sa dissipation. Nous verrons
dans la suite que cette idée est trés fructueuse puisqu’elle fournit encore le méme
type de résultat pour des équations différentielles non linéaires (voir chapitre 4).

1.6.2. Tensorisation. — L’une des propriétés les plus importantes des inégalités
de POINCARE et SOBOLEV logarithmiques réside dans le fait qu’elles se comportent
parfaitement par passage au produit. Considérons deux mesures de probabilité p,
et pp sur des espaces mesurés (F,, F,) et (Fy, F,) respectivement invariantes pour
les générateurs L, et L. Il est alors possible de définir 'opérateur L = L, + L, sur
une classe de fonctions de F, x I, dans R en faisant agir L, sur la premiére variable
et L, sur la deuxiéme. La mesure produit jp, ® u;, est alors invariante pour L.

Théoréme 1.6.5. — Si u, et uy, vérifient des inégalités de POINCARE (resp de
SOBOLEV logarithmiques) de constantes c, et ¢, alors la mesure ji, @ py vérifie une
inégalité de POINCARE (resp de SOBOLEV logarithmique) de constante max(cq, cp).

Cette propriété est trés utilisée en mécanique statistique (voir par exemple [SZ92|).
On pourra en trouver une preuve et d’autres utilisations dans [ABC*00].

1.6.3. Concentration de la mesure. — Parmi les nombreuses conséquences des
des inégalités de POINCARE et de SOBOLEV logarithmiques, I'une des plus utiles est
qu’elles fournissent des inégalités de concentration de la forme suivante : pour toute
fonction f telle T'(f) < 1,

P(f(X) = E.(f)| > 7) < 2exp (=h(r))
pour tout r > 0.

Théoréeme 1.6.6. — Si p satisfait a une inégalité de POINCARE de constante ¢, la
fonction de concentration est de la forme r/4c.

St vérifie une inégalité de SOBOLEV logarithmique de constante ¢, la fonction
de concentration est de la forme r?/c.

Remarque 1.6.7. — Ces fonctions de concentration sont satisfaisantes si [’'on se

souvient des deux exemples des mesures exponentielle et gaussienne (voir section
1.1.1).

Pour une description détaillée des relations entre inégalités de SOBOLEV loga-
rithmiques et phénomeéne de concentration de la mesure, on pourra se reporter a

[Led99].
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La propriété de concentration sera trés souvent utilisée dans la suite et notamment
sous la forme suivante : soit ¢ une mesure sur R vérifiant une inégalité de SOBOLEV
logarithmique de constante ¢ et de carré du champ I’ égal a |V-|2. Si de plus, les
marginales de p sont égales, alors, pour toute fonction lipschitzienne sur R de norme

de LIPSCHITZ 1,
N 2
]P’( Zr) < 2exp (——T>,
C

pour tout 7 > 0 ou (X7, ..., Xy) suit la loi pu.

LS x) - B (%)

=1
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CHAPITRE 2

EQUATIONS NON LINEAIRES ET
PROPAGATION DU CHAOS

L’expression « propagation du chaos »remonte a KAC qui s’intéressait au lien
unissant les versions détaillée et réduite des équations décrivant 1’évolution d’un
systéme a N particules en interaction. Le probléme initial concernait I’équation de
BOLTZMANN pour des gaz dilués de sphéres dures. Nous commencons cette partie
en obtenant, de maniére formelle, une équation des milieux granulaires comme la
distribution limite d’une particule dans un systéme de particules déterministes se
choquant inélastiquement. Ceci nous permet alors d’introduire la forme générale des
équations des milieux granulaires.

Nous présentons ensuite les équations de MCKEAN-VLASOV qui regroupent a
peu prés toutes les équations aux dérivées partielles non linéaires étudiées dans la
suite pourvu que I’on autorise I'irrégularité des coefficients. Ainsi, retrouve-t-on par
exemple I’équation de BURGERS ou une version équivalente a I’équation de NAVIER-
STOKES en dimension deux.

Enfin, nous décrivons briévement les méthodes classiques et les résultats impor-
tants attachés a ces équations : existence et unicité du procesus non linéaire associé
a ’équation de MCKEAN-VLASOV, propagation du chaos pour les lois de processus,
etc...Nous présentons également un résultat de convergence pour les lois au temps
t, donc a priori moins fort que le précédent, mais qui a le double mérite d’utiliser
une méthode de semi-groupe et d’étre plus précisément relié au réel comportement
du processus.

2.1. Une interprétation physique de I’équation des milieux granulaires

Les systémes de particules se choquant de maniére inélastique ont récemment été
étudiés comme un modéle de I’évolution des milieux granulaires. En effet, I’'une des
caractéristiques de ces systémes est leur propension a former des amas comme les
grains de sable sur une feuille de papier que I'on secoue.

Les équations des milieux granulaires peuvent étre obtenues formellement comme
limite de la densité de présence d’une particule parmi N en renormalisant conve-
nablement ’amortissement dans les chocs (voir [MY93]). Cette approche, que nous
détaillons ci-dessous de maniére formelle, peut étre rendue rigoureuse et reprend le
raisonnement initial de KAC pour 1’équation de BOLTZMANN (voir [BCP97]).
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Soient N particules identiques sur la droite réelle, zq,...,xy leurs positions et
vy,...,0y leurs vitesses. Les particules évoluent librement jusqu’a ce que deux
d’entre elles soient en un méme point. La, ces deux particules entrent en collision
de la maniére suivante :

V=uv.t+e(v—uv) et v.=v—e(v—u),

v’ vl et v, v, désignant respectivement les vitesses sortantes et entrantes et ¢ étant
le paramétre mesurant l'inélasticité des chocs. Aprés ce choc, les particules évoluent
a nouveau librement jusqu’a la collision suivante.

Les particules étant identiques, le comportement du systéme demeure inchangé si
I’on remplace la régle de collision par

vi=v,+e(v—wv.) et vV =0v—e(v—u).

Les particules aprés le choc ont été échangées. Cette remarque simplifie de nombreux
calculs.

Le systéme est ainsi gouverné par I’équation différentielle ordinaire, dite équation
de LOUVILLE,

N
Ty =wv;, U= 825(Ii —x;)(v; —vj)|v; —v;|, pouri=1,...,N.
j=1
Remarque 2.1.1. — La quantité e(v; — v;) représente la variation de vitesse au

moment du choc avec la particule j tandis que 0(x; — x;)|v; — v;| vaut 0(t — t;;) ot
ti; désigne linstant du choc entre les particules i et j.

Soit alors M,SN) la densité de probabilité du systéme au temps ¢ qui dépend de la
loi initiale. Elle est solution de I’équation suivante :

N
(at + Zviaxi>/'b§lv)('rlavla s 7IN71)N)

=1

=—¢ Zé(m, — x)0y,; [P(vj — Ui),U,EN)(Z'l, V1o Ty Un)]s

ou ¢(z) = x|z|.
La stratégie est ensuite d’intégrer cette relation par rapport a toutes les variables,
exceptées x; et v;. Pour cela nous noterons

f](N)(t, TV, .., T, Uf) = /dxﬂ_l dvjiy ... dzy duy /LgN)(xl, T1yee, T, Uy)
la densité de probabilité de j particules au temps t. Il vient alors
(0 + 1105, I (8, 200, 01) =
—e(N — 1)8U1/d1;2 B(vy — vl)fz(N)(t, T, U1, L1, Vs).

Au vu de cette relation, il est clair que la bonne facon de passer a la limite est de
poser ¢ égal & A\/N pour un coefficient \ strictement positif. Supposons a présent
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que les densités f](N) aient des limites — que nous noterons f; — quand N tend vers
I’infini. II vient :

(O + v10g,) f1(t, x1,v1) = —>\3U1/dvz P(vy — v1) folt, o1, v1, T1, v2).

Supposons enfin que si les lois des particules sont indépendantes et identiquement
distribuées au temps initial, alors elles sont deux a deux indépendantes et équidis-
tribuées au temps t. C’est le phénoméne de propagation du chaos. La densité f; est
alors solution de

(0 +0100,) f(t, 71,01) = _)‘avl/dv2 P(vg = v1) fi(t, w1, 00) it w1, 0)
= A@Ul[fl(t,xl,vl)gb *y fl(t,xlavl)]'

Nous avons ainsi obtenu une équation des milieux granulaires.

Si I’on considére & présent des particules plongées dans un bain thermique, chacune
subit une excitation, traduite par I’ajout d’un mouvement brownien, et une force de
frottement, proportionnelle & sa vitesse. [.’équation devient

(0y +v0y) f = divy[oV,f + f(pv + ¢ %, f)].

Enfin nous n’étudierons que le probléme, beaucoup plus simple, de I’équation ho-
mogene, c’est-a-dire que nous oublierons la dépendance en la variable d’espace x.
Nous pourrons toutefois considérer des potentiels et des interactions moins spéci-
fiques que ceux présentés ci-dessus. L’équation générique sera de la forme :

0if = divy[oVf + f(V + VW x f))].

Nous aurions pu considérer un autre passage a la limite. Supposons que les parti-
cules qui entrent en collision n’interagissent qu’avec une probabilité a. et continuent
leurs mouvements libres avec probabilité 1 — . Les chocs sont moins fréquents mais
restent d’intensité forte. A la limite, quand N — oo avec Na = ), on obtient par
un raisonnement similaire a celui présenté ci-dessus une équation de BOLTZMANN.

2.2. Les autres équations étudiées

2.2.1. Les équations de MCKEAN-VLASOV. — Les équations des milieux gra-
nulaires peuvent étre vues comme un cas particulier des équations dites de MCKEAN-
VwiAsov. Ces équations peuvent servir & modéliser un gaz a forte densité de par-
ticules comme 1’équation de BOLTZMANN rend compte du comportement des gaz
raréfiés (voir [Szn91] et [Mél96]). Ces deux équations peuvent étre obtenues par un
schéma analogue a celui des équations des milieux granulaires. La différence entre les
deux modéles réside dans le fait de privilégier la fréquence des chocs ou leur inten-
sité. Dans le premier cas, les collisions sont si fréquentes qu’a la limite, les termes de
collision sont remplacés par des termes d’interaction de type champ moyen tradui-
sant 'attraction ou la répulsion des particules. Au contraire, pour les gaz raréfiés,
le faible nombre de collisions donne, & la limite, un terme de transport libre et un
noyau de collision. Dans ce travail, nous ne nous intéresserons qu’aux équations de
type champ moyen.
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Considérons I’équation aux dérivées partielles non linéaire suivante sur R? :

u o~ O Ny
(2.1) = :i;m(aij[x,u]u) - 2 5, (iles ulu),

ol u(t,-) est une densité de probabilité sur R? et
blz,v] = /b(x, y) v(dy) avec b(x,y) vecteur de R”,
alz,v] = oz, v]*olx, v,
olz,v] = /a(x, y)v(dy) avec o(x,y) matrice de taille r x r,

pour toute mesure de probabilité v. Elles sont connues sous le nom d’équations
de MCKEAN-VLASOV et regroupent quantité d’équations célébres comme celles de
BURGERS ou de NAVIER-STOKES (en dimension deux) si I’on autorise des coefficients
irréguliers.

Pour étudier cette équation, le probabiliste lui associe un processus dont la loi
est solution, a priori au sens faible, de ’équation. On est ainsi amené & considérer
I’équation différentielle stochastique suivante :

t

t
X=X+ [of¥uldb+ [WXoulds
_ 0 0

=y 9. . . , . .

Nous parlerons pour (2.2) et pour (X;),,, d’équation différentielle stochastique et
de processus non linéaires. Ceci ne fait pas référence au fait que les coefficients de
(2.2) ne sont pas linéaires mais rappelle que la loi du processus (Xt)tzo intervient
dans ces coefficients.

L’étape suivante consiste a associer au processus (X;),, un systéme de particules
en interaction. Pour cela, il suffit de considérer des particules dirigées par des mou-
vements browniens indépendants mais en interaction par leur mesure empirique :

(2.2)

N N
g ) AN = D (XX B S (X

. j=1 j=1
X" =X} pouri=1,...,N.

Ce systéme, bien que voué a étre de grande taille, apparait plus facile a étudier, et
plus tard & simuler, du fait de sa « linéarité ».

La question est alors de savoir sous quelles hypothéses, le systéme de particules
(2.3) constitue une « bonne approximation »du processus non linéaire associé (pro-
pagation du chaos) et ce qu’il permet de dire sur I’équation aux dérivées partielles
(2.1) (convergence a I’équilibre, simulation .. .).

2.2.2. Le probléme de STEPHAN régularisé. — On peut aussi s’intéresser a
I’équation aux dérivées partielles suivante :
d d
ou 0? 0

— = ———[a;j(z, k * u)u] — [b;(x, Kk * u)ul.
at =1 8x,8x] J

i 1 8xz

1=
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Son étude est trés similaire a celle de ’équation de MCKEAN-VLASOV. On lui associe
le systéme de particules :

dX,f’N = V20 (XY, k% TIY(XPN)) dBi 4+ (XY, K+ TIY (X2Y)) ds
X" =X, pouri=1,...,N

ot a = oo™ et 11 est la mesure empirique du systéme au temps ¢ :

1 n
— ﬁ Z 5Xf’N'
k=1

Cette équation peut étre vue comme une régularisation du probléme de STEPHAN
(voir [Zhe95]).

2.2.3. L’équation de NAVIER-STOKES en dimension deux. — La vitesse
v(t,z) d’un fluide visqueux et incompressible dans le plan est gouvernée par ’équa-
tion de NAVIER-STOKES

%(t, z)+ (v V)u(t,z) = vAu(t,z) — Vp
divu(t,z) = 0; v(t,x) — 0 quand |z| — o0

ou p est la pression et v > 0 est la viscosité (supposée constante).
Il est possible de donner un probléme équivalent en considérant 1’équation satis-
faite par la vorticité w (parfois notée curlv) de v que 'on définit ainsi :

U](l‘) = 821)1 - 817)2.

En effet, w est solution de

0
S () + (v Vwlt,2) = vAw(t,2)
v(t, x) /K z—y)w(t,y)dy
ol K est le noyau de BIOT et SAVART défini par
1 1
K(r)=————=(— .
(%) 27 12 —i—x%( T2, 71)
Remarque 2.2.1. — Le fait que K soit a divergence nulle assure qu’il en est bien

de méme pour v.

Pour contourner le probléme de I’explosion de K en 0, on peut étre amené a
introduire un noyau tronqué K. défini de la maniére suivante. Remarquons que le
noyau K s’écrit pour tout z de R?

1
K(z) = Vog(le]) avec g(r) = —5logr,

ou

Vlf( ) (aZfa )
Pour ¢ > 0, on considére g. tel que g.(r) = (r) si r > ¢ et que l'on prolonge sur
[0,¢] de telle maniére que |g.(r)| < |¢'(r)] et |g(r)| < |g"(r)|. On pose alors de

maniére naturelle

K.(z) = V" g.(|a]).
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L’équation associée au coefficient Ke appartient alors a la classe des équations de
MCKEAN-VLASOV a coefficients réguliers et a été étudiée notamment dans [MP82]
et [Mél00]. Pour résoudre numériquement cette équation de maniére probabiliste, il
reste a considérer le systéme de particules associé ou plus exactement son schéma
d’EULER puis établir des résultats de convergence en fonction du pas du schéma, du
nombre de particules et de  (voir chapitre 5).

2.3. Quelques méthodes et résultats classiques

Nous esquissons ici les résultats généraux de propagation du chaos. Sans entrer
dans les détails, nous voulons donner un parfum des techniques usuelles utilisées
par de nombreux auteurs. Nous donnons aussi, dans un cas simple, un résultat de
propagation du chaos au temps ¢ qui a ’avantage de dépendre de la courbure du
systéme de particules.

2.3.1. Existence et unicité du processus non linéaire. — La premiére étape
de I’étude probabiliste d’équations aux dérivées partielles de MCKEAN-VLASOV est
de montrer que 'on peut leur associer un processus solution de 1’équation (2.2) dont
la loi au temps ¢ est solution de 1’équation.

Pour cela, on construit dans un premier temps (ut)te[O,T]‘ On est alors amener
a résoudre une équation différentielle stochastique usuelle (avec des coefficients qui
dépendent du temps).

Pour une présentation de cette méthode dans un cas simple, on pourra consulter
[Szn91|.

2.3.2. Propagation du chaos. — La seconde étape du raisonnement est de mon-
trer, qu’en un sens a préciser, le systéme de particules en interaction est proche du
processus non linéaire auquel il est associé. La méthode usuelle est la suivante : a
N fixé, on considére N processus non linéaires dirigés par les mémes mouvements
browniens (indépendants) que ceux du systéme de particules. On va donc comparer

dX, = o[X,, ] dB! + b[X,, u,] dt
et
. 1 Y . . 1 < . )
uLN %N N 9 i,N ,N
dXtN_N;:I:a(Xt , X/ )dBtJrN;:l:b(Xt , X dt.

On utilise alors la formule d’ITO pour établir le controle suivant lorsque les coeffi-
cients sont lipschitziens :
2 K,
< —.
- N

Le fait que les deux processus soient dirigés par le méme mouvement brownien
permet de montrer un résultat beaucoup plus fort, pour les processus sur [0,7] de

la forme :
2) K
< L
- N

E(‘Yi XY

t€[0,T]

]E( sup ‘Y; - XN
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On peut également établir de maniére équivalente, par échangeabilité des lois des
particules du systéme, un résultat sur la convergence de la mesure empirique, définie
sur les processus sur [0, 77, vers la mesure de DIRAC au point (ut) o -

On trouvera un exemple complet de ce type de raisonnement dans le chapitre 3.

2.3.3. Une méthode de semi-groupe. — Nous présentons ici un résultat de
propagation du chaos sous un angle un peu original. Cela permet de relier la dépen-
dance en temps de la propagation du chaos a la courbure du systéme de particules.
Plagons-nous dans le cas des équations de MCKEAN-VLASOV en supposant que le

coefficient de diffusion ne comporte pas d’interaction. Pour tout i € N*, soit (X,) le
processus solution de I’équation différentielle stochastique suivante sur R :

dX, = V20(X,) dB! + / b(X,, y) u(dy) dt
X, = X{.
Pour résoudre cette équation différentielle stochastique, on construit dans un pre-

. . C 1 —i
mier temps (), puis on considére alors (X,) comme un processus de MARKOV
inhomogene de générateur au temps ¢ :

@) (@) + [ Wyl f ).

Dans la suite, N est un entier naturel fixé. On notera , en oubliant la dépendance en
N, (By),; (resp. Ly) le semi-groupe inhomogene (resp le générateur infinitésimal)
associé a I’évolution de IV processus non linéaires indépendants.

Le systéme de particules associé est donné par :

dX;N = o(X}")dB] + b(X]N, XY dt,

(2.4) o=l Z

XS’N:XS pourz-l,...,N.

On notera (R), (toujours en oubliant la dépendance en N) son semi-groupe et L son

générateur infinitésimal. Soit F' de RY dans R. A ¢ fixé, on définit alors la fonction
« sur [0, t] par
a(s) = BB F.
Alors,
0'(s) = R (B — L)BE. = R, (B, — ") - V)RF,

avec les notations évidentes

bos(x) = / Do, y) us(dy) et b?(x):%z:b(xi,xj).

j=1

D’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

o/ () <BL([B b | R, (IVREP).
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Le premier terme du membre de gauche se traite comme dans les preuves classiques
de la propagation du chaos en utilisant que les variables aléatoires (7;) ; sont indé-
pendantes et identiquement distribuées. On montre qu’il est majoré par un terme
de la forme C. Cette constante dépend des estimations a priori sur les moments du
processus non linéaire et elle est en fait elle aussi reliée a la courbure.

Pour controler le deuxiéme terme, on utilise la relation de commutation entre I' et
le semi-groupe du systéme de particules. Ici, puisque le coefficient de diffusion n’est
pas constant, I'opérateur carré du champ n’est pas la simple norme du gradient
au carré. Pourtant avec 'hypothése supplémentaire que o est borné inférieurement
(par une constante strictement positive) et supérieurement, ces deux opérateurs sont
comparables. On a alors,

o/ (s)* < Cse_Qp(t_s)RsB,s(|VF|2).
Appliquons alors ce raisonnement & une fonction F' de la forme
F(z) = f(z)+ ...+ f(zy),

qui est de norme de LIPSCHITZ inférieure & v N dés que f a une dérivée majorée
par 1 pour obtenir

— . 1 t
B £(X)) — B F(XPM)] < —— / Ve P9 s,
f( t) f( t ) _\/ﬁ 0

Ceci assure une convergence de la loi d’une particule parmi N vers la loi d’'une
particule non linéaire au sens de la distance de WASSERSTEIN W, qui est définie

o Wl(u,l/)zsw{/fdu—/fdl/}

ou I'infimum est pris sur les fonctions f de norme de LIPSCHITZ inférieure & 1.
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CHAPITRE 3

LOGARITHMIC SOBOLEV INEQUALITIES
FOR SOME NONLINEAR PDE’S

3.1. Introduction
Let us introduce the first nonlinear PDE (in R?) we want to study. It is a nonlinear
McKean-Vlasov PDE:
O _ div [V + (uVU + uTW + )]
— =div [Vu+ (u u u
(3.1) ot ’
u(0,+) = ug,

where * stands for the convolution and W is convex, even, with polynomial growth
and U is uniformly convex (i.e. Hess U(z) > 81 for some 8 > 0). The solution of
(3.1) can be interpreted as the law of the stochastic process (X;);>o solution of

dX, = V2dB, — VU(Xy) dt — VIV * u,(X,) dt ,
(3.2) L(X1) = w(z) do,
o smooth

where £(X) is the law of X;.

Remark 3.1.1. — Let us motivate in few words the study of (3.1). Benedetto et
al (see [BCCP98|) give a physical interpretation when

2
d=1, U(:J;):B% and W(z) = Naf*.

Equation (3.1) is the homogeneous version of a transport equation in a thermal bath
with temperature 1/ that can be derived from inelastic collisions:

(0 + v0,)ult, m,v) = 02, + Op[(Bv + W' 5, u(t, z,v))u(t, ,v)]

where *, stands for the convolution with respect to the velocity v. This kind of
equations are called kinetic equations for granular media.

The probabilistic approach of this type of equations is to replace the nonlinear
process by a particle system in mean field interaction i.e. to replace, in Equation
(3.2), u by the empirical measure of the particle system. This leads to the following
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SDE in R :

N
dXpV =2dB} — VU (X}") dt — %Z VW (XY — X)) at

j=1

(3.3)
LXY)=uddz for i=1,..,N

where (B?); are independent Brownian motions on R?. As it is expected, the particle
system is a “good approximation” of the solution of Equation (3.2). The usual way
to quantify this intuition is to prove the propagation of chaos property. In Section
3.3, we show that this property is uniform in time.

Theorem 3.1.2. — There exists a K such that, for every N > 1,

2 K
SUPEOX,:I’N—XH ) <=,
teR N

where (X ) is solution of Equation (3.2) where the Brownian motion (B) is replaced

by (B').

On the other hand, we present a new approach by the use of logarithmic Sobolev
inequalities (Section 2 deals with the results needed in this paper concerning this
topic). Along this paper, the strategy is to obtain, via the Bakry-Emery criterion,
logarithmic Sobolev inequalities for the law of the particle systems with constant
that do not depend on the size of systems. This provides good estimates in the limit
N — oo. As a consequence, we derive the exponential rate for the convergence to
equilibrium for the nonlinear PDE.

Theorem 3.1.3. — There exists a constant K such that for every positive t,
lue —ll, < K e 72

where u 1s the unique solution of

T(x) = %exp (—U(z) — W + ()

with Z = /exp (=U(x) — W xu(x)) dx.

At last we obtain confidence intervals for the convergence of the empirical measure
at time ¢ to u: for every r > 0 and every function f from R to R with Lipschitz

(semi)norm bounded by 1, the probability
K
>ry o+ Ke—ﬂt>

d
NW] |

is bounded by
2 _
exp { 5

These confidence intervals are a straightforward consequence of the phenomenon of
the concentration of measure induced by the logarithmic Sobolev inequality.

1 al i,N —
N LA = it o
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Section 3.4 is dedicated to the study of the case U = 0 which has been investigated
from the probabilistic point of view by Benachour et al (see [BRTV98, BRV9S|). Let
us mention that the trend to equilibrium for granular media is also investigated by
Carrillo et al (see][CMVO01]). They are only interested in the convergence for the
nonlinear equation but their results are much more general.

Section 3.5 deals with the general case of McKean-Vlasov type equations i.e. the
nonlinear diffusion is solution of

dX, = 20(X,, 5 xu(t,X;)) dB, + b(X,, k xu(t, X;)) dt
(3.4) £(X,) = u(t,dy)
Xt:() == X()-

where o, b and k are smooth and bounded functions. In this case, the self-stabilizing
phenomenon disappears but we still get estimates at time 7'.

3.2. Some classical and useful results

A probability measure g on R satisfies a logarithmic Sobolev inequality with
constant C' if

(3.5) Ent, (f?) < C/|Vf|2du

for all smooth enough functions f where
Entu(f2) = /fZIngQdu— /deulog/deu.

Let us recall two consequences of this property for u. First, for every r > 0, and
every Lipschitz function f on R" (equiped with the Euclidean topology) with
/(@) — f(y)|

1 f]l.;, = sup
e Ty 7 — y|

<1,

one has
2
p(lf —Eu ()l 2 7) <2e777/C,

This is the so-called concentration phenomenon, see [Led99|.
Secondly, denote by Wa(u, v) the Wasserstein distance with quadratic cost i.e.

Wa(p,v) = \/inf{ [[ 3l - intan}

where the infimum is running over all probability measure 7 on R* x R" with respec-
tive marginals 1 and v. By the Monge-Kantorovitch representation (see [Rac91]),

we have
Wa(p,v)* = sup {/gdv - /fdu}

where the supremum is running over all the bounded functions f and ¢ such that

o) < F0) + 5l —of
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for every z,y € R". Following [OV00], if x is absolutely continuous and satisfies
(3.5), then, for every probability measure v absolutely continuous with respect to p,

C
Wa(p,v)” < SH@ | )

where H is the relative entropy:

lo dv= [ —log—d if v <
(3.6) H(v | u) = / gdu / gd : :
+0o0 otherwise.

Another approach of this theorem has been studied by Bobkov et al in [BGLO1].
Consider now a diffusion process with infinitesimal generator L and semigroup
(R),. As usually, we associate to L its carré du champ T' defined by

D(f.9) = £ (L(fg) ~ fLg — 4Lf)
and the operator I3
B(/) = (L(DS) - 20(/.Lf)).

The diffusion generator L satisfies a curvature-dimension inequality (with curvature
p and dimension n) if for every smooth function f,

B(f) > pD(f) + %(Lf)?

In this paper, we only deal with the infinite dimensional case. A general study
is performed in [BE85]. The curvature inequality provides logarithmic Sobolev in-
equalities : following [Bak97|, for any p € R, the following properties are equivalent

— Forevery f,  T(f) > pI'(f)
— For every f, T(Rf) < e ”RVTf
— The probability measures (B(-)(x)), satisfies a logarithmic Sobolev inequality

with constant
C=2(1— "),
p
Besides, if p is positive, the last property remains true for the invariant measure
p with constant 2/p. This provides an exponential rate for the ergodicity of the
semigroup:

H(B | p) < Ke™".

3.3. Dissipative equations

3.3.1. The model. — Consider the nonlinear differential equation (3.1) in R¢
where W is convex, even, with polynomial growth and U is uniformly convex (i.e.
Hess U(x) > B 1 for some § > 0). The real v is defined to be the largest real
(nonnegative) satisfying Hess W (z) > v L.
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Remark 3.3.1. — In order to prove existence and uniqueness for Equation (3.2),
it is possible to use the technics of [BRTV98|. In particular, notice that it can be
rewritten as

dX, =V2dB, — VU(X,)dt — VW,(X,) dt,
(3.7) VWi(z) =E[VW(x — X,)],

ug smooth.

One can prove first existence of u; by a fixed point argument using the Wasserstein

distance. Then, once uy is known, strong uniqueness for (X;) holds.

Consider now the two independent collections (B?),_ of independent Brownian
motions and (X{),.y of independent r.v. with law u,. The particle system associated
to the nonlinear process is solution of

dX;~ = V2dB] - VU(X}") dt
N
(3.8) —% S OVW (XY - X)) dt

j=1

XMy = Xi for i=1,.,N.

Remark 3.3.2. — In what follows, (71) will stand for the solution of (3.2) where
the Brownian motion (B.) is replaced by (B?) and Xy = X§. The

3.3.2. Uniform propagation of chaos. —

Theorem 3.3.3. — Suppose that the forth moment of the initial measure ug s
finite. Then, there exists a K such that, for every N > 1,
.2 K
(3.9) supE(‘th’N -x ) <
teR N
and
2 T
E( sup | X2 —Xi‘ ) < K-
0<t<T N

Remark 3.3.4. — The constant K depends on 3, v and on the p-th moment of uy
for a power p that controls the growth of U and W .

Proof of Theorem 3.3.3. — The proof is quite similar to the one performed by Be-
nachour et al in [BRTV98|. Nevertheless the term “VU”provides a better estimate
in time. For every 1 <i¢ < N,

B — ; ! ! ] X
XX = X [ (0 - vu ) e
N

_% T /t(vw(x;w X)W s (X)) )

J=1
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By [t6’s formula,

N 2 N 2
> - —Z‘Xj’N—YZ
(3.10) - _22/ (X2 = X0 - (VU(XE) ~ VO () dr

35 [

where
r

) = (X=X VWY = X5 = VI w0 (X))

= (XY =X) - [V - XY - (X, - X))
(X=X - [T = X)) - VW (X))
= 0 (r) + 9} ().
The vector field VW is odd and satisfies
(VW (z) = VW(y))- (x—y) > 0.

Then, the sum of pz(-Jz-) (r) and pg-?)(r) which is equal to

X XY - (X, = X)) [V — X - (R, - X))
is non negative. As a consequence,
N
2 2 2
ool = > s+ 20
ij=1 1<i<j<N

On the other hand, —E[Z;VZI pz(-j-’)(r)] is bounded (thanks to Cauchy-Schwarz in-
equality) by

. —il2 % 1
(2| e -x2[]) @
where
N . 2
e[ |} [VW (X -X7) - VW*uT(Y;)]
7j=1
Then, we get

) = SB(G) +2 Y BE) &)

1<j<k<N
with the obvious notation
&(r) = VWX, = X)) = VW xu,(X.)
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If 5 is not equal to k, one of them is not equal to 7 and then,
E(&(r) - &(r)) = 0if j # k

since the random variables X, are independent copies of Y,ln with density u,. At

last,
B(5()F) = B[V T - XD - v ()|

)
i

2p —j
+KE|[X
< VEKNa(r)'/?

< EQVW(y:; X))

< KEPT

< 2K My,.
We have established

N
~E| >0 (r)
=1

where « is defined by
(3.11) a(t) = ]E[(XZ’N - 73;)2] .

Let take the expectation of (3.10). Using the exchangeability of the marginals of
the particle system, it comes

(3.12) a(t) < a(s —25/ dr+2)\—K a(r)2 dr.

S

This means that .
o (t) < =28 a(t) + —
(1) < ~280() + S

Gronwall lemma implies (since a(0) is 0) that

a(t)'/? < ;—Kﬁ [1—e 7]

alt)'/2.

which is (3.9).
The second estimate in theorem 3.3.3 follows classically from (3.9) (see [BRTV98]).
0

3.3.3. Curvature of the particle systems. — The main observation is that
the infimum (over N) of the curvature of the particle system is positive.

Lemma 3.3.5. — The curvature of the particle system of size N is bounded below
by B.

Proof. — We first study the infinitesimal generator LY of the N-particle system
which is defined by

LYF=AF—-VV.-VF
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where
N

(V) (2) = VU () + % S VWi - x,).

fori=1,...,N.

Remark 3.3.6. — The bold symbols A and V stand for differential operators on
RN where A and V respectively are the Laplacian and the gradient operators on RY.

In order to apply the I3 criterion, we have to show that
Hess ¥ > 1y .

Reasoning with blocks of size d x d, one can show that

1
(Hess ¥),, = Hess U(z;) + N ZHess W(z;—x;) fori=1,...,N

and
1
(Hess U),; = —NHess W(z;—z;) <0 fori,j=1,...,Nandi#j.

The result follows from the simple fact that the diagonal of Hess W is strictly
dominating. In a more precise way,

(Hess ¥),, > 3 — Z (Hess V), fori=1,...,N

J#i
implies that the eigenvalues of Hess U are greater or equal than $. One can notice
that 8 is an eigenvalues of Hess ¥ with eigenvector (1,...,1). O

This ensures that the semigroup of the N-particle system at time ¢ (i.e. the law
of X starting at z € R™) satisfies a logarithmic Sobolev inequality with constant

C, = %(1 ),

One can formulate an analogous result for more general initial conditions.

Corollary 3.3.7. — Let B be a diffusion semigroup with curvature p and a prob-
ability measure ug(dy) satisfying a logarithmic Sobolev inequality with constant cq.
Then the law of X (with L(Xo) = wo) satisfies a logarithmic Sobolev inequality with

constant

D, = %(1 — 672’”) + coe 2P,

Proof. — Let f by a smooth function. It is clear that

EHtB(.)(I)duO(:p) (f2) = /EHtB(.)(x) (fQ)duo (l“) + Entuo (H(fQ))

The logarithmic Sobolev inequality for the semigroup leads to

/ Entag (£2)dus(x) < %(1 o / B(C(/)) () duo (z).



3.3. DISSIPATIVE EQUATIONS 45

On the other hand, since ug satisfies a logarithmic Sobolev inequality,

Ent,, (B(f?)) = Enty, ( (\/@2»

is bounded by

CO/F<W> = %/w dug(z) .

B(/?)(z)
Now,
VIR([?) < BV =2"B(fVT)
< 207(B() (BRI
by the commutation relation and Cauchy-Schwarz inequality. U

As a consequence, the law of X' is concentrated around its mean as a Gaussian
variable with variance D,/2. This provides confidence intervals for the convergence
of the empirical measure: for all g from R? in R with Lipschitz norm less than 1, we

ha\/e fOI' every 1 > 0
> < 2e ——N ’
1 Xp .
- =~ Dt

This is just a consequence of the following remark.

(| oot -t )

Remark 3.3.8. — If the Lipschitz norm of g from R? in R is bounded by 1, then
the Lipschitz norm of

from R™ in R is bounded by 1/v/N.

Corollary 3.3.9 (Concentration). — Suppose that uy(dy) satisfies a logarithmic
Sobolev inequality with constant cy. For all g from R? in R with Lipschitz norm less

than 1, we have
>t K <9 Nr?
r — exp| — |.
=TTV N ) =P T,

1 ~ i,N
P(‘N;Q(Xt )—/g(y)U(t,y) dy
fort >0, NeNandr > 0.

Remark 3.3.10. — It is also possible to establish the concentration property as-
suming that uy is compactly supported (even if uy does not satisfy a logarithmic
Sobolev inequality).
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3.3.4. Curvature of the nonlinear semigroup. — Keeping in mind that, once
its law at time ¢ is known for all ¢, the nonlinear process is an inhomogeneous Markov
process with generator

Lf=Af—[VU + VW xu,]-Vf,

it is possible to establish a logarithmic Sobolev inequality for the nonlinear semi-
group. Let us sketch the adaptation to the inhomogeneous case of the proof pre-
sented in [Bak97|. First, define the operator carré du champ at time s by

L(s)(f,9) = %Es(fg) — fLyg — gL, f]

and the operator Iz(s) by

E(S)(fa g) = [Es(Fs(fa g)) - T(S)(f,fsg) - f(S)(g,Lsf)]

DN =

Remark 3.3.11. — For simplicity, T(f), respectively (f), stands for T(f, f), re-
spectively L (f, f).

In what follows, we assume that I' does not depend on time s. This is implied
by the fact that it is true for the diffusive coefficients of L, and it is true for the
granular media equation.

We will say that (L), satisfies the Bakry-Emery criterion if for every s,

(3.13) B(s)(f) > T (f).
In particular, for the solution of (3.2), a straightforward computation leads to
L(f) =V,

B(s)(f) = |[Hess f||> + (Hess U)(Vf,Vf) + (Hess W u,)(Vf,Vf),

where (Hess U)(X,Y) stands for the bilinear form associated to the Hessian matrix
of U. Then, (3.13) is true for 3 + 7.

The consequence of the curvature inequality (3.13) is the the same as in the
homogeneous case.

Proposition 3.3.12. — The following properties are equivalent
(i) For every s and f, L(s)(f) > pT(f)
(ii) For every u,t and f, \/T(B,.f) <e?"WR \/Tf

(iii) The probability measures (B;(-)())
with constant

. Satisfy a logarithmic Sobolev inequality

Coi=Cfu= %(1 i),

We are now able to improve the propagation of result (3.9). Let us define uik’N)

as the density of the law of k£ particles among N at time ¢ and ugN) will stands for
(~,n)

t



3.3. DISSIPATIVE EQUATIONS 47

Proposition 3.3.13. — For k < N, we have

k
k7

sup ||u§ N _ uf’kHl < KV_N )
>0

Proof. — The first point is to obtain

o =, < 2y (1),

This easily follows from the classical relation established by Csiszar and Kullback
(see [Pin64])

(3.14) i = vllpy < V/2HG[)

(where || .|| stands for the total variation norm) and the following one due to
Csiszar (see |Csi84]).

Lemma 3.3.14. — Let (E,E) a measurable space and p™) be an exchangeable
probability measure on a product space EN such that p™) < v®" for some prob-
ability measure v on E. Denote by u*") the marginal on the first k coordinates

then, for every k < N, we have
2k
v HE ).

Now let us study the behavior of F' defined by
Ft) = H(u§N> | u,;@N) .

(3.15) H(p®) | 2k) <

Lemma 3.3.15. — The derivative of F' is given by

Fl(t) = —/

2
VUEN) VU,?N (~)

u™ "
vl vy
N /[ (13) — = [[VTy - V‘I’t]UEN)
Uy Uy
where
1 N
(V) = VU () + > VW (w; — )
7=1
and

(V) = VU(z;) + VIV % uy ().

The proof of this result follows from a straightforward computation and an inte-
gration by parts. By the basic property of any bilinear form:

2(a,b) < {(a,a) + (b, b)

we get

2
VuEN) Vul
u,EN) u™”

1 1
F'(t) < —5/ ul™ + 5 /|V\IJN — v, ulM.
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At last, u,; satisfies a logarithmic Sobolev inequality with constant Cy. By tensorisa-
tion (see [Gro75]), it is still true (with the same constant) for ui®™. As a consequence,

we obtain ,
F(t) < - / ul VU,
T B+ UEN) uy™ '

Then the function F' satisfies the following differential inequation:

F'(t) < _¥F /|V\IJ AR

By the result (3.9), the polynomial growth of U and W and the uniform control of
the moments of u, for s in [0, 4+00), we get

/|V\IJN — v, [ < K.

Then, one can use Gronwall lemma to obtain
F(t) < K
which achieves the proof. O

3.3.5. Ergodicity. — A straightforward adaptation of Theorem 2.2 in [BCCP9§|
leads to the following qualitative result.

Theorem 3.3.16. — There exists a unique u such that for any uy we have
(3.16) tlgg |luy — ||, = 0.

The best way to characterize the stationary measure u is to see it as the unique
minimum of the free energy functional defined by:

/ f(@)log f(
+ [V ds

/Wx— z)f(y)dzdy.

It is now possible to give an exponential rate of convergence in Theorem 3.3.16. First,
we need a preliminary proposition which deals with the convergence to equilibrium
for the particle system.

Proposition 3.3.17. — For all ug, there exists a constant K such that for all N
in N andt >0,
H(u,(tN) | /LN) < KNe 29

where py 1s the probability measure with density

(3.17) ZLN exp (- S U ) - % SOW (s — xj)> |

i=1 ij=1
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Proof. — Tt is well-known (see [Bak94]) that
H(uf™ | ) < H(ug™ [y ) e

On the other hand, using the explicit expression (3.17), we have
H( ) = [uf™to s = [ logny

= N/ugloguo—i—/ug@N\I!NquogZN

N
< KN+KZ/u5®NP(|x1|)
=1

+N log </6U($1) dx1>,

where P is a polynomial that dominates the growth of U and W. Then the result
follows. [

Denote by p; x the first marginal of py. Then, for every integer N, we have by
Propositions 3.3.13 and 3.3.17,

Jue —all, < Hut - Ufsl’N)Hl + Huil’m - Ml,zv“l + {1, — |,

K
< — 4+ KVNe P,
- WN

Taking N of the order of €?*/2, we have established the following result.

Theorem 3.3.18. — Let P., with ¢ > 0, stands for the set of the probabilty density
f such that

/f(fv) log f(x) d:r+/|:c|4f(a:) dr < c.

Then, there exists a constant K (depending on c) such that for every positive t and
ug n P,
s —7ll, < K e,

Remark 3.3.19. — This result is a somehow disappointing since the rate of con-
vergence for the nonlinear process is not the one of the particle system.

Let us show that the hope in Remark 3.3.19 is natural in some sense.

Lemma 3.3.20. — Let i and v be two probability measures on R™. Then, for
every probability measures jy and vy (on RY™) with respective marginals p, . .., ji
and v,...,v,

Wa (i, vy)? > N Wa(p,v)°.

This lemma implies that

1
Wz(u(l,N), NI,N) < \/—Nwz (UEN), HN)'
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Besides, as uy satisfies a logarithmic Sobolev inequality with constant 2/3, uy

satisfies a transportation inequality for the quadratic cost: for every measure vy on
RdN7

W2(VN7MN)2 < H(VN |HN)-

Sl

Then we get
W2(Ut7u) < W (Ut,uilN))—FW( (IN)MU’IN +W2 ,U/lNa )
< B ke

< 2sup<1E“X2’” ])1/2 \/N (™ 1)
Vi

>0
Let N goes to infinity to get the following result.

Proposition 3.3.21. —
Wa(uy, @) < Ke Pt

This is the same rate as in the linear case. This result provides efficient exact
confidence intervals for the convergence of the empirical measure at time ¢t to the
invariant measure u.

Proposition 3.3.22. — For every r > 0, the probability

( Zf (XpY) — /f x) dx >T+\/§+K€_’Bt>

N 2
15 bounded by 2 exp {——r}

Dy

3.4. Self-stabilizing process with non negative curvature

In this section, we study the case where U = 0 in Equation (3.2). This is the
equation studied in [BRTV98, BRV98|. Let us describe quickly the results they have
established. There is propagation of chaos and more precisely, there exists a K > 0
such that

. . T2
(3.18) sup E“XQ’N X ] <K= .
0<s<T N
They also establish the propagation of chaos at the level of processes.
2l K
]E[ sup ‘X;’N—XZ ] <.
0<s<T N
Remark 3.4.1. — Notice that, once again, the dependence with respect to time in

Equation (3.18) is of the order of the square of the log-Sobolev constant at time t.
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3.4.1. The Ricci curvature of the particle system. — We first study the
N-particle system. Its curvature is equal to 0 for every N: the vector (1,...,1)
belongs to the kernel of the Hessian of the potential. Nevertheless, we still have a
result at time ¢t. In particular, we have that, for every 7', N and r > 0,

seen /2 ) <2 Al

JEE— e S —
=TTWN ) TP\ Tr
where K is the constant in (3.18).

We have now to present another result established in [BRV98|. They show that
there exists a constant K such that for every function f of uniform norm and of
Lipschitz seminorm bounded by 1,

supPO%g:f(Xf’N) ~E[/(X))]

t<T

K
(1+1t)2

B[] - [t <
Then, we have a concentration inequality.

Theorem 3.4.2. — For every r > 0,

o

where u 18 the solution

¥ A0 = [ fay

> +T\/K+ LS P Nr®
r — 4+ ——= |leq2exp | ——=
= N @) P Tor

x) = %exp (W * ()

with Z = /exp (=W xu(x)) dx.

3.4.2. Curvature of the nonlinear process. — As in section 3.3.4, we can
associate to the nonlinear process a curvature which is bounded below by v > 0.
Then, we still have the propagation of chaos for blocks of size o(N).

Proposition 3.4.3. — For k < N, we have

k
sup [|uf”") —uf*|, < K/ <.
t>0

3.5. The general case

This part is dedicated to the study of the generic model of nonlinear diffusions that
can be approximated by particles in mean field interaction. The beginning consists
in a straightforward adjustment of the classical method presented by Sznitman in
[Szn91|.
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3.5.1. The model. — Let us start with Borel-measurable functions b;(x,y) and
oij(r,y), 1 < i,j < d, from R? x R to R? and « from R to R. Let (B;);>0 be a
d-dimensional Brownian motion. We study the following equation:

dyi: \/ia(yt, K * U(t,yt)) dBt + b(yt, K * U(t,yt)) dt

(3.19) LX) = u(t, dy)
Xt:[] - XU-
The density of a solution at time ¢ is known to be a weak solution of:
) L
au(s, r) = 2 M[azj(m, K xu(s,x))u(s, )]

9
_ Zz; 9, [b;(z, K x u(s, x))u(s, x)]
where a is equal to oo*.

Theorem 3.5.1. — If o, b and k are bounded and globally Lipschitz functions,
strong existence and uniqueness hold for equation (3.19).

3.5.2. Convergence of the associated particle system. — Let (B");cy be
independent Brownian motions in R?. The interacting particle system associated to
(3.19) is the solution of

dXPN =20 (XN, K+ IV (X5Y)) dB!
(3.20) _ +b(XoN, kx TIY(X5V))ds for i = 1,..., N
X§ = X

where 1Y is the empirical measure of the system at time ¢ i.e. it is equal to

1 n
Hé\[ — N Z (5Xf’N'
k=1

How it is expected, the propagation of chaos holds. Indeed we have the following
estimate:

Theorem 3.5.2. — If o and b are bounded and globally Lipschitz and k € C} (i.e.
both k and Jac k are bounded), then, for all T € R", there exists a K € R such
that for all i and N in N,

(3.21) E[sup XN — 71

t<T

2]<ﬁ.
- N

Remark 3.5.3. — It can be shown first that for some K.,

2:|>1/2< K;,
~ VN

Once again, K. is of the order of exp(KT) like the Log-Sobolev constant Cy. of the
particle system at time T (see section 3.5.3).

(3.22) sup (]E“XZ’N - X

t<T
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3.5.2.1. An improvement in a special case. — In this section, we will suppose that
o is equal to I. Then, it is still true that the nonlinear process has a bounded-below
(in R) curvature. The its law at time ¢ satisfies a logarithmic Sobolev inequality.
This ensures that, for £ < N, we have

k
sup [Ju"" = ut||, < Koy <
t<T

In fact, it is possible to get a best estimate (at the level of processes). Following
a suggestion of Professor Del Moral we use a method developed by Benarous and
Zeitouni (see [BAZ99]) in an abstract framework. Nevertheless our case is simpler
because we already have established Theorem 3.5.2. Let us start with few notations:

— P¥ stands for the law of (X )o<icr = (XY, ..., X"Y))
system until time 7T,

— PEY denotes the law of ((th’N, ...,Xf’N)> . By exchangeabilty, the k-
0<t<T
marginals of PY do not depend on the choice of coordinates,

— let P, be the law until time T of the nonlinear process solution of (3.19).

0<t<T the particle

The key point is that we are able to show that the relative entropy H(]P’;Y |?§)N> is
bounded in N.

Proposition 3.5.4. — There exists a constant K, such that for all N,

1{(P5|F§N) < K.

Proof. — By Girsanov theorem, PY has a density with respect to P given by
dPY
— (V) =exp(H}
dP@N( ) ( T)
where
N T 1 N
N i i j i i i
= 3 [0 DR = ¥ U 1) 48

2

N
1 . . . .
b(Y;, 5 D s(YY = Y)) = bV, mx us(YY)) | ds.

j=1

SN ; : : : : :
Under the measure P, ((B;)1<i<x)o<i<r 15 @ N-dimensional Brownian motion and

((Ei) 1gigN> o<ren defined by

m:m—/
0

DY), = D R(Y) = YY) = b(Y] kv u (V)| ds

S
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is a N-dimensional Brownian motion under PJ). Then it follows from (3.6)

) ()

N T
= 5 2B O ke ) B )

| /\

_ZE/ [‘K*HNXZN) n*us(Xﬁ’N)‘z]ds

Z/ k(XY — Xg’N)—m*us(Xg’N)‘Q]ds.
0

7,]1

| /\

We write

KXY — XPN) — s ug(XPY) = K(XEY — XPV) — (Xi,N B 71)
(XD~ X)) — (X, — X))
(X = X7 — kuy(X0)
+K * US(YZ) — k% ug(XPV)

and get, by Theorem 3.5.2,
. . , K,
E“H(X;’N — XY — ko xug (X)) ] <
which achieves the proof. O

Now we just have to use (3.15) and the Csiszar and Kullback inequality (3.14) to
establish a strong convergence estimation.

Theorem 3.5.5. — For all T and N, there exists a constant K, such that, for all

k<N,
—ok k
P~ P, HTV < KT\/ N’

This implies a strong version of propagation of chaos for blocks of size o(N).

3.5.3. Concentration of the empirical measure. — We now want to establish
that the particle system (in the generic case) has a bounded-below curvature. This
is much more complicated than in the case where ¢ is equal to I. Indeed, the second
order part of the infinitesimal generator equips R*¥ with a Riemannian metric which
changes the notion of gradient.

3.5.3.1. Control of the Ricci curvature. — For simplicity’s sake, we will suppose,
in this section, d = 1. The case d > 2 can be treated by the same way but with
complicated notations. In Remark 3.5.9, we sketch the changes that occur when d
is greater than 2. We treat here the case of Equation (3.19). An advanced study of
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Riemannian geometry can be found in [GHL90| but let us try to describe the setting
in few words. Consider the differential operator L on R" defined by

N
L= Z 9" (@) 835,8353 +Z

1,j=1 =1

Its second order part equips RY with an intrinsic metric ¢ which depends on z € R"
and which is characterized by the matrix (g;;) (the inverse of (¢”/)). The geometry
of (RY, g) is quite different from the usual one and it appears a curvature. We now
show how to control Ricci curvature of the differential operators LY associated to
(3.20) and defined by

(3.23) LY = Zgl(x)% + Z bz(l")aixz
where

. 1 & 1
(3.24) 9'(r) =a (xia N Z k(@i — x])>  gilw) = gi(z)
and

Now let us recall the general definition of the Ricci curvature.

Definition 3.5.6. — Let us define
1. Christophel symbols for i,5,k=1,...,N:
N
1 o O%i | O9kp Ok
1—\]. i p p? P 2.
ki 229 <8xk + ox; oz, )’

p=1

2. the Riemann curvature tensor (Rfﬂcl) where

ar;k ary,

N
R, = — Z Lo, — ZF’ I

3. the Ricci curvature tensor (Ry) where

Ry = Z qul’

4. the drift tensor (m;;) where

1 ob: .
Mz‘j = §(V1b] + V]bz) ol Vzb] = 81‘]2 + kz:lrgnbk
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In our context, the matrix (G;;) is diagonal and then many terms in the previous
definitions are equal to 0. For example, I'. is equal to 0 as soon as the three index
are different. By a straightforward computation we have the explicit expression of
the Ricci and drift tensors.

Lemma 3.5.7. — The entries of Ricci tensor are
1 02 g1y 1 0 0
R, = - 1 — —logg; | | = log g;
. 2 0,0z, ©8 9194 + 4 ;ql oxy 89 0z, 089

- g
4 O Oz, 99q 4 Ozg O 9194

laloggq 0 log L0y 10logg, O log Ty

and

1 0 gi...g 1 [0%g, 1 dg' dg
Ry = log =403 g 45D 55
¢ i#q

2 o’ Jq o ox; 0x;
1 dlogg\> 1 [ 0log g, 2

1 [ 0logg,\ (0log(gy...gn

Moreover, the entries of the drift tensor have the following form:

=0 log g;
3xk

b 1 a1
.. — h = — — — / — ) — —
M;; = V;b; 5 T N E K (x, xl)au + 5

k=1 k=1

et

1/ 0b; O - 0log g; n 9log g;
Mi':_ J 1— 7 J bz 1—g; ! ]b'.

We have now to control the spectrum of the matrix 7', equal to R — M.

Proposition 3.5.8. — If there exist a ¢ such that 1/c < a(z,y) < ¢ and if the first
(resp the first and second) derivatives of b (resp a) are bounded by c, the spectrum
of T is uniformly bounded (above and below) in N € N by a real number p.

Proof. — By Gershgorin-Haddamard Theorem (see [Gri90]), if A is an eigenvalue of
T,

N
< e
A< max <2|Tw|>
J:

We are going to show that, under the assumptions of proposition 3.5.8, Ry, et M,
are uniformly bounded in N whereas Ry and My are of order 1/N. In order to
deal with simple notations, a will be a common bound greater than 1 for x and its
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derivatives. Then we have

0? g1y 2
lo log g;
0,07, & 9194 #zl:q O0x,0x, &
0?loga
< —Z i — L)k (xi—xq)Ty%
i#£l,q
1 2 4
S m Z 2a°¢
i#l,q

— log g;| is bounded by

Lyq

Odloga 2 1 5 4
o e o | ) < 5 P et

i7£q,l 17£q,l

log i

Then a short computation gives
7a’ct
4N

|qu| <

By the same way, it can be shown that

|Ryq| < Ta?c®

|Mu| S 30(02

|Mz]| S 50105/]\[.
Then we have obtained the bound we were looking for. The Gershgorin-Haddamard
theorem implies that the eigenvalues of T are bounded by:

7a’c* (N — 1) S5ac®(N — 1) o 67 2.6

7025 32
ac + AN + sac” + N <7 a“c’,

since « and ¢ are greater than 1. As a consequence, all the operators L" have a

curvature bounded below by p = —17a2c°. O

Of course, a more precise result could be obtained by specifying the bound of each
derivative but this work is not very essential from a theoretic point of view.

Remark 3.5.9. — When d > 2, g; is a d X d matriz. In order to control the

spectrum of T', one has to consider blocks of size d x d as in the proof of Lemma
3.8.5.

3.5.3.2. Concentration of measure. —
Theorem 3.5.10. — For all Lipschitz function with ||f||,,, < 1 and r > 0, the

probabilty
[ K
> +
" N )

sup]P’(‘ Zf (X}N) — /f u(t,y) dy

t<T
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N 2
15 bounded by 2 exp (— C’T ) where
T

2
Cr==(1=c 7).

and u solution of (3.20).

Remark 3.5.11. — Explicit forms of the constants p and K, can be given. With
the notations we have introduce in section 3.5.3.1,

p=—17a2c®
Kr = 6a*c® exp (1202¢2T).
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CHAPITRE 4

GEOMETRIE DES EQUATIONS D’EVOLUTION
DISSIPATIVES

Dans ce chapitre nous présentons des résultats concernant le comportement en
temps long de la solution de I’équation des milieux granulaires. Ils ont été établis
par CARRILLO, MCCANN et VILLANI et sont principalement basés sur les travaux
antérieurs de BRENIER pour I'étude des distances de WASSERSTEIN et d’OTTO pour
I’étude de ’équation des milieux poreux.

L’idée fondamentale est d’associer & une équation d’évolution non linéaire une
métrique sur la « variété »des mesures de probabilité (absolument continues par
rapport a la mesure de LEBESGUE) et une fonctionnelle d’entropie qui caractérise
I’équilibre. Parmi les équations dissipatives, c’est-a-dire pour lesquelles 1’entropie
décroit le long d’une solution, certaines admettent des vitesses de convergence a
I’équilibre exponentielles. Pour mettre ceci en évidence, on utilise le raisonnement
de BAKRY et EMERY : dériver deux fois ’entropie et minorer cette quantité par
la dérivée premiére. C’est pour calculer ces objets que I'introduction d’un contexte
riemannien est d'un grand secours. Il permet en effet de s’abstraire des difficultés
techniques afférentes aux termes non linéaires.

Les résultats présentés dans [CMV01| s’avérent meilleurs a une constante 2 prés
pour la vitesse de convergence a 1’équilibre de I’équation des milieux granulaires
dans un bain thermique que ceux fournit par notre approche (qui consiste a utiliser
le systéme de particules). De plus, avec un potentiel d’interaction seul, I’équation
non linéaire converge exponentiellement vite vers I’équilibre alors que le systéme
de particules se comporte moins bien. Nous ferons quelques commentaires sur cette
situation a la fin de ce chapitre.

4.1. L’équation des milieux granulaires

Rappelons dans un premier temps I’écriture de ’équation des milieux granulaires
sur R? dans un cadre général :

)
(4.1) a—f = div(Vp + p(VV + VIV * p))

avec V et W convexes de R? dans R avec W paire.
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4.1.1. Le cadre riemannien. — Pour faire apparaitre la métrique et la fonction-
nelle appropriées, il nous faut réécrire (4.1) de la maniére suivante :

dp

— = —div(pV

5 (PVp)
ou

p=—(logp+V+Wxp).
On peut alors suivre approche adoptée par OTTO (voir [Ott01]) pour I’équation des
milieux poreux. Il s’agit de considérer I’ensemble P des mesures de probabilité ab-
solument continues pour la mesure de LEBESGUE comme une variété (de dimension
infinie). L’espace tangent a P en p est

TpP:{s : RY — R avec /s:()}.

On identifie & présent T,P a I'ensemble des fonctions intégrables quotienté par la
relation d’équivalence « égales & une constante prés »grace a I’équation elliptique

—div(pVp) = s.
Remarque 4.1.1. — La fonction p est bien déterminée puisque l'on résoud

Ap+ Vogp-Vp = —%

avec s/p d’intégrale nulle par rapport a p.

On définit alors le tenseur ¢ et la fonctionnelle F :

gp(s1,2) “ /pr1sz =— /mdiv (pVp2) = /p182

E(p) :/plogp+/Vp+%//W(x—y)p(fv)p(y) dz dy.

Le tenseur ¢ transforme la différentielle de F, qui est un champ de vecteurs cotan-
gents en son gradient grad E, qui est un champ de vecteurs tangents :

gy(grad E,s) =diff E - s.

Or, on a, pour tout vecteur tangent si,

dif £-s51 = /(logp+V+W*p)31:—/p81

) 0
= gp(dlv(pr), 51) = —9p (3_/;’ 31)-

[équation (4.1) s’interpréte donc comme la solution d’un flot de gradient, :

% = —grad E(p).
La premiére conséquence est la décroissance de E le long de p :
d dp Op 2 / Vp
—FE(p)=—g,| =—,— | = — = — — V w
7 E0) 9”<at’at> /pIVp| Pl YV VI

2
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On appellera dissipation d’entropie la quantité
2

v
D(p):/p‘Tp—i-VV—i-VW*p

Remarque 4.1.2. — Le tenseur métrique peut étre défini par polarisation a partir

de
. 2
gpls.s) = inf [ lu
ot linfimum est pris sur les champs de vecteurs u tels que
s + div(pu) = 0.

Cette remarque est trés importante : du point de vue physique, elle traduit la
minimisation de I’énergie. De plus, comme nous allons I'expliciter brievement dans la
suite, elle indique que le tenseur g munit la variété P d’une structure riemannienne
mathématiquement satisfaisante : il est possible d’identifier les géodésiques et la

distance riemannienne associées en terme de transport de mesures et de distance de
WASSERSTEIN.

4.1.2. Distance de WASSERSTEIN et géodésiques. — La distance de Wasser-
stein entre deux mesures de probabilité de densité respective par rapport a la mesure
de LEBESGUE fj et f; (admettant un moment d’ordre 2 fini) est définie par

Wa(fo, f1) = inf{ E(|X - Y|2)}

ou 'infimum est pris sur toutes les variables aléatoires X et Y de densités respectives
fo et fi. Un résultat, di & BRENIER et MCCANN (voir [Bre91] et [McC95]), assure
que 'infimum est atteint et le caractérise : il existe un unique gradient de fonction
convexe Vo (fo p.p.) tel que f; soit la mesure image de fy par V¢ (que ’on notera

Vo fo). De plus,
Wa(fo, f1)* = /|3€ — Vé(z)| folz) dx.

On peut ainsi montrer que 1’on parcourt la géodésique entre f, et f; en considérant
l'interpolation (f;),< ., suivante :

fsi=((1—=9)Id+sVe)#fo pour0<s<1,

et que la distance géodésique est la distance de WASSERSTEIN.

Remarque 4.1.3. — La mesure fy est transportée sur fs par le gradient d’une
fonction convexe donc

Wa(fo f.)’ = /|x (1= 8o + sV folx) da

= 52/|x — V¢(x)|2f0(x) dx
- S2I/V2(f07f1)2-



4.1. ’EQUATION DES MILIEUX GRANULAIRES 64

Le comportement en temps grand de E va s’avérer lié a la convexité de E mais
au sens de la distance riemannienne, cette notion, différente de la notion usuelle de
convexité est appelée déplacement-convezité.

Définition 4.1.4. — Une fonctionnelle E est dite déplacement-convexe, si, pour
toutes mesures fo et fi, la fonction qui a s € [0,1] associe E(fs) est conveze.
De plus, elle est dite strictement déplacement-convexe de constante A\, si pour

tout s € [0, 1],
2

d
WE(fs) > AWa(fo, f1)”
s
Le théoréme suivant rassemble les exemples de fonctionnelles définies sur 1’en-
semble P que nous aurons a considérer dans la suite. Nous identifions dans la suite
la mesure et sa densité par rapport a la mesure de LEBESQUE.
Théoréme 4.1.5. — 1. La fonctionnelle f — [ flog f est déplacement-conveze.

2. La fonctionnelle f — fo est déplacement-convezxe (resp strictement déplace-
ment-conveze de constante \) ssi V' est conveze (resp strictement conveze de
constante \).

3. La fonctionnelle f w [fW x f, définie sur les mesures de méme moyenne
fxf(x) dx, est déplacement-conveze (resp strictement déplacement-conveze de
constante \) ssi W est conveze (resp strictement convexe de constante \).

Preuve. — Nous allons montrer le troisieme point. Soit fy et f; deux densités de
probabilité admettant des moments d’ordre 2 et ayant méme centre de masse (i.e.
méme moyenne). Désignons comme précédemment par V¢ le gradient de fonction
convexe qui transporte fy sur fi;. On notera, pour simplifier les expressions, # =
Id — V. Il nous faut étudier la dérivée seconde de la fonction o définie par

o) = 5 [[We - i)t dsdy
= 5 [ W == slo@) o) o) ol ddy,

Un calcul immédiat donne alors
A
()2 5 [ [ 106a) 00 oo folw) s dy
La définition de 6 et le fait que fy et f; aient méme centre de masse donne

/Hfg(x)dx = /xfo(x)dx—/v¢(x)f0(x)dx
_ /xfo(x)dx—/xfl(x)dxzo.

Donc

a"(s) > )\/|9(x)|2f0(x) dz = AWy (fo, f1)°
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4.1.3. Dissipation de dissipation d’entropie. — Grace a la description des
géodésiques, il est possible de calculer la matrice hessienne de E et donc de calculer
la dissipation de dissipation d’entropie, notée DD(E), qui est définie par

B 0’F

DD(FE) = W(Hess E - grad E,grad E).

Lemme 4.1.6. — La dissipation de dissipation d’entropie est donnée par

DD(p) = 2/pIIHeSS p||2+2/p<D2Vp,p>

+ (D~ lpte) — pl0),pl) — Pyl de

ol p est défini comme auparavant par

p=—(logp+V +Wxp).

4.1.4. Comportement en temps long. — La convexité de potentiels assure
I’existence et I'unicité d’'une mesure d’équilibre qui est caractérisée comme 1'unique
point ot la fonctionnelle £ atteint son minimum. Toutes les conditions sont réunies
pour pouvoir appliquer la stratégie de BAKRY et EMERY : sous des hypothéses de
stricte convexité des potentiels, la dissipation de dissipation d’entropie peut étre
minorée par une constante que multiplie la dissipation d’entropie. C’est ’analogue
du critere de courbure. Une intégration sur le temps donne alors une vitesse de
convergence a l'équilibre. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Théoréme 4.1.7. — Si W est conveze et V est uniformément conveze (D?*V > NI
avec A > 0), alors
1
B(f) = B(ps) < 55 D),
et le retour a ’équilibre se fait o la vitesse e M.

Si V est conveze et W est uniformément convexe (D*W > Al avec A > 0), alors

B(f) - B(px) < D)

0l Pso G le méme centre de masse que f ; le retour a l’équilibre se fait a la vitesse
—Xt
e,

4.2. Commentaires et compléments

Dans cette section, nous nous placerons sur R pour simplifier les notations mais
tout ceci reste vrai en dimensions supérieures. Un exemple particuliérement intéres-
sant est celui o ’on choisit V' égal & 0 et W strictement convexe. Considérons donc
I’équation suivante :

ou

5= div [Vu + (uW' x u)].
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D’aprés le théoréme 4.1.7, u; converge vers 1’équilibre avec une vitesse exponentielle.
Notons toutefois une remarque trés importante. La fonctionnelle E est invariante
par translation, c’est-a-dire que pour toute mesure yu et tout a,

E(p) = E(px 0a).

L’évolution temporelle se fait dans la classe des mesures de méme centre de masse,
i.e. de méme moyenne. Une maniére simple de le voir est de remarquer que le
processus non linéaire de loi (u;)

(4.2) dX, =V2dB, — W'« uy(X,) dt

est d’espérance nulle. _
Dans la suite le processus (7:)t>0 désignera la solution de I’équation différen-
tielle stochastique (4.2) dirigée par le mouvement brownien (Bj),s,. Deux processus

(Y:)tzo et (Yi)tzw pour ¢ # 7, sont donc indépendants et identiquement distribués.

Dans [BRTV9S|, il est établi que le processus (X;),., admet des moments de tous
ordres bornés uniformément par rapport au temps.

Proposition 4.2.1. — Si E(‘YO‘%) est finie, alors, pour tout n € N, il existe un
réel K, tel que

sup E( ‘Yt‘2n> < K,,.
>0

Pour se convaincre de la véracité de la proposition 4.2.1, il suffit d’écrire la formule
d'ITO pour (X,)? entre 0 et ¢ :

—112 _
E(‘Xi )—]E(‘Xé

2 L —1
= =2 E[XSW *us(Xs)] ds + 2t
0
¢
- —2/E[Y§W’(Y§—Y§)] ds + 2t
0

t
- _/E[(Yi_yi)vvf(yi_yi)] ds + 2t
0

par indépendance des processus (7; ) et (7? ) et imparité de W'. La stricte convexité

de W donne alors
—112 —1]2 L O -
E ‘Xt _E ‘XO <—p E[(Xs ~ X)) ] ds+2t=—2p | E ‘Xs
0 0
Le lemme de GRONWALL achéve la preuve pour le cas de n = 1. Les autres se font
par récurrence.

Dans le chapitre 3, nous avons déja remarqué que le systéme de particules, associé
au processus non linéaire ci-dessus,

2
} ds+ 2t.

N
dX;Y = V2dB] — % S WX = XPY) dt,

Jj=1
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avait une courbure nulle au sens usuel. En effet, la matrice (H;;), ., i<y de coefficients

N

1 1 ) )
H;; = N ZW”(:L‘Z' —x;) et H;= —NW”(:L‘Z' — ;) pour i # j,
j=1
admet 0 pour valeur propre associée au vecteur (1,...,1). Ainsi, rien ne peut étre dit

de maniére évidente sur le comportement en temps long du systéme de particules.
Par exemple, le moment d’ordre deux de X;"” n’est uniformément borné en temps
mais est de l'ordre de ¢. Le comportement en temps du systéme de particules s’avére
donc moins bon que celui du processus non linéaire associé.

De méme, le résultat de propagation du chaos établi dans [BRTV98| n’est pas
uniforme en temps. On obtient uniquement le résultat suivant.

Proposition 4.2.2. — Si Xy est de carré intégrable, alors, pour tout T > 0,

2 COT?
< .

)<

sup IE( ‘XZ’N ~X,

0<t<T

4.2.1. 11 faut projeter. — Tentons donc d’analyser plus finement ce qu’il se
passe. Comme le potentiel d’interaction W est pair, on a

N
Z W'(z; — ;) =0 pour tout (xq,...,zy) € RY.
ij=1

et la mesure empirique vérifie :

N N N
%ZXZ’N = %ZX[H %ZBQ
=1 =1 =1

Cette quantité tend bien vers 0 (presque strement) quand N tend vers l'infini a
temps fini mais pas uniformément en temps.

Qu’en est-il des autres valeurs propres de la matrice hessienne H 7 Pour le savoir,
il suffit d’écrire H de la maniére suivante :

H(z) = p<Id - %11) + H(z) — p<Id _ %11),

ou T est la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1. La matrice A égale a

1
A=p|Ild— =1
admet 0 pour valeur propre simple associée a (1,...,1) et p pour valeur propre de
multiplicité N — 1. D’autre part, H — A est une matrice positive. Ainsi la matrice
H admet 0 pour valeur propre simple et ses autres valeurs propres sont supérieures

ou égales a p. Cela suggére que le comportement du systéme de particules est plus
« mauvais »dans la direction (1,...,1) que sur '’hyperplan M, défini par

N
M:{xGRN, in:0},
i=1
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qui est orthogonal a (1,...,1). On notera dans la suite B = (eq,...,ey) la base
canonique de RY et B’ une base orthonormée (vy,...,vy) de RY tel que v; soit
le vecteur 1/v/N(1,...,1) (qui est orthogonal a M). Enfin P désigne la matrice
orthogonale dont la l1gne i est le vecteur v;. Si (B;), désigne un mouvement brownien
standard sur R", alors (W;), défini par W; = P B; est encore un mouvement brownien
standard dans la base B'.

Projeter le vecteur X" sur M revient tout naturellement a lui retrancher la
moyenne de ses coordonnées : notons YV le processus défini par

N
. : 1 :
Y,:Z’N:X:’N_N E XY pourtouti=1,... N.

Par définition de YV,
Xti,N _ X_t],N — Y'tl,N _ )/t],N .

Ainsi, il vient

\/_B’——Z/W (YN —YIN)d ZBJ.

En adoptant I’écriture vectorielle, on a encore

V¥ =vV2B™ — /VHYN ds—< ZB])W

avec la notation

Le fait remarquable est que le processus (Y) est une diffusion sur M. En effet, la
projection d’une diffusion n’en est pas une en général. Toutefois, 'invariance de la
dérive par translation assure ici cette propriété.

4.2.2. Comportement en temps long du systéme projeté. — Nous mon-
trons dans cette section que la diffusion sur M que nous venons d’introduire est
« positivement courbée ». Nous en déduirons le résultat suivant.

Proposition 4.2.3. — Si W"(x) > p pour tout x € R, alors le processus (Y;V)
satisfait une inégalité de SOBOLEV logarithmique locale de constante :

%(1 ~ exp (—2p1)).

De ce résultat, découlent des inégalités de concentration gaussienne uniformes en
N
temps pour le processus (Y;"),-.
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4.2.3. Propagation du chaos pour le systéme projeté. — La derniére ques-
tion qui se pose est de savoir vers quoi et comment converge la loi d'une particule
parmi N dans le systéme projeté. Une réponse compléte a cette question, ainsi qu’a
celles concernant la simulation du processus non linéaire ou de sa mesure invariante,
est apportée par ’annexe C.
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CHAPTER 5

CONCENTRATION INEQUALITIES FOR
EULER SCHEMES

5.1. Introduction

In the past years, the Poincaré and logarithmic Sobolev inequalities has been
widely used in various domains from the statistical mechanics to analysis and prob-
ability theory (for an introduction, see [ABCT00]). In this paper, we provide a
new practical application of those inequalities (via the concentration of measure
phenomenon) for the simulation of diffusions or interacting particle systems.

Let us define first the Poincaré and logarithmic Sobolev inequalities on R?. The
first one, which is well known by analysts, is also called spectral gap inequality. Is is
a control of the variance by the L?-norm of the gradient.

Definition 5.1.1 (Poincaré inequality). — A probability measure i on R? sat-
isfies a Poincaré (or spectral gap) inequality with constant C' if

Var,(f) < CE,(IVf[),

for all smooth enough functions f.

The logarithmic Sobolev inequality is a control of the entropy by the L?-norm of
the gradient.

Definition 5.1.2 (Logarithmic Sobolev inequality). — The probability mea-
sure j1 on R? satisfies a logarithmic Sobolev inequality with constant C' if

Ent, (f?) < CE, (IVf]),

for all smooth enough functions f where
Entﬂ(fZ) = /f2 log f%du — /f2 dulog/f2 du .

Remark 5.1.8. — The Gaussian measure N'(m, S) on R? satisfies a Poincaré (resp
logarithmic Sobolev) inequality with constant p (resp 2p) which is the greatest eigen-
value of the covariance matriz S.
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Let us consider the diffusion process (X;),., on R? solution of the following
stochastic differential equation (SDE): -

t t
Xt:X0+/ b(Xs)ds+/ V20 (X,)dB,,
0 0

where (B;),s, is a Brownian motion on R? and o(z) is a d x d matrix and b(z) is a

vector of R, Let (R), be the semigroup associated to the sde. Under the curvature
criterion Eq. (5.3), the measures (B(-)(x)), g satisfy the logarithmic inequality

Entp (f7) < %(1 M) R(TY).

In this paper, we establish Poincaré and logarithmic Sobolev inequalities for ap-
proximating schemes, trying to link the constants to the ones of the underlying
diffusion. The easiest way, and in some sense the most efficient way, to simulate
this diffusion process is to use the Euler scheme (with increment 7). It is a Markov
chain on R¢ defined by

(5.1) X1 = X7+ b(X7)y + V20 (X)) (Bt — B,
i.e. with transition kernel K defined by

K(f)(@) :=E|f (2 +b(a)y + V20 (@)Y,
where Y is Gaussian r.v. N(0, Id).

Remark 5.1.4. — It is also possible to define the FEuler scheme with continuous
paths:

X7 = X7y +b(X))y + V20(X]) (B — Bry)
where T(t) stands for the integer part of t/~.
When the coefficients o and b are sufficiently smooth, the scheme (X,') is known
to converge to (X;) (see [Tal96] for a review of classical results).
Our strategy in this paper is to mimic the semigroup method used by [Bak97| in
the continuous time framework. Let us have a look to this method. To establish

a Poincaré inequality for a Markov semigroup (B) with infinitesimal generator L,
Bakry introduced the function o defined by

a(s) = R[(B-f)"].
Using the fact that the time derivative of Bf is BLf, one can get
(5.2) a'(s) =2RTR ,f,
where )

Pf = [L(%) - 2/Lf],

Computing the second derivative of «, one has

a(s) = 4RLR ,f,
where

B = J[L(Tf) ~ 20(f,Lf)]
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Under the assumption, which is known as the Bakry-Emery criterion with curvature
Ps

(5.3) Lf>pT/f,
the function o' is solution of the following differential inequality:
a(s) > 2pa(s).
This ensures the commutation relation
(5.4) TRf < e #'PIY.
At last, one uses (5.4) in Equation (5.2) to obtain the Poincaré inequality
1 — =20t

B(f%) — (Rf)* < —,—FBL/.

Remark 5.1.5. — A straightforward computation provides T'(f) = |oV f[.

To establish a logarithmic Sobolev inequality, one has to reiforce the commutation

relation to get
VIR] < e #R(VT]),

which is nothing else than
(5.5) loVRf| < e™"R(loV f]).

In Section 5.2, we assume that o is constant and we prove that the kernel K™
satisfies a logarithmic Sobolev inequality with constant

2
n=———(1—(1-=Xy)*™),

o = 3y LT LAY
where ) is the greatest real such that, for every v and x in R?,
(-Jach(z)v,v) > Av|*.

We also establish a similar result for the implicit Euler scheme which is used in the
case when the coefficients are no longer Lipschitz.

In Section 5.3, we consider a general diffusion process on R? and establish that
the iterated kernel K" satisfies a Poincaré inequality with constant

1—(¢y)"
1-C, 7
where ¢ and C, depend on the coefficients o and b.
We perform, in Section 5.4, the study of one dimensional diffusions. In particular

we establish logarithmic Sobolev inequalities for modified Milschstein schemes which
transition kernel is given by

15() = B[ (z 4200 + VB Z + 0@~ )7)],

where the law of Z is a probability measure with compact support, mean 0 and
variance 1. Moreover the constant is given by

Sroe (L A=+ 00,

D

Cyn =cy
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where p is the curvature of the underlying diffusion.

In Section 5.5, we deduce from the previous results exact confidence intervals for
numerical methods. Indeed the Euler scheme is used to solve PDE’s by Monte-
Carlo methods: one has to simulate N independent Euler schemes and consider
their empirical measure as a good approximation of the solution of the PDE. Prob-
abilistic methods as Euler schemes and interacting particle systems are also efficient
to solve numerically McKean-Vlasov equations. Those nonlinear partial differen-
tial equations can be approximated by mean field interacting diffusions (see [Szn91|
for an introduction to the propagation of chaos theory). [Mal01] uses logarithmic
Sobolev and concentration inequalities to describe this convergence. Nevertheless,
those results are not useful from a practical point of view (since a computer does not
simulate exactly a diffusion). In this paper we give precise confidence intervals for
the convergence of the both explicit and implicit Euler schemes to the solution of the
nonlinear McKean-Vlasov PDE. In particular, we study granular media equations
and the Navier-Stokes Equation in dimension 2 thanks to the vortex method.

5.2. Diffusions with constant diffusion matrix

In this section, we assume that the diffusion matrix ¢ is constant and equal to
the identity matrix /;. In fact we study the diffusion (X;), which satisfies

dX, = /2dB, — VU(X,) dt

where U is a smooth function.

Remark 5.2.1. — We deal with the gradient case in order to underline the connec-
tion between the diffusion process and its approzimation. Nevertheless, an analogous
work can be done replacing —VU (resp. Hess U) by a general drift b (resp. Jac b).

5.2.1. The explicit Euler scheme. — We still assume here that VU is an uni-
formly Lipschitz function on R?. The typical example is the Ornstein-Uhlenbeck
process (U(z) = |z|*/2).

The associated Euler scheme is the Markov chain with probability transition given
by

Kf(z) = E[f(a: — VU (z)y + \/27Y>]
where Y is a Gaussian r.v. N(0, I) in R?.
Let X\ be the greatest real such that for every z and v in R?,
(5.6) (Hess U(z)v,v) > Mv|*.

In what follows, we will assume that Ay < 1. This technical assumption is not
restrictive since the discretisation step  is small.

Let us establish now that the Euler scheme satisfies a local logarithmic Sobolev
inequality i.e. for every n, the kernels (K"(-)(x)), satisfy a log-Sobolev inequality
with same constant (depending in n).

x
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Theorem 5.2.2. — For everyn € N, x € R and (smooth) function f from R? to
R,
Entgn (f2) < Dy K" (V£
where D.,,, 1s equal to
4
5.7 D,p=————(1—(1-Xy)?).
Remark 5.2.3. — If \ is equal to 0, D, ,, has to be understood as 4ny.

Proof. — The kernel K(-)(z),, which is nothing else than a Gaussian variable with
covariance 2v1, satisfy a logarithmic Sobolev inequality with constant 4+.
Moreover, one has

VK f(x) = (Ig— vyHess U(z))K(V f)(x).
Then we get
(5.8) VK f(2)] < (1= A)K(Vf])(2).

The strategy to prove our theorem is to mimic the semigroup method developed
by Bakry and Emery in the time continuous case. We perform here a discrete time
integration of the entropy:

Entrn (f?) = K"(f*log ) — K"(f*)log K"(f?)

is equal to

n

Z {Kz [Kn—z(fZ) IOg Kn—z(fQ)] o Ki—l [Kn—i—l—l(fQ) IOg Kn—i—l—l(fZ)] }

=1

In what follows, g,_; stands for /K™ *(f?). So we have

Entren (f7) = K™ [Entr (90 )] < 47> K'[|Vgasil’],

i=1 i=1
since K satisfies a logarithmic Sobolev inequality with constant 4+.
Now, we make use of the commutation relation (5.8) to get, for 1 <i <mn,
n—i 2 n—i— 2
AKmi(f2) — AKKi-1(f2)
Then, since, from Cauchy-Schwarz inequality,

i =*(5)

|v9n71|

one has
2

[KIVE™ ()]
4KKn—i—1(f2)

[VE"1(f?)]

S K 4Kn—i—1(f2)

2] = K[|v9n7i71|2]-

A straightforward induction shows that, for 1 <i <mn,
Vgnil* < (1= M) VK[|V ).
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Then it follows that

n—1
: 1—(1—My)%™
Entgn(f?) < 4y [Zu - M)Zl] K" [|Vf[*] =4y _((1 — ;7))2 K"V
i=0
4
= — (1 —(1=M)"")K" 2

and the proof is completed. O
5.2.2. The implicit Euler scheme. — In this section we assume that U is a

uniformly convex function i.e. there exists A > 0 such that, for every z,v € R?,
(Hess Ul(z)v,v) > Mv|>.

One can guess that this is the fairest case. Nevertheless, the Euler scheme is known
to diverge. One has to consider the implicit Euler scheme which is construct by the
following way:

Xo =X, — VU(X;YH)’Y + v 27Y,
where Y is a standard Gaussian variable on R?. In other words, if ¢ is defined by
p(a) = (I +VU(2)y) (),
then the kernel K of the Markov chain is given by

Kf(r) :E[fogo(x—i— \/%Yﬂ

If N'(z,2v7) is the Gaussian distribution with mean z and covariance matrix 27yIy,
then

Entz(f?) = Entaeoyn ((f 0 9)%) < 47Exan [[V(f 0 9)[].
Now, by the definition of ¢, we get

Jac o(x) = [I; + yHess U(x)] ™"
Then, for every v in R?, one has

(Jac @(x)v,v) < (14+9A) "ol
So,

IV(fop)l=I(Jac @) (Vf(©))] <

As a consequence, the kernels (K (-)(x))
with the common constant

(el

, satisfy a logarithmic Sobolev inequality

4y
1+ My

On the other hand,
VK f(z) = Exwzyn[(Jac )(Vf) o o).
Then K and V satisfy the following commutation relation:

IVE(f)(@)] < (140" K(Vf)(2).



5.3. THE GENERAL CASE 77

Following the lines of the proof of Theorem 5.2.2, one sees that the implicit Euler
scheme satisfies a local logarithmic Sobolev inequality with constant:

4 1 1T\ 401+ M) 1
1+7/\71(1>2<1<1+)\7> )Zﬁo_m)'

1+Ay

Theorem 5.2.4. — For everyn € N, € R and (smooth) function f from R? to
R,
Entger (%) < DynK (IV/F)

where E%n 1s equal to

= 414Ny 1
. Do =Sy (= )

5.3. The general case

The aim of this section is to establish that the law of X' defined by Equation
(5.1) satisfies a Poincaré inequality with an explicit constant. Indeed, it does not
seem possible to establish a logarithmic Sobolev inequality for the Euler scheme
associated to a diffusion with a non-constant diffusion matrix.

Theorem 5.3.1. — If o and b belongs to C}, then, for every n in N and every
(smooth enough) function f,

K™(f*)(z) — (K" f(2))” < CouK™(IV ) (2),
where
1—(C)"

1 n =
(5.10) Gy, e 1-C,

Remark 5.3.2. — The constant C is equivalent to 1 + 'y for sufficiently small v
that’s why it is not surprising that v appears in the numerator.

The constant C. is defined by Equation (5.14) and is increasing as vy increases.
Then, it can be chosen uniformly in v < 7.

If C, is equal to 1, (1 — (C,)")/(1 — C.) has to be understood as n.

Proof of Theorem 5.3.1. — As in the previous section, we perform a discrete time
integration:
n n . ) n—i i— n—i 2
K - ()t = 3 LR ) - i ()
i=1

= YK - (KK

i=1
Then we have obtained:

(5.11) Var g« (f) :iKi_lVarK(K”_if).

=1
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One can notice that the operator Varg() is the analogous of I'. The key point is
then to obtain a discrete version of the commutation relation (5.4):

(5.12) Vary (K f) < c(y)K Varg(f),

where ¢(y) is near of e %7 when « is sufficiently small. This ensures that the
behavior of the Euler scheme is the same than the one of the diffusion process it
approximates. In fact, one can prove, using an expansion of K (f), that ¢(y) looks
like 1 — 2py 4+ o(7y). So, one can reformulate (5.12) as

KVary(f) — Varyg (K f) > 2pyKVarg(f).

This criterion is not easy to deal with, since it is asymptotic, but it is quite optimal
when the step v tends to 0: one can recover the curvature criterion for the underlying
diffusion.

In order to give a more tractable criterion (with an explicit constant), we choose
to loose this idea of optimality. Let us use the Poincaré inequality for the kernel K
which is the Gaussian law with mean = + b(x)y and covariance matrix 2yo(z)o*(z).

(5.13) Var (f)(z) < 27K (lo(2)V /") (@) < ey K(IVf]*) ()

since o is bounded. Now, to get a stronger relation than Inequality (5.12), one can
compute VK f(z) and gets

E[(I; + vJac B(x) + \/7yJac (o(2)Y))V f(x +vb(x) + /yo(2)Y)].
Let us recall that for any d x d-matrix A and any vector v in RY,
Auf’ < p(AA"2]oP

where p(AA*) stands for the largest eigenvalue of AA*. Then, Cauchy-Schwarz
inequality leads to

VEf(2)" < Elp(A(2) A(2) ) K[V ],
where the obvious notation

A(z) = Iy + yJac B(x) + y/yJac (o(x)Y)
has been used. We introduce at this point the following notation:

(5.14) Cy = supE{p(A(z)A(x)")].

Then, we have
(5.15) V()] < CK[|IVf].
Using Equations (5.15) and (5.13) in Equation (5.11), one gets
K"(f) = (K"f)" < 3 vk ([VE" 1) <oy (Z(Cﬁ"‘") K"(IV /),
i=1 i=1

which achieves the proof. O
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Remark 5.3.3. — For the one-dimensional case, we have

VK(f)(x):]E[(ler’(x)ermJ’(x)Y> (x+b ()7 + /270 (2) )]

The Cauchy-Schwarz inequality provides:
2
IVK(f)]? < E[(l +0'(z)y + v/ 270'(x)Y) ]K[|Vf|2]

< (M4 (2)y)? + 270" (2)) K[|V,
since Y s centered with variance 1. Then the “discrete time curvature criterion”:
forall z € R,

/() = (@) = 2V (@) = p,
provides the commutation relation:
IVE(f)? < (1 =2vp)K(IVf]).

A straightforward computation shows that the curvature criterion for the one-dimen-
stonal diffusion

dXt == \/§U(Xt) dBt + b(Xt) dt,

15 equivalent to

/
oo+ b ¥ > p.
o

5.4. The general case in dimension one

The previous section has stressed that, when the diffusion coefficient is not con-
stant, the Euler scheme does not satisfy the same commutation relation than the
diffusion it approximates. Our aim is now to study, in dimension one, several approx-
imating schemes which behavior is more closely related to the one of the diffusion
process.

5.4.1. The commutation relation for the Bernoulli scheme. — Let us now
introduce the approximation scheme with transition kernel J given by:

Jf(x)::E[fx—i-fyb +\/7X]

where the law of X is the probability measure (1/2)d_; + (1/2)d;. The function
oV.Jf is equal to:

]E[ (J(x)(l 4 () + 270'(;5))()) f (x +yb(z) + 270(35))()] ,
and can be rewritten as:
o(@) VIS (@) = E|(1 = aa (1)) (0f') (1w + 7b(2) + V290 (2)X) |

where
() = o(z +7b(x) + v270(2)X) — o (2)(1 + V() + 270" (2)X)

o(x + vb(z) + 2y0(2)X)
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The Taylor formula provides
a(x + yb(z) + 270(1‘))() = o(x)+0'(z) (b(x)fy + @a(az)X)
+0"(z)o(z)2 X%y + O(%/?).
Then we get that

+ I b’(a:)] 7O,

since X% = 1 almost surely. The curvature criterion (5.5) leads to

@ (7) = py +O0(*?).
Then, if v is sufficiently small,

o (@) VI f(2)] < [1=py + O] I(j0V f])(@).

Using the fact that the Bernoulli law satisfies a logarithmic Sobolev inequality
with constant 2 (see [ABCT00]), one can get that the iterated kernel J" of the
Bernoulli scheme satisfies a logarithmic Sobolev inequality with constant

2
-  (1-(1= O 3/2\\2n .
p+0(71/2)( (1= py+0(*2)™")
5.4.2. Modified Milshstein schemes. — The previous result seems to be sur-

prising since we have used the fact the Bernoulli r.v. satisfies X? = 1 a.s. Let us
show what occurs for a modified Milshstein scheme. Consider the Markov chain
with kernel

Jf(z) = E[f(x +b(z) + /277 + o' ()0 (x) (2% — 1)7)] ,

where the law of Z is a probability measure with compact support, mean 0 and
variance 1. The Bernoulli scheme is an example of such scheme. As in the previous
section, we compute cV.Jf and get:

E[ (1= B.(0)(0f) (= +30() + V270V + o' (@)o(2)(V* ~ 1)) .

where

B:v(f)/) =1-

o) (1+ 9V () + 270" (@)Y + y(0"(x)o(x) + o' (2)?) (Y2 - 1))
a(x +vb(x) + /2v0Y + o' (z)o(x) (Y2 — 1)7) '

Then we use Taylor formula to expand (3,(7y) and get

.0) = o(@o"(@) + T (o) + 01

o(z)
The curvature criterion (5.5) leads to

Ba(7) > py + O(¥*?).

Then, we get the commutation relation:

o(@)VIf(2)] < [L = py + O] I(j0V f])(@),
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which allows us to establish a logarithmic Sobolev inequality for the iterated kernel
J".

Proposition 5.4.1. — Let i be a probability measure with compact support, with
mean 0 and variance 1 which satisfies a logarithmic Sobolev inequality with constant
c. Then the iterated kernel J" of the modified Milschstein scheme of increment
satisfies a logarithmic Sobolev inequality with constant:

s o (1= e T oT)”)

5.5. Applications

One of the most useful properties of both Poincaré and logarithmic Sobolev in-
equalities is that they are tensorisable.

Theorem 5.5.1. — Let p be a probability measure on R:. If ju satisfies a spectral
gap (resp logarithmic Sobolev) inequality with constant C' then the measure p®N on
RN still satisfies a spectral gap (resp logarithmic Sobolev) inequality with constant

C.

Moreover, they provide concentration properties via the Herbst’s argument (see
[Led99]). We will say that f is a-Lipschitz function if

NG
T#y |"E - y|

where |-| stands for the Euclidean norm.

b

Theorem 5.5.2. — If a measure p on R satisfies a spectral gap inequality with
constant C' then for every 1-Lipschitz (for the Euclidean norm) function

P(|f(X) —Ef(X)] >r) <2 7/°.

If a measure . on RY satisfies a logarithmic Sobolev inequality with constant C' then
for every 1-Lipschitz (for the Euclidean norm) function

P(|f(X) - Ef(X)] > r) < 2777/,

5.5.1. Monte Carlo methods for parabolic PDE’s. — We present in this
section the application of Theorem 5.5.2 to probabilistic numerical methods to solve
PDE’s. We study first the general case and we also investigate the case when o is
constant.
5.5.1.1. The general case. — Define the second order differential operator L by

1 J d

where the d X d matrix a is defined by

a() = o()o" ().
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Consider the Cauchy problem

{ dyu(t,r) = Lu(t,r) in (0,T] x R
u(0,7) = f(z), x€R4

The solution of (5.16) is given for every (,z) in [0,7] x R? by
where (X;) is solution of the SDE:

(5.16)

(5.17) X, = o+ / 'o(X.)dB, + / (X ds.

In order to solve numerically (5.16), one has to mix the Euler scheme and the Monte-
Carlo method. Let (X),_, | be N independent copies of the Euler scheme (5.1)
and define

N
N () = S0 F (X)),
The problem is to give estimates for -
lu(t, z) —u"" (¢, x)|.
A natural decomposition of this error is:
lu(t,z) —u?N(t,z)| < ‘u(t,x) — Ef(Xgl(x))‘
+‘]Ef(X;”(x)) +u"N (¢, :L‘)‘
= a’(t)+ /7N (1).
The control of a?(t) can be efficient. In particular, it can be shown (see [TT90])
that
a” = C(t)y +0(7").
The term 37" is usual controlled by standard technics involving central limit the-

orem or Berry-Essen inequalities. The Poincaré inequality provides better estimates.
Indeed, we have the following exact confidence interval.

Theorem 5.5.3. — If the coefficients a and b of Equation (5.16) are Lipschitz and
bounded functions, then for every 1-Lipschitz function f and r > 0,

]P’( 27") < 2exp (_\éﬁ?").

Proof. — For every i = 1,..., N, the law of (X)"(x)) satisfies a Poincaré inequality
with constant C,, (see Equation (5.10)). By tensorisation (see Theorem 5.5.1) it
is still true for (X"(z)),_, .. Then, applying the concentration inequality to the
1-Lipschitz function o

~ oI (X @) ~ B (X))
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we get, for every r > 0,

(\/_Zf — VNEf(X}(x)) Z?”)SQexp(—C:m),

which achieves the proof. O

Corollary 5.5.4. — If the coefficients a and b of Equation (5.16) are Lipschitz and
bounded functions, then for every 1-Lipschitz function f and r > 0,

( Zf —Ef(Xu(z))

Vv IN
15 bounded by 2exp | — ™).
Cyn

>r+C(t)y+ 0(72)>

5.5.1.2. The gradient case. — Let us now investigate the case where the generator
L is equal to

1
Lf(r) = 5Af(x) = VU () - Vi (a).
We still associate to U the real A defined in Equation (5.6).

Theorem 5.5.5. — If the function VU is Lipschitz then the explicit Euler scheme
satisfies the following concentration inequality:

N
P(i
N_

D (X0 (@) ~ B (X7 (@) | 2

where D.,; is defined in Equation (5.7).
If U is no longer Lipschitz then the implicit Fuler scheme satisfies the following
concentration inequality:

N

1

Pl =
(N =

> (X (@) — Bf (X7 ()] 2
i=1
where D.,,; is defined in Equation (5.9).

Remark 5.5.6. — When X is positive, D, ; and EW are uniformly bounded by a
constant D for every t € Rt and v € (0,7]. Then the previous confidence intervals
are uniform in time i.e. for every t > 0.

5.5.2. McKean-Vlasov equations. — The probabilistic Euler scheme is also
efficient to solve numerically nonlinear PDE’s. This section is dedicated to the
study of McKean-Vlasov Equation which is given by:

0 1 & d
(5.18) &Pt - Z 81‘281‘] (aijle, PIF) = Z

iz, P Py)

Py is glven
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where P, is a probability measure on R? and
blz,p] = / b(z,y) p(dy) b(x,y) being a vector of R?
Rd
alz,p] = ofz,plofz,p]’
olz,p] = / o(z,y)p(dy) o(z,y) being a d X d matrix
Rd

for p a probability measure on R?.

This equation has been introduced by [McK67| and then widely studied from
both probabilistic and analytic points of view (see [Mél96] for a review). One of the
ideas is to associate to Equation (5.18) the process (X;) solution of the nonlinear
stochastic differential equation:

t

t
Ytzyﬁ/amps] st+/b[75,Ps] s
0

— 0
E(Xt) — Pt;

where £(X) stands for the law of X.
This probabilistic interpretation suggests the introduction of the following particle
system:

N
dXP = — ZUXZNX]’ )dB; + — ZbX“VX”)d
]:1

XSV =Xi i=...,N,

where (B?), are independent Brownian motions on R?. The idea is to replace the
law P, by the empirical measure p, of the particle system

1 N
— N ZéXti,N.
=1

The convergence of the particle system to the nonlinear process has been deeply
studied. In particular, it can be shown that the law of the particle system at time ¢
satisfies a logarithmic Sobolev inequality with a constant which does not depend on
the number of particles. This provides exact confidence intervals but they are not
useful from a numerical point of view since those processes have to be simulated.
A study of the convergence of the Euler scheme is performed by [BT96, BT97|.
Moreover, according to the first section, the Euler scheme associated to the particle
system satisfies a spectral gap inequality with a constant that does not depend on
its size N. As a consequence, one can establish the following estimate.

Proposition 5.5.7. — If the coefficients b and o are bounded and Lipschitz func-
tions then the Euler scheme associated to Equation (5.18) (via the mean field inter-
acting particle system) satisfies, for every 1-Lipschitz function f and r > 0,

> r) < 2exp (_\/57")‘
t

D FT @) ~ B (X (@)

N

1

Pl =
(N =
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5.5.3. The vortex method for the Navier-Stokes equation in dimension

two. — The velocity v(¢, z) of viscous and incompressible fluid in the whole plan
is driven by the Navier-Stokes Equation

ov
(5.19) a(t, z)+ (v-V)u(t,z) = vAu(t,z) — Vp

divo(t,z) =0; v(t,z) — 0 when |z| — oo

where p is the pressure and v > 0 is the viscosity (assumed to be constant). This
equation can be reformulated: let us introduce the vorticity w(t, z) given by:

ov ov

t t t
wlt. ) = 5 (a) = 5-(t.0)
Then w is the solution of the following nonlinear PDE:
ow
(t x) Vw(t,z) = vAw(t, z)
(5.20)
v(t, x) /K r—y)w(t,y)dy
where K is the kernel of Biot and Savart defined by
1 1
K(a:) = %m(—.ﬁvg, ZUl).

Equation (5.20) looks like a McKean-Vlasov equation with singular coefficients. In
spite of this lack of regularity, it is possible to establish the existence of a weak
solution for the associated SDE:

dX, = V2udB, + K « w(t, X;)dt
(5.21) L
L(X) = w(t,y) dy.

To overcome the explosion of K at 0, one has to introduced a cutoffed kernel K..
Let us notice that K can be rewritten, for every = in R?, as
K(x) = Vog(|z))
with
oF  OF )

1
g(r) = —%logr and V7 F(zy, 1) = (8—561’_6—332

For some £ > 0, let us consider g. such that ¢g.(r) = g(r) if r > ¢ and extended
on [0,¢] in order to have |g.(r)| < |¢'(r)| and |gZ(r)| < |¢g"(r)|. At last,

K.(z) = V*g.(|a]).

The introduction of those smoothing kernels is performed by [MP82|. Let us intro-
duce the associated interacting particle system.

t
XN = Xi++/2B! + / K, IV (X5Y) ds
0

where T1Y¢ stands for the empirical measure of the system, i.e.

1 N
Hi\f,a = N Z (5X;',N.
=1
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There is propagation of chaos. More precisely, for every 17" > 0,

M,
< = exp (¢oTL,).
) < ag o)

where X' is solution of Equation (5.21) with B’ instead of B (see [Mél00]).

One could expect a similar result when XZ’N is replaced by its approximating
the Euler scheme X7. Furthermore, the law of X satisfies a logarithmic Sobolev
inequality which provides the following confidence interval: for every 1-Lipschitz

function f,
]ID (

is bounded by 2 exp <—

]E(sup XV X,

t<T

1 — : -
2 fXP) —Ef (X))
=1

M,
>r+ exp (COtLE)>

VNL,

2

———— | when the initial condition is a probability measure
K(t,¢)

with compact support.

5.5.4. Granular media equations. — In this section, we deal with the granular
media equation:

0

a_? = div [Vu + u(VV + VIV = )],

where * stands for the convolution and V and W are convex potentials on R?. This
equation in R with V = |2]?/2 and W = |z|*> has been introduced by [BCP97] to
describe the evolution of media composed of many particles colliding inelastically in
a thermal bath.

It is possible to establish that the solution wu; of the nonlinear partial differential
equation converge to an equilibrium distribution u.. The more intrinsic way to
quantify this convergence is to use an generalization of the relative entropy:

n(u) = /ulogu + /uV + % //W(x — y)u(x)u(y)

Theorem 5.5.8 (|CMVO1]). — If V is uniformly convezx, i.e. Hess V' > A and
W is even and convex then

n(ue) = N(us) < Ke™

where uq, s the unique minimizer of n or equivalently the unique solution of
1
Uso = — €xXP (=V(x) = W xux(z)),
with
Z = /exp (=V(x) = W x ug(x)) de.

The granular media equations can be viewed as McKean-Vlasov equations. The
associated particle system in mean field interaction is well defined and the propaga-
tion of chaos result holds uniformly in time (see [Mal01]):

7

]E(‘X,f’N - X

)<
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The coefficients of the SDE which defines the particle system are not Lipschitz so
the implicit Euler scheme has to be employed. At each step, one has to inverse a
function with N variables (where N, the number of particles is great). This is not
too hard when the potentials are uniformly convex since, in this case, the algorithm
is efficient.

So, we can get confidence intervals for the convergence of the Euler scheme to .

Theorem 5.5.9. — There exists a constant ¢ such that, for every 1-Lipschitz func-
tion f,
1 & c
Pl |—= E YY) — / Ao > 1+ /7 + —— + ce™M | < 2eNN/2,
( N p f( t ) f - ﬁ \/N =~

where (Y,¥7), oy s the implicit Euler scheme with discretisation step vy associated to
the interacting particle system.
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ANNEXE A

LE CRITERE DE COURBURE-DIMENSION

A.1. Introduction

Aprés que GROSS a établi I'inégalité de SOBOLEV logarithmique pour les mesures
gaussiennes, la question s’est posée de formuler des critéres pour des mesures plus
générales. L’objet de ce chapitre est de présenter I'un des pas les plus importants
accomplis dans cette direction. Le critére de courbure-dimension, dii & BAKRY et
EMERY, permet en effet d’établir des inégalités de POINCARE ou de SOBOLEV lo-
garithmique pour un semi-groupe ou sa mesure invariante. L’idée est d’associer a
un générateur de MARKOV sur une variété une « courbure » réelle et une « dimen-
sion » dans [1,00] en extrapolant le cas du laplacien sur une variété riemannienne
compacte.

Nous commengons par étudier le cas du semi-groupe d’ORNSTEIN-UHLENBECK
comme exemple fondamental de la méthode de semi-groupe qui constitue la clef de
voite du chapitre.

Aprés avoir présenté le critére de courbure en dimension infinie, nous montrons
qu’il est une condition suffisante trés pratique pour établir des inégalités de trou
spectral ou de SOBOLEV logarithmique pour un semi-groupe de MARKOV, i.e. pour
toutes les mesures B(-)(x) uniformément en z. Nous établissons ensuite que le ré-
sultat reste vrai pour la mesure réversible du semi-groupe sous des conditions plus
faibles (ce sont les critéres intégrés). Le cas des générateurs de diffusion de la forme
A — Vo -V est I'exemple fondamental de toute cette étude.

Enfin, nous montrons que l'inégalité de courbure-dimension permet d’améliorer
certains des résultats précédents. En particulier, elle fournit les constantes optimales
des inégalités de POINCARE et de SOBOLEV logarithmique pour la mesure de vo-
lume sur la sphére de R", mais aussi les inégalités entropie-énergie logarithmiques
introduites au chapitre 4*.

A.2. L’exemple du semi-groupe d’ORNSTEIN-UHLENBECK

Nous allons établir une nouvelle fois I'inégalité de SOBOLEV logarithmique pour
la mesure gaussienne canonique sur R”. Toutefois, la méthode employée ici, dite de
semi-groupe, se généralisera au cas d’une mesure sur une variété riemannienne et
constituera la clef de ce chapitre.
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Considérons le semi-groupe d’ORNSTEIN-UHLENBECK sur R” comme il a été in-
troduit au chapitre 2*. Rappelons que son générateur infinitésimal s’écrit, pour toute
fonction f dans A, I’algébre standard associée,

Lf(z) = Af(z) — ¢ - V(2),
qu’il admet 7, la mesure gaussienne canonique sur R", pour mesure réversible et
qu’il se représente ainsi :

Rf(z) = E(f(e’tx +Vv1-— e*tX))
ol X suit une loi gaussienne centrée réduite. En particulier, le semi-groupe vérifie
(A.1) VEBf(z) = e "BV f(z).

De plus, il est clair que Bf(x) converge vers E,(f) quand ¢ tend vers +oo. On a
donc

Bu () = - [ / 0[RS log B f] ds d
= — [ [Ttoers+Rsas i
0

00 00 2
A2 = ViegRf -VRBfdyds = VRS dvyds
(
0

Bf
/ [ @I
(A.3) < /0 / 5%(%) dry ds

VAP [ o IV /]
§E7<T>/062d5 2E<f>7

ot (A.2) est obtenue par réversibilité de v et (A.3) découle de 'inégalité de CAU-
CHY-SCHWARZ. En remplacant f par f2, on retrouve l'inégalité de SOBOLEV loga-
rithmique de constante 2 pour la mesure gaussienne

Ent, (f%) < 2B, (IV/T).

Ainsi la clef du raisonnement est la relation (A.1) de commutation de B et de V. Nous
allons voir que le critére de BAKRY-EMERY permet de caractériser les situations ou

VIRf <e "B\Tf

est vraie pour un certain p réel et tout ¢ positif.

IN

A.3. Définitions

Dans tout le chapitre, nous nous placerons sous I’hypothése d’algébre standard.
Ceci permet de justifier les raisonnements de type semi-groupe qui utilisent des
compositions de B, L, etc ...
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Hypothése A.3.1 (de l’algébre standard). — On suppose [’existence d’une al-
gebre A de fonctions (dite algébre standard), incluse dans tous les espaces LP(u),
1 < p < oo, dense dans chacun d’euz. On demande a cette algébre d’étre stable par
tous les opérateurs B, ainsi que par L, et par composition avec les fonctions C*° qui
sont nulles en 0. Lorsque la mesure p est une probabilité, nous demanderons en plus
que cette algebre contienne les constantes, et soit stable par composition avec toutes
les fonctions C'*°, sans restriction de nullité en 0.

Rappelons briévement la définition de I'opérateur carré du champ associé & un
générateur L : pour f et g dans A,

D(f.9) = 3 L(fg) ~ fLg — gLf].

Nous pouvons a présent introduire "'opérateur I5.

Définition A.3.2. — On appelle opérateur I3 la forme bilinéaire symétrique sui-
vante : pour f et g dans A,

1
(A.4) B(f.9) < JILT(f.9) ~ T(f,Lg) ~T(Lf,g)].

On notera I'(f) et B(f) pour I'(f, f) et (f, f). La définition A.3.2 se comprend
bien si ’on considére le procédé itératif suivant. On peut construire a partir d’une
forme bilinéaire @) sur A4 une autre forme bilinéaire B(Q) en posant, pour f et g
dans A,

(A5) BIQ)(f. ) = 5[LQ(0) ~ Q. Lg) — QLS )]
Il est clair que si Q(f,g) = fg, alors
B(Q)=T(f,g9) et B(B(Q)) =L(f9)

A.3.1. Exemple fondamental. — Nous présentons ici un exemple générique qui
est d’ailleurs I'un des seuls cas ou I'on soit capable d’expliciter les objets considérés.
Nous nous placons sur R” et nous nous donnons une fonction & de R” dans R de
classe C? telle que [, e ®dx soit égale a 1. L'opérateur L défini par

Lf=Af—-V®.-Vf

admet pour mesure réversible y de densité exp(—®). En effet, pour toutes fonctions
f,g dans A, on a

S Sy X s Sy
-3 [ o

— —/Vf-ngu:/ngdM-
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On montre aussi que I'(f,g) = Vf - Vg. Calculons a présent I;(f). On a, indépen-
damment de g,

2
LI‘(f):2Z< O ) P i O'f _2Zaq>af Of
i,J

— \ 0u;0u ~ du; Ox2dr; 9z; Ox; 0x;0x;

et

af 3f 00 of 0*f
oT(f,Lf) = 2y —=— -2 EI

of of 9%

%)

Ceci nous donne, par définition de I'opérateur I3,
L(f) = |[Hess fll; + (Vf)" (Hess ®)(Vf),

ou

2
T o f
||Hess f||2 = Z axax .
ij=1 v
Nous avons en fait retrouvé dans un cas particulier la formule de BOCHNER que
nous utiliserons & nouveau un peu plus loin.

Remarque A.3.3. — Si A désigne le laplacien sur R™, le calcul précédent montre
que pour f et g dans A,

T(f,9) = Vf Vg et B(f) = |Hess fl3.

On a donc, par l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, pour toute fonction f dans A,
1
(/) > —(Af)"

A.3.2. Un peu de géométrie. — Afin de bien comprendre la pertinence du
critére que nous allons introduire, il nous faut faire un peu de géométrie. Dans le
paragraphe qui suit, nous tenterons d’allier simplicité et rigueur et nous renvoyons
a [Cha93| ou [GHLI0| pour une présentation compléte.

Soit M une variété compacte de dimension n munie d’une métrique riemannienne
g i.e. une application différentiable sur M qui & tout point # de M associe un produit
scalaire sur l'espace tangent & M en x. On peut donc identifier g, & une matrice
définie positive. Nous désignerons alors son inverse par g;'. Nous noterons enfin y
la mesure de volume normalisée associée a (M, g). Il existe sur M un opérateur, dit
de LAPLACE-BELTRAMI, qui généralise la notion de laplacien sur R" (et que nous
noterons encore A). Son action sur les fonctions de classe C*° définit un générateur
de MARKOV dont le semi-groupe associé est réversible sur L?(p). On a de plus, pour
toute fonction f de C*(M),

L(f) =9 (VL. V]).
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La derniére notion de géométrie riemannienne dont nous aurons besoin est celle
du tenseur de RICCI qui sera noté Ric. Pour une variété de dimension 2, ce tenseur
s’exprime simplement

Ric, = K (2)g; ",
ou K (z) désigne la courbure scalaire (ou courbure de GAUSS) : ¢’est le produit de la
plus petite et de la plus grande courbure en x des courbes tracées sur M. De maniére
générale, le tenseur de RiIccCI, dans un systéme de coordonnées locales, s’identifie a
une matrice symétrique n x n et si p(z) est sa plus petite valeur propre (par rapport
au produit scalaire g, '), il vient :

Rico(Vf, V) > p(a)g; (V. V [).
Puisque M est compacte, il existe un plus grand réel p tel que pour toute fonction
f de C>®(M)

(A-6) Ric(Vf, V) = pL'(f),

c’est 'infimum de p(x) sur M. Enfin, la formule de BOCHNER (que nous admettrons
ici) assure

B(f) = Ric(Vf, V.f) + ||Hess f[;.
Donc, d’aprés (A.6) et I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, pour toute fonction f de
COO(M)7

(A7) B() 2 A0() + (M)

Ezemple 2. — Pour la sphére de dimension 2 (resp. le tore ou l’espace hyperbolique
de dimension 2), p est égal a 1 (resp. —1).

Le langage de la géométrie a le mérite de s’affranchir des calculs dans les systémes
de coordonnées locales puisqu’il fournit un sens intrinséque aux notions de laplacien
ou de tenseur de RiccI. Nous allons toutefois expliciter, pour le lecteur courageux,
les formules qui permettent de calculer 'opérateur I3. On pourra omettre ce qui suit
en premieére lecture.

Soit L un opérateur de diffusion sur une variété M de dimension n. Il s’écrit dans
un systéme de coordonnées locales :

LI 0?2 " o
= E v E ? —
L g (x)axiaxj * _ V(@) oxt’

1,j=1 i=1

La matrice définie positive (gi;), ; ('inverse de (¢%), ;) munit R* (ou un ouvert de

R™) d’une métrique riemannienne. Grace a la formule de BOCHNER, le calcul de I3

se raméne a celui du tenseur de RICCI associé a L. Il est constitué de deux termes

provenant respectivement des termes de second et de premier ordre de L.
Introduisons tout d’abord les symboles de CHRISTOPHEL

F]-déf'—g P Py P - our 7,5, k=1,....n.
ki 2 o g 633’“ 33:1 axp p y s ) )
L’opérateur L s’écrit alors

L=A+X
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ou A est I'opérateur de LAPLACE-BELTRAMI associé a la structure riemannienne
induite par g et X est le champ de vecteur donné par :

X' =0+ ¢}

k=1
Le tenseur de courbure de RIEMANN associé & (M, g) est défini par
aer. Oy n
; éf. ) .
okl — 8;1 axk ZF ZF;,,CFZ’Z pour i,q,k, [ =1,...,n.

p=1
Le tenseur de Riccl (Ry) provenant du terme de second ordre s’écrit alors

def.
Ry = Zqul pour ¢,l =1,.

=1
Celui qui provient du terme de dérive s’écrit quant a lui :

o 1 .y
My & S (VX + VIXY)
ou ,
. 0XY
V'X7 = S Jrz:FfﬂX’c pouri,j =1,...,mn.
x

Nous appellerons alors tenseur de RICCI de L la différence R — M.

Remarquons pour finir qu'’il n’est pas trés difficile de voir que, dans le cadre de
notre exemple fondamental (voir section A.3.1), le tenseur de RICCI est bien égal a
la matrice hessienne de .

A.3.3. Le critére. — Une généralisation de la relation (A.7) va nous permettre
d’associer & un opérateur différentiel des notions de « courbure » et de « dimension ».
Cette idée permet d’unifier les exemples géométriques et analytiques (A — V& - V).

Définition A.3.4. — Nous dirons que ['opérateur L vérifie une inégalité de cour-
bure-dimension CD(p,m), avec p € R et m € [1,00], si pour toute fonction f de
A,

(A8) B(7) > o) + (L)
L’inégalité en dimension infinie
(A.9) L(f) = pL'(f)

est appelée critére de courbure ou critéere I.

Remarque A.3.5. — Les laplaciens sont les seuls générateurs de MARKOV de dif-
fusion (voir définition A.4.3) pour lesquels la dimension dans CD(p,m) coincide
avec la dimension de la variété (pour les autres opérateurs, on a toujours m > n).
En effet, on peut montrer (voir |Bak94|), dans le cadre général, la propriété sui-
vante : le générateur L = A — V® - V vérifie CD(p,m) si et seulement si m > n
et

(Ric(A) = VV® — pI')(m —n) > VO @ VO.
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Remarque A.3.6. — En reprenant les notations de la section A.3.1, l'opérateur L
vérifie le critére CD(p,00) si et seulement si p minore le spectre de Hess ® sur tout
R™.

D’autre part, lopérateur L étudié dans la section A.3.2 vérifie le critére CD(p, 00)
si et seulement si

R—M>pg™'

en tout point de la variété (la minoration ci-dessus étant & prendre au sens des
formes bilinéaires sur R™).

A.4. Courbure en dimension infinie et inégalités locales

Soit (B);>o le semi-groupe de MARKOV associé & L. Nous appellerons inégalité
locale une inégalité fonctionnelle vérifiée par les mesures B(+)(z) uniformément en
z. Nous allons voir qu’elles sont liées de facon trés naturelle & CD(p, 0o).

A.4.1. L’inégalité de POINCARE locale. —

Proposition A.j}.1. — Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) CD(p,00) est vérifiée
(ii) Vf € AVt >0, T(RBf) <e *R(L(f))

1 — e 20t

(iii) Vf € A VE>0, R(f*) — (Rf)* < ——R(T(f)).

Démonstration. —
(i)=(ii)

Soit f € A et t > 0. On considére la fonction ¥ : [0,#] — R définie par :

¥(s) = B(T(B-,[)).

Remarquons que c’est pour que V¥ soit bien définie et pour que les calculs qui suivent
soient licites que nous nous plagons sur I'algébre A. On notera dans la suite g pour
B _.f. On a alors, d’aprés la formule de dérivation des fonctions composées,

¥'(s) = RI[LI'(g) - 2T(g, Lg)]
2RIx(g) > 2pRI(g) = 2p¥(s).
Donc, d’aprés le lemme de GRONWALL, U(t) > W(0) exp(2pt), ce qui n’est autre que
(ii).
(ii) = (i)
Posons a présent U(s) = B[(R_,f)?] et encore g = B_,f. Alors

¥'(s) = B[L(g%) — 2g9Lg] = 2B(I'(9g)).
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Donc
B(/%) — (Bf) = W(t) - ¥(0) = 2 / RT(B_.f)d
(A.10) < 2/t —2sBR_,T(f)ds
(A11) _ <?£ 2ww>3rg)
1— 72pt
= P —R(T'(f)).
(i) = (i)

Par la formule de TAYLOR appliquée a t — Bf en 0, il vient :
2

3f:f+mf+%L@ﬂ+owy

Ceci donne
B(f*)— (Bf)? = t[L(f*) - 2fLf]
+5 [LL() — 2/LLS) — 2(L1)?] + ().

En utilisant deux fois la relation
L(gh) = 2T'(g, h) + gLh + hLg,
on remarque que
L(L(f?)) =2L[Lf + fLf] = 2 [LTf + 2D(f,Lf) + (Lf)* + fL(Lf)] .
Il vient donc
B(f*) — (Bf)* = 2tTf + ![L(Tf) + 2T (f,Lf)] + o(t*).
D’autre part,
1 — e 20t
o

En comparant les deux développements grace a ’assertion (iii), on obtient exacte-
ment la propriété (i). Remarquons que ’on n’utilise ici qu’'un développement limité
de (1 —e™)/p a Pordre 2 pour obtenir (i). On peut donc remplacer (iii) par une
version affaiblie, i.e. remplacer (1 — e ") /p par une fonction ¢ définie sur [0, ¢,] et
a valeurs dans R* telle que

o(t) = 2t — 2pt* + o(t*) en 0.

R(D(f)) = 2tTf + 2C°[L(T f) — pTf] + o(t).

O

Remarque A.4.2. — Chacune des assertions de la proposition A.4.1 est encore
équivalente a

2pt
Vi€ AVi>0, B(f?) - (Bf?> !

L(RBf).
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Il suffit en effet de remarquer que, de maniére symétrique a (A.10), (i) assure aussi

PI(B_.f) > T (BB_,f).

A.4.2. L’inégalité de SOBOLEV logarithmique locale. — On peut améliorer
la proposition A.4.1 lorsque (B);>¢ est un semi-groupe de diffusion. Nous donnons
la définition générale qui permet de prendre en compte le cas des diffusions sur les
variétés. Pour fixer les idées, on pourra penser a une diffusion comme un opérateur

différentiel du second ordre sans terme constant.
n

Lf(x):Za () 81‘281'] —i—Zb

i,j=1 i=1

de matrice (a;;); ; symétrique positive.

Définition A.4.3. — On dit qu’un opérateur L est une diffusion si pour toute
fonction ®, de classe C*° de R™ dans R, et toute fonction f = (f1,..., fn) dans A",

(A.12) L(q’(f)):Z‘I’Q( L(f:) +Z<1> L(fi f3)-

Par extension, on dira aussi qu’un semi-groupe est de diffusion lorsque son géné-
rateur infinitésimal est un opérateur de diffusion.

La propriété de diffusion (A.12) permet d’obtenir, par un calcul direct que nous
ne détaillerons pas ici (et que 'on pourra trouver dans [Bak94|), les formules de
changement de variables suivantes :

Lemme A.4.4. — Soit ® une fonction de classe C*° de R™ dans R et f égale a
(fiy ., fn) un élément de A™. On a alors

(A.13) Zaq) )L(fi, £3)
et
(A.14) wa NB(fi, £;)

+2Zaq> )05 (F)H(f:) (f3, )

7]7

(A.15) + > (R (OT(fi, fo)T (5 1)

1,7,k,l

0it H(1) (g, h) = 5[T(9,T(f, 1) + D0, T(S,9)) ~ T(S, Dy, )],

On peut alors établir le résultat suivant :

Lemme A.4.5. — Si CD(p,00) est vérifiée et L est un générateur de diffusion, on
a

(A.16) Vi A, 4AT()B(f) - pL(f)] = D(D(F)).
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Preuve. — En utilisant la formule (A.14) pour une fonction ® de deux variables qui
vérifie

0® =0}, =05, =0,0®=1et 05,0 =a
au point (f(xg), g(xo)), le critére I3 appliqué a ®(f) donne

L(f) +4H(f)(f, 9)a+2[L(f, 9)* + T(f)T(g)]* > pL(f).

On écrit alors que le discriminant de ce trindme est négatif. En remarquant que

H(/)(f.9) = 56, T(f)) et T(f,9)* < T()T(g),

il vient :
T(g,T(f))? < A[B(f) — pL(f)IT(f)T(9)-

Il ne reste plus qu’a choisir g égale a T'(f) pour achever la preuve. O

Ce lemme constitue une amélioration importante par rapport a la premiére partie
puisqu’il entraine le résultat suivant :

Proposition A.}.6. — Si L est une diffusion, les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) CD(p,00) est vérifiée
(i) Y/ € AVt > 0, /T(BF) < exp(—pt)B(JTT).
Remarque A.4.7. — L’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ assure que

(Rf)? <B(fY),

done Uassertion (ii) ci-dessus renforce bien la propriété (ii) de la proposition A.4.1.

Remarquons encore que dans le cas ou L est de la forme A —V® -V sur R*, T’
est tout simplement le carré de la norme du gradient et donc l'assertion (ii) s’écrit
aussi

IVBf| < exp(—pt)B|V f].

Preuve de la proposition A.[.6. —

(i)=-(ii)
D’aprés le lemme A.4.5, il suffit de montrer que (A.16) implique (ii). Pour cela,
considérons la fonction ¥(s) = exp(—ps)R+y/T'(B_sf). On écrira encore g = B_f.

I'(g,Lg)

U'(s) = —pW(s) + exp(—ps)R[Ly/I'(g)] — exp(— \/7

D’aprés la formule de changement de variables (A.12), on a

I(D(g))
wE \/—g T ()
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Donc
L(I'(9)) —2T'(g,Lg)  T(L(yg))
N GO LA

_ 4T (9)(I2(9) — pL(g)) — T(L'(9)
= ealopm| 1) ]

U'(s) = exp(—ps)R

donc ¥ est croissante et ¥(t) > ¥(0), ce qui n’est autre que (ii)
(i) =(i)
Il suffit de remarquer que la fonction qui a t positif associe
¢(t) = exp(—pt)R(VT'f) — VI(RS)
est positive, nulle en 0 et dérivable. En particulier, ¢'(0) > 0, i.e. I'assertion (i) est
vraie. U

Nous sommes a présent en mesure d’améliorer la proposition A.4.1.
Théoréme A.4.8. — Si (R)i>o est un semi-groupe de diffusion et p est un nombre
réel, les assertions suitvantes sont équivalentes :
(i) CD(p, 00) est vérifiée
(ii) Pour tout f € A et tout t > 0,
2 _
B(f*log f*) — B(f*)log B(f*) < ;(1 —e R(T(f))
(iii) Il existe une fonction c positive définie sur un intervalle [0,ty] qui s’écrit
4t — 4pt® + o(t*) en 0,
telle que, pour toute f dans A et t dans [0, 1],
B(f?log f*) — B(f*)1log B(f*) < c(t)R(T(f)).
Preuve. —
(ii)=(iii)
C’est immeédiat.
(iii)=(i)
On utilise ici I’argument qui permet de comparer dans la section 1.2.6* les inégalités

de POINCARE et de SOBOLEV logarithmique. Dans (iii), on remplace f par 1+ g.
Pour toute mesure de probabilité v, quand ¢ — 0,

Ent, (f)((1+¢cg)?) = 2¢*Var,(g) + o(e?).
Comme de plus B(I'(1 +eg)) = e?R(Tg), il vient

B(¢*) — (Rg)* < ——=R(I(y)),

qui est une inégalité de POINCARE locale qui est équivalente & CD(p, 0o0) d’aprés la
proposition A.4.1.
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()= i)
Soit @ une fonction de classe C2. On note ¥(s) = B(®(B_,f)). Par la propriété de
diffusion (A.12),
\IJ,(S) = E[L(I)(stf) - (I)I(stf)Lstf] = E[Q)H(stf)rlzt.fsf]'

En choisissant ®(z) = xlogx, on obtient, grace a la proposition A.4.6,

F(H—sf):| < 6_2p(t_s)P [ t—s\/I‘_f]Z
t—sf - ’ B—sf

De plus, par I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, pour toutes fonctions h et k positives,

(A17) LR (’f) |

U'(s) =R

t—sh h
Avec h = f et k = y/I'(f), on obtient

¥(s) < e pp, () - cweop (B,

Il ne reste plus qu’a écrire

Entg,(f) = ¥(t) — ¥(0)

 ([a)n()

< 2i(1 —e )R <&> :

p f
On applique l'inégalité précédente & f? en utilisant T'(f2)/f? = 4L (f). O
Remarque A.4.9. — La propriété (i) est encore équivalente
1 L'(B(f?
Ve AVt>0, B(f*logf?) —RB(f*)logR(f*) > 2—(62"lt - 1)%
p i

Pour obtenir cette minoration, la preuve débute de la méme maniere, puis on écrit
cette fois-ci

2
o m@.pl. BVI®D] ) rep
‘I’(S)‘B{ B ]Z TR T

grace a (A.17).

Exemple 3. — Nous allons retrouver ici de maniére trés rapide que la mesure gaus-
sienne standard de R"™ satisfait une inégalité de SOBOLEV logarithmique de constante
2 dont nous savons déja qu’elle est optimale (voir théoréme 1.5.2%).

Le laplacien dans R™ wvérifie le critére CD(0,00). Le calcul des opérateurs T et
I3 est un cas particulier de ’exemple fondamental détaillé dans la section A.3.1.
D’autre part, le semi-groupe associé au laplacien (dit semi-groupe de la chaleur)
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admet la représentation swivante : pour toute fonction f de classe C*° a dérivées
bornées,
>  dy
Bf(x)= [ flye = ——7%.
R (4rt)"/?
Remarquons que (B);>o est aussi, a une renormalisation en temps pres, le semi-
groupe du mouvement brownien standard sur R".
Appliquons a présent le théoreme A.4.8. La constante 2(1—e=2')/p se prolonge en
4t pour p nulle. Enfin, remarquons que pourt = 1/2 et x = 0, on retrouve l'inégalité
de SOBOLEV logarithmique pour la gaussienne standard, ce qui achéve notre propos.

Remarque A.4.10. — Sous les hypothéses du théoréme A.4.8, on peut encore mon-
trer que CD(p,00) est équivalente & une autre inégalité locale, dite d’isopérimétrie
gaussienne fonctionnelle (voir [BLI6| ).

A.5. Inégalités pour la mesure réversible et critéres intégrés

Lorsque p > 0, le critére de courbure permet d’obtenir les inégalités de POINCARE
et de SOBOLEV logarithmique pour la mesure invariante et le carré du champ associés
a lopérateur L. Il suffit pour cela de supposer que le semi-groupe est ergodique :

Définition A.5.1. — Un semi-groupe (B);>o de mesure invariante p est dit ergo-
dique, au sens L*(p), si

Jim Bf = E,(f) dans L*(s).

Une condition suffisante d’ergodicité est que 'opérateur ' ne s’annule que pour
les fonctions constantes (voir [Bak94|). Dans ’exemple fondamental A.3.1, les semi-
groupes associés aux opérateurs de la forme A — V® - V sont toujours ergodiques
puisqu’alors T'(f) est égal a |V f|°.

Si (B)i>o0 est ergodique et p > 0, on peut faire tendre ¢ vers I'infini dans la
proposition A.4.1 pour montrer que pu vérifie I'inégalité de POINCARE de constante
1/p et dans le théoréme A.4.8 pour montrer que p vérifie I'inégalité de SOBOLEV
logarithmique de constante 2/p.

Considérons a nouveau 'exemple A.3.1. La question naturelle est alors de déter-
miner a quelle condition la mesure p de densité exp(—®) par rapport a la mesure de
LEBESGUE vérifie une inégalité de SOBOLEV logarithmique. Une condition suffisante
évidente est alors de supposer ® strictement uniformément convexe c’est-a-dire que
le spectre de la matrice hessienne de ® est minoré par un nombre strictement positif.

Corollaire A.5.2. — Si la fonction ® sur R™ s’écrit comme la somme d’une fonc-
tion strictement uniformément convere U et d’une fonction bornée B, alors la me-
sure de probabilité ji de densité Zy" exp(—®) vérifie une inégalité de SOBOLEV lo-
garithmique.

Preuve. — L’opérateur défini pour f dans A par

Lf=Af—-VU -Vf
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a pour mesure réversible la mesure de probabilité Z; ' exp(—U) et vérifie le critére
CD(p, o0) pour un certain p > 0 car

L(f) = |Hessf|[5 + (HessUV f) - V.f > p|Vf[* = pT'(f).

La mesure Z;;' exp(—U) vérifie donc une inégalité de SOBOLEV logarithmique de
constante 2/p. On utilise ensuite le théoréme de perturbation 3.4.3* pour conclure.
O

Toutefois, ce critére peut étre affaibli lorsque 'on s’intéresse uniquement a la
mesure réversible, comme le montrent les résultats qui suivent.

A.5.1. L’inégalité de POINCARE pour la mesure réversible. — Dans toute
la suite du chapitre, nous nous placerons sous I’hypothése de réversibilité de la
mesure invariante. Nous regroupons dans la remarque suivante les conséquences de
cette hypothése auxquelles nous aurons recours de maniére intensive.

Remarque A.5.3. — Si la mesure invariante est réversible, on a en particulier :
(A18)  EL(T(f,9) = —E.(fLg) et E,(Bf) = —E,(T(f,Lf)) = E,((Lf)*).
Proposition A.5.4. — Si (R);>0 admet i pour mesure réversible, est ergodique et

st p >0, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Vfe A E.I:(f)) = pEL(T(f))

(i) ¥f € A, Var,(f) < SE,(T()).

Preuve. —

(ii)=(1)

L’invariance de la mesure et I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ assurent que

/ fLfdp = / (f)—f)Lfdué(Varu(f))”Q( / (Lf)zdu>1/2,

donc, par (A.18) et (ii), il vient

[ ethan < = ( / F(f)du> " ( / Ié(f)du> "
(i) = (ii)
La clé est d’écrire
var,(f) = - [ / & (R)Pdsd
= / RALRfduds =2 [ [ TR duds.

Posons ¥(s) = E,(I'(Rf)). On a alors
V() = 2 [ TRSLRAd
— <2 [B®RNdu< 20 [ PR = 200 ().
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On a donc ¥(s) < exp(—2ps)¥(0), d’aprés le lemme de GRONWALL. Ceci donne

o [T < (2 [ e(-2o)as) [0

var, (/) < = [ T(7)du

ou encore

O

A.5.2. L’inégalité de SOBOLEV logarithmique pour la mesure réversible.
— Nous venons de voir un critére intégré pour l'inégalité de POINCARE. Sous
I’hypothése supplémentaire de diffusion nous allons établir un critére suffisant mais
non nécessaire pour l'inégalité de SOBOLEV logarithmique. Nous suivrons ici le méme
schéma que dans la proposition A.5.4 en écrivant :

Bu(f) = [ [ DR logR dsd

puis en calculant la dérivée de T'(B f,log B f). Nous rassemblons dans le lemme sui-
vant (dont la preuve peut étre omise en premiére lecture) les relations qui permettent
de simplifier les expressions qui découlent de cette dérivation.

Lemme A.5.5. — Si L est un générateur de diffusion, on a, pour toutes fonctions
¢ de classe C*® et [ dans A,

(A19) B (6(L) = B (6B + J6UTUT) + (TN )

et

(A.20) E.(¢(NL(NT(f) = =Eu(6(/T(£,T(f) + &' () T(f)*).
En particulier :
a2) B (L) = B,(FR0) - LT + T

a2 B HLOEY)) =By (- T T0) + 507

Preuve. — Démontrons tout d’abord (A.19). Rappelons que I’hypothése de diffusion
confére a I' les propriétés suivantes : d’une part, I' est une dérivation, i.e.

(A.23) L'(f,gh) = gT'(f,h) + hT(f,9),
d’autre part, la formule de changement de variables (A.13) donne
(A-24) T(o(f), v(9)) = ¢'(NY' (9T (f, 9)-

Nous pouvons donc écrire

B 0NN = B [L(NG(NL()]| = ~Bu[D(f 0(/)L(f)]
= B [o(AT(L L) - BT 6(NL()]
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par (A.18) et la propriété (A.23) de dérivation de I'. En utilisant la définition de I3,
il vient

~E,(¢(/)T(£.Lf)) = Eu<¢(f)5(f)—%¢(f)LF(f)>

= 5, (6(1B0) + jT). 1)

= 5, (6B + (T

grace a (A.18) et (A.24). D’autre part, toujours avec (A.18), (A.24) et (A.23), il
vient :

B, [T(f,0(NLf] = B[T(AT(0()] =B [T(1.0(0)T(1)]
— B, [T(,T())#() + DT 6 (f)]
= E,[D(A TS + 6" (T
L équation (A.20) est plus simple a établir, il suffit d’écrire :
B, [6(DD(ILf| = ~B[D(f.0(/)T ()]
= B [s(AT(L.T() + ¢ (HT()]-

Pour obtenir (A.21) et (A.22), il suffit de prendre ¢(z) = 1/z et ¢(z) =1/2%. O

Nous sommes a présent en mesure d’établir le résultat annoncé.
Proposition A.5.6. — Soit (B),>o un semi-groupe de diffusion réversible et ergo-

dique par rapport a p et soit p > 0, satisfaisant ['assertion suivante, dite critére
super intégral,

(A.25) Vi€ A, E,(/B(f) > pE.('T(f)).

Alors la mesure pu vérifie l'inégalité de SOBOLEV logarithmique
2
Vi€A Ent,(f*) < ;Eu(r(f))
Preuve. — On écrit de maniére analogue a la preuve de la proposition A.5.4
> d
Bue,(f) = - [ [ 5 [RflogRf)dsd
o ds
~ [ [ arpogrsasan
0
— [ | resiogr sy
0
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Posons ¥(s) = E,(T'(B f,logRf)). Par la formule de dérivation des fonctions com-
posées, en notant g =B, f, on a :

S

'(s) = E, (F(Lg, logg) + T (g, 5L9> )

= E, (—(Lg)(L log g) — (Lg)2>-

g
Comme L(log g) = (Lg)/g — T'(g)/g?, il vient

V'(s) = —E,(2(Lg)*/g — LgT(9)/9").
Utilisons alors (A.21) et (A.22) pour obtenir

() = 2B, @mg) - LT(0.T) + %(rgf).

Enfin, grace au lemme A.4.4 de changement de variables pour 'opérateur I3,

U'(s) = —2E,(g9Lz(log g)).

Le critére super intégral (A.25) assure donc que

U'(s) < —2pE, (9T (log g))) = —2pE,(T'(g,log g)) = —2p¥(s)
et par suite ¥(s) < e ¥ (0). Ceci entraine

But,(f) < ( I d) B,(L(f 108 /) = 5B (D(f.log )

Il ne reste plus qu’a appliquer ce résultat & f? pour obtenir

1 2
Bt (7%) < 5B [T (12 lox(£))| = SBu(T ().
O
On peut bien sir se demander si ’équivalence a lieu dans la proposition précé-
dente. HELFFER a construit ’exemple suivant ou elle est mise en défaut.

Ezxzemple 4. — Soit a > 0, et a,b € R. Considérons la mesure de probabilité
p(de) = 27 em @ =) gy

ot Z est la constante de normalisation ; on notera ®(z) = a(z*—bz?). On lui associe
naturellement [’opérateur

Lf = f" — a(4z® — 2bx) f’

pour lequel p est réversible (voir section A.3.1). La mesure p vérifie une inégalité de
SOBOLEV logarithmique (cela se voit grace au corollaire A.5.2) mais on va montrer
que, si f(z) = aax?, alors [ e’ B(f)dp est strictement négatif pour certaines valeurs
des parameétres. Le critére super intégral sera ainsi clairement mis en défaut. D’aprés
la section A.3.1,

(2aa)?

/efl}(f)d,u =7 /[1 + (122t — 2b2?)]e o @ H0)) gy
R
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qui est du signe de
z4
/ [1+122*/a — 2ba?) e~ e Hath)e® gy
R

Sous la condition a+b < 0, la limite du membre de droite, quand « tend vers l’infini,

est du signe de
2 b 2
/(1 — 2bx?) el gy = / 14+ —— el gy,
R R a—+ b

Donc si a et b vérifient simultanément a +b < 0 et a+ 2b > 0 (par ezemple a = —3
et b=2), pour a assez grand, [ e/I(f)dp < 0. La relation (A.25) ne peut donc pas
étre satisfaite.

A.6. Le cas de la dimension finie

On suppose dans cette partie que L vérifie CD(p, m) avec p > 0 et m > 1 et qu’il
est symétrique par rapport a la mesure p. Ceci permet d’améliorer les constantes
des inégalités de POINCARE et SOBOLEV logarithmique (pour la mesure invariante)
données par le critére.

A.6.1. Inégalité de POINCARE. — En intégrant CD(p, m) et en utilisant encore
la formule d’intégration par parties (A.18), on a
mp
Vi €A By B() > —Lm,(T().
Ceci montre, grace a la proposition A.5.4, que u vérifie I'inégalité de POINCARE
m—1
Vfe A Var,(f) < E,.(T(f)).
mp
A.6.2. Inégalité de SOBOLEV logarithmique. — On peut arriver a la méme

amélioration pour cette inégalité en ajoutant ’hypotheése de diffusion :

Théoréeme A.6.1. — Si L est un générateur de diffusion de mesure réversible j et
vérifie CD(p, m) avec p strictement positif alors

Ve A, Ent,(f) < 2P LE,(T(f)).
mp
Preuve. — La méthode est la méme que pour l'inégalité de POINCARE : on montre
que CD(p, m) implique (A.25) avec la bonne constante. Pour cela, appliquons le cri-
tére CD(p,m) & f771 ot f est une fonction positive de A et 3 est un réel quelconque.
En utilisant la formule (A.14) du changement de variables pour I et en divisant par
(8 + 1)?, on obtient que

FPB(f) + BFP'D(f, D(f)) + 82T f)

est supérieur a

pFUT() +[FPLf + 60T



A.6. LE CAS DE LA DIMENSION FINIE 107

Divisons les deux membres de I'inégalité par f2°*! et intégrons. Aprés avoir déve-
loppé le carré, on utilise (A.21) et (A.22) et on obtient en regroupant les termes et
multipliant par m/(m — 1) :

L(f) , (m+2)8+3/2T(f,T(f)) ), ,28+1\(Tf)
E( T med e (-2 ) f3>

est supérieur a

(1)

Choisissons alors

8= 1.

2m +1 (m+2)5+3/2
———— pour que =
2(m +2) m—1

Ceci assure que

— -

g (BY) LT (Tf)
14 f f2 f3

est supérieur ou égal a

mp L(f) dm—1 (Tf)?
m—1E”( f +4(m—|—2)2 f3 )

On minore alors ce dernier terme par

()
Enfin, on a
£,( ") = BT 05,

et par la formule de changement de variables (A.14),

() T(.IT() (l“f)2>‘

E.(fTx(log f)) = Eu(

f f? f?
Ceci nous donne le critére super intégral (A.25) avec la constante
mp/(m —1)
et achéve la preuve. O
Remarque A.6.2. — Ce critére de courbure-dimension est optimal. En effet, il

fournit la meilleure constante pour les sphéres de rayon 1 dans R*t'. En effet, ces
variétés satisfont CD(n—1,n) et la premiére valeur propre non nulle de leur laplacien
est —n (voir |Ber77| ou [GHL90]).
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A.6.3. Inégalité entropie-énergie logarithmique. — Nous allons a présent
voir que le critére de courbure-dimension permet d’aller encore plus loin puisqu’il
implique des inégalités entropie-énergie logarithmiques. Celles-ci ont été introduites
au chapitre 4*.

Théoréeme A.6.3. — Si L est un générateur de diffusion de mesure réversible p et
vérifie
1
(A.26) Vie A, E,(B(f) > pE.(e'T(f)) + EEu(ef(Lf)Q)
avec p > 0 et m > 1, alors il satisfait a linégalité entropie-énergie logarithmique
sutvante : ;)
m 4 E (T(f
Ent,(f*) < =E,(f%) log (1+—“7>.
() < 3B () tog (14 L BT
Preuve. — En changeant f? en f, on est ramené & montrer que
m 1 T'(f)
E.(f)=1=E,(flogf) < Elog <1+p—mE”<T>>

Pour f positive dans A, posons
®(t) = E,(Rf log Rf).

Nous noterons encore ¢ = Bf. Remarquons que ®(c0) est égal a 0 et que, comme
nous 'avons vu dans la preuve de la proposition A.5.6,

?'(t) = —Eu(T'(g,1ogg)) <0 et @"(t) =2E,(9B(logyg)).
Si f est de moyenne 1, I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ assure que

(E,.(fLlog f))* < E,(f(Llog f)?).
Donc l'inégalité (A.26) appliquée a log g implique que
1
E, (9B (log g)) > pE, (gL (log 9)) + —(E, (gL logg))".

Par suite, ® vérifie I'inégalité différentielle suivante :

2
(A.27) D"(t) > —2p®'(t) + —P'(¢)*.

m

Introduisons la fonction « définie par

def. 1 2 2p
ol s (2~ 3765

Il est clair que (A.27) s’écrit o/(t) > 1. Ceci donne
—mp®'(0)
(mp — @'(0)) exp(2pt) + @'(0)°

Il reste a intégrer cette relation pour obtenir :

2(0) = (0) ~ (o) < ~24/(0) / ) :

—P'(t) <

2pdt
mp — ®'(0)) exp(2pt) + @'(0)
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En utilisant la relation

et +a
il vient
@/
®(0) < n log <1 - (0)>
2 pm
I ! _ F(f)
Il ne reste plus qu’a remarquer que ®'(0) = —E,, - ) O

Dans la preuve du théoréme A.6.1, nous avons notamment établi que pour toute
fonction f positive dans A,

mp I'(f) 4m —1 L(f)?
E,(fIx(1 > E E )
ormos ) > 2 (m (50 4 g (U
L’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ assure encore, pour f de moyenne 1, que

o () (o)

Donc, sous les hypothéses du théoréme A.6.3, nous avons établi I'inégalité entropie-
énergie logarithmique :

B, (f2) =15 B, (flog /%) < " log (1+

—B,T)

am
, 4(m+2)? pm
avecm = —— et = ——.
dm — 1 m—1
Remarque A.6.4. — Peut-on comparer les deuz inégalités entropie-énergie loga-

rithmiques que nous venons d’établir ¢ La réponse est non : la premiére est optimale
pour la dimension, la deuziéme pour a (voir remarque A.6.2). On peut montrer
qu’il n’eziste pas en général d’inégalité optimale pour ces deux critéres a la fois (voir
[Bak94| ). Enfin, la premiére inégalité est établie sous la simple hypothése du critére
super intégral tandis que nous avons supposé que le critére de courbure-dimension
était verifieé pour établir la seconde. Il faut toutefois remarquer que la constante
de SOBOLEV logarithmique (que l’on retrouve en magjorant log(1l + u) par u) est
meilleure dans le deuzieme cas.

A.7. Notes

Dans [Bak85], BAKRY étudie le comportement d’une diffusion sous la condition
I positif (ou nul) et montre notamment que c¢’est la bonne condition pour obtenir
la relation de commutation entre B et /T (voir proposition A.4.6).

En 1976, NEVEU |[Nev76]| avait retrouvé I’hypercontractivité pour la mesure gaus-
sienne grace au calcul d’Itd. En adaptant sa preuve a la sphére, BAKRY et EMERY
[BES5| font le lien entre le critére CD(p, 0o) intégré et I'hypercontractivité du semi-
groupe de diffusion. Ce résultat est équivalent & notre proposition A.5.6 d’apreés
le théoréme de GROSS (voir chapitre 2.8.2%). Toujours dans [BE85], le critére de
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courbure-dimension est exploité pour améliorer la constante de SOBOLEV logarith-
mique (voir théoréme A.6.1) et de nombreux exemples sont développés. On pourra
également consulter [Bak94| et [Rot86].

La relation de commutation du semi-groupe et de son carré du champ pour une
courbure quelconque que nous avons établie dans la proposition A.4.6 est utilisée
dans [Bak87| et [Bak88| pour I’étude des transformations de RIESZ.

Les inégalités locales de trou spectral (voir proposition A.4.1) et de SOBOLEV
logarithmique (voir théoréme A.4.8) sont établies dans [Bak97].

Les preuves des inégalités entropie-énergie logarithmiques sont tirées de [Bak94].
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ANNEXE B

LES INEGALITES DE SOBOLEV
LOGARITHMIQUES ET DE TROU SPECTRAL
SUR LA DROITE REELLE

B.1. Introduction

Nous avons vu au chapitre 5*, avec le critére de courbure-dimension, une condi-
tion suffisante, trés utile en pratique, pour établir des inégalités de POINCARE ou
de SOBOLEV logarithmiques. Nous allons maintenant présenter un résultat, da a
BOBKOV et GOTZE, qui permet de caractériser les mesures sur R qui vérifient de
telles inégalités et fournit un encadrement des constantes optimales.

Nous commencerons par introduire une inégalité de HARDY dans un cas simple et
nous montrerons comment elle permet de caractériser les mesures sur R qui vérifient
une inégalité de trou spectral. Nous rappellerons ensuite sans démonstration les
résultats sur les espaces d’ORLICZ dont nous aurons besoin.

Nous établirons alors la condition nécessaire et suffisante de BOBKOV et GOTZE
pour qu’une mesure sur R vérifie une inégalité de SOBOLEV logarithmique. Leur
preuve étant assez conséquente, nous nous attacherons essentiellement a dégager les
grandes étapes du raisonnement en en soulignant les points délicats.

Enfin nous donnerons des exemples concrets d’applications qui vont au-dela du
critére de courbure-dimension.

B.2. Présentation d’ingrédients indispensables

B.2.1. Inégalités de HARDY. — Les travaux de MUCKENHOUPT (voir [Muc72|)
sur les inégalités de HARDY sont a l’origine de tous les résultats du chapitre. Nous
n’en présentons ici que la version simplifiée dont nous aurons besoin dans la suite.
Nous dirons que le couple (p, ) de mesures sur R vérifie une inégalité de HARDY
de constante A si, pour toute fonction f suffisamment réguliére,

(B.1) /OOO </0 f(t)dt>2 du(z) < A/Ooof(x)Q v (z).

Remarquons que l’on peut aussi écrire (B.1) de la maniére suivante : pour toute
fonction F' suffisamment réguliére,

(B.2) /0 “(Pl) - F(0)2dpu(z) < A /0 ()2 du(a).
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Dans toute la suite, nous supposerons que les mesures p et v sont finies et absolument
continues par rapport a la mesure de LEBESGUE. On notera encore yu(z) et v(z) leurs
densités respectives. Le résultat principal est le suivant :

Théoréme B.2.1. — Si v(x) est strictement positive pour tout x dans R, alors la
meilleure constante A pour laquelle (p,v) vérifie (B.1) est finie si et seulement si

o0 T 1
B =su du(t / —dt}
[ [
est fini. Dans ce cas, on a de plus B < A < 4B.

Preuve. — Supposons tout d’abord que la constante B soit finie. Posons

D’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a

</0xf(t) dt>2 < /Oxf(t)Qz/(t)g(t) dt/oxmdt‘

Le théoréme de FUBINI assure donc que

[([ o dt)zduu)

/Ooof(t)Zu(t)g(t) </toou(x) /Om du da:) dt.

Par définition de g et de B, il vient, pour tout z > 0,

/ox% _ Q/ng'(u) du = 2g(z) < 2\/E</;OM(U) du)w'
(

est majoré par

On a donc, pour tout ¢ > 0,

/toou(x) /omm dudr <

IN
°T"

En conclusion, on obtient

/Ooo </0wf(t) dt)zdu(x) < 4B /Ooof(t)zy(t) .

Comme A est la meilleure constante possible, on a : A < 4B.
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Pour montrer que B < A, il suffit d’appliquer (B.1) a la fonction (1/v)1j,;. 1l
vient alors

wo (o) ([55) < [ 5G) o= a [

Ceci assure que B est fini.
Supposons a présent que la constante B soit infinie. Pout tout n € N, par défini-
tion, il existe un réel x > 0 tel que

/x () /0 % dt > n.

Ainsi, 'inégalité (B.3) permet de conclure A > n. Le caractére arbitraire de n achéve
la preuve. O

Rappelons ici qu'une médiane m de la mesure p sur R est un réel qui vérifie :
1 1
(] = 00,m]) > 3 et u([m, +ool) > .

Pour une mesure absolument continue par rapport a la mesure de LEBESGUE de
densité strictement positive, la médiane est unique et est caractérisée par

p(] = o0, m]) = 1/2.

Pour « réel, nous définissons les quantités (éventuellement infinies) suivantes :

(B.4) B Zigg{/;o dp(y) /:ﬁdy}

“ sz { [ o [ 570}

Le théoréme suivant permet de caractériser les mesures sur R qui vérifient une
inégalité de POINCARE.

Théoréeme B.2.2. — Soit i1 une mesure sur R absolument continue par rapport a
la mesure de LEBESGUE, de densité strictement positive, et m sa médiane. Alors p
vérifie une inégalité de POINCARE si et seulement si B} et B, sont finis. Dans ce
cas, la constante optimale de POINCARE c¢ vérifie

%(B;vBm) <c¢<4(BjVB,).

Preuve. — Commencons par montrer la majoration de c. Soit F' une fonction suf-
fisamment réguliére. La formule variationnelle de la variance assure que, pour tout
a7

Var,(F) < [ (F@) - Flo) du

00
+00

[ ) - F@fans [ (F@) - P e

oo «

IN
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Notons A7, respectivement A, la plus petite constante telle que p vérifie, pour

toute fonction F' de classe C!,

[ @ - P aute) < 47 [P @),

(07

respectivement

[0}

/ " (@) - F()du(z) < A, | Fara),

o0 — 00
Un changement de variables donne immédiatement d’aprés le théoreme B.2.1 les
encadrements suivants :

(B.5) Bl <Al <4Bt et B, < A <4B
Si ¢ désigne la meilleure constante de POINCARE pour p, on a
c<4(BlVvB,)

pour tout a € R, et donc en particulier pour a = m.

Il nous reste a présent a établir la minoration de ¢ (que 'on supposera finie).
Supposons tout d’abord que B} V B, soit fini et vaille B'. Pour tout £ > 0, comme
Al est optimale, il existe f. telle que

(B.6) ([ fg(t)dt)zdu(fr) > (44 -9) [ £@duta).

Sans perte de généralité, nous supposerons f. positive. Définissons alors F. sur R :

sizx <m

0
Fe) = /1‘ fe(t)dt stz >m.

Le choix de la valeur de m assure que pu({F. = 0}) > u({z < m}) > 1/2. L’inégalité
de CAUCHY-SCHWARZ entraine donc

(B.7) ( / Fg(fv)du(fr)y < / F(@du(x)(F. > 0) < ¢ / F(w)2dp(z).

On a donc, en utilisant successivement (B.7), (B.6), (B.5) et I'inégalité de POINCARE
pour la mesure u,

Var,(F.) > % / Fu(2)2dp(z)
> 5(i-9) [ Rl
> 5(Bi-9) [ Pl
> %(B;—s)%Varu(FE).

Ceci étant vrai pour tout € > 0, nous retrouvons bien le résultat annoncé.
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Si B;} est infini, il suffit de faire le méme raisonnement que précédemment pour
tout n avec une fonction f, telle que

/moo ( /m fn(t)dt>2du(x) >n /m " (@) du(o)

pour établir que c est, elle aussi, infinie. O

Remarque B.2.3. — On aura remarqué qu’au cours de la démonstration, on a
démontré mieux qu’annoncé dans le théoréeme. En effet, on a obtenu

c <4inf(Bf Vv B).

Comme par ailleurs B,V B;, > inf, (B} VvV B}), on a aussi, grace a la démonstration
du théoréeme,

1
—inf(Bf VB,) <c
2 a
Cette remarque prouve en particulier que B} vV B et inf, (Bl V B) sont du méme

ordre de grandeur.

Remarque B.2.4. — MICLO établit dans [Mic99a| un résultat similaire au théo-
reme B.2.2 pour les mesures sur Z.

B.2.2. Résultats fondamentaux sur les espaces d’ORLICZ. — L’objet de ce
paragraphe est de présenter les résultats, exposés dans [RR91], qui nous seront utiles
dans la section suivante. On pourra également consulter [KA82].

Définition B.2.5. — On appelle fonction de YOUNG toute fonction ® de R dans
[0, 00] conveze, paire, telle que ®(0) = 0 et lim,_,o, P(x) = co.

Si @ est une fonction de YOUNG, on peut lui associer sa transformée de LEGENDRE
W, qui est définie par :
U(y) = sup{zly| — (z)}.
>0

On dit que ¥ est la conjuguée de ® et on remarque que c¢’est encore une fonction de
YOUNG.

Ezemple 5. — Soit p > 1 et q son conjugué (i.e. 1/p+1/q=1). Si ®(z) = |z|"/p,
alors W(y) = [y|*/q.

Il existe une autre facon de définir W. La fonction ® étant convexe et nulle en 0,
elle s’écrit sur [0, +oo] :

B(z) = / " b(t)r,

ol ¢ : Rt — [0, 00] est croissante et continue a droite.
On définit alors I'inverse (généralisée) de ¢, pour u > 0, par

Y(u) = inf{t > 0, ¢(t) > u}.
La fonction

¥) = [ vl
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est alors la conjuguée de @ (une fois prolongée a R par parité).
Nous pouvons maintenant présenter les espaces d’ORLICZ.

Définition B.2.6. — Soit (2, 1) un espace de probabilité et ® une fonction de
YOUNG. L’ensemble

L®(p) = {f : @ = R mesurable ; 3o > 0,/ O(af)du < oo}
0

est appelé espace d’ORLICZ associé a .

On peut le munir de deux normes utiles en pratique et qui lui conférent la structure
d’espace de BANACH :

(B.8) N¢(f):inf{)\>0; /th(f/)\)dug 1}

et

(B.9) 1flls = sup {/Q |faldu; /Q\P(g)du < 1} :

On peut montrer (voir [RR91]) que ces deux normes sont équivalentes et que 'on a
(B.10) Na(f) < Iflle < 2Na(f).

Nous sommes & présent en mesure de généraliser le théoréme B.2.1 (voir [BG99]) :

Proposition B.2.7. — Soit ¢ la meilleure constante telle que [’inégalité

(B.11) wm¢SAﬂmfuﬁw@>

soit vérifiée pour toute fonction f suffisament réguliere et nulle en 0. On suppose v
de densité strictement positive.
Alors, B < A < 4B avec

T dt
B =su T, o — .
mﬁ{nunullﬁj

Preuve. — Appliquons le théoréme B.2.1 aux mesures j,(dz) de la forme
pg(dx) = |g(x)|p(dz).

Il vient

(B.12) B, < A, < 4B,.

D’aprés I'expression de la norme (B.9) et puisque A est optimale, on obtient

A= Sup{Ag; / U(g)du < 1},
0

Y

B = sup{Bg; / U(g)dp < 1}.
0

9
Il ne reste plus qu’a prendre le supremum dans (B.12). O
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B.3. Inégalité de SOBOLEV logarithmique sur la droite réelle

Dans cette section, nous allons chercher a caractériser les mesures sur R vérifiant
une inégalité de SOBOLEV logarithmique. Rappelons la définition de celle-ci : on
dira qu'une mesure g sur R satisfait une inégalité de SOBOLEV logarithmique de
constante ¢ si, pour toute fonction f suffisamment réguliére,

(SL) Ent,(f?) < c / Fdu.

Nous allons pour cela reprendre une démonstration de BOBKOV et GOTZE (voir
[BGI9] ). Nous commencons par passer de 'inégalité (SL) a une inégalité de type
SOBOLEV en introduisant une norme d’ORLICZ convenable et en découpant R en
deux demi-droites. Nous utilisons ensuite la proposition B.2.7 pour conclure. Afin
de simplifier les démonstrations, nous nous restreindrons au cas ou u est absolu-
ment continue par rapport a la mesure de LEBESGUE sur R, de densité strictement
positive, les résultats restant vrais en toute généralité.

B.3.1. Premiére étape : se ramener a une norme d’ORLICZ. — Le membre
de droite de l'inégalité (SL) est invariant par le changement de fonction f +— f +a
pour toute constante a € R; ainsi, cette inégalité est équivalente a

supEnt, ((f +a)?) < c/f’Qdu.

a€R

Si 'on pose a présent
M(f) =supEnt,((f +a)?) et O(x) =2*log(l + z?),
a€R
qui est une fonction de YOUNG, on a le résultat suivant :

Lemme B.3.1. — Pour toute fonction [ suffisamment réguliére,
9 2 5 2
(B.13 2= [ gl <20y <305 - [ sl
e e

La démonstration de ce résultat (voir [BG99|) étant technique, on ne la détaille
pas ici. Elle s’appuie essentiellement sur une amélioration du lemme 4.7%, due a
ROTHAUS [Rot86]. Celle-ci assure que, pour toute fonction f € L?(u) et tout a € R,

Ent, ((f + a)°) < Ent, (/%) + 28, (/).

Grace a cette réduction, I'inégalité de SOBOLEV logarithmique (SL) est équiva-
lente, a une constante multiplicative pres, a l'inégalité

2
(B.14) £~ [ raul_<c [ £an

Le lien entre les constantes ¢ et C' est donné par la relation (B.13) :

2 5
—O<e< =C.
30_0_20
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B.3.2. Deuxiéme étape : se ramener a une inégalité de type SOBOLEV.
— On introduit la fonction de YOUNG ®(z) = |z|log(1 + |z|) et la médiane m de
p. Pour toute fonction f, on notera f_ = fIj_o ) et fr = fll;, o

Remarquons de plus que si f € L®(u), alors

f2eL®(u) et No(f*) = (No(f))*

Ainsi, d’aprés I'encadrement (B.10), on a

1
(B.15) I7lle < 1172le < 21 /lle-

La proposition suivante permet de ramener ’é¢tude de l'inégalité de SOBOLEV
logarithmique (SL) a I’étude d’inégalités de type SOBOLEV :

Proposition B.3.2. — Supposons que i satisfasse a une inégalité de SOBOLEV
logarithmique de constante ¢ > 0. Alors, pour toute fonction f suffisamment réguliére
telle que f(m) =0,

(B.16) nﬁm+mﬁMSd/f%m

avec d = THc.
Inversement, si l'inégalité précédente (B.16) a lieu avec une constante d > 0, alors
w satisfait o une inégalité de SOBOLEV logarithmique (SL) de constante ¢ = 180d.

Preuve. — Au cours de la démonstration, nous aurons besoin de deux résultats
qui proviennent de [BG99|, lemme 4.4. Leur preuve est technique. Nous prenons
le parti de ne pas la détailler car nous estimons qu’elle n’est pas essentielle a la
compréhension du chapitre. Nous les résumons dans le lemme suivant :

Lemme B.3.3. — Pour toute fonction f € L®(p),

(B.17) 19~ [ saull_<30fll
)
Si de plus f =0 sur | —oo,m| (ou si f =0 sur |m,o0[), on a aussi
(B.15) £l <315 = [ saul
o

Déduisons tout d’abord D'inégalité (B.16) de l'inégalité de SOBOLEV logarith-
mique. Soit pour cela une fonction f vérifiant f(m) = 0. L’inégalité de SOBOLEV
logarithmique et le lemme B.3.1 nous donnent

2 ? 2
S0 = [ saul_<e [ 7

La mesure p étant absolument continue par rapport a la mesure de LEBESGUE, on
peut, dans l'inégalité précédente, se contenter d’intégrer sur R\{m} au lieu de R.
En outre, comme f(m) = 0, les fonctions f_ et f, sont suffisament réguliére pour
leur appliquer la derniére inégalité, on obtient

2 2 m ,
Sl [ran <e [ 1
€] —00



B.3. INEGALITE DE LOG-SOBOLEV SUR LA DROITE REELLE 121

et
2 2 o0 2
M= [l <c [
(C] m
Or d’aprés (B.18) et Vinégalité || ||, < 2||f]|5, établie en (B.15), il vient

1 m

Sl <e [ fan
et . -

SIls<e [ 1

m
En sommant, on obtient finalement l'inégalité (B.16) avec d = 75¢, c’est-a-dire le
résultat escompté.
Réciproquement, supposons a présent que (B.16) soit vérifiée. Plagons nous tout
d’abord sous ’hypothése f(m) = 0. Comme f = f_ + f,, en utilisant 'inégalité
triangulaire et (B.17), on a,

2 2
5= [raul < (15— [ £+~ [ fuanl )

< BIfllo + 3l llo)*

Linégalite || f]|2 < 4]|f?||¢ (voir (B.15)) nous assure alors

2
I - / | <7217, + 172L)-

Enfin, le lemme B.3.1 nous permet de conclure que

5 2 o
M — — d 180d " du.
) <217 /f il < /oof "

Cette inégalité étant invariante par translation f — f 4+ a, on peut maintenant
s’abstenir de ’hypotheése f(m) = 0. Ceci achéve la preuve car Ent,,(f?) < M(f). O

B.3.3. Troisiéme étape : utiliser ’inégalité de HARDY. — En toute généra-
lité, on peut se placer dans le cas m = 0. D’apreés la proposition B.3.2, pour montrer
I'inégalité de SOBOLEV logarithmique (SL), il suffit de montrer les deux inégalités
de type HARDY :

0
17211, < d / 2n
et -
17211, < ds / 2y,
0

pour f_ et f, deux fonctions quelconques sur | — oo, 0] et [0, 0o respectivement, avec
f-(0) = f+(0) = 0. Soit u(x) la densité de p par rapport a la mesure de LEBESGUE.
On applique la proposition B.2.7 a ces deux inégalités afin d’obtenir

r r
sup 4 || Ijz,00 /—dt}gd §4sup{ Iz oo /—dt},
M{n el | c<tsup{ ety [ 15
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et une inégalité semblable pour d_ sur R™. De maniére élémentaire, on remarque,
avec les notations de (B.8), que

De plus, on montre que pour ¢ > 2, on a ’encadrement
1t t
<P () < 2—.
logt
A présent, le fait que 0 soit une médiane de y assure que 1/pu([z, 00[) > 2. 1l vient
donc, d’aprés I'encadrement Ng(f) < ||f|ls < 2Ns(f) (voir (B.10)),
1

1 1
gl oD log s < Moceflly < 4p(le, 00 log .

2

Enfin, on pose

- = smp{ut o ion gt [}

Dy = Ll o om et [ .

On aboutit alors aux encadrements de type HARDY,

et

1
5D~ <d_<16D_,

et .
§D+ S d+ S ]_6_D+ .

D’aprés la proposition B.3.2, I'inégalité de SOBOLEV logarithmique (SL) implique
Vinégalité || 2], + [|f2]l, < d [ f?dp avec d = 75¢. Or d est égal a max(d_,d.),
ainsi,
D_V D, <2max(d_,dy) < 150c.
Cette inégalité fournit une minoration de la constante ¢ intervenant dans I’inégalité
de SOBOLEV logarithmique (SL).
Inversement, toujours d’aprés la proposition B.3.2, on a

¢ < 180d = 180 max(d_,d)
180 x 16D_ V D,

<
< 28380D_V D,.

En conclusion, en regroupant ces calculs, on obtient le théoréme suivant qui donne
la caractérisation attendue des mesures sur R satisfaisant a une inégalité de SOBO-
LEV logarithmique.

Posons tout d’abord de maniére générale, si m désigne une médiane de p,

(B.19) D = sup {u(] - oo.a))log ! /xm 1t) dt} |

z<m _00737]) :U’(
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et

1 1
(B.20) D, = sup {u([x, oo[) log / dt} :
* r>m M([J?,OOD m :U’(t)

Théoréeme B.3.4. — Considérons une mesure de probabilité u absolument conti-
nue par rapport a la mesure de LEBESGUE sur R, de densité pu(x) strictement posi-
tive. Soient D_ et D, définies en (B.19) et (B.20). Alors, la constante optimale ¢
de l'inégalité de SOBOLEV logarithmique (SL) vérifie

1

150

On peut remarquer en premier lieu que les constantes trouvées ne sont pas op-
timales. On a en effet, au cours de la démonstration, effectué un certain nombre
d’approximations numériques. L'important ici est qu’il existe des constantes univer-
selles qui relient la constante de SOBOLEV logarithmique a la constante DV D, .
Pourtant, dans [Mic99b|, MICLO améliore ce résultat, dans le cadre des espaces dis-
crets. Il obtient ’encadrement (1/31)D_V Dy < ¢ <20D_V Dy (oa D_, D et ¢
sont les équivalents en discret des constantes introduites ici).

Signalons enfin que si ’on donne une caractérisation des mesures sur R satisfaisant
a une inégalité de SOBOLEV logarithmique, on a reporté le probléme au calcul des
constantes D_ et D, . La section suivante donne des exemples ou ’on peut majorer
effectivement ces constantes.

(D_Vv D) < ¢<2880(D_V D).

B.4. Applications pratiques

B.4.1. Quelques notations. — On considére dans ce qui suit une mesure de
probabilité p sur R absolument continue, de densité e~® par rapport a la mesure de
LEBESGUE et de médiane m. On adoptera les notations suivantes :

B_ = sup {/ eq’(t)dt/ e_q’(t)dt} ,

r<<m T —00

T +00

B, = sup {/ e‘b(t)dt/ e_q)(t)dt} ,

x>m m T
D_ = sup /m e®Odt | | log S /x e~ Ot

r<m z f—xoo e—2() d¢t oo )

C s 1 e —a(1)

D, = :22 (/m e dt) log —f:w YTy </;1; e dt) .

B.4.2. Calcul d’équivalents d’intégrales. — Placons nous dans un cadre ou
nous pourrons estimer ces intégrales. Le résultat général (dont on trouvera la preuve
dans [VP94]) est le suivant :

Proposition B.4.1. — Soit f > 0 de classe C' telle que
— f" ne s’annule pas sur un voisinage Vy de 400,
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— la fonction h = f/f' est dérivable sur Vy,
- B (z) = o(1) au voisinage de +oo.

Alors

1. si f' > 0 sur Vy, alors, pour tout a dans R, f:oo f(t)dt diverge et

v f*(x)

F(t)dt ~ :

[ st~ 5
2. st f' <0 sur Vy, alors, pour tout a dans R, fa+°° f(t)dt converge et
> f*(x)
F(t)dt ~ — :
IR

L’adaptation de cette proposition a notre cadre ne pose pas de difficulté :

Corollaire B.4.2. — Soit ® de classe C? pour laquelle il existe A réel tel que
—- ®'(x) ne s’annule pas pour |x| > A,
- ®"(x)/[®'(x)]* — 0 quand |z| — oc.

Alors, pour tout réel a,

x O (z)
1 SO g~ £
/a ‘ ®'(z)’

+o00 —®(x)
2. S0P U
/I ‘ '(2)

B.4.3. Résultats généraux. — En rassemblant les résultats de la section précé-
dente et les rappels ci-dessus, nous arrivons au théoréme suivant :

Théoréme B.4.3. — Soit ® une fonction de classe C* sur R et p la mesure de
densité exp(—®) par rapport a la mesure de LEBESGUE. Si ® vérifie :

— pour x assez grand (en valeur absolue) |®'(x)| est strictement positif,

- ®"(z)/[®'(x)]* — 0 quand |z| — oc.
Alors

1. la mesure u satisfait o une inégalité de trou spectral si et seulement s’il existe
A tel que 1/®'(x) soit borné sur {|x| > A};

2. la mesure u satisfait a une inégalité de SOBOLEV logarithmique si et seulement
s’il existe A tel que

O(z)  log|d'(z)]
(@' () [P ()]

soit borné sur {|xz| > A}.

Preuve. — Soit m la médiane de p. Nous pouvons calculer un équivalent (au voisi-
nage de +00) de B, (z) < [2e®Odt [T e=*Mdt
6(1)(1') 6—¢(CE) 1
B.(z) =

T () o) ()P
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Donc il existe A > 0 et M > 0 tels que pour z > A, on a B, (z) < M. Enfin,
B (x) est une fonction continue sur [m, A] et y est donc bornée. On procéde de
facon identique pour montrer que B_ est finie.
De la méme maniére, D, (resp D_) est finie si et seulement si
O(z) | log|®'(x)]
(@ () [@(x)]?

est bornée au voisinage au voisinage de 400 (resp —00). O

Remarque B.4.4. — Dans le cas ou ®"(x) > a > 0 pour tout x réel, il existe b et
¢ réels tels que pour tout x de R,

P'(x) >ax+b et P(x)> gﬁ +bx +c.

1l est clair qu’alors @ vérifie les hypothéses du théoreme B.4.3 et que donc p vérifie
une inégalité de SOBOLEV logarithmique. On retouve ainsi le résultat classique du
corollaire A.5.2.

B.4.4. Deux exemples d’utilisation. — Commencons par nous intéresser aux
fonctions puissances.
Corollaire B.4.5. — Si ®(x) = |z|* pour a > 0, alors

1. la mesure u satisfait une inégalité de trou spectral si et seulement si o > 1,

2. la mesure p satisfait une inégalité de SOBOLEV logarithmique si et seulement

st > 2,

Notons que le fait que ®(x) = |z|*, avec « €]0, 1], ne soit pas deux fois dérivable
en 0 ne change rien pour le calcul des équivalents.

Considérons a présent la fonction ® : z — 22 4+ xsinz. On a alors
®'(r) = (24 cosz)x +sinx
qui est strictement positif sur Rt et qui tend vers +o0o quand z tend vers +oo. De
plus,
P"(x) = —xsinz + 2(1 + cos z).
Nous sommes donc dans les conditions d’application du théoréme B.4.3 puisque
®"(x)  sinz +2/x(14 cosx)
5 = .
[ ()] z[2 + cos x + FL]2
Pour conclure il suffit de remarquer que (log|®’|)/(®')? et
O (x) _ 1+ =222
2 inx12
(D' (2)] 2+ cosw + *2¥]
La mesure p vérifie donc une inégalité de SOBOLEV logarithmique bien que ® ne
soit pas la somme d’une fonction strictement convexe et d’une fonction bornée. Cet
exemple sort ainsi du cadre d’application du corollaire A.5.2.

On voit donc que le critére de BOBKOV et GOTZE s’avére trés utile (a la condition
de pouvoir estimer 1’équivalent d’une intégrale fonction de sa borne supérieure) pour

— 0 quand 1z — oo.

sont bornés sur R.
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agrandir la liste des mesures dont on sait qu’elles vérifient une inégalité de SOBOLEV
logarithmique ou de trou spectral.

B.5. Notes
L’inégalité de HARDY originelle s’écrit ainsi (voir [Zygb9, Muc72]) :
Proposition B.5.1. — Si 1 <p <oo et bp < —1, alors

Vooo s (t)dtpdx}l/p< _p [/Ooo‘x"“f(x)\pdx]l/p,

T bp+1

dés que les intégrales ont un sens. De plus, —p/(bp + 1) est la meilleure constante.

On pourra aussi consulter le célébre livre de HARDY, LITTLEWOOD et POLYA
[HL48|.

De nombreux auteurs ont cherché a généraliser ce genre d’inégalités. Dans les
années 60, TOMASELLI [Tom69|, TALENTI |Tal69] et ARTOLA (dans un manuscrit
non publié) ont remplacé z° et 2"+ par des fonctions U et V en se demandant ce
qu’elles devaient vérifier pour conserver le résultat. Ils apportent la réponse suivante
(voir [Muc72|) :

Théoréme B.5.2. — Si 1 < p < o0, il existe une constante finie C telle que

(B.21) UOOO ‘U(x) /0 )t pdx] iy UOOO V(@) f(2)? dx} "

si et seulement si

B = sup UOO ()P dx} b UO |V(:v)|”'da:] R

r>0

avec 1/p+1/p' = 1.
De plus, si C est la meilleure constante pour laquelle (B.21) a lieu, on a alors

BgCgpl/pp’l/p'Bpourl<p<oo, et B=C pourp=1 oup= o0.

C’est MUCKENHOUPT (voir [Muc72|) qui franchit en 1972 I’étape suivante en
remplagant U et V par des mesures :

Théoréeme B.5.3. — Si i et v sont des mesures de BOREL et p est un réel supé-
rieur ou égal a 1, alors il existe une constante finie C' telle que

[ |f o

si et seulement si

B = sup [u([r, o) [ [ (%) o dx] V.

1/p

)] " ec [ieraw]

>0 dx

ou v désigne la partie absolument continue de v, supposée strictement positive.
De plus, si C est la meilleure constante pour laquelle (B.1) a lieu, on a alors

B < Cgpl/Pp’l/”'B pour 1 < p < oo, et B=C pourp=1.
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Plus récemment, CHUNG, HUNT, KURTZ [CHK82| et SAWYER [Saw84| ont géné-
ralisé les inégalités de HARDY aux espaces de LORENTZ. Dans les années 90, EVANS,
HARRIS et PICK [EHP95| les ont transposées sur les arbres.

On trouvera dans [ABAMBG87| une approche plus analytique des inégalités de
HARDY appliquées aux opérateurs différentiels. DAVIES (voir [Dav90]) fait une syn-
thése des résultats les plus récents sur ce sujet. Nous renvoyons principalement a
MAz’JA [Maz85] et DAVIES [Dav98| pour une lecture synthétique et une bibliogra-
phie compléte autour des inégalités de HARDY.

Ce n’est que récemment que le lien entre les inégalités de HARDY d’un coté et
de POINCARE ou SOBOLEV logarithmique de Pautre a été établi. MICLO [Mic99a,
Mic99b| adapte la preuve de MUCKENHOUPT au cas discret (i.e. sur N) et traite
le cas des mesures sur Z. Parallélement, BOBKOV et GOTZE [BG99| ont adopté
une méthode similaire sur R : c’est leur méthode que nous avons détaillée dans ce
chapitre.

Signalons des applications récentes des inégalités de HARDY : autour du théoréme
B.2.1 pour prouver 'existence de la constante de POINCARE pour des systémes de
spins non bornés (voir [GR00]); et autour du théoréme B.3.4, dans le cas discret,
pour controler la constante de SOBOLEV logarithmique sous la dynamique de KA-
WASAKI (voir [CMRO0], P’article [CMO00] s’intéresse quant a lui a I'inégalité de trou
spectral sous la dynamique de KAWASAKI, ici, des inégalités de CHEEGER sont uti-
lisées).

Dans [GR00|, les auteurs apportent des éléments de réponse a la question suivante :
étant donnée la famille de mesures de probabilité de densité (par rapport a la mesure
de LEBESQUE sur R) Z, ' exp(®(x) — fx) indexée par le paramétre § € R, comment
évolue la constante de POINCARE en fonction de ce parameétre? Si cy désigne la
constante de POINCARE associée a la mesure g, dans le cas ou ®(x) = |z|%, le
résultat est le suivant (voir aussi [Hel98|) :

(i) si 1 < s < 2, alors limg_, ¢y = 00,

(ii) si s = 2, alors la constante ¢y est indépendante du paramétre 6;

(iii) si s > 2, alors limy_,o, ¢y = 0.

Signalons que ces résultats se généralisent a des fonctions ® moins spécifiques (voir
[GROO]). Enfin, dans le prolongement du corollaire B.4.5, [KKR93| analyse le cas ou
« est strictement supérieur a 2.
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ANNEXE C

CONVERGENCE TO EQUILIBRIUM FOR
GRANULAR MEDIA EQUATIONS AND THEIR
EULER SCHEMES

Cette annexe est répond a la question soulevée dans le chapitre 4. Nous étudions le
comportement de la solution de I’équation non linéaire décrite par Benachour et al
[BRTV98, BRV98|, c’est-a-dire I’équation des milieux granulaires généralisée avec
uniquement un potentiel d’interaction. Nous introduisons un nouveau systéme de
particules pour lequel nous établissons un résultat de propagation du chaos uniforme
en temps. Nous en déduisons une vitesse exponentielle de convergence a 1’équilibre
pour la solution de I’équation non linéaire et retrouvons ainsi un résultat da a Carrillo
et al [CMVO01]|. Enfin nous établissons des intervalles de confiance exacts et gaussiens
pour la convergence d'un schéma d’Euler implicite vers la mesure stationnaire du
probléme d’évolution non linéaire.

C.1. Introduction

In this paper, we study an interacting particle system and an implicit Euler scheme
to describe and solve numerically, by a probabilistic way, the following nonlinear
equation:

ou

(C.1) 5 = V- [Vu+ uVW % ul,

where u(t, ) is a time-dependent probability measure on R and W : R — R is an
interaction potential. The symbol V stands for the gradient operator whereas V-
denotes the divergence operator. At last, = stands for the convolution operator:

VW xu(x) = /VW(x —y) u(dy).

The function W is supposed to be symmetric

(A1) Vr e R, W(—z)=W(2),
uniformly convex
(A2) A >0, Vo,v € RY,  (Hess W (z)v,v) > AMv,v),

and such that its grandient is a locally Lipschitz function with polynomial growth:
there exists a polynom P such that

(A3) Va,y eRY,  |VW(z) —= VW (y)| < |z — y||P(x) + P(y)].
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Remark C.1.1. — This equation has several physical interpretations. In partic-
ular, Eq. (C.1), in the case when W(z) = |z|* and d = 1, arises in the model-
ing of granular media. Consider many infinitesimal particles colliding inelastically.
Passing to the limit with the good renormalisation between the frequency and the
inelasticity of the collisions, the distribution of the velocity of “a particle among an
infinity” turns to be solution of Eq. (C.1) (|BCP97| provides a complete description
of this framework).

The probabilistic interpretation of Eq. (C.1) is to consider a Markov process
which law at time ¢ is u. The nonlinear process (X;),., is the solution of:

(©2) { dX, = V2dB — VW xu, (X)) dt,

L(X;) = w(dy) fort >0,
where £(X;) stands for the lax of X,.

Remark C.1.2. — The process (X;),s, or the stochastic differential equation (C.2)
(in short SDE) are said to be nonlinear since the coefficients of the SDE depend on
the law of X,.

We want to investigate the long time behavior of the nonlinear process and provide
a way to simulate its invariant law with Gaussian confidence intervals thanks to an
implicit Euler scheme. To achieve this goal, we construct from (X}),., an interacting

particle system, i.e. a diffusion on (R?)*" such that:

1. the propagation of chaos holds uniformly in time: roughly speaking, the law
of the first coordinate of the particle system at time ¢ converges to u; and a
fixed number of particles are asymptotically independent when the size of the
system converges to infinity.

2. the particle system converges to equilibrium, as ¢ — oo, with an explicit and
exponential rate.

3. the associated Euler scheme satisfies Gaussian concentration inequalities uni-
formly in time and in its size.

The natural way to associate a particle system to the nonlinear process is to
replace the law u in the coefficients of Eq. (C.1) by the empirical measure of the
system. Let (B'),.y and (X{),.y be two independent collections of independent
Brownian motions and independent r.v. with law uy. One can introduce the process
(X}),>o solution of the following SDE:

N
) 1 ) .
axpN = ﬂng—NE VW (XY — XPV)dt fori=1,...,N,
j=1

XY = Xi fori=1,...,N.

(C.3)

In Section C.2, we explain why this particle system, which has been studied by
Benachour et al in [BRTV98|, cannot help us to fulfill the program: the propagation
of chaos is not uniform in time and the particle system is ill-behaved when time
grows. But Carrillo et al, in [CMVO01], showed that the nonlinear process converges
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exponentially fast to equilibrium. The aim of this paper is to construct another
particle system which shares this property.

We show, in Section C.3, that the former particle system has a bad behavior in
the direction (v,...,v) and a good one in the other directions. Then we introduce
a new particle system (Y}"),., which is the projection of (C.3) on the orthogonal of
(v,...,0). -

The section C.4 is devoted to the study of this new particle system. We first
establish that it satisfies the Bakry-Emery criterion with positive curvature A\ where
A is given by (A2). Then the invariant measure uY) of the particle system satisfies

a logarithmic Sobolev inequality with constant 2/A: for every smooth function f on
(Rd) ><N,

Ent (N) /|Vf| du! o ,
where

Ent, ( /f210gf2dﬂ /f2 ;Llog/f2 dp = /f210g fgd

This result implies that the relative entropy of u,g ), the law of the particle system

at time ¢, with respect to ug ) decreases exponentially fast:
Ent (ut | uly ) < Ent(uo | uly )e’”‘t,

where

/ Wroe ™ gy ity <
0 if v
Ent(v|pu) = du & du a a
+00 else.
In Section C.5, we establish that the uniform propagation of chaos holds for the
convergence of the projected particle system.

Theorem C.1.3. — If W satisfies (A1), (A2) and (A3), then there exists a con-
stant C' such that, for every N € N*,
_-X

12 C
sup E < —,
tzg ( ! >_N

At this point we are able to use the program. We recover in Section C.6 the ex-
ponential convergence to equilibrium for the nonlinear PDE established in [CMVO01]
in term of Wasserstein distance:

Wa(v, ) = \/inf [[3le = o intan),

where the infimum is running over all probability measures 7 on R¢ x R? with
respective marginals v and .

Theorem C.1.4. — If W satisfies (A1), (A2) and (A3), then, there exists a con-
stant K such that:

Wa(ur, o) < Ke .
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At last, in Section C.7, we introduce the implicit Euler scheme that approxi-
mates the projected particle system. We show that it satisfies a logarithmic Sobolev
inequality which is independent of its size and time. We deduce Gaussian concen-
tration inequalities for the convergence of the empirical measure to its mean. This
provides exacts confidence intervals for the simulation of the solution of (C.1) or its
equilibrium measure .

Theorem C.1.5. — There exists a constant ¢ shuch that, for every function f with

Lipschitz seminorm less than 1,
>r+ey/y+ — 4 ce””) < 2¢ N2

1 & .
P( N;f(yrf’lm) - /fduoo JN

where (Y,¥7), oy i the implicit Euler scheme with discretisation step 7.

n

This result allows to choose the values of each parameter (number of particles,
step and number of iterations of the Euler scheme): suppose that ¢ and \ are equal
to 1, then to get a result with precision 4¢ with probability 26_“2, one can take

2ae (a+1)? )

r:a—H, N = R vy=¢%, and n=-—

loge

g2’

C.2. A simple particle system which is not enough precise

Benachour et al, in [BRTV98, BRV9S|, study Eq. (C.1) from the probabilistic
point of view. They establish a polynomial convergence to the equilibrium and they
associate to Eq. (C.1) a nonlinear Markov process (X;),s, solution of (C.2) and an
interacting particle system (X}Y),., solution of (C.3). In the sequel we introduce a

family of independent nonlinear processes (X.), . defined by:
dX, = V2dBi - VW xu,(X,) dt,
(CA4) LX) = wuydy) fort>0,
XO — Xo.
The process (7;)»0 is driven by the same Brownian motion than the i*" particle of
the system and they are equal at time 0.

The nonlinear process is not simpler to study than Eq. (C.1). The fruitful idea,
initiated in the general case by McKean and Kac, is to associate to (X;),., an inter-
acting particle system. This process is much more simpler to study or to simulate
than (X;),.,. Unfortunately, the three requirements of the program fail to be true

for the particle system (C.3)!

C.2.1. Propagation of chaos. — First, the propagation of chaos phenomenon
holds but not uniformly in time.
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Theorem C.2.1 (Benachour et al). — If E(|X0|2) is finite, then, there exists a
constant C' such that, for every T > 0 and N € N,

; —i|? COT?
sup ]E(‘XZ’N—Xt ) <
0<t<T N
where the process (Yi)tzo is defined Eq. (C.4).
C.2.2. Long time behavior of the first particle system. — Secondly, it can

be proved that the distribution of the particle system (C.3) does not converge when
t grows to infinity to a probability measure. The simplest way to establish this point
is to notice that, thanks to the assumption (A1), VW is odd and then, the mean of
the empirical measure is equal to

Temviv Tem; 1 o=

which is a sum of a Gaussian random variable A/ (0,¢/N) and a fixed (in time) ran-
dom variable and then does not converge, as t — oo, to a probability measure. This
fact suggests that the direction (v,...,v) badly influences the long time behavior of
the particle system.

Let us now establish that the situation is much more better in the other directions.
In the sequel, we deal with derivation operators on R? and (R?)*". The operators
on the product space will be written with bold fonts. For example, the symbol V
stands for the gradient operator on (R%)*¥.

Eq. (C.3) which defines the particle system can be rewritten as:

dXY =/2dB, — VU(XY) dt,
where B, = (B},...,BY) and U : R x --- x R? — R is equal to

1
Ulxy,...,xy) = N Z W(x; — x;).

1<i,j <N

Equivalently, the law of the particle system UEN) is solution of the linear Fokker-

Planck equation:

(v)
% =V - [V + oMV,

At this point, let us recall a result established by Bakry [Bak97| which provides
logarithmic Sobolev inequalities for the semigroup (B), associated to (X}"),-

Theorem C.2.2 (Bakry). — If (R), is the semigroup associated to the process
(X?) 50 and p is a real number, then the following properties are equivalent:

1. for every x and v in (RY)",

(Hess U(z)v,v) > p|v|*
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2. for every t > 0, and x in (RY)™, the measure B(-)(x) satisfies a logarithmic
Sobolev inequality with constant

2
C, = =(1 — e 2.
p= (=)

Remark C.2.3. — If p is equal to 0, the constant Cy is equal to 4t.

The next step is then the study of the Hessian matrix of U and in particular of
its spectrum.

Lemma C.2.4. — If W satisfies (A2), then, the vectors v= (v,...,v), where v is
a vector of R?, belong to the kernel of the matriz Hess U(z).

Proof. — The matrix Hess U(x) has a special property: dividing Hess U(z) in
blocks of size d x d, one can see that each diagonal entry is equal to the sum of the
other terms of its row. Then it is clear that a vector (v,...,v) where v belongs to
R? is such that (Hess U(z))v = 0. O

Proposition C.3.1 perform a complete study of the eigenvalues and eigenspaces of
Hess U(x).

As a conclusion, the law of the particle system at time ¢ satisfies a logarithmic
Sobolev inequality with constant 4¢. This result gives no information when time
grows to infinity. Moreover, one can notice that the measure exp(—U) has an infinite
mass.

C.2.3. Long time behavior of the nonlinear process. — Nevertheless Car-
rillo et al [CMVO01] investigate the long time behavior of the solution of Eq. (C.1)
studying the time evolution of the functional:

(C.5) n(u) = /u(m) log u(x) do + % //W(x — y)u(z)uly) dz dy.

The method consists in an extension to the nonlinear framework of the Bakry and
Emery strategy which is used in Section C.4:

— show that the function § from Ry to R defined by 5(t) = n(uw;) — n(us) is
decreasing,
— find a differential inequality between ' and " and then use Gronwall lemma.
This strategy is very attractive but the computation of 5" requires high attention
and precision.

Theorem C.2.5 (Carrillo et al). — If W satisfies (A1) and (A2), the solution
of Eq. (C.1) converges exponentially fast to equilibrium. More precisely, there exists
a constant K, depending on n(ug), such that

n(ug) — nus) < K exp(—2At)

where Uy s the unique minimizer of n with the mean of ug.

Thus, we face the paradoxical situation where the particle system does not behave
as well as the nonlinear process it approximates.
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C.3. Another particle system

In this section we carefully investigate the reason why the choice of the process
(X}),>0 is not the best one.

C.3.1. A remark on the nonlinear evolution. — First, the time evolution of
the solution of Eq. (C.1) occurs in the class of the probability measures with mean
equal to the one of the initial condition ug. Indeed,

B(X,) = E(X,) - / B[O« uy(X,)] ds
- E(Yo)—/tE[VW(YS—Y’S)] ds,

where (Y:t)tzo is an independent copy of (Yt)tZO' According to Assumption (A1),
VW is an odd function, for every s € R, , one has

- -/
]E[VW(XS . Xs)] —0,
and then E(X ;) = E(X) for every t € R,.
Since our aim is to construct a particle system which empirical measure is a good
approximation of u;, it seems reasonable to choose its mean near of the one of wuy.
As we will see, this remark is the key of the problem.

C.3.2. The projected particle system. — We have already stressed that the
vectors v = (v,...,v) prevent the particle system from converging to equilibrium.
The following result provides a complete description of spec Hess U.

Proposition C.3.1. — If W satisfies (A2), then,

1. the matriz Hess U(x) admits 0 as an eigenvalue with multiplicity d and the
associated eigenvectors are of the following form v = (v,...,v) where v belongs
to R?,

2. the others eigenvalues are greater or equal than .

Proof. — We have already noticed (see Lemma C.2.4) that the vectors that can be
written (v,...,v) are in the kernel of Hess U(z). We have now to study the other
directions. Let us decompose the Hessian matrix of U in blocks of size d x d. The
entries of Hess U are denoted by (Hyj),; ;<\

1 1 . .
H,; = N ZHess W(z; —x;) and H;; = —NHess W(x; —x;) fori##j.

The first point of the proposition is easy to check.
Let us study the other eigenvalues. In the sequel the matrix A stands for

A
A= )Ad—-—1
N
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where 1 is the matrix whose all blocks of size d x d are equal to I the identity matrix
on R%*¢:

I - I

1={: .

I - I

The matrix H can be written H(z) = A+ H(xz) — A. The spectrum of the matrix

A is {0, A} with respective multiplicity d and d(/N — 1) and eigenvectors the sets
{v=(v,...,v)} and

N
M = {v: (V1. ., Uy), Zvi :O}.
i=1

At last, let us show that H — A is a nonnegative symmetric matrix. Denoting by
1
B;j = N(Hess W(x; —x;) — X)) fori#j,
we have
J#i
Moreover, (Bjv,v) > Aov|> and By, is symmetric. Then, for every vector v =
(01, ..., 0n),

N
(H=Av,v) = Y ((Bijvi,vi) — (Bijvi, v;))
7]
3,7=1
|
=3 > (Bij(vi —vj), (v; — v;)) > 0.
7]
i,7=1
This achieves the proof. O

According to Proposition C.3.1, the natural idea is to project the particle system
on the set M which is orthogonal to {v = (v,...,v)}:

N
M:{xGR’V, in:0},
i=1

Project the vector X" on M is nothing else than subtract to all its coordinates the
mean of its coordinates. Let us introduce the process (Y,¥),, on R defined by

N
, , 1 ,
Y;Z’N:X,f’N—N E XY foralli=1,...,N.
j=1

By definition of Y,
Xti,N _ X_tj,N — Y'tl,N _ )/tj,N .
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Then, one has
- 1N V2L 1L
LN X J i J i“wWN VN
V= XG - ;:1: X] + V2B — N ;:1: Bl -+ ;:1:/0 VIV (Y2 — VIV ds.

Remark C.3.2. — Notice that the projected process (Y,V),s, s still a diffusion
on M. This is due to the invariance of the drift by translation of any vector in
{v="(v,...,v)}. One could rewrite Y, with the help of N — 1 independent Brown-
ian motions in a system of coordinates in M but this would destroy the symmetry
in the writing of Y,V.

C.4. Long time behavior of the projected particle system

One of the most efficient tools to study the convergence to equilibrium for a diffu-
sion process to establish a logarithmic Sobolev inequality for its invariant probability
measure. To get such a result one can use the following theorem:.

Theorem C.4.1 (Bakry-Emery). — If for every z € R,
HessU(x) > pld

then, the measure p with density

1
Ee_U(’”) where 7 = /e_U(x) dz,

satisfies a logarithmic Sobolev inequality with constant 2/p i.e. for every smooth
function f,

2
Ent, (f*) < p / V1 dp,
where

Ent#(fZ) = /f210gf2 du—/deulog/deu.

Remark C.4.2. — By an analogy with Riemannian geometry, we will call p the
curvature of the diffusion process with infinitesimal generator Af — VU -V f.

The process (Y,"),., on M has a curvature greater than A. To establish this point,
one can write the process (X,¥),5, in an orthonormal basis with the first d vectors
in N and the other in M. The two processes are independent and the first one is
a standard Brownian motion whereas the second one is diffusion with a curvature
greater than A. This is not surprising: this fact is contained in Proposition C.3.1.
As a consequence we get that its invariant measure satisfies a logarithmic Sobolev
inequality with constant 2/\.

Proposition C.4.3. — If W satisfies (Al) and (A2), then, the invariant law of
(YY) which is equal to

N
1 1
u) = —Tu(y) exp (w > Wi~ yﬂ) 4y,

i,7=1



C.4. LONG TIME BEHAVIOR OF THE PROJECTED PARTICLE SYSTEM

with
1 N
Zy = /Mexp (ﬁ Z Wy — yj)> dy,
i,7=1

satisfies a logarithmic Sobolev inequality with constant 2/\.

140

As it s well known, this inequality implies an estimate for the convergence to

equilibrium in terms of relative entropy.

Corollary C.4.4. — ]fu,gN) stands for the density of the law of Y,¥, then, for every

t>0,
Ent (UEN) |ug)> < Ent (u(()N) |ug)>6_2’\t.
Remark C.4}.5. — This result is quite classical but we reproduce its proof in order

to give an idea of the strategy used in [CMVO1].

Proof of Corollary C.4.4. — We study the time evolution of the function « from

R, to R defined by:
L)
a(t) := Ent (u,EN) |u§>’.f)) = /log t—)dugN).

N
ull

Using the fact that u,EN) is solution of the Fokker-Planck equation

MO

ou ™)
5% =V (Vu™ +uMVU],
one gets
(V) ) |?
o' (t) = —/ Vi, Vs du™.

Moreover, the logarithmic Sobolev inequality for uly)

1
Ent(ugN) |ug)) < ﬁ/

So, « satisfies a differential inequality:

2
Vu,gN) B vuly

MOREIN

dul™.

Uy

o' (t) < =2)a(t),

which achieves the proof.

ensures that:
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C.5. Uniform propagation of chaos
We have now to establish the propagation of chaos phenomenon.

Theorem C.5.1. — If W satisfies (A1) and (A2), then there ezists a constant C
such that, for every N € N¥,
2 C
< —.
)<%

sup E(
>0

Proof. — The following proof follows the lines of the one of Theorem C.2.1 estab-
lished in [BRTV98| and the improvement will comes from the fact that the new
particle system is on M.

Let us first define, for s = 1,..., N, the process (Vi’N)DO by:

)

Y;i,N o Yt

—i,N -1 7
Yt = Xt — ﬁ E Xt'
Jj=1

N

This is the i coordinate of the projection on M of the vector (7;, LX),

. — 2
To control ]E( YN - X, ), we write

. — 2 2 — — 2
(C.6) \/]E< Y X ) < \/IE( ) + \/E(‘Y;” - X )

The second term of the right hand side is easy to deal with. By independence of the

—i,N

vt =Y,

processes of X, and X},

EQﬁ”_XQ

12 1 .
) = e

Moreover the moments of the process (Yt)t>0 are bounded, uniformly in time, as
soon as they are finite at time 0. -

Lemma C.5.2 (Benachour et al). — If E(‘YO‘%> is finite, then there ezists a
K, such that

sup E( ‘Yt‘2n> < K,,.
>0

Proof. — Let us investigate the proof of the case n = 1 in order to show the role
of the assumptions Al and A2. A complete proof of this result is performed by
Proposition 3.8 in [BRTV9S].

By the It6 formula, we get

t

E([X.[*) - E([Xo|*) = —2/]E[YS-VW*uS(YS)] ds + 2t.
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Let (X, )i>o be an independent copy of (X, )i>o- Since VW is an odd function, one
has -

B(IX[) ~B(1%of’) = —2 [ B[X. VW - X)]ds + 2
-/ B[(¥, - X)) V(Y - X ds 42
0
The assumption (A2) of strict convexity for W provides
B(1f") - B(0f") < - [ (X, - %) as 21

Then we use that E(X ) = E(X ) for every s € R, to get

E(|%[*) - B([%o]") < -2 /OtE(\st) ds+ 2t (A[E(Xo)]" +1).

Gronwall lemma achieves the proof in the case n = 1:

— — 1
(%) < [(BF0)" + 55| 0 ) +B(X5)e 2
An induction achieves the proof of the Lemma C.5.2. O
Let us turn to the first term of the right hand side of (C.6).
; —i,N 1 1S . . —i
PR Y SRR P
N Jo =
1 [t —j
v/ ;vw s ug(X7) ds.

Using the It6 formula, one can get

Z V=2 Y / [0 (s) + P2 (5) + pi2 (s)] ds,
1<¢,5<N
where
) = [T =) - I (X, - X)| - [y -7
= [vwi v v v e -7,
p(s) = (VWL =X - v (X)) - [ -7,
pij(s) = :VW*US(X )] [Y“" _YZS’N]_

We treat the three terms one by one. To deal with p%)(s) one has to gather the

crossing terms:
1
Do) =5 > [+ ).

1<ij<N 1<i,j <N
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The sum pj;'(s) + pj; (s) is equal to

VWP =) = (v V) (v V) - (v -1
which is also equal to

YW v -V -V v - (V1Y)
Then, by the convexity assumption, p;; (s)+p}; (s) is bounded below by the quantity:

o - - (52 7Y () - )

Since the vectors Y™ and Y are on M, the sum of their coordinates is equal to 0
and then, we get by a straightforward computation:

A , —iN , S (2
(1) N 1, o N 75
> A6 = g 3 (e - (=T

1<i,j<N 1<i j<N
_ YZ N z N‘
NS () ()
1<i <N
N o N 2
. ¢, N N 1,N
- Y —AEj()@ Y
=1 =1
N
- 2
. —i,N
- Y ‘ .
=1

Those lines contain the key point of the improvement of the result established in
[BRTV9S].
The second term of the right hand side of (C.6) is controlled by the Cauchy-

Schwarz inequality:
o\ 71/2
<[p(pr -y )] oo

zN: (VW(YZ ~XJ) — VW« us(Yi)) 2

—i,N
— YS

Z p(2)

where

0i(s) =

Using the independence of the copies of X, the polynomial growth of VW and
Lemma C.5.2, one can prove that there exists a constant ¢ such that

Gl(s) S cN.
The key is to notice that
E|VW (X, — X1) = VIV x uy(X,)| = 0.
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The third term of the right hand side of (C.6) is controlled by the same way using
Cauchy-Schwarz inequality and the fact that

]E[VW(XS - Xs)] ~ 0.
As a conclusion, we have proved that there exists a constant ¢ such that

(e )

z N —t,N 2

0 =1
t _ .
+eV'N / {E(‘YN Y

Ifa : R, — R is defined by a(s) <‘Y’N—_
that

ds

o\ 71/2
>] ds.

2
> then, we have established

o/(s) < —2)\a(s

N
Gronwall lemma achieves the proof:

a(t) <

< )\\/N(l — e*M).

C.6. Convergence to equilibrium for the nonlinear process

In this section we investigate the long time behavior of u; thanks to the uniform
propagation of chaos and the convergence to equilibrium for the projected particle
system. Instead of proving convergence for the functional 7 (see Equation (C.5)),
we prove it in terms of Wasserstein distance.

Definition C.6.1. — The Wasserstein metric between to probability measures p
and v with finite second moments is defined by:

Walo 1) = \/inf [ [l - vt ante)

where the infimum is running over all probability measures ™ on R x R with re-
spective marginals v and p.

Theorem C.6.2. — There exists a constant K such that
Wa (u, too) < Ke ™

Proof. — By the triangular inequality, one has
Wa (g, Uoo) < Wa (ug, ug™) + Wa (ug™, uls™) + Wa(uls™, uoo).
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By the definition of Wa(+,-) and the uniform propagation of chaos established in
Theorem C.5.1, one has:

W (wg, 1) + Wa(uls™, t00) < 2\/sup E( VX,

>0

)

To deal with the quantity Wz( (1) uQO*N)), we first make use of the following
remark.

Lemma C.6.3. — Let pu and v be two probability measures on R?. Then, for every
probability measures on (RY)*Y, uy and vy with respective marginals i, ..., and
V..o, U,

Wa(in, vx)? > N Wa(p,v).

Proof. — One has to use the definition of the Wasserstein metric for Wa(py, vy)
and choose the product measure p® --- PRV R --- Q. O
Then we get

1
Wz( (1, N),UE;’N)) S ﬁ\]\& (u%N),ugg)>

At this point we make use of a result established by Otto and Villani in [OV00| and
reformulated by Bobkov et al [BGLO1].

Theorem C.6.4 (Otto-Villani). — If p is absolutely continuous and satisfies a
logarithmic Sobolev inequality with constant C', then, for every probability measure
v absolutely continuous with respect to u,

C
Wa(p,v)” < S Ent(v | ).

Thus, we have

C
W, (Ufsl o &,N)) < \/ﬁEnt<U§N) |U<(>g))7

and as a consequence of the exponential decay of the relative entropy for the particle
system:

W, (U/il N) ne N) \/_EHJD N) | ug)) —

At last, u(()N) is the projection of u§™ on M and then Ent (Uo |uoo ) is of order N

when wu is sufficently kind, for example if ug is absolutly continuous with a positive
density.
As a conclusion, we have shown that for every N,

K
—— + Ke ™,

VN

which achieves the proof. O

Wa (g, tog) <
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C.7. Confidence intervals for the Euler scheme

To simulate the law of the solution of a stochastic differential equation:
dX; = o(X;) dB; + b(X}) dt,
the most efficient probabilistic way is to use the Euler scheme with discretisation
step v defined by:
Xpp1 = X +9b(X7) + o (X7)(By(n+1) — Bn)-

Unfortunately, this algorithm does not necessarily converge when the coefficients o
and b are no longer uniformly Lipschitz.

An alternative way consists in using the implicit Euler scheme. Let us construct
it in the case where one wants to simulate the law of the diffusion:

dX, =/2dB, — VU(X,) dt,
where U satisfies (A2). The implicit Euler scheme is defined by:
XZ-H =X, - VVU(X;ZH) + \/§(Bv(n+1) - Bw)-
The price to pay to get a convergent scheme is to invert, at each discretisation step,
the function
F(x) =2+ yVU(2).
In our case this is not impossible: since
Jac F' =1d + yHess U(x),

the classical gradient methods easily solve this problem even in large dimensions.

C.7.1. Logarithmic Sobolev inequalities for the Euler scheme. — We prove
here that, when the discretisation step 7 is smaller than 1/, the iterated kernel K™
satisfies a logarithmic Sobolev inequality with an explicit constant depending on A.

Theorem C.7.1. — If the discretisation step v is smaller that 1/, then, for every
n €N, x € R and (smooth) function f from R? to R, K™ satisfies a logarithmic
Sobolev inequality with constant

A1+ M) 1
(©1) Dra=3@a7) (1 - W)‘

Proof of Theorem C.7.1. — If ¢ is the inverse function of F, let us denote by K the
implicit Euler kernel defined by:

Kf(z) = IE[(f ° ) (fv + \/QVY)],
where the law of Y a Gaussian law N (0,Id). One has to compute the entropy:

EntK(f2) = Ent,, ((f o (p)z)
where i, is the Gaussian law N (z,27Id). In the sequel we omit the index of

piz- The measure y satisfies a logarithmic Sobolev inequality with constant 4 (see
[ABC*00]). Then,

Eutic (%) < 47 [ V(£ 0 )(a)* du(o).
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Now, by the definition of ¢, we get

Jac p(r) = [Id + yHess U(x)] "
Then, for every v in R?, one has

(Jac p(x)v,v) < (1+7A) " [of*

As a consequence, the kernels (K(-)(z)), satisfy a logarithmic Sobolev inequality

with the common constant 4v/(1 + \y):

x

4y
14+ My

(C.8) Enty (f?) < K(IVf7).

On the other hand,
VK f(z) = E[Jac p(Z2)V f(¢(Z))].
Then K and V satisfy the following commutation relation:
(C.9) VK (f)(@)] < (L+70) T K(|VF)(2).

To prove the logarithmic Sobolev inequality for K™, we mimic the proof performed
in [Bak97| for the diffusion processes:

n

Enty (f?) = Z K''Entk (97_;),

=1

where g,,_; stands for \/K™~%(f?). The logarithmic Sobolev inequality (C.8) provides

2 4y : i 2
Ena(7) £ 5 2 (Vo )

Now, we make use of the commutation relation (C.9) to get, for 1 <i <n,

) [VEmi(f2)P L [KIVE™ ()
IVgnil” = AK—i(f2) §(1+)\’Y)2 AK Kn=i-1(f2)

Then, since, from Cauchy-Schwarz inequality,

D (£,

K(g) g
one has
[K[VE" =L (f3)] VK= | )
4K K i1(f2) sk AK—i-1(f2) ] = K{|Vgn-i1|’].

A straightforward induction shows that, for 1 <i <mn,

1 n—i
s KT VAT

Vinil’ < s
[VGn-i ~(1+M\y)
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Then it follows that

Entren (f%) < 4y [i W} K"V fI?]

4y < ) 2
1- )K"V f]]
L= o (1+ M)

4(14+ M) ( 1 ) 2

= ———|1—-——— |K"||Vf]7],
A2+ \y) (14 Ay)2» U f ]

and the proof is completed. O

C.7.2. Concentration inequalities. — Logarithmic Sobolev inequalities pro-

vide Gaussian concentration properties via the Herbst’s argument (see [Led99]).
We will say that f is a-Lipschitz function if

@) = 1) _
TFy [z —y

where |-| stands for the Euclidean norm.

Theorem C.7.2. — If a measure ji on R? satisfies a logarithmic Sobolev inequality
with constant C' then for every a-Lipschitz (for the Euclidean norm) function g,

P(lg(X) — Eg(X)| > r) < 2e77/9,

A straightforward application of this result is obtained choosing
LN
o) =+ > /()
i=1

where f is an 1-Lipschitz function on R?. The function g is 1/ V/N-Lipschitz and we
get:

Proposition C.7.3. — If (Z"),cn is the implicit Euler scheme associated the

n
projected particle system, then, for every 1-Lipschitz function f on R? and every

r >0,
]P)<

C.7.3. Weak convergence of the Euler scheme. — The previous result en-
sures that the empirical measure of the Euler scheme is concentrated around its
mean as a Gaussian law with variance 1/A. To achieve the program, we need to
establish the following result

1 N

5 2 f(Z) —Ef(Z)
i=1

< 7") < 2e NP2,

Proposition C.7.4. — There exists a constant ¢ such that, for everyt > 0, N € N
and every 1-Lipschitz function f,

EF(Z7) — EF(Y;"")] < ey

This result is a consequence of the following one which is established in [Tal99).
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Proposition C.7.5 (Talay). — Suppose that the process (Xi),s, is the solution
of: -

dX, = V2dB, — V®(X,) dt
where ® satisfies (A2) and (A3). Let us denote by (X)), oy is the associated implicit
Euler scheme. Then, there exists a constant ¢ such that,

sup E(| X, — Xﬂl|2) < e/

n>0
Remark C.7.6. — One can also hope to get similar results to the ones presented
in |[TT90|: they obtain a expansion of the error for the weak convergence of the Euler
scheme of any order.
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CHAPTER D

INEGALITES DE SOBOLEV
LOGARITHMIQUES POUR DEUX EDP NON
LINEAIRES
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email: malrieu@cict.fr.

Résumé. Nous montrons que les lois en un temps ¢ de deux systémes de particules en
champ moyen (étudiés dans [Szn91] et [BCCP98]) vérifient de maniére générique une iné-
galité de Sobolev logarithmique. Nous en déduisons que la mesure empirique se concentre
autour de la solution de 'EDP non linéaire associée comme une gaussienne de variance
1/N. De plus, nous établissons ’ergodicité du processus non linéaire a partir de celle du
systéme de particules.

Logarithmic Sobolev inequalities for two nonlinear PDE’s

Abstract. We show that two particle systems in mean field interaction (studied in
[Szn91| and [BCCPI8|) satisfy a logarithmic Sobolev inequality. Then we deduce the gaus-
stan concentration of the empirical measure around the solution of the associated nonlinear
PDE. Besides we derive ergodicity of the nonlinear process from the one of the particle
system.

D.1. Notations et résultats

Intéressons nous dans un premier temps ’exemple du systéme de particules de
Mac Kean (repris par Sznitman dans [Szn91|). Soit b une fonction de R¢ x R¢
dans R? de classe C! a dérivées bornées et (B) des mouvements browniens sur
R? indépendants. On definit le systéme de particules (Y") comme la solution de
I’équation différentielle stochastique suivante :

N
. . 1 ; i
AYPY = dB;+ = S bV YY)t pouri =1, N
j=1

LY, Y5™)) = L(Yo)®™.
Sznitman [Szn91| montre que

1

}/;i,N - ?t

E [sup

t<T
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o Y est solution de I’équation non linéaire :
dY, = dB! + / b(Y, y)us(dy) dt
L(T}) = u(dy)
Y, =Y.
Ceci implique de maniére classique un résultat de propagation du chaos.
On peut toutefois étre plus précis pour I’étude de la convergence au niveau des

marginales : les queues de la mesure empirique a I'instant ¢ sont comparables a celles
d’une variable aléatoire gaussienne de variance 1/N.

Théoréme D.1.1 (Concentration). — Pour tous t positif, N entier et f de R
dans R de norme de Lipschitz inférieure a 1, on a pour tout r > 0

P(
ot u est la solution de I’équation aux dérivées partielles non linéaire

(D.1) ou(t,r) = %Au(t,x) — div </b(x,y)u(t,y) dyu(t,a:)).

Bien entendu, ces résultats ne donnent en général pas d’information quand ¢
tend vers l'infini. Voici pourtant un modéle ou 'on peut parfaitement décrire le
comportement en temps long du processus non linéaire. Considérons I’équation de
transport homogeéne étudiée par Benedetto et al dans [BCCP9§| :

{ O = 002u + 0. [(Br + M@ * u))u]
u(0, ) = fo()

ou o, A et 3 sont des constantes positives et ® est la fonction z|z|. On peut
montrer qu’il existe une solution réguliére f; a cette équation qui s’interpréte comme
la densité de la loi a l'instant ¢ du processus non linéaire solution de 1’équation
différentielle stochastique suivante :

(D.2)

dX, =20 dB! — |BX, + M@ * f)(t, X,)| dt
(D-3) L(X}) = f(t.z) da
£(X) = fo(w)de.
On lui associe de maniére naturelle le systéme de particules :
: - : A . |
(D.4) AXPY = Va0dB] — BX}" dt — 1 3 B(Xp" — XP7) di
LX))= f&Ndx pouri=1,..,N =

Il est tout d’abord possible d’améliorer la dépendance en temps des résultats de
propagation du chaos.
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Théoreme D.1.2. — Si [z fo(x)dx est finie, alors il existe un réel positif K tel
que pour tout N > 1,

1|2 K
(D.5) supE(‘th’N _X, ) <
teR N
et
—112 T
]E( sup th’N—Xz >§K—.
0<t<T N

Benedetto et al [BCCP98] ont établi 'existence d’une mesure stationnaire de
densité w pour le processus (D.3). La méthode présentée ici permet de donner
une estimation de la vitesse de convergence vers 1’équilibre. Soit P 1’ensemble des
densités de probabilités (par rapport a la mesure de Lebesgue sur R) de moyenne

nulle telles que
[f@ossa)dn et [laf's(@) do

Théoréeme D.1.3. — Si fy appartient o P, alors il existe une constante K telle
que pour tout t positif,

soient finis.

Ify —all, < Ke 772,

D.2. Quelques éléments de preuve

La clef de la preuve est le critére de courbure de Bakry et Emery (voir [Bak94]).
Dans le cas particulier ot 'opérateur L est de la forme

Lf(x) = Af(x) = X(2).V(x),

il est dit @ courbure minorée par p dés que les valeurs propres de la matrice jacobienne
de X sont supérieures a p (en tout point z). Le générateur infinitésimal associé a
(Y'™) s’écrit, pour tout z = (zq,...,2y)

LV f(x 282f +Zb

Un simple calcul montre que LY est de courbure minorée par
p=—[101b]l,, — [|920]

Pour le systéme (D.4) la courbure est minorée par f > 0. Dans les deux cas les
bornes inférieures de la courbure des opérateurs LV sont indépendantes de NNV.

ol bi(x) = %Zb(xi,xj).

Remarque D.2.1. — Le méme résultat peut étre obtenu pour le modele général de
Mac Kean (c’est-a-dire avec des interactions dans le coefficient de diffusion). Les
calculs sont toutefois plus ardus pour établir le critére de Bakry-Emery puisqu’il
faut tenir compte de la métrique riemannienne induite par LV sur R et non de sa
métrique euclidienne.
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D’aprés [Bak97], le semi-groupe (P;) associé & L vérifie alors une inégalité de
Sobolev logarithmique de constante

Gy = %{1 — exp(—2pt)].

Proposition D.2.2. — Pour tout réel t positif et toute fonction f suffisamment
réquliere,

Pi(f*log f2) — P.(f*)1og P.(f?) < C:P(IVf]?).

L’argument de Herbst (voir [Led99|) permet d’obtenir la propriété de concentra-
tion.

Pour les systémes de particules (D.4), la mesure invariante py (que 1’on con-
nait explicitement) vérifie alors elle aussi une inégalité de Sobolev logarithmique.
Ceci entraine 'ergodicité du semi-groupe associé que ’on peut de plus quantifier.
Définissons 1’entropie relative :

/l @ dl/—/l d—l/ d—l/ d 1y <<
Ent(v|u) = 8 du A dp ) \ dp pos a

+00 sinon.

En dérivant (par rapport au temps) la fonction Ent (ui™ | py) (ot uf™ est la densité

de la loi a l'instant ¢ de (D.4)), on montre avec le lemme de Gronwall que

Ent (uf™ | pun) < Ent(fy | py)e 2%

On peut ainsi établir que si u{"" est la densité de la loi & I'instant ¢ d’une particule

du systéme (D.4) et que fy appartient a P,
o s, < KV

Pour démontrer le théoréme D.1.3, il ne reste plus qu’a écrire

(1,N)

\fi—1al, < Hft—uil’N)HlﬁLHUt — 1N

K
< — + KV Ne P,
VN
et a choisir N de Pordre de eP!/2.

Résumé d’un texte qui sera conservé cing ans dans les Archives de I’Académie et
dont copie peut étre obtenue.

|y + Ml =),
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Logarithmic SOBOLEV inequalities for some nonlinear
evolution problems

Abstract

One of the most useful applications of the Markov processes theory is the proba-
bilistic interpretation of the solution of partial differential equations. It provides an
intuitive interpretation of the dynamic and a way to solve numerically the problem
when the deterministic methods failed. In this work, we try to develop these two
points for a class of partial differential equations of McKean-Vlasov type.

We deal with both the propagation of chaos theory initiated by Kac and McKean
and the study of Markov processes via Poincaré or logarithmic Sobolev inequalities.
The propagation of chaos provides a way to approximate the solution of some non-
linear PDEs by the empirical measure of an interacting particle system. Moreover,
the logarithmic Sobolev inequalities imply explicit convergence to equilibrium as
time grows and concentration properties for Markov semigroups.

The particle systems we associate to McKean-Vlasov type equations satisfy loga-
rithmic Sobolev inequalities. Thanks to an additional result of propagation of chaos,
we deduce the long time behavior of the nonlinear PDE from the one of the par-
ticle system. At last, we establish exact and Gaussian confidence intervals for the
convergence of the Monte-Carlo method for the explicit and implicit Euler schemes
associated to a diffusion process. These results provide an efficient way to control
the error of the numerical simulation.

Keywords : Logarithmic Sobolev inequality - Particle system in mean field in-
teraction - Propagation of chaos - Partial differential equations - Convergence to
equilibrium - Euler scheme.
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Résumé

L’interprétation de la solution d’équations aux dérivées partielles compte parmi
les champs d’application les plus motivants de la théorie des probabilités. Elle ap-
porte parfois une meilleure compréhension de la dynamique du systéme étudié et
une facon trés intuitive de résoudre numériquement des problémes ot les méthodes
déterministes ne peuvent plus s’appliquer — principalement en grandes dimensions.
Dans ce travail, nous avons développé ces deux aspects pour ’étude de certaines
équations aux dérivées partielles non linéaires qui s’apparentent aux équations de
MCKEAN-VLASOV.

Il s’est avéré intéressant de mettre en relation d’'une part les travaux initiés par
MCKEAN sur la propagation du chaos et d’autre part I’étude fine des processus
de MARKOV wia des inégalités de POINCARE et de SOBOLEV logarithmiques. La
propagation du chaos permet d’approcher la solution de certaines équations aux dé-
rivées partielles non linéaires par la mesure empirique d’un processus de MARKOV
en grande dimension. Les inégalités de POINCARE ou de SOBOLEV logarithmiques
fournissent quant a elles des descriptions en temps long et des propriétés de concen-
tration de la mesure pour des semi-groupes de MARKOV.

Nous étudions des équations aux dérivées partielles non linéaires du type MCKEAN-
VLASOV. Nous leur associons des systémes de particules en interaction de type
champ moyen pour lesquels nous établissons des inégalités de Sobolev logarithmiques
a temps fini. Grace a un résultat supplémentaire de propagation du chaos, nous dé-
duisons, dans certains cas, le comportement en temps long de ’équation non linéaire
en fonction de celui du systéme de particules. Enfin, nous établissons des intervalles
de confiance exacts pour la convergence de méthodes de MONTE-CARLO pour les
schémas d’EULER explicites et implicites associés & des processus de diffusion. Ces
résultats s’appliquent notamment pour les systémes de particules cités plus haut.
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