MATHEMATIQUES

Aspect variationnel des surfaces minimales
et conjecture de Willmore

En 1965, Thomas Willmore énonce une ques-
tion portant sur la géométrie des surfaces de R3.
Cette question a été la source de trés nombreux
travaux portant aussi bien sur des aspects théo-
riques qu’appliqués. Un travail récent de Fernando
Coda Marques et André Neves apporte la réponse et
confirme l'intuition de Willmore. Nous souhaitons ici
présenter les idées mises en jeu dans leur preuve :
elle repose sur la théorie des surfaces minimales
de la sphére unité de dimension 3. La question
qui va nous guider est de savoir comment on peut
construire des objets géométriques qui sont des
points critiques de certaines fonctionnelles avec
pour idée de mettre en place une approche de type
lemme du col, appelée aussi min-max. Nous allons
tout d’abord fixer quelques terminologies de la théo-
rie des sous-variétés et expliquer en quoi consiste
cette approche dans un cadre simple. Nous ver-
rons ensuite comment George Birkhoff a mis en
place cette idée pour construire des géodésiques
sur les surfaces et ainsi résoudre une question de
Henri Poincaré. Dans un second temps, nous présen-
terons la théorie de Frederick Almgren et Jon Pitts
qui permet de construire des surfaces minimales
par cette approche de min-max. Enfin, nous en vien-
drons a la conjecture de Willmore et au travail de
Marques et Neves ot la théorie de Almgren et Pitts
est un outil central.

1. Préliminaires

1.1 — Sous-variétés de R¥

Commencons par fixer quelques notations et ter-
minologies de la théorie des sous-variétés de RX.
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Nous allons considérer des sous-variétés M com-
pactes sans bord de dimension m dans un cer-
tain RK.

Dans le cas k = m+ 1, fixons p un point de M.
En choisissant un repére orthonormé de R™*1 d’ori-
gine p et dont le dernier vecteur de base est le vec-
teur unitaire normal a M en p, on peut décrire loca-
lement M comme le graphe d’une fonction u avec
u(p) = 0 et de gradient nul en p, Vu(p) = 0. La diffé-
rentielle seconde ou Hessienne de cette fonction u
est alors appelée seconde forme fondamentale de
M en p: cette Hessienne décrit ou se situe M par
rapport a son espace tangent en p. La trace de cette
Hessienne est appelée courbure moyenne de M en
p et est notée H(p). Elle décrit donc en moyenne
ou se situe M par rapport a son plan tangent en p.
Ces notions de seconde forme fondamentale et de
courbure moyenne se définissent aussi pour une
sous-variété M de dimension m contenue dans une
sous-variété N de dimension m+ 1.

Enfin si ¥ est une surface de IR3, le déterminant
de la seconde forme fondamentale est appelé cour-
bure de Gauss de ¥ au point p et est noté K(p).

1.2 - Lapproche de min-max

Pour expliquer l'approche de min-max ou lemme
du col, nous allons nous placer dans un cas par-
ticulier. Considérons pour cela la surface X de la
Figure 1 et f une fonction de Morse ! définie sur X.
Sur le dessin, f est représentée comme la coordon-
née verticale. On suppose de plus que le minimum
absolu de f sur X est O et est réalisé au point p.

Considérons alors yq le lacet vert qui est basé
au point p (ses extrémités sont p). Les lacets bleus

1. Une fonction de Morse est une fonction C2 dont tous les points critiques sont non dégénérés : la Hessienne au point critique a

un noyau nul.
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et yg ont la propriété que l'on peut déformer 'un en
l'autre de facon continue (sans déplacer le point p)
mais que l'on ne peut pas les rétracter sur le point p
(point que l'on paramétre par un lacet constant) : on
dit que ces lacets sont homotopes2 relativement
a leurs extrémités mais non homotopiquement tri-
viaux.

Ficure 1 — Une fonction de Morse sur une
surface.

On note [yy] l'ensemble des lacets homotopes
a yg relativement aux extrémités (on dit aussi que
[v0] est la classe d’homotopie de );) et on définit
alors la quantité de min-max suivante

W= inf sup f(y(t)).
velvol te[0,1]

On regarde donc la plus grande valeur de f le long
d’un lacet homotope a ¥ et on minimise parmi ces
lacets. Sur le dessin, les maxima le long des lacets
bleus tendent a se rapprocher de cette valeur. On
voit (et on peut démontrer) que W = f(c) > 0 avec ¢
un point critique de f (le point ¢ est un col pour la
fonction hauteur f). Remarquons que si yg pouvait
se rétracter sur p, la quantité W serait nulle.

On peut donc retenir que, si on a un lacet yy
non homotopiquement trivial dans X, la quantité
W est strictement positive et doit étre une valeur
critique non triviale (pas le minimum absolu) de f.
On montre ainsi l'existence d’un point critique c non
trivial de f.

Dans la suite, nous verrons des situations ou
cette idée peut étre utilisée pour construire des ob-
jets géométriques.

2. Géodésiques sur les surfaces

Si y est une courbe sur une surface ¥, on note
¢(y) sa longueur. La courbe y est appelée géodé-
sique si c’est un point critique de la fonctionnelle ¢;
autrement dit, si {¥}[-¢,¢] st une famille a un pa-
rameétre de courbes sur ¥ ayant toutes les mémes
extrémités et avec y = g, 0n a

d
Eg()/t)n:o =0.

Par ailleurs, une géodésique réalise localement le
plus court chemin entre deux de ses points.

Dans un article de 1905, Poincaré [14] pose la
question de l'existence d'une géodésique fermée
(pouvant étre paramétrée par le cercle) et simple
(sans point double) sur toutes surfaces.

FIGURE 2 — Minimisation de la longueur d’un
lacet.

Commencons par considérer le cas de la surface
Y de la Figure 2. Les lacets bleus sont homotopes
mais non homotopiquement triviaux (on ne peut
pas les déformer sur un lacet constant). Si g est
l'un de ces lacets, on peut alors considérer [7/0],
'ensemble des lacets de ¥ qui lui sont homotopes.
Comme aucun de ces lacets n'est homotope a un
lacet constant, on a

€[yol) = inf &(y)>0.
velyol

On peut alors considérer une suite (;);en dans [yo]
telle que €(y;) — infycpy,1€(y) et en déduire un la-
cet ¥ € [yo] (en rouge) tel que €(¥) = infycy,1€(y) il
s’agit nécessairement d’'une géodésique fermée.

Cet argument utilise l'existence de lacets non
homotopiquement triviaux. Ainsi si la surface ¥ est
homéomorphe a la sphere %2, tout lacet Yo se ré-
tracte sur un point et ¢([yg]) = O : l'argument pré-
cédent ne donne rien. Or c’est précisément le cas

2. Soient X et Y deux espaces topologiques, fy, fi : X — Y continues sont homotopes s'il existe g: [0,1]x X — Y continue avec
fi(-) = g(i,+) pour i = 0, 1. Si fy et f; coincident sur une partie A de X, on peut demander que g(t,-) = fo(-) sur A, on parle alors d’homotopie

relative a A.
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que considére Poincaré puisqu’il s'intéresse aux sur-
faces a courbure de Gauss K positive qui sont néces-
sairement topologiquement des sphéres. Poincaré
propose alors la stratégie suivante. Une géodésique
fermée simple (si elle existe) sépare la surface en
deux domaines €27 et 2, tels que

J Kda=2mn (1)
Q;

ol da est la mesure d’aire sur la surface. Poincaré
suggeére donc de produire une géodésique fermée
en minimisant la longueur ¢ parmi les lacets y sépa-
rant ¥ en deux domaines 2; vérifiant (1) 3. Poincaré
montre par des raisonnements de nature physique
qu’une solution minimisante (si elle existe) sera une
géodésique fermée simple. La justification compléete
de cette approche sera donnée par Melvyn S. Berger
et Enrico Bombieri [2] puis Christopher B. Croke [4]
au début des années 80 ; le point délicat est 'exis-
tence d’une minoration uniforme de la longueur des
lacets considérés par Poincaré.

L'approche de Birkhoff

En 1917, Birkhoff [3] propose une solution al-
ternative pour la construction des géodésiques sur
les surfaces ¥ homéomorphes a 52 elle repose sur
une approche de type min-max. Il introduit la notion
de balayage de la surface ¥. Un balayage de ¥ est
une application continue

©:[0,1]x$t > ¥

avec ¢(0,:) et ¢(1,:) constants. Autrement dit un
balayage est une famille continue de lacets partant
d’un lacet constant et finissant en un lacet constant.
Un exemple de balayage est donné dans la Figure 3.

Parmi les balayages de %2, on a le
balayage standard défini par @(t,0) =
(2Vt—t2(cosB,sinB),2t — 1) et qui est donné par
les paralléles de $2.

Pour comparer avec la partie 1.2, X serait ici l'es-
pace des lacets sur la surface ¥, la fonction f serait
¢ et un balayage correspond a un lacet dans X.

Comme ¢(0,-) et ¢(1,-) sont constants, on peut
aussi voir un balayage ¢ comme une application
continue ® : $2 — ¥ et définir ainsi la classe d’ho-
motopie [Py] d'un balayage .

Birkhoff s’intéresse alors a la réalisation de la
valeur de min-max suivante :

L([®o]) = @é?dfo][t:ﬁﬁ]e(q)(t’ -))]

pour un certain balayage ¢g. Autrement dit, parmi
tous les balayages que l'on peut déduire par dé-
formations continues de @g, quel est celui qui pos-
séde le plus court lacet de longueur maximale?
Dans l'esprit de la partie 1.2, Birkhoff montre que,
si L([®g]) > 0, il existe un lacet de longueur L([Pg])
qui est un point critique de la fonctionnelle £ donc
un lacet géodésique sur 3.

Reste donc a savoir si on peut assurer
L([#g]) >0. Remarquons que si @g est un
balayage constant, tous les lacets sont
constants donc de longueur nulle; ainsi
0 = supejo,1]4(®o(t,)) = L([Pg]) dans ce cas. On
a vu que tout balayage ¢ a une application asso-
ciée @ : $2 - Y. A une telle application continue,
on peut associer un nombre deg(®P) € Z appelé de-
gré qui compte le nombre d’antécédents d’'un point
générique p € ¥ par @ avec un signe dépendant de
savoir si ® préserve ou renverse l'orientation au
voisinage de chaque antécédent. Ce degré a la pro-
priété importante d’'étre invariant par homotopie.

Maintenant, si sup[o,1]¢(¢(t,")) est trés petit,
chaque lacet @(t,) reste dans un voisinage de
¢(t,0), on peut alors déformer globalement ¢ vers
le balayage @ défini par @(t,0) = ¢(t,0) qui est
lui-méme homotope au balayage constant. Ainsi
si supe(o,1)¢(®(t,*)) est tres petit, le degré de l'ap-
plication ® associée est nul. Ceci montre que si
deg(®g) = 0, L([Pg]) > 0 et on a un lacet géodésique
associé. Le balayage standard ¢ est de degré 1 car
tout point (hormis les deux péles) sur $2 posséde
exactement un antécédent. Donc si H: $2 — ¥ est
un homéomorphisme, H o ¢ est un balayage de ¥
de degré 1 et L([H o @]) > 0. Birkhoff montre ainsi
que toute surface homéomorphe a 52 posseéde un
lacet géodésique.

3. Les surfaces minimales

Les surfaces minimales sont des généralisations
des géodésiques en dimension supérieure. Nous

3. Sur une surface homéomorphe a une sphére, on a toujours IZ Kda=4mn.
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FIGURE 3 — Le balayage standard de $2 et un balayage général de .
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présentons la théorie en dimension 3 tout en sa-
chant qu’une grande partie de ce que nous allons
décrire se généralise en dimension supérieure.

Fixons donc une sous-variété M de dimension 3
de R¥ et considérons ¥ une surface contenue dans
M. Nous pouvons calculer son aire A(¥). Nous di-
rons que ¥ est une surface minimale de M si ¥ est
un point critique de cette fonctionnelle d’aire. Décri-
vons un peu mieux ce que cela signifie. Considérons
pour cela N(p) le vecteur unitaire normal a ¥ en
p tangent a M et u une fonction définie sur ¥. On
définit alors ¥, la surface de M qui est construite
en « poussant » la surface ¥ dans la direction N(p) a
distance u(p) pour chaque point pde ¥ (si u(p) <0
on pousse dans la direction de —N(p)). Si u est pe-
tit, ¥, est une déformation de ¥. Dire que ¥ est
minimale revient donc a écrire

d
0= EA(ztu)h:O

pour toute fonction u. Or un calcul donne

d
LA o= —L Huda 2)

ol H est la courbure moyenne de ¥ dans M. Ainsi
une surface minimale est précisément une surface
dont la courbure moyenne est nulle en tout point.

Comme pour les géodésiques, on peut alors po-
ser la question de l'existence d’'une surface mini-
male dans M. A nouveau, on peut chercher a la
construire par un procédé de minimisation direct
mais comme pour les géodésiques cela ne répond
pas au probléme pour toutes les sous-variétés M :

0,1] x S! >

par exemple, si M est homéomorphe a $3. Almgren
et Pitts vont résoudre cette difficulté en construi-
sant une théorie de min-max pour les surfaces mi-
nimales.

3.1 - Les surfaces minimales de $3

Avant de présenter la théorie de Almgren et
Pitts, nous allons d’abord exposer certains as-
pects de la théorie des surfaces minimales dans
$3 = {Xf+x§+x§+x§ =1}

Tout d’abord, on connait des exemples explicites
de surfaces minimales. Les équateurs, par exemple
{x4 = 0}, sont des sphéres minimales d’aire 4. On
peut montrer que ce sont les seules surfaces mini-
males de $3 a étre topologiquement des sphéres et
que toute autre surface minimale a une aire stricte-
ment supérieure a 47. Le tore de Clifford

T ={(x1, X2, X3, X4) € S3|Xf +x§ = x§ -4—)921 =1/2}

est aussi minimal, de genre 4 1 et daire 272
H. Blaine Lawson [10] a construit de nombreux
autres exemples de surfaces minimales de genre su-
périeur dans $3. Pour cela, il considére un contour
fait de segments géodésiques dans $3 et construit,
par minimisation de l'aire, un disque minimal bordé
par ce contour (voir Figure 4). On dit qu’il résout un
probleme de Plateau. En complétant par réflexions
autour des arcs géodésiques du contour, il obtient
des exemples sans bord qui possedent des symé-
tries.

4. Le genre d'une surface compte le nombre de « trous » d'une surface : une sphére est de genre 0, un tore de genre 1 et la surface

de la Figure 1 de genre 2.
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FIGURE 4 — Probléme de Plateau et surface
de Lawson de genre 2 d'aprés Lynn Heller,
Sebastian Heller et Nick Schmitt [8].

© L. Heller, S. Heller et N. Schmidt

Une autre approche pour construire des sur-
faces minimales dans $3 est la technique dite de
désingularisation. Si on regarde deux équateurs
{x3 = 0} et {x4 = 0}, leur union peut étre comprise
comme une surface minimale qui serait singuliére
le long du cercle d’intersection de ces deux sphéres.
La désingularisation consiste a montrer qu’il existe
une surface minimale proche de l'union de ces deux
sphéres mais sans lieu singulier. L'outil fondamen-
tal d'une telle construction est la surface minimale
de Scherk (voir Figure 5) qui désingularise dans R>
'union de deux plans orthogonaux.

Nikolaos Kapouleas [9] a décrit quand et com-
ment une telle désingularisation pouvait étre réali-
sée (Figure 6).

Les surfaces minimales sont des points critiques
de la fonctionnelle A, ce sont donc des points ol la
différentielle de A s’annule.

FIGURE 5 — La surface de Scherk.

© Matthias Webber

En un tel point, on peut s’intéresser a la diffé-
rentielle seconde de A. En reprenant, les notations
introduites plus haut, si ¥ est minimale dans 53, on
montre :

2
S0 = [ IV =@+ 1A da = Q)
ol Vu est le gradient de u le long de X et ||A]| dé-
signe la norme de la seconde forme fondamentale
de ¥. Q est une forme quadratique en u d’indice fini.
Cet indice qui est la dimension de l'espace des di-
rections négatives de Q compte donc le nombre de
déformations indépendantes de ¥ qui font décroitre
'aire de ¥ (au moins a l'ordre deux). L'équateur a
pour indice 1 et le tore de Clifford a pour indice 5.
Francisco Urbano [17] a montré que ce sont les
seules surfaces minimales de $3 d’indice au plus 5.
Nous y reviendrons dans la suite.

FIGURE 6 — Désingularisation d’'un caténoide
et d’'un plan.

Hololiatietst

SN

© Matthias Webber

On pourra consulter le site de Nick Schmitt [16]
pour une documentation en image sur les surfaces
minimales de $3.

SMF — GAZETTE — JANVIER 2016 — N° 147 23



MATHEMATIQUES

3.2 — La théorie de Almgren et Pitts

Nous allons maintenant décrire la théorie de
Almgren et Pitts pour une sous-variété M de dimen-
sion 3. Celle-ci s’appuie sur la théorie de la mesure
géométrique et nous allons en simplifier certains
aspects afin d’en faciliter l'accés.

Tout d’abord, nous introduisons Z>(M) l'espace
des «surfaces » de M (l'indice 2 fait référence a
la dimension 2 des surfaces). Cet espace est muni
d’une topologie que nous décrirons en disant juste
que deux surfaces sont proches si la partie de M
contenue entre ces deux surfaces a un petit volume.
Par exemple, dans $3, le paralléle {x4 = t} converge
vers l'équateur {x4 = 0} lorsque t — 0. Mais que dire
de la limite de l'union {x4 = t} U {x4 = —t} ? La topo-
logie nous dit qu’elle converge vers {x4 = 0} compté
deux fois. En fait, un élément T de Z5(M) peut étre
décrit comme une somme formelle T = Zle n;S;
oll n; € Z et S; est une surface de M dont la régula-
rité est a priori seulement Lipschitz. Les nombres
n; sont des multiplicités que l'on affecte & chacune
des surfaces S;. Ainsi on peut écrire

{xa=th+{xqg=-t} —> 2{x4 = 0}.

On peut alors étendre la définition de l'aire par
A(T) = Z;;lln,M(Si). Notons aussi que Z>(M)
contient un élément nul (n; = O pour tout i) dont
laire est 0.

Comme a la Partie 1.2, on souhaite développer
une approche de min-max avec X = Z>(M) et f = A.
Dans un premier temps, Almgren [1] étudie la to-
pologie de Z,(M) et montre gu’il existe des lacets
basés en O qui ne sont pas homotopiquement tri-
viaux °. Voici comment décrire un tel lacet non ho-
motopiquement trivial. Soit f: M — [0, 1] une fonc-
tion de Morse (il en existe toujours), on pose alors
Yo(t) = f~1(t) € Z5(M) (Figure 7). Notons que ¥(0)
et (1) sont chacun un point ce qui correspond &
'élément O de Z,(M) : yg est bien un lacet. De plus,
Vol(f~1([t, s])) tend vers O lorsque s — t : g est bien
continu.

FIGURE 7 — Le balayage standard de M.

1

On pourrait alors directement construire une
approche de min-max a partir de y. La théorie est
un peu plus générale et nous en aurons besoin dans
la suite. On introduit la notion de balayage a k pa-
rametres : ce sont les applications continues

@: 1K — Z5(M)

ou I =[0,1]. Tout d'abord, le lacet Yy que nous avons
défini au paragraphe précédent est un balayage a
un parameétre. Dans la partie précédente, les ba-
layage que Birkhoff considérait étaient des familles
a un parametre de lacets paramétrés, ici on ne tient
plus compte d'une éventuelle paramétrisation des
surfaces.

On définit la largeur ® d’un balayage par L) :=
sup{A(@(x)); x € IX}. Si g est un balayage, on note
[po] Vensemble des balayages ¢ homotopes a ¢g
relativement a 9/ (on ne déforme pas o le long du
bord de 'hypercube I¥). On définit enfin une valeur
de min-max appelée largeur de [@pq] par

L([po]) = inf{L(p); ¢ € [po]}-

Pitts [13], un étudiant d’Almgren, montre alors :

Théoréme du min-max. Si L([¢g]) > sup{A(po(x)),
x € I}, il existe des surfaces minimales Y1002,
dans M disjointes telles que

n,»A(Z,»), n; € N.7

Mo

L([po]) =
i=1

Ainsi ce théoreme affirme que la valeur de min-
max L([gg]) est laire d’un certain point critique
de A. La condition L([¢g]) > sup{A(pg(x)), x € 91}

5. En fait, Almgren montre, entre autre, que le premier groupe d’homotopie de Z>(M) est isomorphe au groupe d’homologie H3(M).
6. On utilise ici le mot largeur pour traduire le terme width utilisé par Almgren et Pitts méme s’il ne rend pas bien compte de sa

nature géométrique.

7. Ce théoreme est valable en toute dimension, toutefois, dans M™+L avec m > 7, les hypersurfaces ¥ ; peuvent présenter un lieu

singulier de codimension 7.
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affirme essentiellement que l'information topolo-
gique contenue dans @ ne se lit pas sur alx. Par
ailleurs, ce résultat ne donne pas d’informations
sur les ¥ ; : quelle est leur topologie par exemple ?

Si on considére le lacet yg construit par Alm-
gren, on a sup{A(yo(x)), x € dl} = 0 puisque 4 (0) =
70(1) = 0. Le lacet y étant non homotopiquement
trivial, Almgren montre que L([y]) > 0. Le théoréme
de min-max affirme alors qu’il existe une surface mi-
nimale dans M, ce qui était la question initialement
posée.

Que dit cette approche pour $3? La fonction
coordonnée x4 est une fonction de Morse sur 53,
on a donc un balayage standard y : t — xgl(Zt— 1)
donné par les paralléles de $3. On a L(y)=4m, en
fait on peut montrer que  est optimal pour le pro-
bléme de min-max, L([]) = 47 et que les équateurs
sont précisément les surfaces minimales produites
par cette approche. De plus, ceci nous dit que, si ¥
est un balayage homotope a 7 et L(y) = 4, il existe
t € I tel que Y(t) est un équateur de $3. Cependant,
cette approche ne nous dit pas comment construire
d'autres surfaces minimales de $3.

4. La conjecture de Willmore

Dans un article de 1965, Willmore [18] s’inté-
resse a la fonctionnelle qui est définie sur les sur-
faces Y de R3 par:

V(X) = %LHZ da

ou H est la courbure moyenne de .. Cette quantité
est maintenant appelée énergie de Willmore.

Willmore montre que pour toute surface V(¥) >
471 avec égalité uniquement pour les sphéres eu-
clidiennes. Willmore s’intéresse au lien entre la to-
pologie de ¥ et cette énergie. Il constate que, pour
une certaine classe de tores T, V(T) > 212 avec
égalité pour des tores particuliers appelés cyclides
de Dupin. Il formule alors la conjecture.

Conjecture de Willmore. Pour toute surface ¥ de
genre 1 (un tore), on a V(X) > 27t° avec égalité uni-
quement pour les cyclides de Dupin.

Une propriété importante de l'énergie de Will-
more est son invariance conforme : ceci signifie que
si F:R3 — R3 est conforme 8, alors V(F(¥)) = V(X).
Cette propriété est a l'origine de l'intérét qui a été
porté a 'énergie de Willmore et & la conjecture.

Cette propriété permet aussi de reformuler la
conjecture sous la forme qui sera étudiée par
Marques et Neves. Une projection stéréographique
7T : $3 — R3 est une application conforme. Ainsi si
Y est une surface de $3 on peut définir son énergie
de Willmore par W(X) = V(Tt(X)). Un calcul montre
que

—2
WI(E) = Lu + HT)da :A(Z)+%Lﬂ2 da

oll H est la courbure moyenne de Y calculée
dans $3. Notons que W est aussi invariante
conforme. Sur l'écriture ci-dessus, on voit que, pour
les surfaces minimales de 53, l'énergie de Will-
more se résume a leur aire et qu’elles sont donc
nécessairement des points critiques de V. De plus,
pour T, le tore de Clifford, on a W(T) = 272 et les
cyclides de Dupin sont précisément les surfaces de
la forme TT(T).

Ainsi la question initiale de Willmore de com-
prendre le lien entre topologie des surfaces et V,
est liée a la compréhension du lien entre la topolo-
gie d’'une surface minimale de %3 et son aire. Par
exemple les surfaces minimales construites par
Lawson ont leur aire comprise entre 47 et 87t et
réalisent toutes les topologies possibles; lorsque
le genre tend vers l'infini, l'aire tend 8m. Lawson a-
t-il construit toutes les surfaces minimales de $3
d’aire inférieure a 87 ? Existe-t-il une surface mi-
nimale d'aire exactement 87 ? Voici des questions
naturelles et toujours ouvertes en lien avec le pro-
bléeme initial de Willmore.

Dans leur article [12], Marques et Neves
montrent

Théoréme A. Soit ¥ C $3 une surface minimale de
genre g > 1. Alors

A(X) > 2m?

etil y a égalité si et seulement si ¥ est isométrique
dans $3 au tore de Clifford T.

Ce théoréme répond alors positivement a la
conjecture de Willmore :

Théoréme B. Soit ¥ C $3 une surface de genre
g>1.Alors

W(X) = 2r?

et il y a égalité si et seulement si ¥ est l'image
conforme du tore de Clifford T.

8. F est conforme si sa différentielle dFp est une similitude pour tout p.
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Applications des surfaces de Willmore

L'énergie étudiée par Willmore apparait en
fait dans des travaux antérieurs et dans d’autres
contextes. Elle apparait par exemple comme éner-
gie de flexion dans l'étude des plaques minces me-
née par Sophie Germain. Il s’agit aussi du terme
principal de "énergie de Helfrich associée a l'élasti-
cité des membranes cellulaires. C’est aussi un des
termes de la masse de Hawking d’une surface en
relativité générale.

Ainsi les surfaces de Willmore qui sont les points
critiques de cette énergie sont des objets qui ap-
paraissent naturellement dans certains probléemes
physiques ou biologiques. En architecture, on peut
aussi citer l'apparition de V dans l'énergie de flexion
lors de la mise sous tension de réseaux de Cheby-
cheff appelés « Gridshell » (voir Figure 8).

Ficure 8 — Cathédrale éphémeére a Créteil en
Gridshell (réalisation : T/E/S/S Atelier d'in-
génierie et Laboratoire Navier).

5. La preuve de Marques et Neves

Nous allons maintenant présenter la preuve des
théoréemes A et B par Marques et Neves. La ques-
tion qui les guide est de savoir s’il est possible de
construire le tore de Clifford comme solution d'un

certain probleme de min-max avec la théorie de
Almgren et Pitts. Le tore de Clifford est d’indice 5,
ceci suggeére qu’il faut considérer des balayages a
cing parametres.

La famille canonique

La premiére partie du travail consiste a associer
un balayage a cing paramétres a toute surface ¥~
de $3.

Une surface ¥ sépare %3 en deux domaines 2
et Q,.Si t € [-7, ] on peut considérer l'ensemble
des points de $3 a distance |t| de ¥. Plus précisé-
ment, on définit

Y sit=0
Y, ={{xeS$3|dg3(x,X)=-t}NQ_ sit<O
{x€S3|dsg3(x,X) =t} N2, sit>0.

En tant qu’élément de Z,($3), ¥, dépend contind-
ment de t. De plus, comme le diamétre de %3 est
7, on a ¥, = 0. Le réel t sera un paramétre de
notre balayage. Par ailleurs, un résultat dG a Anto-
nio Ros [15] affirme que

Ax) W), 3)

faisant ainsi un lien entre aire et énergie de Will-
more. De plus, si ¥ n‘est pas une sphére, on a égalité
dans (3) uniquement si t = 0 et > est minimale.

Les autres parametres du balayage vont exploi-
ter linvariance conforme de W. Si p est dans la
boule unité ouverte B de R?, on définit la transfor-
mation F,: $3 > %3 par

Fo(x) =

La transformation Fp est conforme et, modulo les
isométries, {fp},cg décrit toutes les transforma-
tions conformes de $3. On peut alors définir pour
(pt)€ Bx[-m,m], Xpr = (Fp(X)); € Z5(%3). Lapplica-

tion (p, t) = X, est continue et
AXpt) SW(F (X)) = W(E).

Lorsque (p, t) tend vers un point de dB x [, 7],
Marques et Neves montrent que ¥, ; tend nécessai-
rement vers un paralléle de $3. Ainsi, apres un repa-
ramétrage de la famille prés du bord de B x -7, 7t],
ils arrivent a étendre la famille a B x [-7, 7t] et défi-
nissent deux applications continues

®o :B x [-7, ] — 22(33)

et Q: 53 > $3 qui satisfont aux propriétés sui-
vantes :
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1. @o(p,—m) et @o(p, ) sont l'élément O de

Z5($3) pour pe B;

2. sipe $3 =9B, alors @o(p,-) est un balayage
standard de $3 par des paralléles de $3
centrés en Q(p); plus précisément @q(p,t)
= {x € $3|(x, Q(p)) = sin(t/2)};

3. Alg(p, 1) < W(S).

Notons que B x [-7t, 7] est homéomorphe a I°, g
est donc un balayage a cing parametres au sens
de Almgren et Pitts. Ce balayage est appelé famille
canonique associée a Y.

Marques et Neves montrent de plus une pro-
priété remarquable de l'application Q. Son degré
est relié a la topologie de ¥ :

deg(Q) = genre(X). (4)

Une estimée de la largeur

Pour appliquer le théoréme de min-max de Pitts
au balayage ¢g, on souhaite vérifier I'hypothése du
théoréme

L([po]) > sup{A(@o(p, 1)); (p, t) € (B x[~m, 7t])} = 4.

La valeur 47 vient des propriétés 1. et 2. ci-dessus.
On va expliquer pourquoi genre(¥) > 1 implique
L([po]) > 4.

La démonstration est par contradiction. On
considére un balayage @ € [@g] tel que L(p) = 4.
On choisit y un chemin dans B x [-7, 7t] allant de
(x,—7) a (y,7) (x, y € B) (Figure 9). Alors @oyestun
balayage de $3 & un paramétre avec L(poy)<4m.
D’aprés les propriétés 1. et 2., ¢ o ¥ est homotope
a un balayage standard de $3. Ainsi d’apreés la dis-
cussion de la fin de la Partie 3.2, L(¢ o) > 47 ; donc
L(poy)=4m etil existe t tel que poy(t) est un équa-
teur de $3. Autrement dit, on ne peut pas aller de
la face du bas de B x [-7, 7t] & la face du haut sans
passer par un point (p, t) ot @(p, t) est un équateur.

Ceci dit qu'il existe une sous-variété R de dimen-
sion 4 qui sépare ces deux faces avec

1. @(p, t) est un équateur pour (p,t) € R,

2. IR = 9B x {0}.

FiIGURE 9 — L'hypersurface R.

— wm D

En fait, on peut méme définir Q TR > 83
de sorte que @((p, 1)) = {x € $>[(x, Q((p, 1)) = 0}
et Q((p,0)) = Q(p). Autrement dit, on a réussi
a étendre Q a une sous-variété bordée par 3.
Ceci est impossible si deg(Q) = O; or, d’aprés (4),
deg(Q) = genre(X) > 1. On a donc l'estimée recher-
chée sur la largeur L([¢g])-

La preuve du Théoréme A

On considére une surface minimale de $> dont
l'aire est la plus petite parmi toutes les surfaces mi-
nimales de genre supérieure a 1 (une telle surface
minimale existe), nous allons voir que cette surface
a un indice inférieur a 5. Son aire est nécessaire-
ment inférieure a 272, l'aire du tore de Clifford. On
considére @q la famille canonique associée a ¥.

D’aprés la partie précédente, L([gg]) > 47 et le
théoréme de min-max s’applique. On a donc des
surfaces minimales ¥ ; et des multiplicités n; telles
que

p
Y mA(S) = Llpol) < Ligo) S W(E) = A(T) < 2r2°.

i=1

(5)
Toute surface minimale de $3 a une aire supérieure
a 4m, ceci implique que p =1 et n; = 1 (en effet,
2m2 < 2x 47). De plus ¥ 1 ne peut pas étre un équa-
teur sinon L([¢g]) = 47t. Ainsi ¥, est de genre non
nul et A(X1) > A(X) par définition de ¥. Ainsi on a
des égalités dans la chaine d’inégalités (5). Ceci
nous dit que ¢q est optimale pour le probleme de
min-max et A(X1) = A(X).

Les cing paramétres de ¢y donnent cinq défor-
mations qui réduisent l'aire de ¥. Si l'indice de ¥
était au moins 6, on pourrait alors utiliser cette
sixieme direction pour déformer ¢g en un balayage
@ tel que L(p) < A(X). Ceci est impossible car

L([®o)) = A(X).
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L'indice de ¥ est donc au plus 5 et ¥ est le tore
de Clifford grace au théoréme de Urbano (voir Par-
tie 3.1). Ceci finit la preuve du théoréme A.

La conjecture de Willmore

Démontrons maintenant le Théoréme B. On
considére ¥ une surface de $3 de genre non nul
avec W(X) < 87 (sinon il n'y a rien & montrer). On
lui associe sa famille canonique ¢q et on applique
le théoreme de min-max comme précédemment.
On obtient aussi une chaine d’inégalité du type (5)
avec W(X) < 8m a la place des deux derniers termes.
On conclut aussi que L([¢g]) = A(X1) avec ¥1 mini-
male de genre non nul. Donc, d'aprés le Théoréme A,
W)= A(Xq) > 272,

En cas d’égalité, pg est optimal pour le probléme
de min-max donc W(X) = A(X,;) = 27?. Ceci im-
plique que t =0 et X, est un tore de Clifford : ¥ est
'image conforme d’un tore de Clifford.

6. Autour du théoréme de min-max

Pour ceux dont la curiosité ne serait pas com-
blée, disons quelques mots de travaux plus récents.
On a vu que, dans $3, il existe une infinité de sur-
faces minimales différentes. Une conjecture de
Shing-Tung Yau de 1982 prédit l'existence d'une
infinité de surfaces minimales dans toutes les va-
riétés compactes de dimension 3. Dans une récente
prépublication [11] Marques et Neves démontrent
le résultat suivant.

Théoréme. Une variété riemannienne (M, g) com-
pacte sans bord de dimension n+1 (2 < n < 6)
contient au moins n+ 1 hypersurfaces minimales
distinctes. De plus, si deux hypersurfaces minimales
de M ne peuvent étre disjointes, M contient une in-
finité d’hypersurfaces minimales.

En particulier si la courbure de Ricci de M est
strictement positive, un théoreme de Theodore Fran-
kel [5] affirme que deux hypersurfaces minimales
de M doivent obligatoirement s’intersecter. Le théo-
reme répond donc positivement a la conjecture de
Yau dans le cas de la courbure de Ricci strictement
positive.

Disons quelques mots de la preuve du résultat ci-
dessus. On considére la notion de p-balayages. Ce

sont les applications continues @ : X — Z,,(M) ot X
est un complexe simplicial de dimension p qui rem-
place I¥ et Z,(M) est l'espace des hypersurfaces
de M. On demande de plus que @ satisfasse a une
propriété topologique que l'on va caractériser par
la propriété de type degré suivante :

Pour tout ensemble de points {x1,...,xp} de M,
il existe g € X tel que @(q) contienne exacte-
ment cette collection de points.

On note P, 'ensemble des p-balayages M et on
peut définir la p-largeur de M comme étant la valeur
de min-max :

wp(M) = inf sup{p(q), g € X}
QeR,

Ces quantités apparaissent dans des travaux de
Mikhael Gromov [6] et Larry Guth [7], ol ils caracté-
risent leur comportement asymptotique.

Théoréme. Il existe une constante C = C(M, g) telle
que pour p € IN*

P < wy(M) < Cprt.

Ol =

L'idée est maintenant d’appliquer le théoréme
de min-max pour écrire les p-largeurs en termes
d’aires d’hypersurfaces minimales. Dans un pre-
mier temps, Marques et Neves montrent que si M
ne contient qu’un nombre fini d’hypersurfaces mi-
nimales, la suite (wp(M))peN est strictement crois-
sante.

Appliquons donc maintenant le théoreme de
min-max aux p-largeurs, on a donc des hypersur-
faces minimales disjointes et des multiplicités telles
que

wp(M)=np 1 A(Xp 1)+ +np e A(X ).

Si deux hypersurfaces minimales de M ne peuvent
pas étre disjointes, l'écriture ci-dessus se ré-
sume donc a wp(M) = npA(X,). Ainsi si M ne
contient qu’un nombre fini d’hypersurfaces mini-
males ¥ q,..., Y, la suite (wp(M))pen €St contenue
dans l'ensemble Ule A(X;)N*. Or cet ensemble ne
peut contenir une suite strictement croissante vé-
rifiant le comportement asymptotique donné par
Gromov et Guth.
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