
Quelques r�esultats de non-existen
e pour l'�equationdes surfa
es minimalesLaurent MazetLaboratoire �Emile Pi
ard (UMR 5580), Universit�e Paul Sabatier, Toulouse, Fran
e.R�esum�eDans 
et arti
le, nous d�emontrons qu'il n'existe pas de solution u del'�equation des surfa
es minimales sur un domaine asymptotiquement�egal au se
teur angulaire valant +1 sur un de ses bords et �1 surl'autre. Abstra
tIn this arti
le, we prove that there does not exist a solution u ofthe minimal surfa
es equation on a domain, whi
h is asymptoti
aly anangular se
tor, and taking the value +1 on one side and �1 on theother.2000 Mathemati
s Subje
t Classi�
ation. 53A10.Introdu
tionUne fon
tion u d�e�nie sur un domaine 
 de R2 satisfait l'�equation dessurfa
es minimales si : div rup1 + jruj2! = 0 (ESM)Cette �equation aux d�eriv�ees partielles traduit le fait que le graphe de lafon
tion u est une surfa
e minimale de R3 . A 
ette �equation, on asso
ie leprobl�eme de Diri
hlet : il s'agit de trouver une solution u de l'�equation dessurfa
es minimales sur un domaine 
 en imposant la valeur de u sur le bordde 
. 1



Plusieurs solutions de l'�equation (ESM) sont 
onnues ; ainsi sur la demi-bande R+ � [��2 ; �2 ℄, la fon
tion h(x; y) = x tan y est solution de (ESM). Legraphe de h est un mor
eau d'h�eli
o��de. On 
onstate que si (xn; yn) 
onvergevers un point de R�+�f�2 g la suite (h(xn; yn)) 
onverge vers +1 et si (xn; yn)
onverge vers un point de R�+ � f��2 g, on a alors limh(xn; yn) = �1. h sepr�esente don
 
omme une solution du probl�eme de Diri
hlet sur la demi-bande ave
 les valeurs 0 sur f0g�℄ � �2 ; �2 [, +1 sur R�+ � f�2 g et �1 surR�+ � f��2 g.Maintenant la question que l'on se pose est de savoir 
e qu'il se passe siles deux demi-droites appartenant au bord de la demi-bande ne sont plus pa-rall�eles mais forment un angle 2� > 0. Plus pr�e
is�ement, si 
 est le domainef(x; y) 2 [1;+1[�Rj � tan� < yx < tan�g, existe-t'il une solution u de(ESM) sur 
 telle que u prenne la valeur 0 sur 
\ fx = 1g, tende vers +1sur 
\fx sin��y 
os� = 0g et tende vers�1 sur 
\fx sin�+y 
os� = 0g ?On 
onnait de nombreux r�esultats 
on
ernant le probl�eme de Diri
hletsur le se
teur ainsi, dans [RSE℄, H. Rosenberg et R. Sa-Earp 
onstruisent dessolutions pour des donn�ees 
ontinues sur le bord d'un domaine 
onvexe in
lusdans un se
teur angulaire. Dans [Ni℄, J.C.C. Nits
he se pose la questiond'un prin
ipe du maximum pour le se
teur, un tel prin
ipe est d�emontr�edans [RSE℄ 
e qui implique, d'apr�es le r�esultat de P. Collin et R. Krust dans[CK℄, l'uni
it�e des solutions ayant des donn�ees born�ees sur le bord. On ad'autres r�esultats d'uni
it�e, ainsi C.-C. Lee, dans [Le℄, d�emontre l'uni
it�e enimposant des 
onditions sur les d�eriv�ees au bord.La r�eponse �a la question pos�ee plus haut est apport�ee par le Th�eor�eme 1et 
ette r�eponse est n�egative : une solution de (ESM) prenant la valeur +1sur un 
ot�e d'un se
teur et �1 sur l'autre ne peut exister.Le Th�eor�eme 1 est le prin
ipal r�esultat de 
et arti
le. Il 
on
erne lesdomaines 
 tels que, hors d'un disque de R2 , 
 = fr 
os �; r sin �) 2 R2 j r >r0; �� < � < �g ave
 0 < � < �. Le Th�eor�eme 1 aÆrme alors qu'il n'existepas de solution u de (ESM) sur 
 telle que u tende vers +1 sur l'un des
ot�es de 
e se
teur angulaire et �1 sur l'autre.Dans une premi�ere partie, nous donnons quelques r�esultats pr�eliminaires.Parmi 
eux-
i le plus important est la Proposition 3 qui donne le r�esultatdu Th�eor�eme 1 dans le 
as de petits angles �.La deuxi�eme partie est 
onsa
r�ee �a la preuve du Th�eor�eme 1. L'id�ee prin-
ipale de la preuve est que l'existen
e de fon
tions u 
ontredisant le r�esultatpour de grands angles implique l'existen
e de fon
tions v 
ontredisant ler�esultat pour de petits angles. On entrerait ainsi en 
ontradi
tion ave
 laProposition 3. 2



La troisi�eme partie donne une g�en�eralisation de 
e r�esultat dans le 
aso�u l'angle � est sup�erieur �a �.Dans la suite, si u est une fon
tion d�e�nie sur un domaine 
 on noteraW =p1 + jruj2.1 Quelques 
as parti
uliers1.1 Pr�eliminairesProposition 1. Soit 
 un domaine de R2 tel qu'une 
omposante 
onnexede son bord soit une droite L ; on suppose de plus qu'il existe une partie �de R2 telle que 
n� soit isom�etrique �a la bande ℄ � "; 0[�R (" > 0) o�u Lest la droite f0g � R. Alors il n'existe pas de solution u de l'�equation dessurfa
es minimales qui prend la valeur +1 sur L (de même pour �1).D�emonstration. Supposons, par l'absurde, que u soit une solution de l'�equationdes surfa
es minimales sur ℄� "; 0[�R valant +1 sur L. Alors le graphe deu 
ontredit le prin
ipe du demi-espa
e, plus pr�e
is�ement, la d�emonstrationdu Th�eor�eme 1 dans [HM℄ 
ontredit l'existen
e du graphe de u.Par la suite nous allons avoir besoin d'estim�ees sur les d�eriv�ees de solutionde l'�equation des surfa
es minimales. On a alors le r�esultat suivant.Lemme 1. Soit 
 un domaine 
onvexe du plan R2 et u une solution del'�equation des surfa
es minimales sur 
. On 
onsid�ere p un point de 
 etd la distan
e du point p au bord de 
. On note q 2 �
 un point qui r�ealise
ette distan
e, n le ve
teur unitaire �!pqd et n0 un ve
teur unitaire normal �an. On note maintenant � le graphe de u et P le point de � au dessus de p.Soit r la distan
e le long de la surfa
e � du point P au bord de �. Alors sile rapport dr est inf�erieur �a 18 , on a au point p :jn � ru(p)jW � 1� 4d2r2jn0 � ru(p)jW � 2p2drIl s'agit du Lemme 1 dans [JS℄.
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1.2 Le 
as du se
teur angulairePour 0 < � < �, on 
onsid�ere le domaine de R2 :D(�) = f(r 
os �; r sin �)gr2R+;�2[��;�℄Pour tout �, on note L(�) = f(r 
os �; r sin �)gr2R�+ ; on a alors la propositionsuivante :Proposition 2. Soit � 2℄0; �[. Il n'existe pas de solution u de l'�equation dessurfa
es minimales sur D(�) telle que u prenne la valeur +1 (resp. �1)sur L(�) (resp. L(��)).D�emonstration. Supposons qu'une telle solution u existe. Alors d'apr�es leTh�eor�eme 3 et la Remarque 1 dans [Ma1℄, on peut prolonger le graphe de lafon
tion u par sym�etrie par rapport �a la droite verti
ale de R3 : L = fx =0g \ fy = 0g. La surfa
e � ainsi obtenue est une surfa
e minimale 
ompl�etesimplement 
onnexe ayant un nombre �ni de points de bran
hement le longde la droite verti
ale de sym�etrie L. Comme � est un graphe au dessus deD(�), les points de � ayant une normale horizontale sont les points de LD'apr�es le Lemme 4 dans [Ma2℄, la 
ourbe r 7! (r 
os �; r sin �; u(r 
os �; r sin �))appartenant �a � a pour extr�emit�e lorsque r ! 0 un point de L o�u la nor-male vaut (sin �;� 
os �; 0) ou (� sin �; 
os �; 0). De plus tout point de L estl'extr�emit�e d'une telle 
ourbe. Ce
i implique que pour � 2℄� � �; � � �[l'un des ve
teurs suivant (sin �;� 
os �; 0) ou (� sin �; 
os �; 0) n'est jamaisla normale �a �, en e�et 
es deux ve
teurs ne peuvent être la normale �a� qu'en l'extr�emit�e de r 7! (r 
os �; r sin �; u(r 
os �; r sin �)) 
e qui ne faitqu'un seul point. On sait ainsi que la normale �a � omet un nombre in�ni depoints de la sph�ere et même un segment dans la sph�ere par 
ontinuit�e de lanormale. Or 
e
i est impossible pour une surfa
e minimale 
ompl�ete simple-ment 
onnexe ayant un nombre �ni de points de bran
hement (Th�eor�eme8:2 dans [Os2℄).1.3 Le 
as des petits anglesSoit � 2℄0; �2 [ et a un nombre r�eel positif. On note alors Da(�) = D(�)\fx � ag. Par abus de notation, on 
ontinue �a noter L(�) l'interse
tion deL(�) ave
 Da(�).Proposition 3. Il existe 0 < �0 < �2 tel que si 0 < � < �0 et a 2 R+ ,il n'existe pas de solution u de l'�equation des surfa
es minimales sur Da(�)telle que u prenne la valeur +1 (resp. �1) sur L(�) (resp. L(��)).4



D�emonstration. Supposons qu'une telle solution u existe. On 
onsid�ere p unpoint de Da(�) de 
oordonn�ees (x; y). Soit x0 > a tel que x0 sin� = x0 � a.Si le point p v�eri�e x � x0, le point q du bord deDa(�) qui r�ealise la distan
ede p au bord de Da(�) n'est pas situ�e sur fx = ag mais sur L(�) ou L(��)et on a jpqj � x sin�. Le long du graphe de u la distan
e de P , le pointde 
oordonn�ees (x; y; u(x; y)), au bord du graphe est minor�ee par x� a. Lerapport entre 
es deux longueurs est don
 major�ee parx sin�x� a = sin� 11� axPosons x1 = maxfx0; 10ag, alors si p v�eri�e x � x1 le rapport entre 
es deuxlongueurs est major�ee par 109 sin�. Notons �1 2 [0; �2 ℄ le nombre v�eri�ant109 sin�1 = 18 . Don
 si � < �1 on peut appliquer le Lemme 1 au point p. Leve
teur �!pqjpqj est (� sin�; 
os�) ou (� sin�;� 
os�). On en d�eduit alors, parle Lemme 1, quejuyjW � (1� 4�109 �2 sin2 �) 
os�� 2p2109 sin2 �� 
os�� sin2 � 4�109 �2 
os�+ 2p2109 !Il existe don
 �0 < �1 tel que si � � �0 on a juy(p)j 6= 0, pour tout pointp = (x; y) ave
 x � x1, et don
 uy > 0 (On remarque que �0 ne d�epend pasde a).On se pla
e maintenant ave
 � � �0 et sur Da(�) \ fx � x1g onpose �(x; y) = (x; u(x; y)). On d�e�nit ainsi une appli
ation �a valeur dans[x1;+1[�R. La di��erentielle de � estd�(x; y) = �1 ux0 uy�dont le ja
obien est non nul puisque sa valeur est uy 6= 0. � est don
un di��eomorphisme lo
al ; en fait, il s'agit d'un di��eomorphisme global deDa(�) \ fx � x1g sur [x1;+1[�R 
ar u 
roit stri
tement de �1 �a +1 lelong des 
ourbes x = 
ste.On voit ainsi que le graphe de u au dessus de Da(�) \ fx � x1g peutêtre vu 
omme le graphe d'une fon
tion v solution de (ESM) au dessusdu demi-plan verti
al fy = 0; x � x1g. La fon
tion v est alors born�ee surfx = x1g ; don
, d'apr�es le r�esultat de P. Collin et R. Krust (Th�eor�eme 3:45



dans [CK℄), le graphe est asymptote �a un plan d'�equation y = 
x+ d et deplus ils existent d1 et d2 tels que l'on ait 
x+ d1 � v(x; z) � 
x+ d2 
e quiest impossible �a 
ause de la forme de Da(�).2 Le r�esultat g�en�eralNous avons maintenant un r�esultat similaire �a 
elui de la Proposition 3mais sans limite sur l'angle �.Th�eor�eme 1. Soit 
 un domaine de R2 tel qu'il existe un 
ompa
t K de R2et � 2℄0; �[ v�eri�ant 
nK = D(�)nD(0; r) o�u D(0; r) d�esigne le disque de
entre l'origine et de rayon r. Alors, il n'existe pas de solution u de l'�equationdes surfa
es minimales sur 
 telle que u prenne la valeur +1 (resp. �1)sur L(�) (resp. L(��)).D�emonstration. Supposons qu'une telle solution existe, nous avons don
 unefon
tion u sur D(�)nD(0; 1) (on suppose r = 1) qui prend la valeur +1(resp. �1) sur L(�) (resp. L(��)). L'id�ee de la preuve est de se servir deu pour 
onstruire une fon
tion qui 
ontredirait la Proposition 3.Soit � > 0 tel que � est inf�erieur �a � et �4 . On note alors Ar, Br, Cr etDr les points de D(�) de 
oordonn�ees polaires respe
tives (r; �), (r; �� �),(r;�� + �) et (r;��). On a alors le r�esultat suivantLemme 2. Il existe � � minf�; �4 ; 2�0g (�0 est l'angle donn�e par la Pro-position 3) et r0 > 1 tels que la fon
tion u soit 
roissante{ le long des deux ar
s de 
er
les de 
entre l'origine joignant Br �a Ar etDr �a Cr et{ le long des deux segments [Br; Ar℄ et [Dr; Cr℄pour r > r0.D�emonstration. Par sym�etrie du probl�eme, on ne 
onsid�erera que le segment[Br; Ar℄ et l'ar
 de 
er
le joignant Br �a Ar. Soit p un point de 
oordonn�eespolaires (�; �) ave
 � 2 [� � �; �℄ et � � 22�p2 ; alors le point q du bordde D(�)nD(0; 1) qui r�ealise la distan
e de p au bord appartient �a L(�). Ladistan
e jpqj est don
 major�ee par � sin�, la distan
e le long du graphe de ude P le point du graphe situ�e au dessus de p au bord est minor�ee par �� 1.Le rapport entre 
es deux longueurs est don
 major�e par sin� ���1 . Ainsi,pour � � 10, le rapport est major�e par 109 sin� ; soit �1 tel que 109 sin�1 = 18alors pour � < �1 le rapport est inf�erieur �a 18 .On suppose � < �1. On d�e�nit r0 tel que r0 
os �8 = 10. Soit r � r0 onsuppose maintenant que p appartienne au segment [Br; Ar℄ on a alors � � 106



par d�e�nition de r0. Le ve
teur �!pqjpqj est (� sin�; 
os�) et le ve
teur unitairedire
teur de [Br; Ar℄ est n = (� sin(� � �2 ); 
os(� � �2 )). D'apr�es le Lemme1, on a don
jru � njW (p) � (1� 4(109 sin�)2)(� sin�; 
os�) � n� 2p2109 sin�On 
onstate que losque � tend vers 0 le minorant tend vers 1. Il existe don
0 < �2 < �1 tel que pour tout � < �2 : jru�njW (p) > 0.Si maintenant p est un point de l'ar
 de 
er
le joignant Br �a Ar le ve
teurunitaire tangent �a l'ar
 de 
er
le en p est n0(�) = (� sin �; 
os �). D'apr�es leLemme 1, on a don
jru � n0(�)jW (p) � (1� 4(109 sin�)2)(� sin�; 
os�) � n0(�)� 2p2109 sin�� (1� 4(109 sin�)2)(� sin�; 
os�) � n0(�)� 2p2109 sin�De même que pr�e
�edemment, le minorant tend vers 1 lorsque � tend vers 0.Il existe don
 0 < �3 < �2 tel que pour tout � < �3 : jru�n0(�)jW (p) > 0. Alorstout � < minf�3; 2�0g r�epond au lemme.On �xe maintenant � et r0 tels que le Lemme 2 soit satisfait. On a alorsle r�esultat suivantLemme 3. Il existe r1 � r0 tel que si p 2 D(�) est le point de 
oordonn�eespolaires (r; �) ave
 r � r1 on a �u�� (p) > 0.D�emonstration. Tout d'abord le Lemme 2 nous dit que la d�eriv�ee est positivesi � 2℄��;��+�℄[ [���; �[. Maintenant si le lemme n'est pas vrai il existeune suite de point pn de 
oordonn�ees polaires (rn; �n) telle que rn ! +1 et�u�� (pn) � 0. On a �n 2 [��+�; ���℄ et, quitte �a extraire, on peut supposerque �n ! �1 2 [��+�; ���℄. On d�e�nit alors 
n le domaine de R2 : 
n =f(r 
os �; r sin �)j r � rn�1; � 2℄��+�1��n; �+�1��n[g. Sur 
n on d�e�nit,en 
oordonn�ees polaires, la fon
tion vn : vn(r; �) = rn�1u(rnr; � + �1 � �n).vn est une solution de l'�equation des surfa
es minimales qui vaut +1 surL(�+ �1� �n) et �1 sur L(��+ �1� �n). L'hypoth�ese sur u au point pnse traduit par �vn�� (1; �1) � 0.On va maintenant �etudier la limite de la suite (vn) ; pour 
ela on va�etudier les lignes de divergen
e de (vn) (voir [Ma1℄ et [Ma2℄). Le domainelimite est D(�). Comme vn prend des valeurs in�nies sur L(�+ �1� �n) et7



L(�� + �1 � �n), les seules lignes de divergen
e possibles sont les droitesin
luses dans D(�) et les demi-droites ayant l'origine pour extr�emit�e ; onutilise i
i le Lemme A.1 de [Ma2℄.Consid�erons L(
) � D(�) et supposons que L(
) soit une ligne de di-vergen
e. On 
onsid�ere 	n la fon
tion 
onjugu�ee de vn normalis�ee (en 
oor-donn�ees polaires) par 	n(rn�1; �1) = 0. Alors en 
hoisissant la bonne sous-suite, on a 	n ! 	 ave
 	 qui v�eri�e : 	 = 0 en l'origine, 	(�; �) = ��,	(�;��) = �� et 	(�; 
) = �� suivant la valeur de la normale limite. Maissi 
 � 0, 
omme 	 est 1-lips
hitzienne on a j	(�; �) �	(�; 
)j < 2� ; don
	(�; 
) = �� et la normale limite le long de L(
) est (� sin
; 
os 
) ; demême si 
 � 0. Ainsi pour L(
) il n'y a qu'une possibilit�e pour la normalelimite.Supposons que la droite L � D(�) soit une ligne de divergen
e ; on aalors Nn0 qui 
onverge vers une normale �a L le long de L. Soit L0 la parall�ele�a L passant par l'origine. On s'int�eresse maintenant �a la suite (vn0). Si uneligne de divergen
e pour (vn0) existe dans la bande 
omprise entre L et L0 
edoit être une droite parall�ele �a L. Si un point de la bande 
omprise entre L etL0 appartient au domaine de 
onvergen
e de (vn0), la 
omposante 
onnexe deB(vn0) qui 
ontient 
e point v�eri�e alors les hypoth�eses de la Proposition 1 etla limite de la suite vn0 sur 
ette 
omposante prend une valeur in�nie sur unedroite parall�ele �a L ; 
e
i est impossible par la Proposition 1. Ainsi en toutpoint de la bande 
omprise entre L et L0 passe une ligne de divergen
e ; deplus en tout point de 
ette bande Nn0 
onverge vers le même ve
teur unitaireque le long de L, 
e
i est entre autre vrai le long de L0 sauf pour l'origine.Ainsi il existe 
 tel que L(
) et L(
 � �) soient deux lignes de divergen
eave
 la même normale limite 
e qui est impossible d'apr�es le r�esultat duparagraphe pr�e
�edent. Don
 L ne peut être une ligne de divergen
e. Et lesL(
) sont les seules lignes de divergen
e possibles.Si le point de 
oordonn�ees polaires (1; �1) est un point d'une ligne dedivergen
e la normale limite �a 
e point est (� sin �1; 
os �1) 
e qui 
ontreditque �vn�� (1; �1) � 0. Ce point appartient don
 au domaine de 
onvergen
e,or la 
omposante 
onnexe du domaine de 
onvergen
e le 
ontenant est unse
teur angulaire 
ompris entre L(
1) et L(
2) (ave
 �� � 
1 < 
2 � �)et la limite v de la suite (vn) sur 
ette 
omposante vaut +1 sur L(
2) et�1 sur L(
1) d'apr�es les normales limites de long de 
es deux lignes dedivergen
e (Lemme A.2 de [Ma2℄). Une telle solution v est impossible par laProposition 2. On vient ainsi d'�etablir une 
ontradi
tion, le lemme est don
d�emontr�e. 8



Nous pouvons maintenant �nir la preuve du th�eor�eme. On 
onsid�erele domaine Dr1 sin �2 (�2 ) (ave
 � donn�e par Lemme 2 et r1 donn�e par leLemme 3) et on note Er le point de 
oordonn�ees polaires (r; �2 ) et Fr lepoint de 
oordonn�ees polaires (r;��2 ). Soit n un entier positif, les polygonesAr1Br1Br1+nAr1+n, Cr1Dr1Dr1+nCr1+n et Er1Fr1Fr1+nEr1+n se d�eduisentalors les uns des autres par des d�epla
ements et peuvent être ainsi identi��es.En utilisant 
es identi�
ation on 
onstruit sur Er1Fr1Fr1+nEr1+n la solutionwn de l'�equation des surfa
es minimales valant uj[Ar1 ;Br1 ℄ sur [Er1 ; Fr1 ℄, �1sur [Fr1 ; Fr1+n℄, uj[Ar1+n;Br1+n℄ sur [Er1+n; Fr1+n℄ et +1 sur [Er1 ; Er1+n℄ (wnexiste d'apr�es le Th�eor�eme 2 de [JS℄). D'apr�es le prin
ipe du maximum etle Lemme 3, on a alors :ujCr1Dr1Dr1+nCr1+n � wn � ujAr1Br1Br1+nAr1+nAinsi (wn) est uniform�ement born�ee sur tout 
ompa
t de Dr1 sin �2 (�2 ).Don
 une sous suite (wn0) 
onverge sur Dr1 sin �2 (�2 ) vers une solution w de(ESM) prenant la valeur +1 sur L(�2 ) et �1 sur L(��2 ) ; ainsi w 
ontreditla Proposition 3 et le th�eor�eme est d�emontr�e.3 Une g�en�eralisation au 
as � � �On souhaite pouvoir donn�e un sens au probl�eme d'existen
e lorsque �est plus grand que � et voir si le Th�eor�eme 1 reste vrai dans 
e 
as.Pour 
ela posons D(�1; �2) = f(r; �)j r � 0; �1 � � � �2g muni de lam�etrique polaire ds2 = dr2 + r2d�2 (tout les points de la forme (0; �) sontidenti��es, on appelle 0 
e nouveau point : 
'est le sommet de D(�1; �2)).Soit ' l'appli
ation d�e�nie sur D(�1; �2) par (r; �) 7! (r 
os �; r sin �), ' estalors une isom�etrie lo
ale de D(�1; �2) sur R2 . Le 
ouple (D(�1; �2); ') estun multi-domaine (voir [Ma1℄). Pour � > 0, on note D(�) = D(��; �) ;on 
onstate que, pour � < �, 
ette d�e�nition est �equivalente �a 
elle de lase
tion 1. Comme pr�e
�edemment, on note L(�) = f(r; �)j r > 0g.Pour pouvoir g�en�eraliser le Th�eor�eme 1, nous allons devoir rajouter deshypoth�eses.3.1 Le 
as du se
teur angulaireDans 
ette partie, nous g�en�eralisons la Proposition 2 mais pour 
ela nousdevons rajouter une hypoth�ese sur 	u.9



Proposition 4. Soit � � �. Il n'existe pas de solution u de l'�equationdes surfa
es minimales sur D(�) telle que u prenne la valeur +1 (resp.�1) sur L(�) (resp. L(��)) et telle que 	u � 0 (	u est normalis�ee par	u(0) = 0)D�emonstration. Supposons qu'une telle solution u existe. De même que dansla preuve de la Proposition 2, on peut prolonger le graphe de u par sym�etriepar rapport �a l'axe verti
ale L = fx = 0; y = 0g. La surfa
e � ainsi obtenueest une surfa
e minimale 
ompl�ete de R3 , elle est simplement 
onnexe etr�eguli�ere 
ar 	u � 0. On sait de plus que la normale �a � est horizontaleuniquement le long de L. Par le Lemme 4 dans [Ma2℄, le ve
teur horizontal(sin �;� 
os �; 0) ne peut être la normale �a � qu'en l'extremit�e de la 
ourbein
luse dans � : r 7! (r 
os(� + k�); r sin(� + k�); u(r; � + k�)) ave
 �� <� + k� < �. Ainsi tout ve
teur unitaire horizontal est normal �a � qu'enun nombre �ni de point. Ces ve
teurs s'identi�ent �a l'�equateur de la sph�ereunit�e, or l'�equateur est un ensemble de 
apa
it�e logarithmique non nulle, �est don
 de 
ourbure totale �nie d'apr�es le Corollaire du Th�eor�eme 2.3 dans[Os1℄. Comme � est de 
ourbure totale �nie, � est 
onform�ement �equivalentau plan 
omplexe C (Th�eor�eme 9:1 dans [Os2℄). De plus, on peut supposerque la sym�etrie par rapport �a L 
orresponde sur C �a l'appli
ation � 7! ��. SurC , l'appli
ation de Gauss g est d�e�nie ; g est une appli
ation m�eromorphe.Comme la normale le long de L est horizontale, on a jg(�)j = 1 pour � 2 R.De plus la sym�etrie par rapport �a L nous dit que g(��) = 1g(�) . Comme la
ourbure totale est �nie on sait en�n que g est une fra
tion rationnelle, enregroupant tout 
es arguments on a :g(�) = ei� nYj=1(� � �j)nYj=1(� � ��j)ave
 � 2 [�3�=2; �=2[.Supposons tout d'abord que � = � et � = �3�=2. On 
onsid�ere la suitede points du graphe de u de 
oordonn�ees (0; 0; n). On sait que la normaleau graphe en 
es points 
onverges vers (0;�1; 0) lorsque n tend vers +1d'apr�es les valeurs de u sur le bord du domaine. Or si �n 2 C est le point
orrespondant �a (0; 0; n), �n diverge dans C et don
 g(�n) ! ei� = i 
e quinous donne que la valeur limite de la normale est (0; 1; 0) ; on a don
 une
ontradi
tion et on suppose, dans la suite, que � 6= � ou � 6= �3�=2.10



On d�e�nit maintenant, sur D(�), la suite (un) des dilat�es de u parun(r; �) = 1nu(nr; �). On note 	n la fon
tion 
onjugu�ee de un normalis�eepar 	n(0) = 0 ; on alors 	n � 0. On s'int�eresse �a la limite de la normaleau graphe de un au dessus du point (1; � + �=2) 2 D(�) (l'appartenan
e �aD(�) est due �a l'hypoth�ese sur � et �). Cette normale est �egale �a la nor-male au graphe de u en Pn le point au dessus de pn = (n; � + �=2). Pndiverge dans � don
 si �n est le point de C 
orrespondant, on a g(�n)! ei� .Don
 la normale au graphe de un au dessus de (1; � + �=2) 
onverge vers(
os �; sin�; 0). On a don
 une ligne de divergen
e qui est L(� + �=2) et	n(1; � + �=2)! 1 
e qui est impossible puisque 	n � 0. On vient don
 deprouver que u n'existe pas.3.2 Le 
as g�en�eralOn a maintenant la g�en�eralisation suivante du Th�eor�eme 1.Th�eor�eme 2. Soit 
 un multi-domaine tel qu'il existe une partie K � 
 et� � � tels que 
nK est isom�etrique �a D(�)nD(0; r) o�u D(0; r) est l'ensembledes point de D(�) �a distan
e inf�erieure �a r de 0. Alors il n'existe pas desolution u de l'�equation des surfa
es minimales telle que u prenne la valeur+1 (resp. �1) sur la demi-droite 
orrespondant �a L(�) (resp. L(��)) et	u � 0 sur 
nK pour un 
hoix de normalisation pour 	u.D�emonstration. La preuve est identique �a 
elle du Th�eor�eme 1 ; les seulesmodi�
ations apparaissent dans la preuve de l'�equivalent du Lemme 3. Onva don
 r�e�e
rire la preuve du Lemme 3.On suppose �a nouveau que r = 1. Si le lemme n'est pas vrai on a une suitepn = (rn; �n) 2 D(�) ave
 rn ! +1, �n ! �1 2℄��; �[ et �u�� (pn) < 0. Ond�e�nit alors sur D(��+�1��n; �+�1��n)nD(0; rn�1) la fon
tion vn parvn(r; �) = rn�1u(rnr; ���n+�1). vn est une solution de (ESM) qui vaut +1sur L(�+ �1� �n) et �1 sur L(��+ �1� �n). On a alors �vn�� (1; �1) < 0.Si on pose 	n = 	vn normalis�ee par 	n(rn�1; �1) = rn�1	u(1; �n)! 0, ona 	n � 0.On �etudie alors les lignes de divergen
e de la suite (vn) sur le multi-domaine limite qui est D(�). Comme plus haut, les seules lignes de diver-gen
e sont les L(
) ou les droites in
luses dans D(�). Si L(
) est une lignede divergen
e on sait que pour une sous suite 	n0 ! 	 ave
 	(0) = 0 et	(�; 
) = ��. Or 	 � 0 don
 	(�; 
) = �� et la normale limite le longde L(
) est (� sin
; 
os 
). Il y a don
 une seule normale limite possible.11



Comme dans la preuve originale 
e
i implique que les L(
) sont les seuleslignes de divergen
e possibles.Comme �vn�� (1; �1) � 0, le point (1; �1) appartient �a B(vn) le domainede 
onvergen
e de vn. La 
omposante 
onnexe de B(vn) 
ontenant (1; �1)est alors D(
1; 
2) pour 
1 < 
2. Soit alors v une limite d'une sous-suite de(vn) sur D(
1; 
2), on a 	v = lim	n0 � 0 et v vaut +1 sur L(
2) et �1sur L(
1). Ainsi v est une solution de (ESM) qui 
ontredit la Proposition 4.L'�equivalent du Lemme 3 est don
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