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Résumé

Phénomènes de propagation pour différents modèles de réaction-diffusion

Les équations de réaction-diffusion engendrent des phénomènes de propagation, qu’on peut quanti-
fier mathématiquement à travers deux notions : en localisant les lignes de niveau des solutions (vitesses
d’expansion) ou à l’aide de solutions de type traveling waves. Le but de ce manuscrit est de discuter de
ces deux notions pour différentes variantes de l’équation de Fisher-KPP.

Dans un premier chapitre, nous étudierons ces phénomènes pour des équations de Fisher-KPP hété-
rogènes dépendant de façon générale de t et de x. Des bornes sur les vitesses d’expansion dans chaque
direction peuvent être obtenues à l’aide de valeurs propres généralisées, donnant des vitesses d’expan-
sion exactes notamment pour des coefficients presque périodiques, uniquement ergodiques ou encore
constant à l’infini dans des secteurs angulaires. Nous discuterons ensuite de la notion de fronts de tran-
sition généralisés pour cette équation, et montrerons leur existence quand les coefficients ne dépendent
que de t ou bien sont presque périodiques en x.

Le second chapitre traite des équations de Fisher-KPP non-locales ou à retard. Ces équations n’ad-
mettant plus de principe de comparaison, le comportement asymptotique des traveling waves est encore
mal compris. Une nouvelle méthode numérique appuie la conjecture de la convergence d’un état ho-
mogène vers l’autre pour des noyaux symétriques. Pour des noyaux asymétriques, la convergence des
traveling waves dépend de la position de l’asymétrie par rapport à la direction de propagation.

Une équation de réaction-diffusion cinétique, avec un noyau mesurant la probabilité de changer de
vitesse, sera étudiée dans le troisième chapitre. Si ce noyau est à support compact, on retrouve l’existence
de traveling waves, dont on peut caractériser les vitesses. Dans le cas d’un noyau somme de deux Dirac,
on retrouve une équation de Fisher-KPP avec un retard dans la loi de diffusion, dont on discutera une
application en archéologie. Dans le cas d’un noyau Gaussien, les lignes de niveau se propagent en t3/2,
et on cherchera à déterminer ce taux de propagation de deux façons différentes.

Enfin, dans la quatrième partie, nous présenterons plusieurs résultats sur la dépendance entre les
coefficients de l’équation et la vitesse de propagation dans le cas d’une équation périodique en espace.
On peut en particulier montrer que le réarrangement de Schwarz du terme de croissance accélère la
propagation en dimension 1, mais que la situation est beaucoup moins tranchée en dimension supérieure.

Mots-clés: équations de reaction-diffusion, traveling waves, vitesse d’expansion, équations de Hamilton-
Jacobi, équations nonlocales et à retard, valeurs propres principales, réarrangement de Schwarz.



Abstract

Propagation phenomena in various reaction-diffusion models

.
Reaction-diffusion equations generate propagation phenomena, which can be quantified mathemat-

ically through two notions : by locating the level lines of the solutions (expansion speeds) or using
traveling waves. The purpose of this manuscript is to discuss these two concepts for different variants of
the Fisher-KPP equation.

In a first chapter, we will study these phenomena for heterogeneous Fisher-KPP equations depending
in a general way on t and x. Bounds on the expansion speeds in each direction can be obtained with the
aid of generalized eigenvalues, giving exact expansion speeds in particular for coefficients that are almost
periodic, uniquely ergodic or constant at infinity in angular sectors. We will then discuss the notion of
generalized transition waves for this equation and show their existence when the coefficients depend only
on t or else are almost periodic in x.

The second chapter deals with non-local and delayed Fisher-KPP equations. Since these equations
no longer admit a comparison principle, the asymptotic behavior of traveling waves is still poorly under-
stood. A new numerical method supports the conjecture of the convergence of one homogeneous state
towards the other for symmetric kernels. For asymmetric kernels, the convergence of the traveling waves
depends on the position of the asymmetry with respect to the direction of propagation.

A kinetic reaction-diffusion equation, with a probability kernel measuring the velocity changes, will
be studied in the third chapter. If this kernel is compactly supported, the existence of traveling waves
can be proved and their velocities can be characterized. In the case where the kernel is a sum of two
Dirac masses, we find a Fisher-KPP equation with a delay in the diffusion law, of which an application
in archaeology will be discussed. In the case of a Gaussian kernel, the level lines propagate in t3/2, and
we will seek to determine this propagation rate in two different ways.

Finally, in the fourth part, we present several results on the dependence between the coefficients of
the equation and the speed of propagation in the case of a periodic equation in space. In particular, one
can show that the Schwarz rearrangement of the growth term accelerates the propagation in dimension
1, but that the situation is much less understood in higher dimensions.

Keywords: reaction-diffusion equations, traveling waves, expansion speeds, Hamilton-Jacobi equations,
nonlocal and delayed equations, principal eigenvalues, Schwarz rearrangement.
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Introduction

Ce manuscrit est consacré à l’étude des équations de réaction-diffusion, qu’on peut écrire en toute
généralité sous la forme :

∂tu = A[u]︸︷︷︸
Terme de diffusion

+ F [u]︸︷︷︸
Terme de reaction

,

où l’inconnue u est une fonction scalaire ou vectorielle dépendant du temps t et de l’espace x.
L’étude de ce type d’équations remonte aux années 30, avec les travaux parallèles de Kolmogorov,

Petrovsky et Piskunov [63] et Fisher [39] sur l’équation scalaire aujourd’hui dite de Fisher-KPP :

∂tu = D∆u+ ru(1− u). (1)

Ce type de modèle intervient naturellement en dynamique des populations, où u est une densité
de population, D son taux de dispersion et r son taux de croissance à faible densité. Plus la densité de
population est importante, plus la compétition entre les individus s’intensifie pour l’accès aux ressources,
supposées être limitées, jusqu’à atteindre une capacité de charge maximale du milieu, qu’on peut toujours
supposer égale à u = 1 quitte à renormaliser.

Le but de ce manuscrit est de comprendre et décrire les phénomènes de propagation émergeant des
équations de réaction-diffusion. On peut quantifier ces phénomènes à l’aide deux notions mathématiques
différentes mais imbriquées.

1 Première notion : la vitesse d’expansion

L’utilité de ce modèle fut confirmé empiriquement dans les travaux de Skellam en 1951 [97]. Afin de
comprendre l’invasion du rat musqué en Autriche, celui-ci traça l’aire occupée par la population de rats
musqués en fonction de l’année d’observation. Le résultat, reproduit Figure 0.1, montre une croissance
linéaire de la racine de l’aire occupée en fonction du temps. Skellam retrouva heuristiquement ce taux
de croissance via l’équation (1), et ce résultat fut formalisé rigoureusement plus tard par Aronson et
Weinberger [6] : si u(0, ·) est à support compact, alors la fonction u “occupe” au bout d’un temps t
assez grand une boule de rayon w∗t, dont la racine de l’aire est

√
πw∗t, qui est bien linéaire en t. Plus

rigoureusement, les lignes de niveau de u(t, ·) sont localisées approximativement autour de la sphère de
rayon w∗t.

On peut formaliser mathématiquement ce résultat de la façon suivante.

Theorem 0.1. [6] Soit u0 = u(0, ·) 6≡ 0 une donnée initiale à support compact, positive, bornée, non-
nulle. Soit u la solution du problème de Cauchy associé à (1) et à u0. Alors :

{
limt→+∞ u(t, x) = 1 unif. sur |x| ≤ wt si 0 ≤ w < 2

√
Dr,

limt→+∞ u(t, x) = 0 unif. sur |x| ≥ wt si w > 2
√
Dr,

On appelle w∗ = 2
√
Dr la vitesse d’expansion.

1



Introduction

[Skellam 1951]

FIGURE 1 – Invasion du rat musqué en Europe de l’Est.

2 Deuxième notion : les traveling waves

On sait donc que les solutions se propagent à vitesse w∗. On peut ensuite se demander quel est le
comportement asymptotique des solutions autour de la transition entre l’état instable 0 et l’état stable 1.
C’est ici qu’entrent en jeu les traveling waves.

Definition 0.2. Une traveling wave de vitesse c et de direction e ∈ SN−1 est une solution de (1) pouvant
s’écrire u(t, x) = U(x− cte), avec U > 0, U(−∞) = 1, U(+∞) = 0.

J’utiliserai dans ce manuscrit cet anglicisme car il n’y a aucun doute sur ce qu’il désigne en ma-
thématiques, alors que ses différentes traductions françaises (onde plane, front plan, vague d’avancée...)
sont parfois utilisées pour désigner d’autres phénomènes, comme par exemple certains comportements
asymptotiques des solutions du problème de Cauchy.

Pour l’équation de Fisher-KPP, les traveling waves existent pour une demi-droite de vitesses.

Theorem 0.3. [6, 63] Il existe une traveling wave de vitesse c si et seulement si c ≥ c∗ := 2
√
Dr.

On remarque d’emblée que la vitesse minimale d’existence des traveling waves est égale à la vi-
tesse d’expansion w∗. On peut préciser ce lien entre les deux notions : en dimension 1, la solution du
problème de Cauchy associée à une donnée initiale de type Heaviside [63] ou à support compact [29]
converge vers la traveling wave de vitesse minimale le long des lignes de niveau, c’est-à-dire que si l’on
définit u(t,m(t)) = θ pour un θ ∈ (0, 1), alors u(t, x + m(t)) → U(x) quand t → +∞ localement
uniformément en c, où U est la traveling wave de vitesse c∗ normalisée par U(0) = θ. La translation
m(t) se comporte au premier ordre comme c∗tmais son développement est ensuite suivi d’une correction
logarithmique [29, 49].

Il y a donc un lien clair entre les deux notions dans le cas de l’équation de Fisher-KPP homogène.
Mais les deux notions peuvent diverger pour des équations plus complexes, et nous serons amenés à
considérer l’une ou l’autre suivant les questions et variantes abordées.

2



3. Domaines d’application et autres types de nonlinéarités

3 Domaines d’application et autres types de nonlinéarités

Ce modèle d’un principe particulièrement simple donne ainsi lieu à des phénomènes mathématiques
non-triviaux. Il a depuis été décliné et généralisé dans de nombreux champs d’applications, parmi les-
quels :

— la dynamique des populations
— la chimie, pour laquelle ce sont plutôt des systèmes de réaction-diffusion qui sont utilisés (voir

par exemple l’article pionnier de Turing [100])
— la théorie de la combustion [59, 104], pour laquelle les nonlinéarités sont de type ignition (voir

Figure 0.3),
— la génétique [6, 9],
— les sciences humaines [4].
Nous considérerons dans ce manuscrit essentiellement des nonlinéarités du type Fisher-KPP. Mais

nous serons amenés à mentionner les équations monostables, bistables et de type ignition afin de discuter
des résultats, pour lesquelles la nonlinéarité ru(1− u) est remplacée par une fonction f(u) de la forme
décrite Figure 0.3.

monostable nonlinearity ignition−type nonlinearity
nonlinearity

bistable

u
0 1

u
100 1

u
θ0 θ0

f(u) f(u) f(u)

Cette habilitation à diriger des recherches se situe dans le domaine des mathématiques appliquées.
Notre but est donc de comprendre les phénomènes de propagation pour des équations de réaction-
diffusion plus complexes que l’équation de Fisher-KPP, ces variantes étant motivées par les champs
d’application décrits plus haut, en particulier la dynamique des populations, et d’interpréter quand c’est
possible les résultats obtenus au regard des applications recherchées.

4 Plan du manuscrit

Le chapitre 1 de ce manuscrit traitera de l’équation de Fisher-KPP avec coefficients hétérogènes
généraux : on supposera seulement que ces coefficients sont uniformément continus et bornés en (t, x).
Une première section sera consacrée aux vitesses d’expansion pour les solutions du problème de Cauchy,
c’est-à-dire que l’ont construira des bornes les plus précises possibles localisant les lignes de niveau de
ces solutions. Ces bornes seront optimales sous différents jeux d’hypothèses additionnelles sur les co-
efficients : presque périodicité, unique ergodicité, homogénéité dans chaque direction etc. La deuxième
section sera consacrée à l’existence de solutions globales en temps particulières : les fronts de transition
généralisés. Ces fronts sont des solutions globales connectant spatialement deux états stationnaires de
l’équation, avec une interface de profondeur uniformément bornée en temps. L’existence de tels fronts
sera démontrée pour les équations de Fisher-KPP avec des coefficients ne dépendant que de t, ou bien
dépendant de fao̧n générale de t et étant périodiques en x, ainsi que pour des coefficients presque pério-
diques en x. La notion alternative de front critique sera discutée pour les équations unidimensionnelles.

3
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Cette notion repose sur le décompte du nombre de zéros pour les solutions d’équations paraboliques,
un front critique étant une solution globale en temps plus pentues en x que toutes les autres solutions
globales.

Le chapitre 2 étudie l’existence et les propriétés asymptotiques des traveling waves pour les équations
de Fisher-KPP avec saturation non-locale. De telles équations n’admettent plus de principe de compa-
raison, rendant caduques la plupart des méthodes utilisées pour traiter des équations locales. Dans un
de mes travaux de thèse [BNPR09], nous avions établi l’existence de traveling waves pour une équation
avec non-localité symétrique, sans toutefois déterminer en général le comportement asymptotique de la
traveling wave : celle-ci décolle de l’état instable mais on ne sait pas si elle converge vers l’état station-
naire homogène 1. Dans une première section, je présente une approche numérique nouvelle permettant
de construire ces traveling waves, et appuyant la conjecture d’une convergence vers l’état stationnaire ho-
mogène 1, quand bien même celui-ci deviendrait instable. La deuxième secion discute d’un “toy-model”
avec noyau asymétrique, pour lequel nous arrivons à construire une grande variété de traveling waves,
avec divers comportements asymptotiques. Enfin, la dernière section étudie l’équation de Fisher-KPP à
retard, correspondant à une équation non-locale avec noyau asymétrique, pour laquelle nous montrons
au contraire que les traveling waves ont un comportement asymptotique bien déterminé.

Dans un troisième chapitre, je présente des résultats récents sur une version microscopique de l’équa-
tion de Fisher-KPP : la densité n’est plus seulement paramétrée en t et en x, mais également en vitesse
v, les particules changeant de vitesse avec une certaine densité de probabilité M(v) d’atteindre la vitesse
v. Si M(v) est une somme de deux Dirac autour de 0, alors on aboutit à une équation de Fisher-KPP
avec un terme hyperbolique, pour laquelle on peut construire des traveling waves régulières, comme pour
Fisher-KPP, ou singulières, plutôt proche des chocs hyperboliques. Cette équation peut être vue comme
une équation de réaction-diffusion avec un retard dans la loi de diffusion. Une telle équation a été uti-
lisé pour comprendre la propagation de l’agriculture en Europe au Néolithique, application que je décris
dans la deuxième section. Pour un noyau M(v) à support compact, on peut encore construire des tra-
veling waves et caractériser leur vitesse minimale, comme décrit dans la troisième section. La situation
se complique par contre quand le noyau n’a plus de support compact : les traveling waves n’existent
plus et il s’agit alors de localiser les lignes de niveau des solutions du problème de Cauchy, qui croissent
surlinéairement. Nous avons considéré le cas modèle d’un noyau Gaussien, pour lequel nous avons tout
d’abord réussi à localiser les lignes de niveau entre deux bornes en t3/2. Dans la cinquième section, je
présente des résultats sur la linéarisation de l’équation, pour laquelle on peut faire un passage à la limite
avec un scaling approprié, avant d’en déduire une conjecture sur la localisation des lignes de niveau, qui
se comportent vraisemblablement exactement en t3/2.

Enfin, le quatrième chapitre étudie la dépendance entre la vitesse de propagation et les coefficients
dans le cas d’une équation de Fisher-KPP périodique en espace. En effet, dans ce cas, la vitesse peut-être
caractérisée à l’aide d’une famille de valeurs propres, rendant abordable ce problème. La première section
formalise mathématiquement le problème important en écologie de l’influence de la fragmentation de
l’environnement sur la vitesse d’invasion : on peut montrer que, en dimension 1, cette question se traduit
mathématiquement en comparant la vitesse liée à un certain taux de croissance et celle associée à son
réarrangement de Schwarz. On montre alors que la fragmentation ralentit la propagation, à l’aide d’une
nouvelle formule pour les valeurs propres d’opérateurs non-auto-adjoints. Cette question est plus difficile
à formaliser en dimension N , le réarrangement n’étant pas défini de façon univoque. La section 2 étudie
le cas le plus simple : l’optimisation d’une valeur propre symétrique en fonction d’un potentiel ne prenant
que deux valeurs, l’inconnue étant alors la zone où le potentiel est le plus grand (l’habitat) et ayant
une aire fixé. Numériquement, en dimension 2, l’optimiseur ressemble à des bandes, des boules ou des
complémentaires de boule, mais on peut en fait montrer analytiquement que son bord ne contient aucun
bout de sphère, ce qui ouvre de nouvelles questions. Enfin, dans une troisième section, je présenterai
brièvement d’autres résultats de dépendance sur la vitesse : la limite de scaling pour de grandes périodes,

4



4. Plan du manuscrit

une série de contre-exemples concernant par exemple l’influence de la diffusion et l’étude du cas de
coefficients aléatoires stationnaires ergodiques.
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Chapitre 1

Équations de réaction-diffusion
complètement hétérogènes

Ce chapitre est dédié aux phénomènes de propagation pour les équations de réaction-diffusion en
milieux hétérogènes, c’est-à-dire des équations de la forme :

∂tu−
N∑

i,j=1

ai,j(t, x)∂xixju−
N∑

i=1

qi(t, x)∂xiu = r(t, x)u(1− u) dans I × RN , (1.1)

où I = (0,∞) ou I = R, A(t, x) =
(
ai,j(t, x)

)
i,j

est un champ de matrices elliptique (0 < νIN ≤
A(t, x) ≤ νIN pour tout (t, x)) et le terme de réaction r est d’infimum positif. Notre objectif est de com-
prendre la dynamique de cette équation pour des coefficients dépendant de façon générale des variables
de temps t et d’espace x. Nous supposerons seulement que les coefficients sont uniformément continus
et bornés en (t, x).

Introduire de l’hétérogénéité dans les équations de réaction-diffusion est tout à fait pertinent du point
de vue de la modélisation. Si les modèles issus de la génétique [6] ou de la combustion [59] sont na-
turellement plutôt homogènes, cela ne peut être qu’une approximation pour les modèles de dynamique
des populations. Nous renvoyons à [32, 88, 96] pour des discussions plus détaillées sur l’origine de
l’hétérogénéité et les modèles afférents.

Afin de comprendre l’effet de l’hétérogénéité sur les équations de réaction-diffusion, la communauté
a d’abord considéré dans les années 90 et 2000 des classes d’hétérogénéité particulières telles que des
hétérogénéités transverses à la direction de propagation [21] ou périodiques (voir [14, 95, 103] et les
nombreuses publications qui ont suivies). J’ai contribué à cette compréhension au cours de ma thèse, où
j’ai étudié le cas des équations de Fisher-KPP périodiques à la fois en temps et en espace : existence,
unicité et attractivité d’un état stationnaire positif [N10], définitions et propriétés des valeurs propres
principales associées [N09-1], existence de fronts pulsatoires [N09-2], relations entre leurs vitesses et
les coefficients [N11] et, en collaboration avec H. Berestycki et F. Hamel, preuves alternatives de l’exis-
tence d’une vitesse d’expansion [BHN08] à celle de H. Weinberger [101], reposant sur des arguments
EDPistes.

Le cas des équations périodiques ayant été largement étudié dans les années 90 et 2000, l’actualité
des équations de réaction-diffusion hétérogènes consiste entre autre aujourd’hui en l’étude de l’équation
(1.1) sans faire d’hypothèses sur les coefficients autres que leur bornitude et leur régularité uniforme. En
d’autres termes, on considère des milieux hétérogènes ne rentrant pas dans une classe particulière telle
que des hétérogénéités périodiques ou ne dépendant que d’une variable transverse.

7



Chapitre 1. Équations de réaction-diffusion complètement hétérogènes

Il serait également pertinent de considérer une équation homogène dans un domaine Ω non-trivial
au lieu de RN , afin de modéliser par exemple le franchissement d’un obstacle [15] ou d’un col [20] par
une population, ou encore la propagation d’un accident vasculaire cérébral [10, 11, 33] (nous renvoyons
également à [68] pour l’étude de l’équation par courbure moyenne, qui est un cas limite de l’équation de
réaction-diffusion bistable, dans un cylindre en dents de scie). Tous les travaux que je vais présenter plus
bas ont été menés dans le cas Ω = RN , mais il est évident que la généralisation de ces résultats à des
domaines Ω plus généraux en constitue une perspective naturelle.

Nous aborderons dans ce chapitre deux questions :

Question 1. Pour des équations à coefficients dépendant de façon générale du temps et de l’espace :

1. Comment localiser les lignes de niveau des solutions du problème de Cauchy ?

2. Existe-t-il des fronts de transition généralisés ?

1.1 Vitesses d’expansion en milieu complètement hétérogène

1.1.1 État de l’art dans le cas périodique

Rappelons tout d’abord les résultats obtenus dans les années 2000 dans le cas où les coefficients
sont périodiques en t et en x : il existe (L1, ..., LN , T ) tels que pour tout (t, x) ∈ R × RN et pour tout
i = 1, ..., N :

A(t, x+ Liei) = A(t, x), A(t+ T, x) = A(t, x),

q(t, x+ Liei) = q(t, x), q(t+ T, x) = q(t, x),

f(t, x+ Liei, u) = f(t, x, u), f(t+ T, x, u) = f(t, x, u),

où (e1, ..., eN ) est la base canonique de RN .
On sait que dans ce cas, sous certaines hypothèses raisonnables sur les coefficients, l’équation (1.1)

admet des solutions du type fronts pulsatoires [18, N09-2], c’est-à-dire de solutions u(t, x) = φ(x · e−
ct, t, x), où φ = φ(z, t, x) est périodique en t et en x, φ > 0, φ(+∞, t, x) = 0 et lim infz→−∞ inft,x φ(z, t, x) >
0, c étant ici la vitesse du front et e ∈ SN−1 sa direction. Cette vitesse peut être caractérisée par une fa-
mille de valeurs propres associées aux opérateurs paraboliques

Lpφ = −∂tφ+ tr
(
A∇2φ

)
− 2pA∇φ+ q · ∇φ+ (pAp+ r + q · p)φ. (1.2)

Les coefficients de ces opérateurs étant périodiques en (t, x), la théorie de Krein-Rutman s’applique :
pour tout p ∈ RN , Lp admet une unique valeur propre principale périodique kp = kp(A, q, c) associée
à une fonction propre périodique en (t, x) et positive, appelée fonction propre principale périodique,
c’est-à-dire un couple (kp, φp) solution de :





Lpφp = kpφp in R× RN ,
φp > 0,
φp est périodique en (t, x).

(1.3)

La vitesse minimale d’existence des fronts est alors caractérisée par

c∗e = min
λ>0

kλe(A, q, c)

λ
. (1.4)

On peut d’autre part localiser les lignes de niveau de u(t, ·), où u est la solution du problème de
Cauchy associé à l’équation avec donnée initiale positive, non-nulle, à support compact. Ces ensembles
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1.1. Vitesses d’expansion en milieu complètement hétérogène

de niveau ne convergent plus vers des boules, comme pour l’équation homogène, mais s’approchent
d’ensembles de la forme tS , au sens suivant [43, BHN08, 101] :

{
pour tout compact K ⊂ intS, limt→+∞

{
supx∈tK |u(t, x)− 1|

}
= 0,

pour tout fermé F ⊂ RN\S, limt→+∞
{

supx∈tF |u(t, x)|
}

= 0.
(1.5)

L’ensemble S est appelé ensemble d’expansion, ou encore Wulff shape par analogie avec la cristallogra-
phie [102], et se cractérise à l’aide des valeurs propres périodiques :

S = {x, ∀p ∈ RN , kp ≥ p · x}. (1.6)

On peut reformuler ce résultat en définissant une vitesse d’expansion w∗e dans chaque direction e ∈
SN−1 : 




lim inf
t→+∞

u(t, x+ wte) = 1 si 0 ≤ w < w∗(e),

lim
t→+∞

u(t, x+ wte) = 0 si w > w∗(e),
(1.7)

Cette vitesse est par ailleurs reliée à la vitesse minimale d’existence des fronts via l’identité suivante :

w∗e = min
ξ·e>0

c∗ξ
e · ξ = min

p·e>0

kp
p · e. (1.8)

1.1.2 Le cas de la dimension 1

Considérons maintenant l’équation de Fisher-KPP hétérogène en espace en dimension 1 :
{
∂tu− ∂x

(
a(x)∂xu

)
= r(x)u(1− u) dans R+ × R,

u(0, x) = u0(x) pour tout x ∈ R, (1.9)

où u0 6≡ 0 est une fonction continue à support compact, telle que 0 ≤ u0 ≤ 1 et a, c sont des fonctions
uniformément bornées et continues d’infimum positif. Nous avons étudié avec H. Berestycki [BN12] les
vitesses de propagation associées à l’équation (1.9).

Au cours de ma thèse, j’avais obtenu avec H. Berestycki et F. Hamel des estimations sur la localisa-
tion des lignes de niveau de u(t, ·), qui montraient notamment dans le cas d’une hétérogénéité à support
compact que les vitesses de propagation ne dépendaient que de l’hétérogénéité des coefficients à l’in-
fini. Cependant ces estimations restaient insatisfaisantes puisqu’elles n’étaient pas optimales dans le cas
d’une hétérogénéité périodique. De fait, ce que nous enseigne le cas des coefficients périodiques, c’est
que l’hétérogénéité des coefficients doit être prise en compte à travers une notion de valeurs propres pour
les opérateurs Lp définis par (1.2). Cependant, pour des hétérogénéités arbitraires, les opérateurs Lp ne
sont plus compacts et la théorie de Krein-Rutman ne s’applique plus.

Nous avons surmonté cette difficulté en utilisant la notion de valeur propre généralisée, inspirée par
la notion introduite par H. Berestycki et ses collaborateurs dans [19, 22, 24]. Définissons deux valeurs
propres principales généralisées associées à l’opérateur Lp dans (R,∞) :

λ1(Lp, (R,∞)) := sup{λ | ∃φ ∈ AR, Lpφ ≥ λφ dans (R,∞)}
λ1(Lp, (R,∞)) := inf{λ | ∃φ ∈ AR, Lpφ ≤ λφ dans (R,∞)} (1.10)

les fonctions-tests étant prises dans

AR :=
{
φ ∈ C2(R,∞), φ′/φ ∈ L∞, φ > 0, lim

x→+∞
1

x
lnφ(x) = 0

}
. (1.11)
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Chapitre 1. Équations de réaction-diffusion complètement hétérogènes

Notons que la condition à l’infini sur les fonctions-tests limx→+∞ 1
x lnφ(x) = 0 est différente (et plus

générale) que les conditions de bornitude utilisées dans [19, 22], cela afin d’obtenir des résultats optimaux
dans le cas de coefficients aléatoire stationnaires ergodiques.

Le résultat suivant nous permet de vérifier que ces notions sont bien des généralisations de la notion
classique de valeur propre.

Proposition 1.1. Supposons qu’il existe λ ∈ R, R ∈ {−∞} ∪ R et φ ∈ AR tels que Lφ = λφ dans
(R,∞). Alors,

λ = λ1(L, (R,∞)) = λ1(L, (R,∞)).

En particulier, si c est périodique, on peut montrer que λ1(Lp, (R,∞)) = λ1(Lp, (R,∞)) = kp la
valeur propre principale périodique pour tout R.

Nous associons à ces valeurs propres deux vitesses par des formules analogues au cas périodique
(1.8) :

w = min
p>0

sup
R>0

λ1(Lp, (R,∞))

p
et w = min

p>0
inf
R>0

λ1(Lp, (R,∞))

p
. (1.12)

Theorem 1.2. [BN12] Soit u0 une fonction mesurable à support compact telle que 0 ≤ u0 ≤ 1, u0 6≡ 0
et soit u la solution du problème de Cauchy (1.9). Alors

1. pour tout w > w, limt→+∞ supx≥wt |u(t, x)| = 0,

2. pour tout w ∈ [0, w), limt→+∞ sup0≤x≤wt |u(t, x)− 1| = 0.

Les lignes de niveau de u(t, ·) sont donc bien localisées entre les droites wt et wt, à correction
sous-linéaire près.

Dans le cas de coefficients périodiques, on retrouve bien la vitesse w = w = minp>0
kp
p = w∗.

Mais on peut prouver l’identité w = w, et ainsi localiser précisément les lignes de niveau de u(t, ·),
pour des classes d’hétérogénéités plus générales, telles que des coefficients presque périodiques, presque
périodiques à l’infini, ou aléatoires stationnaires ergodiques.

1.1.3 Oscillation des lignes de niveau et non-existence d’une vitesse d’expansion exacte

Pour des hétérogénéités générales, il n’est pas tout le temps vraie qu’il existe une vitesse de propaga-
tion exacte, telle que w = w. J’ai construit un contre-exemple dans un travail avec J. Garnier et T. Giletti
[GGN12], en utilisant un taux de croisance du type

r(x) = r0(x/L(x)) où r0 est périodique et L(x) croît suffisamment vite

(comme x/(lnx)α, α ∈ (0, 1) par exemple) alors on peut montrer que les lignes de niveau oscillent
exactement entre 2

√
min r0t et 2

√
max r0t. Plus précisément,

∀w ∈ (2
√

min r0, 2
√

max r0), l’ensemble ω−limite quand t→ +∞ de t 7→ u(t, ωt) est égale à [0, 1].

Il s’agit du premier contre-exemple explicite à l’existence d’une vitesse d’expansion exacte, bien que
l’idée générale conduisant à un tel phénomène était plus ou moins dans toutes les têtes.

Si au contraire L(x) croît lentement (comme x/(lnx)α, α > 1 par exemple), alors en utilisant le
Théorème 1.2, on peut montrer que w = w = w∗∞, où l’on retrouve la vitesse w∗∞ définie par (4.6)
et obtenue dans [HNR11] comme limite des vitesses de propagation associées à un taux de croissance
c0(x/L) quand L→ +∞.

Plusieurs autres types de phénomènes pouvant conduire à une oscillation des lignes de niveau, et donc
à la non-existence d’une vitesse de propagation exacte, ont été identifiés ces dernières années. Hamel
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1.1. Vitesses d’expansion en milieu complètement hétérogène

et Sire [54] ont retrouvé de tels phénomènes pour des équations de réaction-diffusion homogènes de
type ignition, avec des données initiales oscillant périodiquement entre deux valeurs sous la température
d’ignition. Nous avons également étudié avec F. Hamel [HN11] le cas d’une équation de Fisher-KPP
homogène avec des données initiales décroissant exponentiellement entre deux taux de décroissance. Si
la donnée initiale oscille périodiquement entre deux exponentielles, alors il existe toujours une vitesse
de propagation exacte, qu’on peut caractériser explicitement. Mais si les oscillations sont de plus en plus
amples, alors on peut construire des exemples où il existe toujours deux vitesses d’expansion w < w
telles que l’ensemble ω-limite de la fonction u(t, wt) quand t→ +∞ est exactement [0, 1] siw ∈ (w,w).

1.1.4 Milieux aléatoires stationnaires ergodiques en dimension 1

Supposons que le terme de réaction est une variable aléatoire r : (x, ω, s) ∈ R × Ω → R définie
sur un ensemble de probabilité (Ω,P,F) et que a ≡ 1 et q ≡ 0 (afin de simplifier la présentation). On
suppose que r est stationnaire, au sens où il existe un groupe (πx)x∈R de transformation préservant la
mesure de probabilité tel que r(x+ y, ω) = fr(x, πyω) pour tout (x, y, ω) ∈ R× R× Ω, et ergodique,
au sens où si πxA = A pour tout x ∈ R pour un A ∈ F , alors P(A) = 0 or 1.

L’hypothèse de stationnarité signifie que les propriétés statistiques du milieu ne dépendent pas de
l’endroit où on observe celui-ci. L’ergodicité signifie qu’on ne peut pas séparer Ω en deux sous-ensembles
de mesures non-nulles invariants par le groupe (πx)x∈R.

Freidlin et Gartner [43]. ont montré les premiers que pour presque tout ω ∈ Ω, il existe une vitesse
d’expansion, qu’on peut calculer en utilisant une famille d’exposants de Lyapounov associés à la linéari-
sation de l’équation autour de u ≡ 0. Ce résultat a été généralisé par Nolen et Xin à différentes équations
de réaction-diffusion à coefficients aléatoires stationnaires ergodiques en t et en x, en dimension N
[80, 81, 82].

On peut retrouver ce résultat à l’aide du Théorème 1.2, qui nous donne de plus une nouvelle caracté-
risation de la vitesse à partir des valeurs propres généralisées.

Theorem 1.3. Sous les hypothèses énoncées plus haut, on a

w = w = min
p>0

λ1(Lp,R)

p
= min

p>0

λ1(Lp,R)

p
(1.13)

pour presque tout ω ∈ Ω.

Ce résultat est en fait un corollaire immédiat du résultat suivant et du Théorème 1.2.

Theorem 1.4. Pour presque tout ω ∈ Ω, on a λ1(Lp,R) = λ1(Lp,R) pour tout p > 0.

Ce résultat est obtenu par construction explicite de fonctions propres et application de la Propo-
sition 1.1. Notons que celles-ci sont dans la classe A−∞, c’est-à-dire qu’elles sont seulement sous-
exponentielles, mais pas forcément bornées, ce qui aura son importance pour l’extension des résultats à
RN .

1.1.5 Énoncé du résultat en dimension N

Revenons maintenant à l’équation de Fisher-KPP générale et multi-dimensionnelle (1.1). Les résul-
tats que nous allons énoncer sont vrais pour une équation de la forme divergence (en d’autres termes,
q ≡ ∇·A), comme en dimension 1, ou plus généralement pour un terme d’advection q pas trop différent
de la divergence de A, au sens où :

sup
R>0

inf
t>R,|x|>R

(
4f ′u(t, x, 0) min

e∈SN−1
(eA(t, x)e)− |q(t, x)−∇ ·A(t, x)|2

)
> 0. (1.14)
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Chapitre 1. Équations de réaction-diffusion complètement hétérogènes

Nous avons vu qu’en dimension 1, seule la valeur des coefficients en t > R et x > R, avec R grand,
comptait dans le calcul des vitesses d’expansion. Il nous faut donc d’abord comprendre à quel domaine
en x on peut se restreindre en dimension N . Soit CR,α(e) le cône tronqué de direction e et d’angle
d’ouverture α :

CR,α(e) :=
{

(t, x) ∈ R× RN , t > R, |x| > R,
∣∣∣ x|x| − e

∣∣∣ < α
}
. (1.15)

R α

x1

FIGURE 1.1 – Projection sur les coordonnées x du cône tronqué CR,α(e1).

Avertissons tout de suite le lecteur que les vitesses d’expansion dans la direction e ne se calculeront
pas uniquement en considérant ce qui se passe dans CR,α(e) : leur caractérisation sera plus compliquée
en général.

Introduisons ensuite les opérateurs paraboliques :

Lpφ := e−p·xL
(
ep·xφ

)
= −∂tφ+tr(A(t, x)∇2φ)+(q(t, x)+2A(t, x)p)·∇φ+(f ′u(t, x, 0)+p·q(t, x)+pA(t, x)p)φ

(1.16)
et ses valeurs propres généralisées dans tout ouvert Q ⊂ R× RN :

λ1(L, Q) := sup{λ | ∃φ ∈ C1,2(Q) ∩W 1,∞(Q), inf
Q
φ > 0 et Lφ ≥ λφ dans Q}, (1.17)

λ1(L, Q) := inf{λ | ∃φ ∈ C1,2(Q) ∩W 1,∞(Q), inf
Q
φ > 0 et Lφ ≤ λφ dans Q}. (1.18)

Cette définition est moins précise que celle utilisée en dimension 1, puisque les fonctions-tests sont
choisies parmi les fonctions bornées et d’infimum positif, alors que nous considérions l’ensemble plus
général défini dans (1.11) des fonctions sous-exponentielles en dimension 1. Nous avons eu besoin de
cette hypothèse de bornitude sur les fonctions-tests pour obtenir une comparaison entre λ1 et λ1 dans
les cônes CR,α(e). Cette lacune aura son importance en particulier pour le cas des coefficients aléatoires
stationnaires ergodiques.

Nous sommes maintenant en position de définir deux fonctions amenées à jouer le rôle de Hamilto-
niens :

H(e, p) := inf
R>0,α∈(0,1)

λ1(Lp, CR,α(e)) et H(e, p) := sup
R>0,α∈(0,1)

λ1(Lp, CR,α(e)) (1.19)

pour tout p ∈ RN et e ∈ SN−1. Ces Hamiltoniens satisfont les propriétés suivantes.

Proposition 1.5. 1. Les fonctions p → H(e, p) et p → H(e, p) sont localement Lipschitziennes,
uniformément par rapport à e ∈ SN−1, et p 7→ H(e, p) est convexe pour tout e ∈ SN−1.

12



1.1. Vitesses d’expansion en milieu complètement hétérogène

2. Pour tout p ∈ RN , e 7→ H(e, p) est semi-continue inférieure et e 7→ H(e, p) est semi-continue
supérieure.

3. Il existe C ≥ c > 0 tel que pour tout (e, p) ∈ SN−1 × RN :

c(1 + |p|2) ≤ H(e, p) ≤ H(e, p) ≤ C(1 + |p|2).

La dernière propriété permet de définir les fonctions convexes conjuguées :

H?(e, q) := sup
p∈RN

(
p · q −H(e, p)

)
et H

?
(e, q) := sup

p∈RN

(
p · q −H(e, p)

)
,

ainsi que les “fonctions-coûts” associées :

U(x) := inf maxt∈[0,1]
{∫ 1

t H
?
( γ(s)
|γ(s)| ,−γ′(s)

)
ds, γ ∈ H1([0, 1]), γ(0) = 0, γ(1) = x,

∀s ∈ (0, 1), γ(s) 6= 0
}
,

U(x) := inf maxt∈[0,1]
{∫ 1

t H
?( γ(s)
|γ(s)|),−γ′(s)

)
ds, γ ∈ H1([0, 1]), γ(0) = 0, γ(1) = x,

∀s ∈ (0, 1), γ(s) 6= 0
}
.

(1.20)
Enfin, nous définissons les deux ensembles d’expansion :

S := cl{U = 0} et S := {U = 0}. (1.21)

On peut montrer que les ensembles S et S sont compacts, étoilés par rapport à 0 et contiennent une
boule centrée en 0.

Dans le cas de coefficients périodiques, les Hamiltoniens H et H sont en fait indépendants de e
et tous deux égaux à la valeur propre périodique kp définie par (1.3), et on peut calculer explicitement
U(x) = U(x) = max{0, H?(−x)}, où H(p) := kp. On retrouve ainsi la Wulff shape S = S = S
définie par (1.6).

Nous sommes maintenant en position d’énoncer notre résultat principal.

Theorem 1.6. Soit u0 une fonction mesurable à support compact tel que 0 ≤ u0 ≤ 1 et u0 6≡ 0 et soit u
la solution de l’équation (1.1) avec donnée initiale u(0, x) = u0(x). Alors

{
pour tout ensemble compact K ⊂ intS, limt→+∞

{
supx∈tK |u(t, x)− 1|

}
= 0,

pour tout ensemble fermé F ⊂ RN\S, limt→+∞
{

supx∈tF |u(t, x)|
}

= 0.
(1.22)

Il n’est pas possible, dans ce cadre général, d’exprimer simplement les vitesses d’expansion dans
chaque direction comme dans le cas périodique. On ne peut à ce stade les définir que comme we :=
sup{w, we ∈ S} et we := sup{w, we ∈ S}.

Ce résultat n’est pas optimal, car il ne couvre pas le cas de coefficients aléatoires stationnaires er-
godiques, pour lesquels l’existence de vitesses exactes d’expansion est connue [80], c’est-à-dire pour
lesquels S = S. Nous n’avons pas réussi, contrairement au cas de la dimension 1, à construire des
fonctions propres sous-exponentielles, ni à contredire une telle existence. Dans les articles d’homogé-
néisation, cette difficulté est contournée en utilisant une notion relaxée de correcteur (voir par exemple
[67], mais cette approche ne nous paraissait pas adaptée pour traiter du cas général.

Cependant, ce Théorème couvre tous autres cas où l’existence d’une vitesse exacte d’expansion était
connus, et nous arrivons également à montrer que S = S dans des cas jusqu’ici ouverts : les équations à
coefficients uniquement ergodiques ou homogènes dans chaque direction.
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Chapitre 1. Équations de réaction-diffusion complètement hétérogènes

FIGURE 1.2 – Une représentation du pavage de Penrose

1.1.6 Milieux uniquement ergodiques

Nous utiliserons dans ce manuscrit la définition suivante d’unique ergodicité.

Definition 1.7. Une fonction uniformément continue et bornée f : RN → Rm est dite uniquement
ergodique si pour toute fonction continue Ψ : Hf → R, où Hf := cl{f(· + a), a ∈ RN}, la fermeture
étant prise pour la convergence localement uniforme, la limite

lim
R→+∞

1

|BR(a)|

∫

BR(a)
Ψ(τyf)dy

existe et est uniforme en a ∈ RN .

Cette limite définit une mesure de probabilité P surHf , qui est invariante par rapport aux translations
g 7→ g(·+ a) pour tout a ∈ RN . On peut montrer qu’une telle mesure est unique, d’où le nom d’unique
ergodicité. Dans la littérature, c’est plutôt cette propriété qui définit l’unique ergodicité, la convergence
des moyennes sur BR(a) étant plutôt vu comme ue conséquence de l’unicité de la mesure P.

On vérifie facilement que les fonctions périodiques, presque périodiques ou à support compact sont
uniquement ergodique.

Un exemple classique de fonction uniquement ergodique est construite à partir du pavage de Penrose.
Nous renvoyons à [85] pour une définition de celui-ci. Si on définit sur chaque tuile une fonction à
support compact dans cette tuile, la fonction ainsi obtenue sur RN est uniquement ergodique [74, 85].
Pour autant, elle n’est pas presque périodique. La classe des fonctions uniquement ergodiques est donc
plus large que celle des fonctions presque périodiques.

Theorem 1.8. Supposons que A, q et c ne dépendent que de x et sont uniquement ergodiques, où c ∈
Cδloc(RN ) est une fonction uniformément continue et bornée donnée. Définissons l’opérateur elliptique :
L = tr(A∇2) + q · ∇+ c. Alors

λ1(L,RN ) = λ1(L,RN ).
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1.1. Vitesses d’expansion en milieu complètement hétérogène

On déduit tout de suite le résultat suivant des Théorèmes 1.6 et 1.8.

Corollary 1.9. Supposons que A, q et f ′u(·, 0) ne dépendent que de x et sont uniquement ergodiques,
alors S = S et

w(e) = w(e) = min
p·e>0

λ1(L−p,R× RN )

p · e = min
p·e>0

λ1(L−p,R× RN )

p · e . (1.23)

Le Théorème 1.8 est un résultat puissant qui devrait trouver d’autres applications à partir de la théorie
des valeurs propres généralisées [24] : existence et unicité des solutions de problèmes non-linéaires,
principes de comparaison pour les opérateurs elliptiques etc.

1.1.7 Milieux homogènes dans chaque direction et convexité des ensembles d’expansion

Considérons maintenant des hétérogénéités spatiales convergeant quand |x| → +∞ dans des secteurs
angulaires de R2. Commençons par le cas où la matrice de diffusion A converge vers deux valeurs
différentes quand x1 → ±∞.

Proposition 1.10. Supposons que N = 2, q ≡ 0, f ne dépend pas de (t, x) et A(x1, x2) = a(x1)I2
est une fonction régulière telle que limx1→±∞ a(x1) = a±, avec a+ > a− > 0. Alors S = S et cet
ensemble est l’enveloppe convexe de

{x ∈ R2, |x| ≤ 2
√
f ′(0)a+, x1 ≥ 0} ∪ {x ∈ R2, |x| ≤ 2

√
f ′(0)a−, x1 ≤ 0}.
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2
√

f ′(0)a−

2
√

f ′(0)a+

FIGURE 1.3 – L’ensemble d’expansion S = S donné par la Proposition 1.10.

On peut montrer que pour ce type de coefficients, constants à l’infini dans des secteurs angulaires, il
existe toujours un ensemble d’expansion exact, c’est-à-dire que S = S. Nous passerons sur l’énoncé de
ce type de résultat assez technique.
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Chapitre 1. Équations de réaction-diffusion complètement hétérogènes

Il est tentant de conjecturer qu’on peut toujours caractériser, pour ce type d’hétérogénéités, l’en-
semble d’expansion comme l’enveloppe convexe des ensembles d’expansion associés aux valeurs des
coefficients dans chaque secteur angulaire. Cette hypothèse est contredite par le résultat suivant, qui
vient même contredire plus généralement la convexité des ensembles d’expansion.

Proposition 1.11. Supposons que N = 2, q ≡ 0, f ne dépend pas de (t, x) et A(x) = a(x)I2 est une
fonction régulière telle que

lim
x1→+∞

a(x1, αx1) =

{
a+ if |α| < r0
a− if |α| > r0

où a+ > a− > 0 et 0 < r0 < r :=
√

a−
a+−a− Alors S = S et cet ensemble est

{
|x| < 2

√
f ′(0)a+, |x2| ≥ r0x1

}
∪
{
x1 <

1− r0r
r0 + r

|x2|+
2
√
f ′(0)a+(1 + r20)

1 + r0/r
, |x2| ≤ r0x1

}
.

Cet ensemble d’expansion n’est pas convexe si r0r < 1, comme on peut le voir sur la Figure illustrant
la Proposition 1.11.

2
√
f ′(0)a+

2
√

f ′(0)a+(1 + r20)

1 + r0/rarctan r0

FIGURE 1.4 – L’ensemble d’expansion S = S donné par la Proposition 1.11.

Le résultat suivant donne une condition garantissant la convexité de l’ensemble d’expansion pour de
telles hétérogénéités.

Proposition 1.12. Supposons que S = S et que la fonction x ∈ RN\{0} 7→ H(x/|x|, p), prolongée en
0 par H(0, p) := supe∈SN−1 H(e, p), est quasiconcave sur RN pour tout p ∈ RN , c’est-à-dire que

l’ensemble {x ∈ RN , H(x/|x|, p) ≥ α} est convexe pour tout α ∈ R, p ∈ RN .

Alors l’ensemble S = S est convexe.
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1.1. Vitesses d’expansion en milieu complètement hétérogène

Un résultat célèbre de Alvarez, Lasry et Lions [2] garantit la convexité des solution d’équations de
Hamilton-Jacobi pour des Hamiltoniens concaves en x. Dans les exemples présentés dans cette section,
les Hamiltoniens sont seulement quasi-concaves et il nous a donc fallu étendre le résultat de [2] à ce cas
de figure.

1.1.8 Schéma de preuve

Soit e ∈ SN−1, l’idée de notre preuve est de calculer limε→0 u(t/ε, x/ε). On introduit donc la
transformation de Hopf-Cole Zε définie par u(t/ε, x/ε) = eZε(t,x)/ε, et les semi-limites de cette fonction

Z∗(t, x) := lim inf
(s,y)→(t,x),ε→0

Zε(s, y) et Z∗(t, x) := lim sup
(s,y)→(t,x),ε→0

Zε(s, y).

Il vient immédiatement que u(t, wte) → 0 si Z∗(1, we) < 0. Et on peut montrer de même que
u(t, wte)→ 1 si (1, we) ∈ Int{Z∗ = 0}. Calculer la limite de u(t, wte) quand t→ +∞ revient donc à
calculer le signe de Z∗(1, we) et Z∗(1, we). On peut estimer ces semi-limites en vérifiant qu’elles sont
solutions de certaines inéquations.

Notre approche est classique : il existe de nombreux résultats de cet ordre dans la littérature (voir
par exemple [7, 8, 58, 67, 70]) pour des coefficients périodiques, aléatoires stationnaires ergodiques ou
pour étudier des limites de petite diffusion. La difficulté ici était de considérer des coefficients dépendant
de façon générale de (t, x). Cela nécessitait en particulier de trouver de bons correcteurs pour absorber
les oscillations des coefficients en (t/ε, x/ε). Ces correcteurs approchés sont précisément les valeurs
propres généralisées, restreintes aux cônes tronqués CR,α(e).

Proposition 1.13.




max{∂tZ∗ −H( x
|x| ,∇Z∗), Z∗} ≤ 0 dans (0,∞)× RN\{0},

max{∂tZ∗ −H( x
|x| ,∇Z∗), Z∗} ≥ 0 dans (0,∞)× RN\{0},

limt→0+ Z
∗(t, x) = limt→0+ Z∗(t, x) = 0 si x = 0, −∞ si x 6= 0,

Z∗(t, 0) = Z∗(t, 0) = 0 pour tout t > 0,

où H(e, p) := lim
R→+∞,α→0

λ1(Lp, CR,α(e)), H(e, p) := lim
R→+∞,α→0

λ1(Lp, CR,α(e)).

Ces équations sont très singulières : les Hamiltoniens ne sont pas définis en x = 0 et sont semi-
continus en x, la donnée initiale n’est ni bornée, ni continue. On peut malgré tout obtenir les estimations
suivantes, dont découle le Théorème 1.6.

Proposition 1.14. Z∗(t, x) ≥ −tU(x/t) et Z∗(t, x) ≤ −tU(x/t), où U et U ont été définies dans
(1.20).

La preuve repose sur les formules de réprésentation de Evans et Souganidis [37] pour les équations
de Hamilton-Jacobi. Ces formules n’étant vraies que pour des Hamiltoniens H réguliers, définis pour
tout x ∈ RN et pour des données initiales bornées et régulières, la difficulté consiste à vérifier que l’ont
peut approcher nos équations singulières par des équations régulières vérifiant les hypothèses de [37],
puis passer à la limite.
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Chapitre 1. Équations de réaction-diffusion complètement hétérogènes

1.2 Fronts de transition généralisés pour l’équation de Fisher-KPP hété-
rogène

1.2.1 Définition, existence et non-existence

La notion de traveling waves n’est plus adaptée aux équations complètement hétérogènes, et il nous
faut donc commencer par définir une extension de cette notion. Une première définition est due à Beres-
tycki et Hamel [13] (voir aussi [92]) : en dimension 1, un front de transition généralisé est une solution
positive u de (1.1) globale en temps, telle que pour tout ε ∈ (0, 1), les interfaces Iε(t) := {x ∈ R, ε <
u(t, x) < 1− ε} ont des longueurs bornées uniformément en t. En d’autres termes, la transition entre les
états d’équilibres 0 et 1 est bien localisée dans l’espace, uniformément en t.

x
Iε(t)

u(t, x)

ε

ε

1

0

FIGURE 1.5 – L’interface Iε(t) = {x, ε < u(t, x) < 1− ε} d’un front de transition généralisé u.

En dimension 1, l’existence de tels fronts pour une nonlinéarité f ne dépendant que de x de type
“ignition”, c’est-à-dire tel que f(x, u) = 0 si u < θ, avec θ ∈ (0, 1), a été démontrée en parallèle par
Nolen et Ryzhik [79] et Mellet, Roquejoffre et Sire [76]. Ces deux équipes ont ensuite montré leur unicité
et leur stabilité [75], toujours pour ce type de nonlinéarités.

Cependant, il a été montré par Nolen, Roquejoffre, Ryzhik et Zlatos [77] qu’il n’existait pas tou-
jours de fronts généralisés pour des nonlinéarités de type KPP. Considérons une nonlinéarité f(x, u) =
r(x)u(1 − u), avec r(x) ≡ 1 en dehors d’un compact, et r ≥ 1 sur R. Alors si l’hétérogénéité com-
pacte est suffisamment grande, au sens où λ1(L,R) > 2, toutes les solutions globales en temps sont
exponentiellement décroissantes en |x| → +∞, contredisant ainsi l’existence de fronts de transition
généralisés.

Zlatos [106] a d’autre part donné des conditions suffisantes, mais non nécessaires, à l’existence de
fronts généralisés pour des équations de type KPP, toujours en dimension 1. Ces conditions sont vérifiées
en particulier quand seul le taux de diffusion dépend de x, mais ne sont plus forcément satisfaites pour des
coefficients périodiques, alors que l’on sait que des fronts de transition généralisés (les fronts pulsatoires)
existent dans ce cas. Il a d’autre part construit [105] un contre-exemple à l’existence de fronts généralisés
pour une nonlinéarité de type ignition en dimensionN ≥ 2. Ainsi, les conditions garantissant l’existence
de fronts généralisés pour des coefficients hétérogènes en espace ne sont pas complètement claires.

Enfin, une autre définition de fronts généralisés a été introduite par Matano [73], basée sur une
continuité du front par rapport aux coefficients. Si le front généralisé est unique, comme dans le cas
ignition [75], alors les deux notions coincident. Pour les équations de type KPP, il peut exister des familles
de fronts généralisés (voir [106] mais aussi les articles [NR12, NR15, NR16] présentés plus bas). Dans
ce second cas l’existence de fronts généralisés au sens de Matano reste ouverte.
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1.2. Fronts de transition généralisés pour l’équation de Fisher-KPP hétérogène

1.2.2 Une notion alternative en dimension N = 1 : les fronts critiques

Notre but est d’introduire une notion alternative de fronts dans les équations hétérogènes unidi-
mensionnelles, qui existeraient sous des conditions très générales. Nous ferons dans cette section les
hypothèses suivantes sur les coefficients de l’équation (1.1) :

a, ax, axx, 1/a, b, bx ∈ L∞(R), f ∈ L∞(R× [0, 1]),
∃C > 0 t.q. |f(x, u)− f(x, v)| ≤ C|u− v| p.p. (x, u, v) ∈ R× [0, 1]× [0, 1],

f(x, 0) = f(x, 1) = 0 p.p. x ∈ R.
(1.24)

La définition est la suivante.

Definition 1.15. [N15-1] (N=1) Une solution globale en temps u de (1.1), avec 0 < u < 1, est un front
critique (vers la droite) si pour tout (t0, x0) ∈ R × R, si v est une solution globale ten temps de (1.1)
telle que v(t0, x0) = u(t0, x0) et 0 < v < 1, alors soit u ≡ v, soit

u(t0, x) > v(t0, x) si x < x0 et u(t0, x) < v(t0, x) si x > x0. (1.25)

Cette notion repose sur le principe d’Angenent [5], qui établit que le nombre de zéros des solutions
d’une équation parabolique ne peut que décroître en temps. Ce principe avait déjà été utilisé pour étudier
le comportement de solutions dans le cas de coefficients aléatoires [92] ou périodiques [35].

Theorem 1.16. [N15-1]

1. (Existence et unicité) Pour tout θ ∈ (0, 1) et x0 ∈ R, l’équation (1.1) admet un unique front
critique u tel que u(0, x0) = θ.

2. (Monotonie en temps) t 7→ u(t, x) est strictement décroissante pour tout x ∈ R, strictement
croissante pour tout x ∈ R ou bien constante pour tout x ∈ R.

3. (Comparaison avec les fronts généralisés) Si l’équation (1.1) admet un front de transition géné-
ralisé v tel que limt→−∞ v(t, x) = 0 et limt→+∞ v(t, x) = 1 pour tout x ∈ R. Alors tout front
critique u est un front de transition généralisé et limt→−∞ u(t, x) = 0, limt→+∞ u(t, x) = 1
pour tout x ∈ R.

xx0

1

0

v

u

FIGURE 1.6 – Le front critique u comparé à une solution v globale en temps à t = t0.

On peut également démontré que si f est monostable, au sens où l’équilibre 1 est globalement attrac-
tif et où s 7→ f(t, x, s)/s est décroissante, alors, dans le cas où il existe un front de transition généralisé,
le front critique est le front de plus petite vitesse globale (au sens de [13]). Mais il existe des situations
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Chapitre 1. Équations de réaction-diffusion complètement hétérogènes

où le front critique existe alors qu’il n’existe pas de front généralisé [77], ce qui donne tout son relief à
cette notion.

Dans le cas où les coefficients sont aléatoires, stationnaires et ergodiques en x, alors l’existence de
fronts de transition généralisés est ouverte en général. Des simulations numériques semblent cependant
contredire l’existence de tels fronts en général : la taille des interfaces Iε(t) semble croître et ne pas rester
bornée quand le front traverse alternativement des zones à fort puis à faible taux de réaction. Ce cas donne
donc potentiellement un exemple de plus où le front critique existe et présente certaines propriétés de
stationnarité, bien que les fronts généralisés n’existent sans doute pas.

Enfin, ce front critique est attractif globalement pour le problème de Cauchy avec une donnée initiale
de type “Heaviside” si et seulement si ce front est continu par rapport au milieu (au sens de Matano [73]).
Cette continuité a cependant depuis été contredite en général dans [52], mais pourrait rester vraie dans
certains cas particuliers.

Ainsi, une telle approche a été utilisée en parallèle par Ducrot, Giletti et Matano [35] pour étudier
l’attractivité du front critique pour des nonlinéarités très générales périodiques en espace et des données
initiales de type Heaviside, et dans le cas homogène par Polacik, pour des données initiales générales
[83]. Dans ces deux articles, les fronts critiques sont plutôt appelés "terrasses" ou "système d’ondes
minimal". L’attractivité du front de vitesse minimale pour les équations de Fisher-KPP périodiques a
également été prouvée par d’autres méthodes, donnant un meilleur ordre de convergence, par Hamel,
Nolen, Roquejoffre et Ryzhik [50].

1.2.3 Existence de fronts généralisés pour les équations hétérogènes en temps

Considérons maintenant les équations de type Fisher-KPP ne dépendant que de t, par exemple :

∂tu− ∂xxu = r(t)u(1− u), (1.26)

où r est une fonction mesurable, bornée, d’infimum positif. Pour de telles équations, il est plus judi-
cieux d’utiliser une formulation alternative et équivalente des fronts généralisés : on peut les caracté-
riser comme des solutions positives globales en temps s’écrivant u(t, x) = U(t, x −

∫ t
0 σ(s)ds), avec

U(t,−∞) = 1 et U(t,+∞) = 0 uniformément en t. La fonction σ(t) représente alors la vitesse locale
du front.

L’existence de fronts généralisés pour ces équations avait été démontrée par Shen [93] dans le cas où r
est uniquement ergodique, ce qui implique en particulier que la limite 〈r〉 := limT→+∞ 1

T

∫ t+T
t r(s)ds

existe et est uniforme en t ∈ R. De tels fronts existent pour une famille de vitesses locales satisfai-
sant 〈σ〉 ≥ 2

√
〈r〉. Notre but est d’étendre ce résultat à des coefficients généraux, n’admettant plus de

moyenne uniforme, et d’identifier une quantité se substituant à ces moyennes.

Nous avons montré avec L. Rossi [NR12] que pour tout c > 2
√
brc, il existe un front généralisé de

vitesse σ telle que bσc = c, où l’on définit la moyenne inférieure :

brc := sup
T>0

inf
t∈R

1

T

∫ t+T

t
r(s) ds.

Ce résultat s’étend facilement au cas où c = 2
√
brc en utilisant la notion de front critique développée a

posteriori dans [N15-1]. Par ailleurs, de tels fronts n’existent pas si c < 2
√
brc. La quantité 2

√
brc joue

ainsi le rôle d’une vitesse critique sur les moyennes inférieures.
D’autre part, ces fronts sont décroissants en x, et dans le cas où les coefficients satisfont certaines

propriétés (presque périodicité, ergodicité), alors ces propriétés sont transmises à la vitesse σ et au profil
du front U . En effet, la vitesse σ construite est explicite : σ(t) = r(t)/κ + κ, avec un κ bien choisi
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1.2. Fronts de transition généralisés pour l’équation de Fisher-KPP hétérogène

pour pouvoir construire des sur et sous-solutions. Une étude minutieuse des propriétés des moyennes
inférieures fait ainsi émerger la condition κ ∈ (0, brc).

Ce résultat a ensuite été partiellement étendu par L. Rossi et L. Ryzhik [87] à des milieux dépendant
à la fois généralement du temps t et périodiquement de l’espace x, mais pour des taux de croissance très
particulier du type r(t, x) = r1(t) + r2(x) et une matrice de diffusion et un terme d’advection ne dé-
pendant que de x. Là-aussi, Shen [94] avait prouvé l’existence de fronts généralisés pour des coefficients
périodiques en x et uniquement ergodiques en t. Nous avons généralisé ce résultat à une équation du
type (1.1), dont les coefficients sont périodiques en x et généraux en t [NR15] : il existe c∗ ≤ c∗ ∈ R tel
que si c > c∗, il existe un front généralisé de vitesse σ tel que bσc = c, tandis qu’un tel front n’existe
pas si c < c∗. Les vitesses c∗ et c∗ sont évidemment beaucoup plus implicites que dans le cas où r ne
dépend que de t. Leur caractérisation fait intervenir des solutions du problème linéarisé en 0. Mais nous
n’avons pas réussi à démontrer en général que c∗ = c∗. Ce travail nous a de plus permis de comprendre
que sans l’hypothèse de périodicité en x, l’existence de fronts généralisés peut être obtenue si l’on arrive
à démontrer une inégalité du type Harnack, globale en x, pour la linéarisation de l’équation (1.1) au
voisinage de u = 0.

1.2.4 Existence de fronts généralisés pour les équations presque périodiques en espace

Nous avons étudié dans ce travail commun avec L. Rossi [NR16] les équations de Fisher-KPP unidi-
mensionnelles :

∂tu− ∂x
(
a(x)∂xu

)
= r(x)u(1− u), t ∈ R, x ∈ R, (1.27)

avec des coefficients a ∈ C1(R), c ∈ C(R) satisfaisant :

inf
R
a > 0, inf

R
r > 0, a, a′, r sont presque périodiques.

Nous utiliserons ici la définition de Bochner de la presque périodicité :

Definition 1.17. [27] Une fonction a : R→ R est presque périodique si de toute suite (xn)n∈N dans R
on peut extraire une sous-suite (xnk

)k∈N telle que a(xnk
+ x) converge uniformément en x ∈ R.

Ces fonctions possèdent de nombreuses propriétés. Elles appartiennent à la classe des fonctions uni-
quement ergodiques, c’est-à-dire que si r est presque périodique, alors la limite limL→+∞ 1

L

∫ x+L
x r(y)dy

existe et est uniforme en x ∈ R
Soit L l’opérateur associé à l’équation linéarisée en 0 :

Lφ :=
(
a(x)φ′

)′
+ r(x)φ, (1.28)

et λ1(L,R) sa valeur propre principale généralisée, cette fois-ci au sens de Berestycki, Nirenberg et
Varadhan [22] :

λ1(L,R) := inf{λ ∈ R, ∃φ ∈ C2(R), φ > 0, Lφ ≤ λφ dans R}. (1.29)

En dimension 1, on peut définir, sans avoir à faire d’hypothèse de presque périodicité, la famille
(φγ)γ>λ1(L,R) par :

Lφγ = γφγ in R, φγ(0) = 1, φγ > 0, lim
x→+∞

φγ(x) = 0. (1.30)

Si les coefficients sont presque périodiques, alors φ′γ/φγ est presque périodique et on peut ainsi définir
la limite

µ(γ) := − lim
x→±∞

1

x
lnφγ(x) > 0,

qui s’avère être croissante et concave en γ > λ1(L,R).
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Chapitre 1. Équations de réaction-diffusion complètement hétérogènes

Theorem 1.18. [NR16] Soit

c∗ := inf
γ>λ1

γ

µ(γ)
, c :=

λ1
µ
, où µ := lim

γ↘λ1
µ(γ).

1. Si c∗ < c, alors pour tout c ∈ [c∗, c), il existe un front généralisé de vitesse moyenne c, strictement
croissant en t : si c > c∗, ce front s’écrit u(t, x) = U(

∫ x
0 σ − t, x), où σ ∈ C(R) est presque

périodique de moyenne 1/c et U = U(z, x) est presque périodique en x uniformément par
rapport à z ∈ R.

2. Il n’existe pas de front généralisé de vitesse moyenne c < c∗.

Si µ = 0, alors c = +∞ et la condition c∗ < c est toujours satisfaite. Un exemple de terme presque
périodique r = r(x) pour lequel µ > 0 a été construit par Sorets et Spencer [98] dans le cas du Laplacien
discret et par Bjerklov [26] pour le Laplacien continu.

À l’inverse, si L admet une fonction propre positive ϕ1 ∈ C2(R) presque périodique, c’est-à-dire une
solution de Lϕ1 = λ1ϕ1, alors µ = 0. Une telle fonction existe en particulier

— si les coefficients sont périodiques et non pas seulement presque périodiques,
— si r est constant,
— si a et r sont quasipériodiques et si r a une amplitude assez petite.

Nous avons également identifié plusieurs conditions liées à la criticalité de l’opérateur, c’est-à-dire à
l’existence de sur et sous fonctions propres, garantissant l’existence d’une fonction propre presque pé-
riodique.

Notre résultat laisse ouvert plusieurs questions intéressantes :
— Qu’en est-il du cas multi-dimensionel ? La construction des φγ repose fortement sur des argu-

ments 1D, y a-t-il des solutions analogues en plus grande dimension ?
— Dans le cas où µ > 0, existe-t-il des fronts généralisés de vitesse moyenne c > c ? Existe-t-il

encore des fronts quand c = c∗ ?
— Quelles sont les propriétés du front critique de vitesse c = c∗ ? A-t-il un profil presque pério-

dique ? Est-il attractif, en un certain sens, pour le problème de Cauchy ?

1.3 Traveling waves pour des équations avec vitesse prescrite

Dans ce travail un peu différent mené avec J. Bouhours [BoN15], il s’agissait d’établir des conditions
garantissant la survie d’une population dans un environnement évoluant à vitesse constante dans le temps
du fait d’un changement climatique. H. Berestycki et plusieurs coauteurs [12, 23, 89] ont étudié cette
question à l’aide d’une modèle de réaction-diffusion (voir aussi [84] ainsi que [64] pour un modèle
intégro-différentiel). La densité de population u vérifie alors une équation du type

ut − uxx = f(x− ct, u) dans (0,∞)× R, (1.31)

où f(x, 0) = 0, f(x, 1) ≤ 0 et f(x, u) ≤ −δu pour tout |x| ≥ R et u ≥ 0. En d’autres termes, u = 0 est
un état d’équilibre, quand u = 1 le milieu est saturé du fait de la quantité finie de ressources et le taux de
croissance f(x, ·) est très négatif si x est trop grand, c’est-à-dire que la zone favorable (l’habitat) pour la
population est localisée en espace. La quantité c représente alors la vitesse à laquelle l’habitat évolue du
fait du réchauffement climatique.

Cette équation a été étudiée exhaustivement par Berestycki et Rossi [23] dans le cas où la nonlinéarité
est de type KPP, c’est-à-dire que le taux de croissance par individu f(x, u)/u décroît en u. Ils ont montré
que sous ces hypothèses il existe une vitesse critique c∗ telle que si c ∈ (0, c∗), alors u converge vers
une solution du type traveling waves quand t → +∞, c’est-à-dire de la forme u(t, x) = U(x − ct),
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1.3. Traveling waves pour des équations avec vitesse prescrite

avec U(±∞) = 0, tandis que si c > c∗, alors la u tend vers 0 localement. Ainsi, la vitesse critique c∗

détermine bien la persistence ou l’extinction de la population : si le réchauffement climatique est trop
rapide, alors la population s’éteint.

L’hypothèse KPP sur f est une hypothèse relativement forte. Elle n’est pas complètement réaliste, les
biologistes considèrant qu’il peut être plus naturel d’introduire un effet Allee, c’est-à-dire une nonlinéa-
rité de type bistable : si la densité u est trop petite, alors le taux de croissance f(x, u) doit être négatif car
la population est trop dispersée pour arriver à se reproduire. Du point de vue mathématique, l’hypothèse
KPP permet de se ramener à l’étude de la linéarisation de l’équation autour de u = 0, qui s’avère alors
déterminer complètement la dynamique de l’équation. Notre but était donc d’étudier l’équation (1.31)
sous des hypothèses plus générales sur f .

Nous avons obtenu de premiers résultats en remarquant que (1.31) possédait une structure variation-
nelle. Introduisons l’énergie :

Ec[u] =

∫

R
ecz
{
u2z
2
− F (z, u)

}
dz, ∀u ∈ H1

c (R),

où H1
c (R) = H1(R, ecxdx) et F (z, s) =

∫ s
0 f(z, t)dt. Alors les traveling waves sont en fait des points

critiques de cette fonctionnelle d’énergie. On peut ainsi en déduire le théorème suivant :

Theorem 1.19. [BoN15] Si infu∈H1(R)E0[u] < 0, alors il existe c ≥ c > 0, telles que
— pour tout c ∈ (0, c), (1.31) admet une solution de type traveling wave dans H1

c (R),
— pour tout c > c, (1.31) n’admet pas de solution de type traveling wave, c’est-à-dire que 0 est la

seule solution stationnaire de (1.31).

Nous avons par ailleurs montré que les solutions du problème d’évolution (1.31) convergent vers des
solutions stationnaires dans le repère mobile de vitesse c, donc vers une traveling wave de vitesse c ou
vers 0. Différentes conditions suffisantes garantissent la convergence vers 0 ou une traveling wave.

L’existence d’une vitesse critique exacte c = c = c∗, analogue au cas KPP, est loin d’être claire.
Nos études numériques indiquent qu’une telle vitesse devrait exister. Par ailleurs, pour des nonlinéarités
f modélisant un effet Allee, l’état stationnaire 0 devient localement stable, contrairement au cas KPP.
Le problème de minimisation de l’énergie cachée dans (1.31) est alors non-triviale : plusieurs points
critiques peuvent coexister, chacun correspondant à une traveling wave, mais de stabilité variable. Ces
phénomènes sont qualitativement très différents du cas KPP.
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Chapitre 2

Équations de Fisher-KPP
avec saturation non-locale

Ce chapitre est consacré à l’étudie de l’équation

ut − uxx = ru(1−Kσ ? u) (2.1)

où r > 0, σ > 0 et K est une densité de probabilité et

Kσ(x) :=
1

σ
K(

x

σ
),

où σ est ainsi un paramètre mesurant la portée de la non-localité, et ? est le produit de convolution
standard. Cette équation avait été introduite par Genieys, Volpert et Auger [45] comme un modèle de
dynamique adaptative, le paramètre d’espace x représente ici un trait évoluant stochastiquement dans le
temps et le noyau K(x− y) mesure l’intensité de la compétition entre deux individus de trait x et y.

La principale difficulté rencontrée dans l’étude de cette équation est, comme pour les systèmes de
réaction-diffusion, l’absence de principe de comparaison pour l’équation (2.1), du fait du terme non-
local. Notons que si la nonlinéarité était K ?u(1−u), alors l’équation bénéficierait encore d’un principe
de comparaison, et l’étude serait alors d’une nature complètement différente. Cette difficulté est donc
propre à l’équation (2.1). Par ailleurs, il ne s’agit pas d’une simple difficulté d’ordre technique mais
bien d’une caractéristique de l’équation puisque c’est cette absence de principe de comparaison qui
autorise l’apparition de solutions stationnaires non-triviales, observées numériquement dans [45], via un
mécanisme de Turing [100] : l’état homogène 1 devenant instable relativement à des perturbations de
fréquences bien choisies, des branches de bifurcations émergent.

Nous avions démontré avec H. Berestycki, B. Perthame et L. Ryzhik [BNPR09] que pour tout c ≥ 2,
(2.1) admet une traveling wave u(t, x) = U(x− ct), avec U > 0, U(+∞) = 0 et lim infz→−∞ U(z) >
0, cette dernière condition étant utilisée pour inclure d’éventuels fronts connectant 0 à un autre état
d’équilibre que 1. Nous avions également démontré que si la transformée de Fourier φ̂ était positive,
alors nécessairement U(−∞) = 1. Enfin, nous avions identifié un paramètre σM (c) tel que pour tout
σ > σM (c), un front de propagation de (2.1) de vitesse c est forcément non-monotone. Ce résultat était
novateur dans ce domaine car il reposait sur des méthodes issues des équations de réaction-diffusion
locales, donnant des résultats globaux et non des résultats perturbatifs comme dans la plupart des articles
sur les équations non-locales.

L’existence de fronts monotones, connectant nécessairement 0 à 1, a par la suite été établie pour
σ < σM (c) par Fang et Zhao [41], en s’inspirant de méthodes utilisées dans le cadre des équations à
retard [46, 66]. Alfaro et Coville [1] ont également utilisé des méthodes d’énergie pour montrer que si la
vitesse c est assez grande (à σ fixé) alors U(−∞) = 1.
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FIGURE 2.1 – Simulations du problème de Cauchy associé à (2.1) avec un noyau K = 1(−1/2,1/2) sur
le domaine [−80, 80]. À gauche : les lignes de niveau montrent que la solution ne converge pas vers une
traveling wave mais a un structure plus complexe ; les figures du bas sont des zooms des figures du haut.
À droite : la fonction connecte l’état instable 0 à une solution périodique en x. Deux valeurs de r sont
utilisées a) r = 100 ; b) r = 200.
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2.1. Une nouvelle approche numérique pour voir émerger les traveling waves

Plus récemment, Faye et Holzer [38] ont construit des fronts pulsatoires connectant avec une vitesse
très petite la solution stationnaire 1 à une solution stationnaire périodique au voisinage du paramètre σ
pour lequel l’équilibre 1 devient instable en variables de Fourier, pour le noyau particulier

K(z) =
3a

2
e−a|z| − e−|z|, a ∈ (2/3, 1).

Ce type de noyau permet de transformer l’équation non-locale en un système, pour lequel les méthodes
de bifurcations s’appliquent.

D’autre part, le lien entre ces traveling waves et le problème de Cauchy associé à (2.1 est encore mal
compris. Hamel et Ryzhik ont montré une borne uniforme pour les solutions du problème de Cauchy,
ainsi que l’existence d’une vitesse d’expansion [53], mais il n’existe pas d’autres résultats dans cette
direction à notre connaissance.

L’existence de fronts pulsatoires pour d’autres noyaux, et plus loin du paramètre critique, et/ou
connectant 0 à un état stationnaire périodique reste ouverte. Nous allons présenter dans ce chapitre plu-
sieurs approches permettant de répondre partiellement à cette question.

Question 2. Quel est le comportement asymptotique des traveling waves pour l’équation de Fisher-KPP
non-locale (2.1) ?

2.1 Une nouvelle approche numérique pour voir émerger les traveling
waves

Les simulations numériques présentées Figure 2 se bornaient à simuler l’équation d’évolution asso-
ciée à (2.1), observant ainsi l’émergence de fronts pulsatoires connectant 0 à une solution stationnaire
périodique pour une non-localité σ assez grande. Or on peut très bien imaginer qu’il existe des traveling
waves instables dynamiquement, donc non-observables par simulation de l’équation d’évolution. Par-
tant de cette hypothèse, nous avons donc simulé, avec B. Perthame et M. Tang [NPT11], directement la
méthode de construction des traveling waves utilisée dans [BNPR09].

Notre algorithme approche le problème dans un domain borné de longueur L = xr − xl, xl < 0 <
xr : {

σL∂xu
L + ∂xxu

L + uL(1−Kσ ? u
L) = 0, xl < x < xr,

uL(xl) = 1, uL(xr) = 0, uL(0) = ε,
(2.2)

où la convolution est calculée en étendant uL par 1 à gauche et 0 à droite. Nous avions démontré ana-
lytiquement dans [BNPR09] que, à condition de choisir ε assez petit (sous toutes les oscillations pos-
sibles des solutions stationnaires périodiques), la suite (uL, σL) converge vers une traveling wave quand
L→ +∞.

Afin de résoudre (2.2) nous divisons le domaine en deux parties : I1 = [xl, 0] et I2 = [0, xr]. Pour
tout σ, on résout ensuite l’équation elliptique avec conditions aux bords de Dirichlet :

−σ∂xui = ∂xxui + ui(1−Kσ ? u), ui(0) = ε, i = 1, 2, u1(xl) = 1, u2(xr) = 0.
(2.3)

Le terme de convolution est calculée en utilisant ui sur l’intervalle Ii, 1 sur (−∞, xl) et 0 sur (xr,+∞).
Afin de compenser le saut de dérivées en x = 0, on voudrait que σL satisfasse

σL = [∂xu2(xr)− ∂xu1(xl)] +

∫ xr

xl

u(1−Kσ ? u)dx. (2.4)
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FIGURE 2.2 – traveling waves de l’équation (2.1) pour le noyau K(z) := 1
21(−1,1) pour µ = 10 et

µ = 1000 (gauche) et µ = 2500 (droite, la figure du haut montre la traveling wave tandis que celle du
bas est un zoom de sa queue) obtenu via l’algorithme de [NPT11].

Nous avons ainsi reformulé la construction de la solution approchée uL en un problème de point fixe
sur (σ, u), qui peut se résoudre par itérations de Newton. La méthode donne des résultats très différents
de ceux obtenus en simulant l’équation d’évolution, présentés Figure 2.1.

Ces simulations semblent en particulier montrer que les traveling waves connectent forcément 0 à 1.
Cette conjecture est naturelle puisque, pour des noyaux K symétriques, il est nécessaire d’ajouter une
dépendance périodique en x pour qu’une bifurcation vers des solutions stationnaires périodiques puisse
avoir lieu. On s’attend donc à voir ces solutions stationnaires être reliées à 0 par des fronts pulsatoires,
comme dans [38] et non pas de simples traveling waves.

Cette approche a ensuite été ensuite généralisée par M. Tang à plusieurs autres types d’équations de
réaction-diffusion, locales ou non-locales, hétérogènes ou non [99].

2.2 Un “toy-model” exhibant une grande variété d’ondes

Intéressons-nous maintenant à l’équation :

ut − uxx = ru(x)
(
1− u(x− a)

)
(2.5)

avec a > 0. En d’autres termes, contrairement au cas étudié plus haut, le noyau K = K(z) est ici
asymétrique : un Dirac en z = a. Simplifions encore cette équation en considérant une nonlinéarité
linéaire par morceaux aux voisinages de 0 et de 1 :

∂tu(t, x)− ∂xxu(t, x) =

{
ru(t, x) pour 0 ≤ u(t, x) < θ

1− u(t, x− a) pour u(t, x) ≥ θ,
(2.6)

avec θ ∈ (0, 1), a, r > 0

On peut alors construire explicitement des ondes, c’est-à-dire des solutions de la forme u(t, x) =
U(x− ct), en résolvant les deux problèmes linéaires et en connectant les solutions ainsi obtenues. Nous
avons montré, avec B. Perthame, L. Rossi et L. Ryzhik [NRRP13], qu’il existe un grand nombre de
solutions en fonction des paramètres :

— des traveling waves monotones pour toute vitesse c ≥ 2
√
r si r ≥ (1− θ)/θ,
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2.3. Existence et comportement asymptotique des traveling waves pour les équations à retard

— des traveling waves non-monotones reliant 0 à 1 à vitesse c pour tout c ≥ 2
√
r et a assez grand

(en fonction de c),
— k + 1 trains d’onde si (2k + 1)π ≤ a < (2k + 3)π, c’est-à-dire des solutions de la forme

u(t, x) = W (x− ct), avec W périodique,
— une traveling wave connectant 0 à un train d’onde dès que a ≥ a∗ := 3

2π
√

2r +
√

4r2 + 1.
Ce résultat confirme ainsi la grande richesse de l’équation (2.1).

1

t

1

FIGURE 2.3 – Représentation de la traveling wave monotone (gauche) et non-monotone (droite) connec-
tant 0 à 1.

1 1

FIGURE 2.4 – Représentation du train d’onde (gauche) et sa connexion à 0 (droite).

2.3 Existence et comportement asymptotique des traveling waves pour les
équations à retard

Nous avons étudié avec A. Ducrot [DN14] l’équation de Fisher-KPP avec retard en temps,

ut − uxx = u(t, x)
(
1− u(t− τ, x)

)
,

avec τ > 0 le retard. Une traveling wave de cette équation u(t, x) = U(x− ct) satisfait

−U ′′ − cU ′ = U(z)
(
1− U(z + cτ)

)
(2.7)

avec les conditions additionnelles U > 0, U(+∞) = 0 et lim infz→−∞ U(z) > 0. L’équation (2.7)
est ainsi de la même forme que celle satisfaite par les traveling waves de (2.5) étudiées dans la section
précédente, mais avec a = −cτ < 0.

L’existence de traveling waves monotones, convergeant donc vers 1 en −∞, a été prouvée en paral-
lèle par Kwong et Ou [66] et Gomez et Trofimchuk [46], pour tout τ ≤ τmon(c) explicite. L’existence de
traveling waves et leur convergence en −∞ pour τ ≥ τmon(c) restait cependant ouverte.

L’équation (2.7) rentre dans la théorie des systèmes différentiels à retard avec boucle positive (quitte à
changer z en−z), étudiés par Mallet-Paret et Sell dans [71, 72]. À l’aide de cette observation, nous avons
déduit [DN14], ainsi qu’Hasik et Trofimchuk [55] en parallèle avec une méthode différente, que pour tout
τ > 0 et c ≥ 2, il existe des traveling waves, avec la condition à limite relaxée lim infz→−∞ U(z) > 0.

Déterminer la convergence en −∞ des traveling waves est un problème difficile, mais pour lequel
on peut être plus précis que pour l’équation à noyau (2.1). Ainsi, Hasik et Trofimchuk [56] ont montré la
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convergence vers 1 pour tout τ ≤ 3/2 et c ≥ 2, ainsi que la non-convergence vers 1 quand τ ≥ π/2 et
c ≥ c?(τ), avec c?(τ) explicite.

Nous avons caractérisé la convergence des traveling waves via une approche différente. En effet, en
se replongeant dans la preuve des résultats de [72], on peut montrer qu’une traveling wave est entièrement
déterminée par le couplet

(
U(z0), U

′(z0)
)
, pour tout z0 ∈ R. En particulier, la courbe associée à U dans

le plan des phases ne s’auto-intersecte pas, et on peut donc réutiliser bon nombre de méthodes issues des
EDO.

Proposition 2.1. Soit deux solutions U, V ∈ C2(R) positives et bornées de (2.7). Supposons que

lim inf
z→−∞

U(z)

V (z)
≤ 1 ≤ lim sup

z→−∞

U(z)

V (z)

et qu’il existe A > 0 tel que U(z) > V (z) pour tout z > A. Alors il n’existe aucun X ∈ R tel que
U(X) = V (X) et U ′(X) = V ′(X).

En particulier, si U ∈ C2(R) est une solution positive et bornée de (2.7) telle que U(+∞) = 0, alors
la courbe (U,U ′) ne s’auto-intersecte pas.

Ce résultat est très surprenant, puisqu’il est connu qu’une équation à retard est bien posée seulement
si on lui associe une donnée initiale définie sur un intervalle de temps de longueur égale au retard. Les
quelques propriétés additionnelles énoncées dans la Proposition (positivité, définition sur tout R etc.)
suffisent à garantir ce résultat de non-intersection dans le plan des phases.

Il conduit assez naturellement à la définition et au résultat de convergence suivant.

Definition 2.2. On dit qu’une solution positive w ∈ C2(R) de (2.7) est un train d’onde maximal (de
vitesse c) si w est périodique de période L ≥ cτ et si la courbe

S = {
(
w(z), w′(z)

)
, z ∈ R}

est une courbe de Jordan telle que pour tout autre train d’onde w̃, on ait

{
(
w̃(z), w̃′(z)

)
, z ∈ R} ⊂ S ∪ Sint.

Theorem 2.3. Soit c ≥ 2. L’équation (2.7) admet un unique train d’onde maximalw (à translation près).
Si U est une traveling wave, c’est-à-dire une solution positive et bornée de (2.7) telle que U(+∞) = 0
et lim infz→−∞ U(z) > 0, alors il existe τ ∈ R telle que

lim
z→−∞

(
u(z)− w(z + τ)

)
= 0.

On peut remarquer que le train d’onde maximal est également celui ayant les plus grandes oscilla-
tions, c’est-à-dire à la fois le plus grand maximum et le plus petit minimum.

Il est possible que le train d’onde maximal soit en fait la solution constante 1. Notre résultat dit que
s’il existe un train d’onde non-trivial, alors les traveling waves ne convergent pas vers 1 mais vers le train
d’onde maximal, et réciproquement : si la traveling wave converge vers 1, alors il n’existe pas de train
d’onde.

Bien que nous ayons caractérisé de façon unique la convergence des traveling waves en −∞, nous
n’avons pas réussi à prouvé l’unicité de ces traveling waves. Ce problème est toujours ouvert.

Concluons en remarquant que les résultats présentés dans cette section sont tout à fait différents des
résultats obtenus dans la section précédente, bien que les deux équations soient très similaires, au signe
de a près dans (2.5) : alors que pour a > 0 une grande variété d’onde existe, pour a < 0 la limite en−∞
est bien déterminée, laissant conjecturer que la traveling wave est unique.
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u′ u = 1

u(x1) u(z0)u(z0)

FIGURE 2.5 – La courbe (U,U ′) associée à une traveling wave dans le plan des phases. En gras : la
courbe associée au train d’onde maximal (w,w′).

En conclusion, ces travaux montrent à la fois que les traveling waves construites dans [BNPR09]
pour un noyau symétrique K(z) = K(−z) connectent sans doute toujours 0 à 1, même si 1 est instable
[NPT11], auquel cas un front pulsatoire se superposerait pour connecter 1 à un état périodique station-
naire stable [38]. Cependant, dans le cas d’un noyau asymétrique, les traveling waves changent de nature
et leur convergence dépend de la position de l’asymétrie : à l’arrière du front [NRRP13], elle permet à
de nombreuses solutions de type traveling waves de coexister, alors qu’à l’avant du front [DN14], les
traveling waves connectent à un objet bien défini : le train d’onde maximal.
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Chapitre 3

Une version microscopique de l’équation
de Fisher-KPP

Ce chapitre est dévolu à l’étude de l’équation de réaction-diffusion cinétique :

ft + vfx = M(v)ρf − f + rρf
(
M(v)− f

)
, (3.1)

où f = f(t, x, v) représente une densité de population paramétrée par le temps t, sa position x et
sa vitesse v ∈ V ⊂ R, ρf (t, x) :=

∫
V f(t, x, v)dv et M est une densité de probabilité mesurant la

probabilité qu’un individu ait changé de vitesse pour acquérir la vitesse v :

M ≥ 0 ,

∫

V
M(v)dv = 1 ,

∫

V
vM(v)dv = 0 ,

∫

V
v2M(v)dv = D < +∞ . (3.2)

Cette équation a été introduite sous une forme générale par Bisi et Desvillettes en 2006 [25] et sous
cette forme par Cuesta, Hittmeir et Schmeiser [34]. Il s’agit en quelque sorte d’une version microsco-
pique de l’équation de réaction-diffusion. En effet, sous l’effet du changement d’échelle permettant des
changements de vitesses de plus en plus fréquents, on aboutit à l’équation :

ε2ft + εvfx = M(v)ρf − f + ε2rρf
(
M(v)− f

)
. (3.3)

On peut alors montrer que la densité ρ(t, x) =
∫
V f(t, x, v)dv converge quand ε→ 0 vers la solution de

l’équation de réaction-diffusion
∂tρ = D∂xxρ+ rρ(1− ρ),

où D :=
∫
V v

2M(v)dv. C’est en utilisant un tel changement d’échelle et des méthodes perturbatives
que Cuesta, Hittmeir et Schmeiser [34] ont prouvé l’existence quand ε est assez petit de traveling
waves pour l’équation (3.3), quand M est à support compact en v. L’état d’équilibre jouant le rôle de 1
pour l’équation (3.1) est M(v). Ainsi une traveling wave est dans ce contexte une solution de la forme
f(t, x, v) = U(x− ct, v), avec U > 0, U(+∞, v) = 0 et U(−∞, v) = M(v).

Hors de ce cas perturbatif, l’existence de traveling waves pour cette équation n’était connu que dans
le cas particulier d’un noyau uniforme : M(v) = 1

|V |1V (v) [90, 91], pour des nonlinéarités de type KPP,
ignition ou bistable.

Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier l’existence de traveling waves pour (3.1) directement,
c’est-à-dire hors de situations perturbatives et pour des noyaux généraux.

Question 3. Sous quelles conditions sur le noyau M(v) existe-t-il des traveling waves pour l’équation
(3.1) ? Dans le cas où il n’en existe pas, peut-on localiser les lignes de niveau de la solution de problème
de Cauchy ?
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3.1 Existence de traveling waves pour un noyau somme de deux Dirac

Nous avons dans un premier temps étudié avec E. Bouin et V. Calvez [BCN14] le cas où M est
remplacé par deux Dirac en vm et −vm et où le terme de réaction rρf

(
M(v) − f

)
est remplacé par le

terme, très similaire, rρf
(
M(v) − ρf

)
. Dans ce cas l’équation se simplifie en une équation scalaire sur

la densité ρ(t, x) :
τ2∂ttρ+

(
1− τ2 + 2τ2ρ

)
∂tρ− ∂xxρ = rρ

(
1− ρ

)
, (3.4)

où τ = 1/vm. Si τ = 0 on retrouve l’équation de Fisher-KPP standard.
L’équation a une double nature, à la fois hyperbolique (pour τ grand) et parabolique (pour τ petit).

Si τ2r < 1 (régime parabolique), il existe une traveling wave de vitesse c si et seulement si c ≥ c∗τ , où

c∗τ =
2
√
r

1 + τ2r
. (3.5)

Ce résultat avait été démontré par Hadeler [47] en 1988, mais seulement pour c ∈ [c∗τ , 1/τ), et avec
des méthodes très différentes. On peut tout de suite remarquer que l’introduction du terme en τ ralentit
la propagation en comparaison avec l’équation de Fisher-KPP standard, pour laquelle c∗ = 2

√
r. Ces

traveling waves changent de nature si c ≥ 1/τ et peuvent devenir singulières. Enfin, la traveling wave de
vitesse c∗τ est stable dans des espaces L2 à poids.

Si τ2r ≥ 1 (régime hyperbolique), alors il existe une traveling wave de vitesse c si et seulement si
c ≥ 1/τ , la traveling wave de vitesse 1/τ étant discontinue si τ2r > 1.

La preuve de ces résultats fait appel à la fois à des méthodes paraboliques (méthode des sur et sous-
solutions) et hyperboliques (constructions de chocs à la main).
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FIGURE 3.1 – Simulations numériques (r = 1). Si τ < 1, la traveling wave est régulière et sa vitesse est
déterminée par l’avant du front, où ρ ' 0. Si τ ≥ 1, la traveling wave n’est plus régulière : la densité de
population saute de ρ = 0 à ρ = 3/4 pour τ = 2.

3.2 Une validation empirique de ce modèle

L’équation (3.4) avait été utilisée dans les années 90 par Fort et Mendez [40] pour modéliser la
transition néolithique, c’est-à-dire la propagation de l’agriculture en Europe. Ces travaux trouvent leur
origine dans ceux des archéologues Ammerman et Cavalli-Sforza [4], qui ont modélisés cette transition
à l’aide de l’équation de Fisher-KPP (appelée dans cette communauté le “wave-of-advance model”). En
estimant la vitesse de diffusion et le taux de reproduction des populations humaines du Néolithique, à
l’aide de données sur des populations agricoles actuelles, Ammerman et Cavalli-Sforza ont estimé une
vitesse de propagation empirique à l’aide des données archéologiques (distance et datation des sites de
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3.3. Existence de traveling waves pour un noyau à support compact

FIGURE 3.2 – Figure issue de [40] : comparaison
entre le modèle de Fisher-KPP et le modèle d’équa-
tion à retard (3.4). Chaque point correspond à un site
archéologique daté où des preuves d’activité agri-
cole ont été trouvées, les distances étant mesurées
depuis Jericho (lieu de départ présumé de l’agricul-
ture). La ligne pleine est la régression issue des don-
nées empiriques de [4].
Les trois autres lignes sont calculées à partir du mo-
dèle de Fisher-KPP (ligne en pointillés et tirets) du
modèle à retard (ligne en pointillé). Nous ne discu-
terons pas ici la ligne en tirets, et renvoyons à [40].
Le modèle à retard est clairement le plus ajusté à la
régression issue des données empiriques.

fouilles). La vitesse de propagation ainsi obtenue était nettement supérieure aux observations, même en
première approximation (voir Figure 3.1).

Fort et Mendez ont donc supposé que la loi de Fick régissant la dispersion subissait un retard τ = 25
ans, c’est-à-dire qu’il fallait attendre une génération pour qu’une migration s’opère. Ce retard dans la
loi de dispersion transforme l’équation de Fisher-KPP en (3.4). La vitesse c∗τ ainsi obtenue est bien plus
proche de la vitesse empirique, validant ainsi ce modèle.

Ce modèle d’équation de Fisher-KPP avec retard est finalement très naturel et a ensuite été utilisé
par plusieurs physiciens, par exemple pour modéliser des feux de forêt ou des réactions chimiques parti-
culières (nous renvoyons à [BCN14]).

J’ai présenté le lien entre les différents modèles et j’ai formalisé mathématiquement les résultats
heuristiques de [4, 40] dans un chapitre d’ouvrage interdisciplinaire issu de la conférence “Interactions
in complex systems” [Nchapitre].

3.3 Existence de traveling waves pour un noyau à support compact

Nous sommes ensuite revenus [BCN15] à l’étude de l’équation (3.1). Forts des méthodes développées
dans [BCN14], nous avons résolu le cas où la densité M(v) est à support compact en v, pour lequel on
peut trouver explicitement des solutions exponentielles de l’équation linéarisée au voisinage de 0.

Theorem 3.1. Supposons que V est compact et que M ∈ C0(V ) satisfait (3.2). Soit vmax = supV .
Il existe une vitesse c∗ ∈ (0, vmax) telle que (3.1) admet des traveling waves de vitesse c pour tout
c ∈ [c∗, vmax). Ces traveling waves sont décroissantes en z = x− ct.

De plus, si infV M > 0 alors il n’existe aucune traveling wave de vitesse c ∈ [0, c∗).
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Naturellement, la vitesse minimale c∗ se calcule en cherchant des solutions de l’équation linéarisée
en 0 de la forme Q(v)e−λ(x−ct), ce qui nous conduit à résoudre la relation de dispersion :

(1 + r)

∫

V

M(v)

1 + λ(c− v)
dv = 1 . (3.6)

On démontre alors que pour tout λ > 0 il existe une unique vitesse c(λ) ∈ (vmax−λ−1, vmax) satisfaisant
cette relation, et on définit

c∗ = inf
λ>0

c(λ).

Nous avons donc complètement généralisé les résultats antérieurs de [34] hors du cadre perturba-
tif, avec une caractérisation de la vitesse minimale. Notre construction des traveling waves utilise une
méthode classique de sur et sous-solutions construites à l’aide du problème linéarisé, avec cependant un
manque de compacité dû au terme de transport qui complique les passages à la limite. On peut également
montrer que la vitesse c∗ est bien une vitesse exacte d’expansion pour le problème de Cauchy.

Notons que nous n’avons pas réussi à démontrer l’existence de traveling waves “supersoniques”,
c’est-à-dire de vitesse c ≥ vmax. Par analogie avec le cas où M est une somme de deux Dirac présenté
dans la Section 3.1, on peut conjecturer que de telles traveling waves existent, mais sont sans doute d’une
nature différente, et en particulier singulières.

Cette relation de dispersion est évidemment très utile pour étudier la dépendance entre la vitesse
minimale c∗ = c∗(M) et le noyau de dispersion M . On peut ainsi montrer que

c∗(M?) ≤ c∗(M) ≤ c∗(M?),

où M? est le réarrangement décroissant de Schwarz de la fonction M (voir la Définition 4.1 plus bas)
et M? = − (−M)? est son réarrangement croissant. Ainsi, M doit plutôt concentrer sa masse aux
extrémités de V pour augmenter la vitesse de propagation. En poussant le raisonnement plus loin, on
peut démontrer qu’on maximise la vitesse en mettant deux Dirac aux extrémités de M , ce qui nous
ramène à notre précédent article [BCN14]. Plus formellement, on a le résultat suivant :

2
√
rD

1 + r
≤ c∗(M) ≤ 2

√
r

1 + r
vmax si r < 1,

√
D ≤ c∗(M) ≤ vmax, si r ≥ 1.

Dans chacune de ces inégalités, le membre de droite est la vitesse de propagation calculée dans la Section
3.1.

3.4 Non-existence de traveling waves et propagation surlinéaire pour un
noyau Gaussien

La dynamique se complexifie dans le cas où M n’est plus à support compact. Ainsi, les traveling
waves n’existent plus, comme en atteste le résultat suivant.

Proposition 3.2. Supposons que M(v) > 0 pour tout v ∈ R. Alors l’équation (3.1) n’admet pas de
traveling wave.

On peut, malgré tout, essayer de localiser la transition entre 0 et 1. Considérons le cas d’un noyau
Gaussien M(v) = e−v

2
/
√

2π. Les simulations numériques présentées Figure 3.4 montrent que pour
des données initiales de type Heaviside, les solutions du problème de Cauchy se propagent à une vitesse
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surlinéaire. En d’autres termes, si on définit un certainX(t) localisant une ligne de niveau de ρf (t, ·), par
exemple ρf (t,X(t)) = 1/2, alors X(t)/t3/2 converge quand t→ +∞. On peut formellement retrouver
ce taux de croissance de X(t) en résolvant M

(
X(t)/t

)
ert = 1, ce qui donne bien X(t) ∼ t3/2 dans le

cas d’un M(v) Gaussien.
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FIGURE 3.3 – Simulations numériques de l’équation (3.1) avec donnée initialef0(x < 0, ·) = M(·) et
f0(x > 0, ·) = 0. La distribution du noyau M est Gaussienne. Chaque tracé correspond à l’évolution de
la vitesse du front pour une troncature sur V = [−A,A], pour (gauche) A = [(1 : 9), 15, 20], et (droite)
A = (1 : 15). Les courbes sont ordonnées de bas en haut : la vitesse du front est croissante en A. La
fonction t 7→ t1/2 est tracée en rouge gras : elle semble correspondre à une très bonne approximation de
l’enveloppe des courbes. Le front pourrait ainsi se propager à l’échelle x ∼ t 32 . À droite sont superposées
les profils macroscopiques ρf obtenus en temps grand, pour différentes troncatures A = (1 : 15). Les
profils sont translatés afin d’avoir ρf (t, 0) = 1

2 . On observe que le taux de décroissance exponentiel est
décroissant en A. Ainsi, la solution correspondant à V = R devrait s’aplatir quand t→∞.

Nous avons réussi à montrer [BCN15] analytiquement l’existence de bornes inférieures et supérieures
se propageant en t3/2 sur la localisation des lignes de niveau pour les noyaux Gaussiens.

Theorem 3.3. Soit M(v) = 1
σ
√
2π

exp
(
− v2

2σ2

)
pour tout v ∈ R. Soit f0 ∈ L∞(R × V ) telle que

0 ≤ f0(x, v) ≤ M(v) pour tout (x, v) ∈ R × V . Soit f la solution du problème de Cauchy (3.1) avec
donnée initiale f0.

— Supposons qu’il existe a ≥ b ≥ 1 tels que

∀(x, v) ∈ R× V, f0(x, v) ≤ 1

b
M
(x
b

)
M(v)era .

Alors pour tout ε > 0, on a

lim
t→+∞

sup
|x|≥(1+ε)σ

√
2rt3/2

ρf (t, x) = 0.

— S’il existe γ ∈ (0, 1) et xL ∈ R tels que

∀(x, v) ∈ R× V, f0(x, v) ≥ γM(v)1x<xL ,
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Alors, pour tout ε > 0, on a

lim
t→+∞

sup
x≤(1−ε)σ( rt

r+2
)3/2

ρf (t, x) ≥ 1− γ.

En d’autres termes, pour des données initiales type Heaviside (en x), on a l’estimation de localisation
des lignes de niveau :

σ(
r

r + 2
)3/2 ≤ lim inf

t→+∞
X(t)

t3/2
(3.7)

tandis que pour des données initiales à support compact en x, on a :

lim sup
t→+∞

X(t)

t3/2
≤ σ
√

2r. (3.8)

Ce résultat a nécessité une compréhension fine des contributions de chaque terme (croissance, trans-
port et redistribution des vitesses), par des isolations successives de chaque phénomène.

Ce type de comportement est à rapprocher d’autre propagations surlinéaires obtenus dans plusieurs
articles récents pour l’équation de Fisher-KPP avec diffusion fractionnaire [30], pour des dispersions
non-locales non-exponentiellement bornées [44] ou pour des diffusions singulières [28]. Notons que dans
le cas d’une diffusion fractionnaire, le taux de propagation n’est pas le même pour des initiales Heaviside
où à support compact [30], contrairement au cas de la diffusion locale. On peut donc légitimement
s’attendre à des phénomènes similaires dans notre cas.

3.5 Un théorème de grandes déviations pour un noyau Gaussien

Afin de mieux comprendre la localisation des lignes de niveau des solutions de l’équation nonlinéaire
(3.1) avec noyau Gaussien (avec variance σ = 1 dans cette section pour simplifier l’exposé), avec E.
Bouin, V. Calvez et E. Grenier [BCGN], nous sommes revenus à l’étude de sa linéarisation en f ' 0 :

∂tf + v · ∇xf = (1 + r)M(v)ρ− f . (3.9)

Le changement de variables f ε(t, x, v) := e−rt/(1+r)εf
(
t/(1 + r)ε, x/(1 + r)ε3/2, v/

√
ε
)

permet
d’éliminer la dépendance en r et correspond au scaling attendu en (t, x, v), conduisant ainsi à l’équation :

∂tf
ε(t, x, v)+v ·∇xf ε(t, x, v) =

1

ε
(Mε(v)ρε(t, x)− f ε(t, x, v)) , t > 0 , x ∈ Rn , v ∈ Rn (3.10)

où Mε(v) := M(v/ε1/2)/εn/2 et ρε(t, x) :=
∫
Rn f

ε(t, x, v)dv.
On traite ce problème à l’aide de la transformation de Hopf-Cole, déjà utilisée dans la Section 1.1.8 :

uε(t, x, v) := −ε log f ε(t, x, v),

qui vérifie l’équation :

∂tu
ε(t, x, v) + v · ∇xuε(t, x, v) = 1− 1

(2πε)n/2

∫

Rn

exp

(
uε(t, x, v)− uε(t, x, v′)− |v|2/2

ε

)
dv′ .

(3.11)
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FIGURE 3.4 – Dynamique de l’équation (3.14).

Theorem 3.4 (Convergence). Supposons que la donnée initial u0 satisfait :

[A] u0 −
|v|2
2
∈W 1,∞(R2n) , (3.12)

[B] − det (Hessv(u0(x, v))) 6= 0, D(3)
v Z0 ∈ L∞loc. (3.13)

Soit uε la solution de (3.11) avec donnée initiale uε(0, ·) = u0. Alors, uε converge localement uniformé-
ment quand ε→ 0 vers u, l’unique solution de viscosité de




max

(
∂tu(t, x, v) + v · ∇xu(t, x, v)− 1, u(t, x, v)− min

w∈Rn
u(t, x, w)− |v|

2

2

)
= 0 ,

∂t

(
min
w∈Rn

u(t, x, w)

)
≤ 0 ,

∂t

(
min
w∈Rn

u(t, x, w)

)
= 0 , si S(u)(t, x) = {0} ,

u(0, x, v) = u0(x, v) .

(3.14)

où S(u)(t, x) := {v ∈ Rn |u(t, x, v) = minw∈Rn u(t, x, w)}.

La notion de solution de viscosité pour cette équation n’a rien de naturelle. De même, le fait que cette
équation satisfait un principe de comparaison (avec pour conséquence l’unicité de la solution) nécessite
de longs développements techniques, que l’on peut surmonter grace aux deux conditions [A,B], qui ne
sont pas optimales. Nous renvoyons à [BCGN] sur ces points.

Afin de convaincre le lecteur que l’équation (3.14) est bien posée, nous allons en décrire brièvement
et informellement la dynamique. Tout d’abord, la première condition de (3.14) impose la contrainte
parabolique :

u(t, x, v) ≤ min
w∈Rn

u(t, x, w) +
|v|2
2
. (3.15)

En conséquence, la solution atteint son minimum global par rapport à v en v = 0. De plus, on a la
dichotomie suivante :

1. soit la contrainte est saturée : u = minv u+ |v|2/2,

2. soit la solution évolue par transport libre et création de matière : ∂tu+ v · ∇xu = 1.

On distingue ensuite deux autres cas. Si v = 0 est l’unique minimiseur global en v (i.e S(u)(t, x) =
{0}), alors minv u ne diminue pas, et la contrainte parabolique (3.15) est inchangée. Cependant, la solu-
tion continue d’évoluer par transport libre et création de matière dans la zone insaturée. Si le minimum
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global en vitesse est atteint pour une autre vitesse que v = 0 (i.e S(u)(t, x) 6= {0}), ce minimum peut di-
minuer, ce qui modifie la contrainte parabolique (3.15). C’est donc la décroissance dans la zone insaturée
qui détermine la décroissance dans la zone saturée.

Définissons maintenant la fonction à partir de laquelle on peut construire une formule de représenta-
tion pour les solutions de (3.14) :

µ(t, x;w) :=





x
w , si 0 ≤ x

w ≤ t
3

2
|x|2/3 , si |x| ≤ t3/2 et x

w > t

|x|2
2t2

+ t , si |x| ≥ t3/2 et x
w > t.

(3.16)

Theorem 3.5. SupposonsN = 1. Soit u0 : R2n → R une fonction bornée. Alors, la solution de viscosité
de (3.14) est donnée par :

u(t, x, v) = inf
(y,w)

(φ(t, x− y, v;w) + u0(y, w)) , (3.17)

où

φ(t, x, v;w) =
|v|2
2

+ min (µ(t, x; v), µ(t, x;w)) ,

sauf dans le cas particulier v = w = x/t, pour lequel :

φ(t, x, v;w) =
x

w
.

On peut, à partir de cette formule de représentation et de la caractérisation de µ, calculer une locali-
sation des lignes de niveau pour l’équation linéaire initiale (3.9) :

X(t) '
(

((2/3)r)3/2

1 + r

)
t3/2 .

Pour pouvoir conclure que ce taux de croissance est celui associé à l’équation nonlinéaire (3.1), il reste
cependant plusieurs obstacles à lever.

— Tout d’abord, même pour l’équation linéaire, il n’est pas facile de déterminer à partir de la for-
mule de représentation (3.17) quelles conditions imposer sur les données initiales pour atteindre
ce taux de croissance, calculé à partir de la fonction µ. De plus, nous avons appliqué le change-
ment d’échelle (t/ε, x/ε3/2, v/

√
ε) à l’équation mais pas à la donnée initiale. Là aussi il faudra

s’assurer que cela ne change pas le taux de propagation.
— Ensuite, on ne dispose pas de formule de représentation pour l’équation linéaire (3.1). On peut

toujours borner le taux de propagation par au-dessus à l’aide de solutions du problème linéaire,
mais il est toujours plus difficile de construire des sous-solutions.
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Chapitre 4

Optimisation de forme et de valeur propre

Nous considérerons dans ce chapitre une équation de réaction-diffusion de type Fisher-KPP :

ut −∇ ·
(
A(t, x)∇u

)
+ q(t, x) · ∇u = r(t, x)u− u2 (4.1)

avec coefficients de diffusion A, d’advection q et de croissance r périodiques en x ∈ RN . Rappelons ici
les résultats décrits dans la Section 1.1.1 : on peut caractériser la vitesse minimale d’existence des fronts
par

c∗e = min
λ>0

kλe(A, q, c)

λ
, (4.2)

et cette vitesse est reliée à la vitesse exacte d’expansion w∗e dans la direction e pour le problème de
Cauchy avec données initiale à support compact via l’identité w∗e = minξ·e>0 c

∗
ξ/e · ξ [BHN08]. Cette

caractérisation rend abordable le problème d’optimisation des vitesses par rapport aux coefficients.

Question 4. Quelle est l’influence de l’hétérogénéité de l’environnement sur la vitesse d’invasion de la
population ?

4.1 Influence de la fragmentation de l’habitat sur la vitesse

En écologie, la fragmentation de l’habitat est définie comme l’émergence de discontinuités au sein
de celui-ci suite à des pertes de surface, l’habitat étant défini comme la partie de l’environnement la plus
favorable à l’organisme considéré. Les causes de cette fragmentation peuvent être à la fois naturelles
(processus géologiques, changement climatique) ou humaines (agriculture, extension des aires urbaines).

La fragmentation de l’habitat est une des principales causes d’extinction des espèces. Les biologistes
ont identifié plusieurs mécanismes en ce sens : l’accroissement de la compétition dans les habitats res-
tants, des effets de seuil sur la taille des fragments d’habitat et l’impossibilité pour les espèces de migrer
vers d’autres habitats. Pour autant, très peu de modèles mathématiques ont été utilisés pour étudier cette
question.

Mais comment définir mathématiquement la fragmentation d’un habitat ? Une première approche,
dûe à Shigesada, Kawasaki et Teramoto [95], consiste à comparer l’environnement associé aux coeffi-
cients AL(x) := A(x/L), qL(x) = q(x/L) et cL(x) = r(x/L), avec L > 1, à celui, intuitivement plus
fragmenté, associé à A(x), q(x) et r(x).

J’ai ainsi confirmé analytiquement [N09-3] des simulations numériques [96] montrant que, sous
l’hypothèse ∇ · q = 0, la fonction L 7→ kp(AL, qL, rL) est croissante pour tout p ∈ RN et donc
la vitesse w∗e(AL, qL, rL) est croissante en L, ce qui signifie que la fragmentation de l’environnement
ralentit l’invasion biologique.
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Une autre approche, due à Berestycki, Hamel et Roques [17] (voir aussi [31]), consiste à optimiser
la vitesse en fonction du taux de croissance r parmi la classe des fonctions valant r+ sur un ensemble E
de mesure donnée |E| = m et r− sur son complémentaire, avec A ≡ IN et q ≡ 0. En dimension N = 1,
l’environnement le moins fragmenté est alors celui associé à l’intervalle centré 1 de mesure m, que l’on
notera E?.

L Lx x00

r(x) r∗(x)

r−

r+r+

r−

FIGURE 4.1 – Gauche : un taux de croissance r correspondant à un habitat “fragmenté”. Droite : Son
réarrangement décroissant r?.

On peut en fait généraliser cette construction à chaque ensemble de niveau d’une fonction étagée
puis à toute fonction bornée r, c’est ce qu’on appelle le réarrangement de Schwarz r? de cette fonction.

Definition 4.1. Le réarrangement de Schwarz d’une fonction périodique mesurable et bornée r : R→ R
est l’unique fonction r? périodique mesurable

— de même fonction de distribution,
— symétrique par rapport à x = 0,
— décroissante sur (0, L/2).

On peut donc considérer que le réarrangement de Schwarz r? du taux de croissance correspond à
l’habitat le moins fragmenté parmi les habitats de fonction de distribution donnée.

Ce réarrangement satisfait plusieurs inégalités puissantes telles que celles de Polya-Szego ou de
Hardy-Littlewood (voir [61]). En utilisant la caractérisation par quotient de Rayleigh de la valeur propre
symétrique k0(1, 0, r) :

k0(1, 0, r) = − min
α∈H1

per(0,L)

∫ L
0 |α′|2 −

∫ L
0 r(x)α2

∫ L
0 α2

, (4.3)

Berestycki, Hamel et Roques en ont déduit [17] une inégalité de type Faber-Krahn sur la valeur propre
associée à p = 0 :

k0(1, 0, r
?) ≥ k0(1, 0, r).

Le signe de cette valeur propre déterminant le comportement en temps grand de la solution du problème
de Cauchy associé à

∂tu = ∂xxu+ r(x)u− u2,
on peut ainsi observer des situations pour lesquelles la solution de l’équation avec un taux de croissance
rárrangé r? tend vers une solution positive de l’équation stationnaire quand t → +∞, on peut alors

1. On considère dans cette section des coefficients périodiques en x. En conséquence, on peut aisément vérifier que la
vitesse ne varie pas quand on translate les coefficients. La position de l’intervalle au sein de la cellule de périodicité (0, L) est
donc sans importance. Ça n’est plus vrai si l’on considère des conditions au bord de Dirichlet, Neumann ou Robin, voir Section
4.2.

42



4.2. Optimisation des valeurs propres auto-adjointes en dimension N

�  

FIGURE 4.2 – Une fonction µ et son réarrangement de Schwarz µ∗ [Berestycki-Hamel-Roques 05]

parler de persistance de la population, tandis que celle associée au taux r tend vers 0, on parle alors
d’extinction, alors que la situation inverse est toujours impossible. Ainsi, l’habitat le moins fragmenté
est le plus favorable à la survie de la population. Mais quand les espèces associées à r et à r? persistent,
comment comparer leurs comportements ?

En dimension 1, on peut montrer [N09-3] que

∀p ∈ R, kp(1, 0, r
?) ≥ kp(1, 0, r), et donc c∗(1, 0, r?) ≥ c∗(1, 0, r),

c’est-à-dire que l’habitat le moins fragmenté donne la vitesse de propagation la plus grande.
La principale difficulté pour obtenir ces résultats était le caractère non-symétrique des opérateurs

Lp quand p 6= 0. Du fait de la condition au bord de périodicité, on ne peut pas se débarrasser du terme
d’ordre 1 par un changement de variable. Cette non-symétrie empêche d’écrire la valeur propre kp comme
un quotient de Rayleigh, c’est-à-dire comme le maximum d’un quotient d’intégrales. Les propriétés
du réarrangement étant intégrales plutôt que ponctuelles, il existe très peu de résultats sur l’effet du
réarrangement sur des valeurs propres d’opérateurs non-symétriques, et les résultats existants reposent
tous sur une symétrisation du terme d’ordre 1 [3, 48].

J’ai surmonté cette difficulté en trouvant une nouvelle caractérisation intégrale de cette valeur propre :

kp(1, 0, r) = − min
α∈H1

per(0,L)

(∫ L

0
α′2 −

∫ L

0
r(x)α2 − Lp2

1
L

∫ L
0

1
α2

)
/

∫ L

0
α2. (4.4)

Notons tout de suite que cette caractérisation n’est pas le minimum d’une forme quadratique, ce
qui confirme qu’il n’était pas possible de réécrire cette valeur propre comme un quotient de Rayleigh.
L’inégalité kp(1, 0, r?) ≥ kp(1, 0, r) découle alors immédiatement de cette formule et des inégalités
classiques vérifiées par le réarrangement.

Cette caractérisation découle d’une formule plus générale permettant de caractériser toute valeur
propre d’un opérateur non-symétrique comme minimum d’une famille de valeurs propres d’opérateurs
auto-adjoints :

kp(A, q, c) = min
β∈C1per

k0

(
A, 0, (∇β + p)A(∇β + p) + q · (∇β + p) + c−∇ · q/2

)
. (4.5)

4.2 Optimisation des valeurs propres auto-adjointes en dimension N

L’optimisation de la vitesse c∗e(IN , 0, r) en fonction du taux de croissance r est beaucoup plus diffi-
cile en dimension N .
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Figure 3: (a) Initial distribution µ(x), (b) rearranged µ⇤(x) successively in
the variables x1 and x2, (c) an example of a rearrangement bµ, which has the
same distribution function as µ and µ⇤, and is Steiner symmetric in both
variables but is not obtained by the procedure described here.

Theorem 2.12 1) If

Z

C
fu(x, 0) > 0, or if

Z

C
fu(x, 0) = 0 and fu(x, 0) 6⌘ 0, then

�1(Bf) < 0 for every B > 0, and the function B 7! �1(Bf) is decreasing in B � 0.

2) If

Z

C
fu(x, 0) < 0, then �1(Bf) > 0 for all B > 0 small enough. Assume

that there exists x0 2 C such that fu(x0, 0) > 0. Then �1(Bf) < 0 for B large
enough, and the function B 7! �1(Bf) is decreasing in B for B large enough.

Likewise, if we assume that f has a dependence with respect to one parameter
B –we write f = fB– such that fB

u (x, 0) = h(x) + Bg(x) for some h, g 2 L1 and
assuming that g > 0 on some set of positive measure, we can prove the following.
For large B (no matter how h and g are distributed), there is always survival. The
proofs are the same as for Theorem 2.12 and will not be detailed separately.

Remark 2.13 For the nonlinear elliptic eigenvalue problem

�ajk@jk�+ ai@i� = �m�, (2.8)

in a bounded domain, with Neumann boundary conditions, and for a given real-
valued weight function m, some existence results of eigenvalues having positive
eigenfunction have been obtained by Senn and Hess [46], Senn [45] and Brown and

17

FIGURE 4.3 – (a) Un ensemble E, (b) son symétrisé de Steiner E#, (c) un autre ensemble Steiner
symétrique ayant même aire que E, mais pas obtenu par symétrisation de Steiner [Berestycki-Hamel-
Roques 05]

Une notion utile en dimensionN est la symétrisation de Steiner. Considérons une fonction périodique
r de N variables (x1, ..., xN ). On peut construire une fonction r?1 en fixant (x2, ..., xN ) et appliquant le
réarrangement de Schwarz à la fonction x1 7→ r(x1, ..., xN ). On réitère ensuite en fixant (x1, x3, ...xN )
et en réarrangeant x2 7→ r?1(x1, x2, ..., xN ). La fonction obtenue après avoir réarrangé en chaque va-
riable est la symétrisation de Steiner r# de r. Elle a même fonction de distribution que r, est symétrique
et décroissante par rapport à chaque hyperplan {xk = 0}. Pour autant, ces propriétés ne suffisent plus
à caractériser une telle fonction, qui n’est donc plus unique (voir Figure 4.2). On pourrait par exemple
obtenir une autre fonction, invariante par symétrisation de Steiner, en réarrangeant d’abord en xN , puis
en xN−1 etc.

Cette symétrisation vérifie toujours les inégalités classiques de Hardy-Littlewood et Polya-Szego, ce
qui permet de démontrer [17] que

k0(IN , 0, r
#) ≥ k0(IN , 0, r).

Cependant, contrairement à la dimension 1, on peut construire des contre-exemples [N09-3] pour lesquels
la symétrisation de Steiner de r diminue la vitesse de propagation au lieu de l’augmenter.

Il s’avère en fait que même le problème le plus simple, celui de la minimisation de la valeur propre
principale

F (E) := k0(IN , 0, B1E)

de l’opérateur de Schrodinger −∆ − B1E avec conditions au bord périodiques en fonction du domaine
E ⊂ C d’aire donnée, est mal compris.

Rappelons l’interprétation de ce problème en dynamique des populations : E étant vu comme la
zone favorable ou l’habitat de l’espèce considérée, il s’agit de comprendre où placer cet habitat pour
maximiser les chances de survie de l’espèce [17, 31].

On peut montrer [86] qu’il existe un maximiseur Ê de la fonction F , et que ce maximiseur est
forcément Steiner symétrique, Ê# = Ê. En dimension 1, Ê est donc un intervalle, mais peut-on mieux
caractériser Ê en dimension N ?

Des simulations numériques montrent que l’ensemble optimal Ê ressemble à une boule, au complé-
ment d’une boule ou à une bande, en fonction de l’amplitudeB (voir [60, 86] et Figure 4.2). L. Roques et
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F. Hamel ont montré [86] analytiquement que la boule ne pouvait pas être optimale pour toute amplitude
B et Kao, Lou et Yanagida [60] ont prouvé que la bande cessait d’être un minimiseur local pour certains
paramètres.

Nous avons démontré avec J. Lamboley, A. Laurain et Y. Privat [LLNP], que le bord d’un ensemble
maximiseur ∂Ê ne pouvait en fait contenir aucun morceau de sphère, contredisant ainsi les conjectures
émises sur la base des simulations numériques.

Theorem 4.2. [LLNP] Si ∂Ê ∩ Ω est analytique, alors ∂Ê ∩ Ω ne contient aucun bout de sphère.

Nous avons également considérer le cas de conditions de Neumann ou de Robin dans un domaine Ω
n’étant plus forcément l’hypercube C associé aux conditions au bord périodiques. Pour ces conditions,
nous avons démontré que si l’ensemble Ê (resp. Ω\Ê) est radialement symétrique par rapport à un point
de Ω et suffisament régulier, alors Ω est forcément une sphère, de même que Ê (resp. Ω\Ê).

D’autre part, nous traitons également le cas de la dimension 1 (Ω = (0, 1)) avec conditions au bord
de Robin, problème resté ouvert, et montrons que Ê est forcément un intervalle centré ou un intervalle
touchant le bord, en fonction de la position du paramètre de Robin β par rapport à un paramètre critique
calculé antérieurement dans [57].

Enfin, nous avons étudié plus avant le cas où Ω = B(0, 1) est une boule avec conditions au bord
de Neumann. Pour N = 2, 3, 4, l’ensemble Ê maximisant la valeur propre principale de −∆ − B1E
dans Ω avec conditions au bord de Neumann ne peut jamais être une boule. Les simulations numériques
présentées Figure 4.2 plaident pour un ensemble Ê ressemblant à un bout de disque, mais nous n’avons
ni confirmé ni infirmé analytiquement ces observations.

FIGURE 4.4 – Domaines optimaux pour divers paramètres dans le cas de conditions au bord de Neumann
dans Ω = (0, 1)2.
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FIGURE 4.5 – Domaines optimaux pour divers paramètres dans le cas de conditions au bord de Neumann
dans Ω = B(0, 1/

√
π).

4.3 Autres résultats de dépendence

4.3.1 Limite de la vitesse pour de grandes périodes

La formule (4.5) est extrêmement utile pour étudier l’optimisation des valeurs propres kp(A, q, r).
Nous l’avons utilisée avec F. Hamel et L. Roques [HNR11] pour calculer la limite de la vitessew∗e(AL, qL, rL)
quand L → +∞. Nous avons pu caractériser cette limite via des méthodes de solutions de viscosité, à
l’aide de correcteurs associés à une équation de Hamilton-Jacobi quadratique d’ordre 1. Dans le cas où
N = 1, A = 1 et q ≡ 0, on peut alors caractériser la limite par

w∗∞ = min
k≥‖r‖∞

k/j(k), avec j(k) :=

∫ 1

0

√
k − r(x)dx, (4.6)

cette caractérisation étend un travail préliminaire de F. Hamel et L. Roques avec J. Fayard [51] dans le
cas d’un terme r ne prenant que deux valeurs.

4.3.2 Petits résultats de dépendence

J’ai également utilisé la formule (4.5) dans un article [N11] résolvant plusieurs questions laissées en
suspens sur l’optimisation de la vitesse de propagation. J’ai notamment montré les résultats suivants :

— pour N = 1, la vitesse w∗(d, 0, r) n’est pas nécessairement croissante par rapport au coefficient
de diffusion d si r n’est pas constant en x,

— si q = ∇Q est un champ de vecteur gradient, alors la vitesse est plus petite qu’en l’absence de
terme d’advection : w∗e(IN ,∇Q, r0) ≤ w∗e(IN , 0, r0) = 2

√
r0,

— prendre la moyenne de r en t ou en x décroit la vitesse w∗e(IN , 0, r).
Berestycki, Hamel et Nadirashvili [16] avait montré la croissante de l’application κ 7→ w∗e(κA, 0, r0)

en dimension arbitraire, pour une matrice de diffusion A dépendant de x et un taux de croissance r0
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(a) β = 1 (b) β = 5

(c) β = 50 (d) β = 1

(e) β = 5 (f) β = 50

FIGURE 4.6 – Domaines optimaux pour Ω = B(0, 1) et Ω = (0, 1)2, pour différents paramètres, avec
conditions au bord de Robin : ∂nϕ+βϕ = 0 sur ∂Ω. Les résultats de [LLNP] montrent que les domaines
en (c) et (f) ne sont pas des boules.

constant. El Smaily [36] avait exhibé deux matrices A et B telles que A ≥ B au sens des matrices
symétriques positives, mais w∗e(A, 0, r0) < w∗e(B, 0, r0), montrant que l’inégalité obtenue dans [16] ne
pouvait être valable que pour des matrices de diffusion proportionnelles. Le premier résultat énoncé ci-
dessus montre qu’un tel résultat de croissance par rapport à la diffusion ne peut pas être vrai si le taux de
croissance r dépend de x.

Il est connu qu’un terme d’advection de divergence nul accélère la propagation [16] (voir aussi [62]
et les nombreuses références qui ont suivies concernant la quantification de cette accélération). Nous
montrons ici l’effet inverse pour des termes d’advection gradient, qui sont en un certain sens dans le
supplémentaire des fonctions de divergence nulle.

Il est aisé de montrer que la moyenne de r en t et en x décroit la vitesse. Le dernier résultat énoncé
est plus précis : on peut séparer l’effet des moyennes temporelles et spatiales.
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Par ailleurs, sur le même sujet, la formule (4.5) a également été utilisée par Liang, Lin et Matano
[69] pur étudier la maximisation de la vitesse en fonction de la direction de propagation pour un taux de
croissance ne dépendant que de x1 en dimension N .

4.3.3 Dépendance aléatoire stationnaire ergodique

La caractérisation à l’aide de valeurs propres généralisées de la vitesse de propagation pour le pro-
blème de Cauchy associé à l’équation de Fisher-KPP unidimensionnelle avec des coefficients aléatoires,
stationnaires et ergodiques décrits dans la Section 1.1.4 permet d’utiliser les méthodes développées plus
haut pour étudier la dépendance de cette vitesse en fonction des coefficients de l’équation. On peut ainsi
étendre plusieurs résultats du cas périodique au cas aléatoire. Ainsi, j’ai montré [N15-2] que l’augmen-
tation de l’amplitude du terme de réaction r ou bien le rescaling x→ x/L, avec L > 1, des coefficients,
accélèrent la propagation de la population. Reste maintenant à obtenir des résultats similaires pour des
problèmes n’ayant aucune équivalence dans le cas déterministe (périodique) : par exemple, des simu-
lations numériques [96] semblent montrer qu’augmenter la variance de l’hétérogénéité (c’est-à-dire le
degré de stochasticité) va accélérer la propagation.
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Résumé

Phénomènes de propagation pour différents modèles de réaction-diffusion

Les équations de réaction-diffusion engendrent des phénomènes de propagation, qu’on peut quanti-
fier mathématiquement à travers deux notions : en localisant les lignes de niveau des solutions (vitesses
d’expansion) ou à l’aide de solutions de type traveling waves. Le but de ce manuscrit est de discuter de
ces deux notions pour différentes variantes de l’équation de Fisher-KPP.

Dans un premier chapitre, nous étudierons ces phénomènes pour des équations de Fisher-KPP hété-
rogènes dépendant de façon générale de t et de x. Des bornes sur les vitesses d’expansion dans chaque
direction peuvent être obtenues à l’aide de valeurs propres généralisées, donnant des vitesses d’expan-
sion exactes notamment pour des coefficients presque périodiques, uniquement ergodiques ou encore
constant à l’infini dans des secteurs angulaires. Nous discuterons ensuite de la notion de front de transi-
tion généralisé pour cette équation, et montrerons leur existence quand les coefficients ne dépendent que
de t ou bien sont presque périodiques en x.

Le second chapitre traite des équations de Fisher-KPP non-locales ou à retard. Ces équations n’ad-
mettant plus de principe de comparaison, le comportement asymptotique des traveling waves est encore
mal compris. Une nouvelle méthode numérique appuie la conjecture de la convergence d’un état ho-
mogène vers l’autre pour des noyaux symétriques. Pour des noyaux asymétriques, la convergence des
traveling waves dépend de la position de l’asymétrie par rapport à la direction de propagation.

Une équation de réaction-diffusion cinétique, avec un noyau mesurant la probabilité de changer de
vitesse, sera étudiée dans le troisième chapitre. Si ce noyau est à support compact, on retrouve l’existence
de traveling waves, dont on peut caractériser les vitesses. Dans le cas d’un noyau somme de deux Dirac,
on retrouve une équation de Fisher-KPP avec un retard dans la loi de diffusion, dont on discutera une
application en archéologie. Dans le cas d’un noyau Gaussien, les lignes de niveau se propagent en t3/2,
et on cherchera à déterminer ce taux de propagation de deux façons différentes.

Enfin, dans la quatrième partie, nous présenterons plusieurs résultats sur la dépendance entre les
coefficients de l’équation et la vitesse de propagation dans le cas d’une équation périodique en espace.
On peut en particulier montrer que le réarrangement de Schwarz du terme de croissance accélère la
propagation en dimension 1, mais que la situation est beaucoup moins tranchée en dimension supérieure.

Mots-clés: équations de reaction-diffusion, traveling waves, vitesse d’expansion, équations de Hamilton-
Jacobi, équations nonlocales et à retard, valeurs propres principales, réarrangement de Schwarz.



Abstract

Propagation phenomena in various reaction-diffusion models

.Reaction-diffusion equations generate propagation phenomena, which can be quantified mathemat-
ically through two notions : by locating the level lines of the solutions (expansion speeds) or using
traveling waves. The purpose of this manuscript is to discuss these two concepts for different variants of
the Fisher-KPP equation.

In a first chapter, we will study these phenomena for heterogeneous Fisher-KPP equations depending
in a general way on t and x. Bounds on the expansion speeds in each direction can be obtained with
the aid of generalized eigenvalues, ? ?giving exact expansion speeds in particular for coefficients that
are almost periodic, uniquely ergodic or constant at infinity in angular sectors. We will then discuss the
notion of generalized transition waves for this equation and show their existence when the coefficients
depend only on t or else are almost periodic in x.

The second chapter deals with non-local and delayed Fisher-KPP equations. Since these equations
no longer admit a comparison principle, the asymptotic behavior of traveling waves is still poorly under-
stood. A new numerical method supports the conjecture of the convergence of one homogeneous state
towards the other for symmetric kernels. For asymmetric kernels, the convergence of the traveling waves
depends on the position of the asymmetry with respect to the direction of propagation.

A kinetic reaction-diffusion equation, with a probability kernel measuring the velocity changes, will
be studied in the third chapter. If this kernel is compactly supported, the existence of traveling waves
can be proved and their velocities can be characterized. In the case where the kernel is a sum of two
Dirac masses, we find a Fisher-KPP equation with a delay in the diffusion law, of which an application
in archaeology will be discussed. In the case of a Gaussian kernel, the level lines propagate in t3/2, and
we will seek to determine this propagation rate in two different ways.

Finally, in the fourth part, we present several results on the dependence between the coefficients of
the equation and the speed of propagation in the case of a periodic equation in space. In particular, one
can show that the Schwarz rearrangement of the growth term accelerates the propagation in dimension
1, but that the situation is much less understood in higher dimensions.

Keywords: reaction-diffusion equations, traveling waves, expansion speeds, Hamilton-Jacobi equations,
nonlocal and delayed equations, principal eigenvalues, Schwarz rearrangement.




