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Marches aléatoires sur R? :

propriétés de récurrence

Marc Peigné , !

1 Introduction

Soit (Y,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(v.a.ii.d) définies sur une espace probabilisé (€2, .4,P) et & valeurs dans R. On suppose dans
cette introduction que E[|Y,|] < 400, on pose m := E[Y,,] et S, := So+ Y1 + - + Y, pour
n>1. g

Si m # 0, on a, d’apres la loi forte des grands nombres —+ — m_ P-presque stirement,

n
ce qui entraine S,, — +oo P-presque surement lorsque m > 0 et S,, — —oo P-presque
+oo
strement lorsque m < 0. Ainsi, pour toute réel a > 0, la v.a. Z l[—a,q)(Sn), qui est égale
n=1
au nombre de visites de la m.a. (S, ),, dans l'intervalle [—a, a], est finie P-presque stirement
lorsque m > 0 En fait, on a en fait dans ce cas

E[io 1[,a,a](5’n)] < 400,

n=1

ce qui est une propriété beaucoup plus forte mais aussi beaucoup plus délicate & obtenir.
Si m = 0, et si l'on suppose pour simplifier que E[Y,?] < +00, on peut montrer & 'aide
du théoreme central limite et de la loi du 0 — 1 de Kolmogorov que

liminf S,, = —oo et liminfS, = +oo P-presque siirement.?
Ainsi, si on suppose que la loi des Y; est & support dans [—a,a], on obtient alors
“+o0
Z 1[—a,q)(Sn) = +00  P-presque siirement.
n=1

Dans ce cours, nous allons préciser cette notion de “visite” des intervalles de R que ce
soit pour les marches aléatoires classiques ou pour une autre classe de processus, dont les
accroissements sont gouvernés par des transformations continues de R dans R possédant
certaines propriétés contractantes.

IMarc Peigné LMPT, UMR 6083, Faculté des Sciences et Techniques, Parc de Grandmont, 37200 Tours.
mail : peigne@univ-tours.fr

S S,
2En fait, plus précisément, on a liminf == = —co et liminf 771 = +oo [P-presque siirement, et
n n

S
les grandes lignes e la démonstration sont les suivantes : pour tout ¢ > 0, on a limP[\/—ﬁ > c] =
n

! /ﬂo —*/2qu, don Pl [S" > c|] > 0. Leve ¢ li [S" > | étant bl
— e U ou 1m su = C . evenement lim su e c| etant mesurable par
\/271' < ’ n P \/ﬁ - n P \/ﬁ - P

S,
rapport & la tribu asymptotique associée a la suite (Yn)n>1, on a en fait P[lim sup[\/—i >c } =1 et donc
- n n

S, S,
aussi ]P’[lim sup — > c] = 1; le choix de ¢ étant arbitraire il vient ]P’[lim sup — = —i—oo] =1.



2 Marches aléatoires sur R?

La suite (Sy,),>0 introduite dans I'introduction est un exemple fondamental de chaine
de Markov sur R? de noyau de transition (P(x,),cgae définie par

VA e B(RY) P(x,A) = u(A—x).

On peut aussi définir P a l'aide des fonctions boréliennes bornées : pour tout fonction
borélienne bornée ¢ : R? — R et tout = € R?, on a

Po(x) == » (x4 y)u(dy).

L’opérateur P agit par dualité sur I'ensemble P(R?) des mesures de probabilité sur R? de
la facon suivante : pour toute mesure de probabilité v sur R?, la mesure vP est définie par

Ply(z)v(dx) = /Rd 14(y)P(z, dy)v(dy).

vP(A) :=v(Ply) = /

Rd

Ainsi, si la loi de Sy est v, alors, pour tout n > 1, celle de la variable .S,, est égale a v * u*",
ou p*™ désigne la puissance de convolution n**"¢ de la mesure yu; par convention, on pose
,U,*O — 60'

On notera ((Rd)®N, B(RH®N), (S,)n>0, (]P)I)xE]Rd> la chaine de Markov canonique associée

au noyau de transition P. On rappelle que P, désigne la mesure de probabilité sur B((R%)®N)
définie par : pour tous boréliens Ay, A1, -+, A, de R?, on a

Pa(Aox v x ) = Lag(o) [ [+ [ Lag(otm) oL, vt aaldn) - ).
Plus généralement, P, désigne la mesure de probabilité sur B((R?)®Y) définie par

P,(Agx A1 x---xA,) = //-~-/1A0(3)1A0(s+y1)~-~1An(s+y1+-~-+yn)1/(ds)u(dy1)---u(dyn).

2.1 Propriétés de récurrence
Nous avons tout d’abord la

Définition 2.1 Le réel = est une valeur possible de (Sy)n>1 si pour tout € > 0 il existe
n > 1 tel que
Po[| Sy, — x| < €] > 0.

Le réel © est une valeur de récurrence de (Sy)n>0 st pour tout € >0, on a
Po[|Sn — x| < € i.s] =1
On ale

Théoréme 2.2 L’ensemble R des valeurs de récurrence de (Sy)n>1 est soit vide soit un
sous-groupe fermé de R. Lorqu’il est non vide, l’ensemble R est aussi égal a ’ensemble P
des valeurs possibles de (Sp)n>1-

Remarque. Lorsque les variables aléatoires Y,, sont a valeurs dans Z, ou dans un sous-
groupe discret de R, les définitions ci-dessus se simplifient

2 est une valeur possible de (S,), < P{U[Sn = x]} >0

x est une valeur de récurrence < P[S, =z i.s.] =1;

nous détaillons dans un premier temps la démonstration dans ce cas.
Supposons R # (); on a R C P et montrons le



Fait 2.3 Siz,y € R alorsy —z € R.

Démonstration ; Sinon, la m.a. visiterait le site y — x un nombre fini de fois avec probabilité

positive, i.e.
]P’[U ﬂ [Sn#y—x]} >0

m>1n>m

si bien qu'il existerait m > 1 tel que P[ ﬂ [Sn #y— x]} > 0. Puisque x € P, il existe k > 1
n>m
tel que P[Sy = z] > 0.
Notons alors S]' =Y, +1+---+Y, pour n < m et 0 sinon. Pour tout £k > 1, on a
IP’[ ﬂ [Sn # y — x]} = P[ ﬂ [S’,:'”‘ #* oy — x]} car la loi de (X;);>1 est égale a celle de
n>m n>m

(Xi)i>k+1. Les variables S”k””m > 1, et Sy sont indépendantes, donc

P[[Sk:x]m[ﬂ [S:Jr";éy—x]ﬂ :P[Sk:x]xP[ﬂ [s,’§+”7éy—x}] >0

n>m n>m

et on en déduit que y ¢ R en notant que

[Sk=an (V[SE" #y—2al C [ [Skn #yl= [ [Sn#]

n>m n>m n>m-+k

d’ol1 une contradiction.

Dans le cas non discret (i.e. le cas olt support de u n’est pas inclus dans un sous-groupe
discret de R), on pose, pour § > 0 : psmz) =P[|S, — 2| >0 Yn>m].Siz=y—x ¢ R,
il existe € > 0 et m > 1 tels que pacm(z) > 0. De méme, puisque x € P, il existe k tel que
P[|Sk — 2] < €] > 0. On a, pusique les varaibles Sy et Sy sont indépendantes

P(|Sy — 2| < & |SFt" — (y —2)| > 2 Vn>m] = P|Sp—2|<¢
XP[|SEF" — (y = 2)| = 2¢ Vn = m]
= P|IS; —z| <¢€
xIP[|S”—(y—x)| > 2 Vnzm} >0

d’ot P[|Skan —y| = €eVn>m] >0, iey ¢ R.
Achevons a présent la démonstration du Théoreme 2.2. D’apres le fait on a

TeER = 0=x—z€R
reER = —zxz=0—z€R
2, yeER = z+y=y—(—2)€ER

si bien que R est un groupe.

On a R C P. Pour établir I'inclusion inverse, quand R # 0, on note tout d’abord que
dans ce cas on a 0 € R ; en effet, R contient au moins un point xg, d’ou 0 = 2y — ¢ € R.
On choisit ensuite z € P; il existe donc ng > 1 tel que Py[S,, = z] > 0. On a alors
P[Sp, =z et S, = 04.s.] =Py[Sp, = 2] ouP[S,, =z et Sp,— Sy, = —x i.5.] = Po[Sn, = ],
ce qui s’écrit encore P[S,,, = 2| X P[ S, = —x i.s.] = Py[Sy, = ] en utilisant I'indépendance
de Sp, et Sy, — Sp,. Il vient P[ Sy = —x i.s.] =1, soit —x € R et donc x € R. O

Attention! Quand R = (), ce n’est plus vrai. par exemple, si y = %(60 +41),onaP =N
et R =0.

On peut considérer plus généralement une m.a. (S, ), sur un groupe localement compact
a base dénombrable G ; on introduit alors les

Définition 2.4 Soit S, le support de la mesure p, c’est-a-dire le plus petit fermé de G de
p-mesure 1. On note T, (resp. G,,) le semi-groupe (resp. le groupe) fermé engendré par S,,.



Exemples . 1. u = %(6,1 +01),onaTl, =G, =71
2. =361 406s),omaT,={k+1V2/kl>1}et G, =R.

Quand R # (), 'ensemble R = P =T}, est un groupe, d’out R = G,,.

Par la suite nous dissocierons les cas G = R? et G sous-groupe discret de R? ; on pourrait
aussi regarder le cas ot G est la somme directe d’un sous-groupe discret de R et de R4™F,
les arguments restent les mémes pour I'essentiel. Nous supposerons que G, = G, on dira que
G est adaptée. Partant d'un point = de G, la m. a. reste dans G, ; en d’autres termes G,
est un ensemble-absorbant pour la m.a. et 'on peut toujours restreindre 1’étude de la m.a.
A ce sous-groupe de R,

Définition 2.5 Si R =), on dit que la m.a. est transiente ; lorsque R # (), on dit que la
m.a. est récurrente.

Insistons sur le fait que lorsque la m.a. est récurrente, elle visite infiniment souvent tous les
points de G,.

Introduisons & présent la suite de temps d’arrét (7,),>0 définie par 70 = 0 et 7, :=
inf{k > 7,,_1 : S = 0} ; cette suite est égale au temps successifs de visite de 'origine 0 par
la m.a. Nous avons le

Théoréme 2.6 Pour toute marche aléatoire (Sy,)n>0 sur RY, les assertions suivantes sont
équivalentes

1. ]P[Tl < +OO] =1
2. P[Sn =0 ZS] =1

+oo
3. P[S, = 0] = +o0.
n=0

Démonstration. Si P[r; < +o0] = 1, alors, pour tout n > 1 on a aussi P[r,, < +00] =1 :enef-
fet,si 6 désigne I'opérateur de décalage sur 'espace canonique ((Rd)®N, B(RH®N), (S1)n>0, (Pw)xew) )
on peut écrire

Tp =Tp—1+T100™",

d’ol
Pl < 4o0] = Plry—1 < 400,71 00™1 < +00]
= ]P’{an < 400]P[r 0071 < +oo/.7-'7n71]}
= ]P’[Tn_1 < 400] X P[Tl < 4o00] par la propriété de Markov.

Si 'on veut éviter le recours a I'opérateur 6, on peut aussi écrire

Plr, < 400] = ZPO[Tn_l =k, >1t.q. Spy =0

k>1

= ) Po[rn_1 =k, 3 >1tq Sps— Sk =0
k>1

= ZPO[TTH = k] Po[3l > 1 t.q. S; =0
E>1

= ZPO[Tn—l = k] ]P)()[Tl < +OO]
k>1

= ]P)[Tn_l < 4o0] X ]P|:T1 < 4o00].

Il vient P[7, < +o00] =Py < +00]™.
Notons alors N le nombre de visite en 0 de la m.a.; on a

+00 too
P S TR S P
n=0 n=0



et

+oo —+o0
1
E|N| = Plr, < +oo] = Plr < 400" = ——— —
R
d’ott
E[N]=400 & Plnp<4o0]=1
S Vn>0 Plr, <+4+x]=1
= P{ﬂ[Tn<+OO]}=1
n>0
& PIN=+o]=1
O

Ce théoreéme est intéressant pour les m.a. & valeurs dans un sous-groupe discret de R? et
pour lesquelles la probabilité de revenir en 0 est strictement positive; lorsque ce n’est pas
le cas (on peut par exemple considérer la m.a. centrée de loi u = pé_1 + (1 — p)d, 5 avec

p= 1;(2/5, pour laquelle on a Py[S,, = 0] = 0 pour tout n > 1). Il faut établir un analogue de

ce résultat en remplagant 71 par le temps de retour 7y de la m.a. dans un voisinage ouvert
V de lorigine, défini par
v :i=inf{n >1:85, € V}.

Nous avons alors le
Théoréme 2.7 Pour toute marche aléatoire (S,)n>0 sur R%, les assertions suivantes sont
équivalentes

1. Pour tout voisinage V de 0 dans G,, on a Py[ry < +o0] =1

2. Pour tout voisinage V de 0 dans G, et tout x € G, on a Pty < +o0] =1

3. Pour tout voisinage V de 0 dans G, on a Py[S,, € Vi.s.] =1

4. Pour tout voisinage V' de 0 dans G, et tout v € G, on a P,[S, € Vi.s] = 1.

+oo
5. Pour tout voisinage V' de 0 dans G, on a Z P[S,, € V] = +o0.
n=0
+oo
6. Pour tout voisinage V de 0 dans G, et tout x € G, on a ZPI[S,L € V] = +o0.
n=0

Démonstration. Les implications (2) = (1), (4) = (3) et (6) = (5) sont immédiates.

+oo
L’assertion (3) s’écrit aussi Py [Z 1y (Sn) = —|—oo] =1 et Passertion (5) s’écrit, quant &

n=0

+0o0
elle, E, [Z 1V(5n)} = 400, si bien que (3) = (5). De méme, on a (4) = (6).
n=0
L’implication (3) = (1) découle de 'inclusion [S,, € V i.s.] C [ty < +0o0].
De méme, sous (3), 'ensemble R des valeurs de récurrence de (S,,), est non vide puisque
0eRetonaR=1T,=G, Donc (3) = (4).
Montrons & présent (1) = (3). Pour 0 <e <€ et myn>1,o0n a

[Snsm| > el N [I1Sm| < €] C [ISRT] > € =€,
d’ot

Po| ([Snsml > €l N [1Sml < €| <Po| (V187571 > € = €]] = Polrv = +0] =0,

n>1 n>1



avec V := B(0,e — €). En faisant tendre € vers €, le long d’une sous-suite décroissante, il
vient

Po[ﬂ (S| > € O [[Sm] < e] —0.
n>1

Or, I’évenement limJirnf[|Sn| > ¢] est la réunion disjointe des ensemble {ﬂ [|Sn+m| > €N
n—-1+oo
n>1

[|Sm| < €|, m > 1, si bien que ]P’[limJirnf[|Sn| > ¢€]] =0, ce qui est 'assertion (3).

On montre de la méme fagon (2) = (4).
Il nous reste a vérifier (5) = (1) (la démonstration de (6) = (2) est identique) : on a

1> Plimint(|Sy] > ] = 3 Po[ (Y [Sneml > € N [ISm] < ¢

n—-+oo
m>0 n>1

> ¥ Po[ﬂ (15747 > 2¢] N | < e]
m>0 n>1
= Z Po[|Sm| < €] x Po[ry = +o0o] avec V := B(0, 2¢),

m>0

et puisque Z Po[|Sm| < €] = 400, on a nécessairement Py = +o00] = 0. O
m>0
Ainsi, la m.a. (S,), est transiente s’il existe un voisinage V' de 0 tel que ZPO [Sn €
n>0
V] < 400 le choix de V est assez facile a faire car il suffit qu’il soit relativement compact.
En effet on a la

Proposition 2.8 Soit (S,), une m.a. adaptée sur R ou Z%. La m.a. (S,), est transiente
si et seulement si pour tout compact K de R? (resp. K C Z%) on a Z Py[Sy € K] < 400.
n>0

Démonstration. Elle découle du fait que

Ym > 2 ZPOHSM < me] < (2m)? Z]P’o[|5n| < €.
n>0 n>0

En effet, posons T}, = inf{m > 0: S, € ke + [0,€¢[*} pour k € {—~m,—-m +1,--- ,m — 1}%;
on a

3 B [Sn € ke + [o,e[d} = Y 3 [sn € ke + [0, e[, T), = m}

n>0 m>0n>0
= Z Z P, —Sn € ke +[0,€[, Ty = m]
m>0n>m B
< Z ZP()_|Sn—Sm|<E,Tk:m}
m>0n>m )
= 3 S R[ISnal < e} x P[T} = m]
m>0n>m B
= 3 Y B[Sl < e] x P[Ty = m]
m>0n>m B
< ) PIS.] < .
n>0
Il vient
3PS, < md < 3 P{sn € ke + [o,e[d} < @m)* 3 P[IS,| < <.
n>0 ke{—m,--- ,m—1}4 n>0



(I

Rappelons que la m.a. est une chaine de Markov sur R? de noyau de transition P(z, dy =
0z * 11(dy). ; sous P, la loi de S, est donc d,, * u*™, si bien que pour toute fonction borélienne
positive ¢ définie sur R?, on a

D El[¢(Sn)] =D 6u x5 (9) = G(a),

n>0 n>0

o G(z,-) =0y * Z 1™ est le noyau de Green associé a la mesure p. La démonstration de
n>0
la Proposition 2.8 permet en fait d’établir le principe du maximum, qui stipule que pour
tout voisinage V de 0 on a
sup G(z,V) = sup G(z,V).
zeV z€ERY

On a aussi la

Proposition 2.9 Si(S,), est transiente, alors pour tout x € R, la mesure G(z,-) est une
mesure de Radon sur R? et l’ensemble { G(x,-)/x € Rd} est relativement compact pour la

topologie vague.

Démonstration. D’apres la Proposition précédente, il existe un ouvert O contenant ’origine
tel que A := G(0,0) < +00. Soit V un ouvert de R? tel que V —V C O (si € > 0 est tel que
B(0,¢) C O, Vouvert V := B(0,€¢/2) convient) ; si z € V, on a

G(z,V) =G(0,—z+ V) < G(0,V — V) < G(0,0) = A.

Cette majoration reste valide lorsque « ¢ V', d’apres le principe du maximum. Tout compact
K de R? peut étre couvert par une famille finie V4, ..., V,, d’ouverts de la forme V; = —z; +V
et on a

VreR?Y G(z,K) < ZG(:@—:@ +V)= ZG(:B-I—CBZ',V) <nA < +oo,
i=1 i=1

ce qui prouve d’une part que G(z,-) est bien une mesure de Radon et d’autre part que

sup G(z, K) < 400, d’ou la propriété de relative compacité annoncée.l
z€eR4
Dans le paragraphe 3, nous préciserons dans le cas des marches aléatoires transientes

sur R, le comportement lorsque  — 00 du noyau de Green G(z, -); 'étude est délicate et
nécessite des estimations fines d’intégrales singulieres.

Enongons a présent un critere général permettant de décider si une marche aléatoire
sur R? est récurrente ou transiente. Dans I’énoncé qui suit, la fonction f n’est autre que la
fonction caractéristique de p, définie par

vieRY  f(t) = E[eXtX1)] = / et (dx).
Rd

Nous avons le

Théoréme 2.10 Soit (S,),>0 une m.a. adaptée sur R? ou Z% de loi pu; on note i sa
tranformée de Fourier. La m.a. (S,)n>0 est récurrente si et seulement si il existe € > 0 tel

que
1
/B(O,e) (1 - #(t))

La démonstration de ce théoreme est difficile, nous renvoyons le lecteur au livre de [?] ou il
pourra trouver une démonstration complete ; nous nous contenteron de démontre la version
plus faible suivante, qui nous sera amplement suffisante par la suite :



Théoréme 2.11 Sous les hypothéses du théoréme 2.10, la m.a. (Sp)n>0 est récurrente si
et seulement si il existe € > 0 tel que

1
lim/ Re (7A)dt = +o0.
r21JB(0,e) 1 —rpft)

Remarquons que si un des criteres ci-dessus est satisfait pour eg > 0 donné, il I'est a fortiori
pour tout € < €y. Nous utiliserons les deux lemmes suivants :

Lemme 2.12 1. Sila m.a. (Sy)n>0 est adaptée sur RY on a fi(t) = 1 si et seulement
sit=0.

2. Sila m.a. (Sp)n>o0 est adaptée sur Z% on a fi(t) =1 si et seulement si t € 2nZ°.

3. Pour tout r € [0,1], la fonction t — Re ( ) est positive sur R®.

1
T
Pour toute fonction ¢ intégrable sur R?, on note gf) sa transformée de Fourier définie par

VieRY H(t) = / eI <hT> g (x)d.
R4

On ale

Lemme 2.13 Pour tout § > 0, il existe des fonctions s et s positives et intégrables sur
R?, dont les transformées de Fourier sont positives et intégrables, et qui vérifient

1. s < 1po,s) < Vs

2. le support de s est compact et est inclus dans [—%, %]d.

3. @s est non identiquement nulle (i.e. $5(0) > 0).
Remarque. Si G est un groupe localement compact, on appelle dual de G ’ensemble G
des morphismes continus de G dans U := {z € C: |z| = 1}.

1. si G = RY, alors G = RY et les caracteres sont les fonctions ey : z — e!<M@> ) € R4,

2.5 G = 7% alors G = T = R?/Z% et les caractéres sont les fonctions ey : x
621'7r<)\,:c>7 p= [0, 1[11: <.

La transformée de Fourier de p est définie par

fles) = (3) = [ ex(ouldz)

et on a i(A\) = 1 si et seulement si S, C ker ey = {x € G/ex(x) = 1}. L’ensemble ker e est
un sous-groupe fermé de G et on a ker ey # G si et seulement si ey # id (i.e. A # 0 dans
notre cas). Ainsi, quand p est adaptée, eg = 1 est le seul caractere de G tel que fi(ey) = 1.

Démonstration du Théoréme 2.11. Pour tout r € [0, 1] et tout borélien B de RY, on pose
Gr(0,B)=3",50m"E[15(S,)]; on a

S Elps(Sa)] < G (0, B(0,8)) < 3 E[us(S)].

n>0 n>0

En utilisant la formule inverse de Fourier, il vient

1 @s(t) 1 s (t)
o | T G0 BO) < o [ T

Les fonctions s et 1[)5 étant a valeurs réelles, il vient

G / patRe (= 771% (t))dt < G, (0, B(0,0)) < (er)d / du(t)Re (e iﬂ (t))dt.




Notons K le support de 1[)5 ; ¢’est un voisinage compact de 0 et on a

1510 1
GT(OaB(O’(S)) < (2;)(1 /1(5 Re (m)dt

1
Ainsi, s'il existe € > 0 tel que sup/ Re (7A)dt < 400, on aura G,.(0,B(0,9)) <
r<1.JB(0,¢) 1—rp(t)

+o0o dés que K5 C [—%, %]d C B(0,¢€), c’est-a-dire deés que § est assez grand. La m.a. (S, )n
est alors transiente.
D’autre part, pour € > 0 assez petit, on a @s(t) > %955(0) des que [t| < €; il vient

1

G(0,B(0,¢)) = +oo deés que Sup/ Re (f)dt = +o00, et dans ce cas la marche
r<1JB(0,¢) 1—T‘M(t>

(Sn)n est récurrente.l

Démonstration du lemme 2.12.

1. On a f(t) = E[e!<tY1>] = 1 &< t,Y; >€ 277Z. Supposons qu'’il existe ¢ # 0 tel que
a(t)=1;ona<t,Y) >€ 2nZ,ie. Y, € UpezH; i, P-presque-sirement, ot H; j, désigne
I'hyperplan {x € R?/ < t,x >= 27k}. L’ensemble H := UkezHy ; est un sous-groupe
propre de R%, on a Sy C H;ydou G, C H # R?, ce qui contredit le fait que p est
adaptée.

2. Si p est adaptée sur Z¢ et t € 2nZ% alors fi(t) = 1. Réciproquement, si < ¢,Y; >¢
277 P-presque strement, alors pour tout x € G, = Z% on aura < t,x >€ 277 i.e.
< ﬁ,x >¢€ 7. Si I'une des coordonnées de ﬁ n’est pas entiere, cette propriété n’est
plus satisfaite pour un choix judicieux de x. Contradiction.

1 ~ Re (1 —ra(—t)) 1—rElcos <t,Y] >]
3Re(yqﬁ@)* 1—a)P) 11— a(t)?) =00

Démonstration du lemme 2.13. On rappelle que si f € L' (R?) alors f / f(z)e<t*>da;

de plus, si fr(x) = f(z/A) alors fx(t) = Af(At). il suffit alors de démontrer le lemme pour
§=1.

1. En dimension 1. On a

(1- ‘Ji|)1[71,1](1‘) < 1[71’1]@) < C(Sinx/2)2.

x/2
2 = 2
L _ . (sinz/2 . ~ _ bll’lt/Q
On pose p(z) := (1 — |z])1j_1 q1(x) et ¥(z) := (796/2 ) ;ona @(t) = ( 2 ) >0
(et donc @(t) > 0) et Y(t) = 2m(1 — [t])1[—1,1(t).
2. En dimension d. On munit R? de la norme ||z| = sup, |z;|. On a
d d d
o(z) = [[(z:) < 1poyy(@) = [ L-1.1(x) < H = U(z).

i=1 i=1 i=1

Les fonctions ® et ¥ vérifient les conditions annoncées. [

Corollaire 2.14 Si la fonction t — Re ( ) n’est pas intégrable au voisinage de 0

1
=)

alors la m.a. (Sy,), est récurrente.

La réciproque est aussi vraie, mais délicate a établir; c’est 'objet de 1’énoncé du théoreme
2.10.

1 1
Démonstration. On a lim Re (7A) = Re (7A) ; par le lemme de Fatou, il vient
1 —ri(t) 1 — ji(t)

r—

1 1
Ve >0 lim inf/ Re ([ —————)dt 2/ Re | —— ) dt,
=1 JB(0,e) (1 - Tﬂ(t)) B(0,¢) <1 - M(’f))



d’ont le résultat en appliquant le Théoreme 2.11.0J

Applications.

1. En dimension 1, une marche aléatoire admettant des moments d’ordre 1 et centrée est
récurrente.

L’argument se simplifie singuliérement 8’1l existe des moments d’ordre 2. En effet, dans
cecasona i(t)=1— g(1 + €(t)), d’ott, pour ¢ assez petit

Re (1 flﬂ(t)> - 021152 Re (1 Jrle(t)) = a2lt2'

Cette derniére fonction n’est pas intégrable au voisinage de 0, la m.a. (S,), est donc
récurrente.

La démonstration est plus délicate quand on suppose seulement ’existence de moments
d’ordre 1, nous la détaillons & présent. Nous avons

1 ) S 1—r
1—ri/ = (Re (1 —ra))?+r2(Im f)?

Re (

2
avee (Re(1 = r7i))* = (1= 1)+ Re r(1 = 1)) < 2(1 = 1)+ 2r%(Re (1 1))2. Sous
les hypotheses E[|Y1]|] < +o00 et E[Y7] = 0, la fonction fi vérifie ji(t) = 1+ te(t), si bien
que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour || < 7, on ait

[m 4 < ] et [Re (1—@)| < elt].

Il vient
n 1 m dt
Re (o > 0o
/77 1—ri(t) = ) —p 2(1 = 7)% 4 3r2e2t?
1 /” dt

> Y
3(1=7) Joy 1+ (155et)
1 [T=7  du r

> en posant wu = - rt’

3r

2,2
,Lnl—i-eu

n 1 T
d’ou sup / Re <7A)dt > —. Le parametre € étant arbitraire, on a finalement
r<i 1—rp(t) 3e

n 1
sup/ Re (17())(# 400, ce qui prouve que la m.a. est récurrente.
r<l -
Citons aussi le théoreme de Chung-Fuchs qui stipule que si S,,/n converge vers 0 en
probabilité, alors (Sy,), est récurrente.
2. Sur R2, toute marche aléatoire de carré intégrable et centrée est récurrente; en effet,
on a dans ce cas fi(t) = 1 — %(1 + €(t)) ot Q(t) = E[< Yi,t >?] est une forme
quadratique non dégénérée sur R2. On a, pour € > 0 assez petit

1 2 1
/B(O,e) e (m)dt N /B(o,e) Q(t) fe (1 —l—e(t))dt
dt
- /B(o o)

> rdrdd ,
= / / 20(ug) avec ug = (cosd,sin6)

d’ou le résultat.
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3. Pour d > 3, toute marche aléatoire sur R? admettant des moments d’ordre 2 est
transiente. Il suffit de le démontrer dans le cas centrée évidemment ; pour r < 1 et |¢|
assez petit (afin d’avoir Re(1 + €(t)) > 1/2), on a

1 4
Re (1 — rﬂ(t)) = 1—r+ r%ﬂRe(l + €(t)) = rQ(t)

(on utilise le fait que, pour tout nombre complexe z = a + ib avec a < 1, on a
1 l1—a 1
Re( ) = < . Le changement de variable en coordonnées
1—2 1—a)?2+4+0> — 1—a) &

polaires ¢ — (t/||t], ||t||) donne alors

1 4 dt
/|t||<eRe (1 —Tﬂ(t)>dt = ’“/t||<eQ(t)
4 (€ =ldp d

;/0 /Sd—l : p? pQ(Z)

= j(/oe pdi?’dp> ><< " d(uu)) < +00.

2.2 Fluctuations des marches aléatoires sur R

IN

Dans tout ce paragraphe, nous considérons une suite de variables aléatoires indépendantes
(Yy)n>1 de loi p & valeurs dans R et nous nous intéressons aux fluctuations de la marche
aléatoire associée (Sy,)n>0 définie par

So=0 et S, =Y1+---4+Y,.

Pour ce faire, nous considérons les instants de record ascendant et descendant T} et T, ,n >
0, définis par récurrence par T0+ =T, =0et, pourn>1

Tr‘l" = inf{k > TTJLil 2 S > ST:,I} et T, :=inf{k > T;il 2S5k < ST;—l}.

Ces variables aléatoires sont a priori a valeurs dans {1,2,---} U {+0o0} et ce sont des temps
d’arrét relativement & la filtration canonique (F,),>0 associée a la suite (Y7,),,>o0.

Sous certaines conditions que nous préciserons par la suite, ces variables sont en fait
P-presque stirement finies; nous considérons dans ce cas les variables ST1+ et ST; définies
par

+oo too
Spe =Y Sulirioy €6 Sy =Y Sulip -
n=1 n=1

Attention. En toute généralité, nous devrions considérer aussi les temps d’arréts
inf{n>1:5, >0} et inf{n>1:5, <0}

correspondant aux temps d’entrée dans RT et R™. Afin de simplifier les raisonnements dans
ce qui suit, nous supposerons que

P[U S, :oﬂ —0,

n>1

ce qui assure que les temps d’entrée dans Rt et R~ coincident respectivement avec les temps
d’entrée dans R*t et R*~. Dans le cas contraire, apparaissent des termes correctifs dans les
formules qui suivent, les raisonnements sont essentiellement les mémes et nous renvoyons le
lecteur par exemple au livre de W. Feller ([5]) ol le cas général est traité.

A noter que la partie de la marche aléatoire (Sn)n qui suit Uinstant 7, est une réplique de
la marche aléatoire, mais cette fois-ci issue non plus de l'origine mais de ST1+ ; en particulier,
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le premier instant de record ascendant de cette nouvelle marche n’est autre que le second
instant de record ascendant T3 de la marche (Sy,),.

Pour tout n > 1, nous posons d'une part 7,7 := T,f — T, | et A, = T+~ STntl et
d’autre part 7,, =1, =1, ; et D, := - — ST;_1 ;on a donec T.f = 7—1+ +o 4 Th et
ST;r =A;+---+ A,, et de facon analogue 7, =7, +---+ 7, et ST; =Di+---+D,.

Pour simplifier les notations, nous poserons par la suite 7+ = 7'1+ et 77 = 7; . Nous

avons tout d’abord le fait élémentaire suivante

Fait 2.15 Les suites (Ap)n>1, (T, )n>1, (Dn)n>1 €t (75, Jn>1 sont des suites de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées.

Nous avons alors 'alternative suivante

Proposition 2.16 La m.a. (Sp)n>1 est de l'un des types suivants, qui s’excluent deux d
deuz :
1. P[rT < +00] < 1; dans ce cas, on a E[T7] < 400 (et en particulier P[t~ < +o0] = 1)
et la m.a. (Sy), converge P-presque stirement vers —oo.
2. Plt~ < 4o0] < 1; dans ce cas on a E[t1] < 400 (et en particulier P[rT < +o0] =1)
et la m.a. (Sp)n converge P-presque sirement vers +00.

3. Plrt < 400] =1 et P[t= < +o0] = 1; on a alors E[r7] = E[t7| = 400 et la
m.a. (Sp)n oscille P-presque sirement entre —oco et +0o. On dit qu’elle est de type
oscillant.

Démonstration. Le raisonnement qui suit repose sur l'identité élémentaire suivante : pour
tout n > 1, on a

P[S, >0,S, > S1,---,Sn > Sp_1] =P[S, >0,S,-1 >0,---,5; >0].
(utiliser le fait que les n-uplets (Xi,---,X,) et (Xp,, -+, X1) ont la méme loi). Le terme
de gauche de cette égalité exprime le fait que n est un instant de record pour la m.a. (Sy, ),
il est donc égal & ]P’{Ukzl[T,j = n]} ; celui de droite n’est autre que P[7~ > n]. On a donc,
en sommant sur n > 1

> P[Ukea [Ty =nl| = > PIr > n] =Efr].

n>1 n>1

Mais on peut écrire aussi

ZP[Ukzl[TIj - n]] = Y S Py =)

n>1 n>1k>1

= > Y P[IT =n

k>1n>1
= ) P[T} < +o]
k>1
= z:IP’[Tfr < 400] X -+ x Pl < 400
k>1
1
1 — Pl < +oo]’

On a finalement )

1-Plrt < +00]

=E[r"]. (1)

De fagon duale, on obtient
1

1-Plr~ < +o9]

Trois cas sont alors a considérer :
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1. Supposons P[71 < 400] < 1; on a alors E[77] < 400 et donc P[r~ < +o0] = 1. La
m.a. (S, ), converge alors P-presque stirement vers —oo.

En effet, notons d’abord que pour tout k > 1, on a T}, < 400 P-presque-stirement, et
que la suite (STk_)k converge P-presque stirement vers —oo (d’apres la loi des grand
nombres appliquée a la m.a. (D1 + -+ Dy)pn>1).

De plus, pour tout k > 1, on a P[T} < +oc] = (Pt < +0o0])* avec P[rF < +o0] < 1.
Par conséquent, on a P[Uk[T,j = +oo]] = 1, ce qui signifie que la variable sup,,~; S»
est P-presque strement finie. On en déduit que la marche (S,,),>0 est transiente; en
effet, une marche récurrente visite i.s. et P-presque stirement tout compact suffisament
grand de R si bien que limsup,, S,, = +00 P-presque stirement. Ainsi, (S, ),>0 ne visite
qu’un nombre fini de fois tout compact de R et puisque sup,,~; Sy est aussi P-presque
strement finie, la marche (Sy,),>1 ne visite quun nombre fini de fois tout intervalle
de la forme [t, +00[. D’ou le résultat.

2. Supposons P[7~ < +00] < 1; dans ce cas on a E[rT] < 400 (et en particulier P[7+ <
+o0] = 1) et la m.a. (Sy,), converge P-presque siirement vers +o0o par un raisonnement
analogue au précédent.

3. Supposons enfin P[r7 < +oo] = 1 et P[r~ < +o0] = 1; d’apres les identités (1) et
(2), on a E[rT] = E[r7] = 400, de plus la m.a. (S,), visite P-presque stirement et
infiniment souvent R** et R*~. En remarquant alors, grace & la loi forte des grands
nombres, que les sous-suites (A1 +- -+ Ap)n et (D1+- -+ Dy,), convergent P-presque
stirement respectivement vers +o0o et —oo, on voit que (S, ), oscille en fait P-presque
slirement entre —oo et +o0.

O
Remarque. Les marches aléatoires relevant des cas 1 et 2 ci-dessus sont clairement tran-
sientes; par contre, le cas 3 comprend des marches récurrentes mais aussi des marches
transientes.

Etudions & présent plus précisément le cas ot E[|Y;|] < 400 et E[Y;] > 0. Nous avons la

Proposition 2.17 Si E[|Y;|] < +oo et E[Y1] > 0, alors E[t1] < 400 et E[A;] < +co (en
particulier, les variables 7,5 et A, sont P-presque-siirement finies).

Démonstration. Sous ces hypothese, on a S,, — 400 P-presque stirement, et nous sommes
dans l'alternative (2) la Proposition 2.16; il vient P[71] < 400 et la suite (A; + -+ Ap)n

est alors une sous-suite de (Sy, ). D’ apres la loi forte des grands nombres on a donc simul-
tanément

S A A, T+
13; == +T,T+ — E[Y1] et 7” — E[r"] P-presque stirement.
A+ + A,

Il vient — E[Y7] x E[rT] P-presque siirement ; d’aprés le réciproque de la

n
loi forte des grands nombres, on obtient donc E[A;] < 400, ce qui nous amene alors & la
fameuse formule de Wald :
E[4;] = E[V3] x E[7T].

De fagon symétrique, lorsque E[|Y;|] < 400 et E[Y1] <0, on a

E[r7] < +o0 et E[|D1]] < +oo.
Supposons a présent E[Y;] = 0. Vérifions d’abord que P[7~ < +o0] = 1; sinon, d’apres la
Proposition 2.16, on aurait E[71] < +oo et la formule de Wald ci-dessus donnerait alors
E[A;] =0 x E[r"] = 0, ce qui n’est pas possible. De la méme fagon, on a P[rT < +o00] = 1.
D’ou la
Proposition 2.18 Si E[|Y;|] < 400 et E[Y1] =0 (et bien sir P[Y1 = 0] # 1), alors

Plrt < +o00] =P[7™ < +o0] = 1.
A noter que dans ce dernier cas, on a nécessairement E[r+] = E[r~] = 400 d’apres (2) ; par

contre, les variables A; et D peuvent étre d’espérance finie ou infinie, comme nous allons
le voir a présent.
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2.3  Sur la factorisation de Wiener-Hopf et une application

On utilisera la dans ce paragraphe ce que 'on appelle habituellement la factorisation de
Wiener-Hopf, qui permet d’estimer la loi de la variable S,+ en fonction de celle des v.a. X;
. Pour tout s € [0,1[ et A € R on pose

X(s,A) :==E[s™" exp(iAS,+].

Nous avons l'identité suivante, dont la démonstration est délicate (nous renvoyons le lecteur
aux livres de W. Feller ([5]) et Spitzer ([13]), ol on pourra trouver des arguments variés
pour l'obtention de cette formule) :

+oo 5 )
x(s,A) =1-— exp(— Z %E[e“\S“7Sn > 0]) (factorisation de Wiener-Hopf)
n=1

Dérivons les deux membres de cette égalité par rapport a A; en A = 0, on obtient :

aX +oo 5" +o0 on
BN ——=(s,0) = (Z ?]E[Snl[&oo]]) eXP(* Z ;P[Sn > O]). (3)
n=1 n=1
a , . 7 N . .
On a 8)\( 0) — iE[S,+] lorsque s — 1 . D’autre part, d’apres le théoréme central limite,
il vient .
et .
S 1 o0 2 1
Snl E[—/=1 — ze " Pdy = ——, 4
O—\/i [ [S >0]] [O'\/’ﬁ [Sn,>0]} - \/%/ m ( )

quand n — +oo. En notant que \/7 =), ans™ avec a, = % ~ \/% quand n — +o0,

et log(1 —s) = Zn>1 >, il vient

+oon

Z i E[Sy1(s,>0] ~ ﬁ (5)

n=1

et
Z nIP’S > 0] = —flogl—s —|—Z n( Sh >O—%)7

lorsque s — 1. On dedult alors de (3) que

e = (- 2 5 (5> 0= )+t

“+oo
" 1
ce qui s’écrit encore  exp —(ngzl % (]P’[Sn > 0] — 5)) =— g %( 0)(1 + ¢(s)) ; lorsque
s — 1, le terme de droite de cette derniere égalité tend vers —E[S,+] €]0, +00], d’olt
o
+o n
lim S([S >0]—7)
s—1 n 2

existe, et appartient & [—00,00[. Le méme raisonnement en remplacant 7+ par 7= montre
que

X gm 1
lim > 2 (P[s, > 0] - )
s—1 1 n 2
=1 1
existe, et appartient & | — 0o, 00]. Finalement E ( [Srn > 0] — 5) =ceRetlonale
n=1
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Théoréme 2.19 Soient (Y;,)n,>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme
loi, définies sur un espace probabilisé (Q,T,P) et (S,)n la marche aléatoire associée. Si
E[Y,?] = 0% < 4 et E[Y,] =0, alors la variable S,+ est intégrable et l’on a

E[S}] = %exp(_(;),

+oo

avec ¢ := Z %(P[Sn > 0] — %)

n=1

Remarque 1. L’utilisation du TCL dans (4) n’est peut étre pas immédiate ; on peut utiliser
le fait suivant

Fait. Soient (v,), une suite de mesures de probabilités sur R qui converge étroitement vers v
et 1 une fonction positive qui tend vers +o0o en +oo telle que sup,, i, () < 400 ; alors, pour
toute fonction borélienne ¢ dont I’ensemble des points de discontinuités est v-négligeable, et
telle que ¢/1p — 0 en oo, on a v,(P) — v(¢).

On applique ce fait en prenant pour vy, la loi de Sy, /o+/n, pour v la loi normale N'(0,1) et
Y(r) = 22

Remarque 2. Pour obtenir les équivalents (5), on utilise le fait élémentaire suivant, qui est
le “sens” facile d’un théoréme taubérien général dont on trouvera un énoncé et sa démonstration
dans le livre de W. Feller :

Fait. Soient ), ans™ et >, bys" des séries entiéres a coefficients positifs et de rayon de
convergence 1. Si % —1,0na

n
> ans
. >0 @n
lim &=2=— -1

s—1 Zn>0 bnSn
Nous terminons ce paragraphe en citant un résultat classique, dont la démonstration
utilise la factorisation de Wienner Hopf, et dont on trouvera une démonstration par exemple
dans le livre de Spitzer [13], ou encore l'article de Lepage-Peigné [7].

Proposition 2.20 Soit (S,), une m. a. admettant des moments d’ordre 2 et centrée.
Alors, on a

’
c

&
li Plrt > n] = —,

avec ¢ 1= 3720 BlSn=021/2 o

n=1 n

2.4 Théorie du renouvellement sur R

Le nom de la “théorie du renouvellement” vient du probleme classique suivant. On
considere que la durée de vie d’'une ampoule peut étre modélisée par une variable aléatoire
positive de loi p d’espérance finie m et 'on s’intéresse au nombre moyen N(7') d’ampoules
nécessaires durant un intervalle de temps de longueur 7. On suppose dans un premier
temps que les durées de vie X1, Xo, - - - des ampoules successives sont des variables aléatoires
indépendantes et de loi u. Lorsque T' — +oo les fluctuations aléatoires s’estompent, et ’on
s’attend & ce que N(T') soit équivalent & T'/m ; c’est en substance 1’énoncé du théoreme du
renouvellement sur RT.

Cet énoncé reste valable lorsque les variables aléatoires X1, Xs, - ne sont pas forcément
positives mais admettent un moment d’ordre 1 et une espérance strictement positive.

Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi y définies sur un espace
probabilisé (2, F,P) et vérifiant la condition suivante E[|X1|] < +o00 et m = E[X;] > 0. On
pose Sp = 0 et S,, = X1 +---+X, pour n > 1. On note G, le groupe engendré par le support
de p; c’est le plus petit sous-groupe de R sur lequel ”vie” la marche aléatoire (S, )n>0. Le
nombre moyen N(T) de termes de la suite (Sy,),>1 dans Uintervalle [0, 7] peut s’exprimer
de la fagon suivante

“+oo
N(T) = E[Z Lo,77(Sn)]-
n=0
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Pour tout a > 0, nous notons [, la mesure uniforme qui donne la masse « & chaque point
du réseau aZ et ly la mesure de Lebesgue sur R. Nous avons le

Théoréme 2.21 Si G, = oZ avec o > 0 alors N(T') ~ T/am lorsque T — +o00. Sinon
G, est dense dans R et l'on a N(T) ~ T/m.

Pour établir ce résultat, on s’intéresse au comportement lorsque a — +oo de la quantité

+00
E[N(a+1)] = B[Y_ Lup(Su)]

n=0

pour tout intervalle I borné. Remarquons que ’application qui a tout borélien B C R associe
le réel

+oo +oo
Ga(B) = E[Z Lot B(Sn)] = E[Z 1p(—a+ Sy)]
n=0 n=0

est une mesure & valeurs dans [0,4o00]. Comme E[|X;|] < +o0 et E[X;] > 0, la marche
aléatoire (Sy,)n>1 est transiente et G,(.) est une mesure de Radon sur R; on redémontrera
cette propriété au cours de la démonstration du théoréme du renouvellement). Le théoreme
2.21 est une conséquence directe du résultat suivant

Théoreme 2.22 Sous l'hypothése E[|X1|] < +oo et E[X1] =m > 0, la famille de mesure
(Ga(.))aecr converge vaguement vers la mesure nulle lorsque a tend vers —oo ; lorsque a —
+00 on a

- 51 G = aZ alors Go(.) converge vaguement vers lo/m

- 51 G, est dense dans R alors G4(.) converge vaguement vers ly/m.

Nous allons démontrer ce théoreme sous I’hypothese un peu plus forte
E[|X1|""] < +oo

pour un certain § €]0, 1[. Nous renvoyons le lecteur au livre de L. Breiman pour le cas ol
seule la condition de moment d’ordre 1 est satisfaite ; la démonstration que nous donnons est
plus simple et illustre bien le phénomene d’identité approché sous-jacent. Nous supposerons
dans un premier temps G, = R, le cas arithmétique est traité en fin de paragraphe.
Rappelons qu'une suite (u,)n>1 de mesures de Radon sur R converge vaguement vers p si
pour toute fonction ¢ continue et & support compact sur R la suite (pn,(p))n>1 converge
vers ().

Au lieu de travailler avec des fonctions a support compact nous allons utiliser une classe de
fonctions plus adaptée a notre probleme. Il suffira d’établir le théoréme précédent pour cette
classe de fonctions en vertu du lemme suivant

Lemme 1- Soit H une classe de fonctions de R dans C contenant un élément strictement
positif ho et stable sous laction du produit par les exponentielles x +— €™® pour tout réel
t. Soit p une mesure de Radon positive sur R pour laquelle les fonctions de H sont p-
intégrables.

Si (fn)n>1 est une suite de mesures de Radon positives sur R telle que (pn(h))n>1 converge
vers u(h) pour toute fonction h € H, alors (jun)n>1 converge vaguement vers fi.
Démontrons ce lemme. Notons v et v,,n > 1, les mesures de probabilité sur R définies par

) 1
vn(B) = p(ho) /Bho(x)ﬂ(dx) et va(B) = tin (o)

pour tout borélien B C R. Par hypothese, pour tout ¢t € R, la fonction z +— e!*®hg(x) ap-
partient & H et donc (v, (€"*)),>1 converge vers (v(e*)),>1; en d’autres termes, (v, )n>1

/ o (@) un (dx)
B

converge étroitement vers v. En écrivant u,, (¢) = ,un(hO)Vn(hﬁ) pour toute fonction ¢ conti-
0

nue et a support compact sur R, on montre que (i,,)n>1 converge vaguement vers .[]
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La classe H que nous considérons ici est celle des fonctions h de la forme z +— ho(x)e'™ ou

ho est la fonction définie par

sin?(r) +Qsin2(owc) avec o ¢ Q.

VeeR ho(z) =2+
x

Puisque « est irrationnel, cette fonction est strictement positive sur R ; sa transformée de
Fourier est la fonction & support compact t — g(2 — [t)1j—9,9(t) + g(2a — [t)1[=2a,20)(t).

“+o0
Fixons h € ‘H et considérons la quantité E[Z h(—a + S,)]; dans un premier temps, il faut
=0
400 "
s’assurer que la variable aléatoire | Z h(—a+ S,)| est d’espérance finie, il suffit en fait de le

n=0

faire pour h = hg et ceci sera établi au cours de la démonstration. A cet effet, mais aussi pour
des raisons techniques d’intervertions de signe [ et ), nous sommes amenés & considérer les

+oo
quantités IE[Z r"h(—a+ Sp)] ot 0 < r < 1. En utilisant la formule d’inversion de Fourier
on a =0
00 too 1
n _ n 7 —ita 5 (4\n
E[T;)r h(—a+S,)] = ;r %/Rh(t)e f(t)™dt
1 h(t :
= — _h®) ? e "edt.
21 Jg 1 —ri(t)

Il nous faut dans un premier temps étudier le comportement lorsque » — 1 de cette intégrale.

1
1 —rpt)
partient pas a un voisinage de 1’origine.
Lemme 2 - Si G, =R alors ji(t) =1 si et seulement sit = 0. St G, = o alors ju(t) =1

Le choix de ’ensemble H va nous permettre de controler le terme lorsque t n’ap-

. . T
st et seulement si t € —Z.
«

Démonstration- On a fi(t) = 1 si et seulement si tX; € 27Z P — p.s. Lorsque G,, = R ceci
21
entraine t = 0, sinon G, = aZ C TZ dout € 7.0
Le comportement au voisinage de 0 de ¢ — [i(t) dépend de l'existence de moments pour pu.
e —1 —iu

Du fait que pour tout § €]0, 1] la fonction u — ————— est bornée sur R on déduit le
|u| 0
u

Lemme 3- Sous [’hypothése E[| X1 |'T°] < 400 pour un § €]0,1[ on a
() = 1+ E[X ]t + |t T00(1)

ot O(t) est bornée au voisinage de 0.
h(t)
1—rp(t)

% /[] %eitudt ! % /]R{ /,(1 f%(t) S 1- r(1((£ imt))efmdt

1 ‘ h(O) —ita
— S ——
+2W/R/_€ 1—r(1+imt)©

D’apres le lemme 3 il existe des constantes strictement positives € et C telles que pour tout
re[l/2,1] et t € [—¢,€] on ait

1
Pour tout € > 0 nous pouvons décomposer l'intégrale o /
T JRr

1—ra(t)| > t/C et |a(t) =1 —imt| < Cl¢|"°.
Quitte & modifier C' on peut supposer que pour tout r € [1/2,1] et t € [—¢, €] on a aussi

[1—r(1+imt)| > |t|/C.
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En utilisant le fait que h est Lipschitz continue, on déduit de ces estimations que la fonction
h(t) h(0)

L—ra(t) 1—r(1+imt)

sur [—e, €] uniformément par rapport a r € [1/2,1[. Par ailleurs, comme G, = R, la fonction

t—

est majorée & une constante multiplicative pres par 1/[t|!~°

i1 est de module < 1 sur tout compact ne contenant pas 0; ainsi; t — W est bornée
— i

sur [—e, €], uniformément par rapport & r € [1/2, 1[. En utilisant le théoréme de convergence

dominée on a alors

lim 7h(t? e~ tagy :/ 7}1({) e et
r—1 [—e,€]e 1- r,u(t) [—€,€]e 1- /J/(t)

et

[T h(®) h(0) ita < h() h(O)Y ita
L _E<1—ril(t)_1—r(1(:—imt)>e dt:/_€(1_;(t)+%)e dt

h(t) e h(t) h(0)

1*711(” e 1= o®) + s étant intégrables respectivement sur [—e, €]c

et [—e,€]. Lorsque a — 400, ces intégrales tendent vers 0 d’apres le lemme de Riemann-
Lebesgue.

les fonctions t —

h(0) (€ 1 :
Décomposons maintenant le terme résiduel I(r,a) = 2< ) / 1= (1 5 imb) e "dten I (r)+
™ —r im

—€

Ir(r,a) + I3(r,a) avec

O 1
L = =57 /el—r(l—i-imt)dt

h(0) [ cos(ta) —1
Iz(ra) o / 1— (1 + imt)

h(0) / i sin(ta)

2 J_. 1—r(1+4imt)
On a
h(0) [€ 1—r _ h(0) (¢ t
I = dt dt
() 2 /_e (1 =7)2+ m?2¢2 m 27 /_E (1 —7)2+m?2¢2
= Q arctan( Te )
rmm 1—r
linté 1/E ! dt étant nulle pui linté de est i ire. Ainsi lim I (r)
intégrale —————dt étant nulle puisque 'intégrande est impaire. Ainsi lim I (r) =
grale | e e puisq g p lim I,
h(0)
2m A .
h(0) [€ ta) — 1 h(0) [ -1
Par ailleurs lim I1(r,a) = 0) / COS(, 9) dt = (0) / COS@ du ; cette derniere
r—1 2 J_. imt 27 J_ea A
cos(u) — 1

intégrale est nulle car 'intégrande u — est impaire.

u
h(0) [ sin(t
Enfin I3(r, a) converge lorsque r — 1 vers 2(—) / wdt; cette derniere intégrale tend
0 —€
h(0) h(0)
vers —= lorsque a — 400 et vers ——— lorsque a — —o0.
m 2m
En conclusion, on a
lim i ]E{Jf "h(—a+ S )]_h(()) ¢  lim li E[f "h(—a+ S,)|=0
o B E(D k(e kS =S8 et lim ImB| 3 rh(-a+S)|=0
n= n=
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Considérons maintenant le cas ol p est arithmétique c’est-a-dire G;, = aZ. La fonction fi

2 - 2
est alors —F—périodique. En posant H(t) = E h(t + k—ﬂ-) on obtient
a a
kez

+o0 T/
1 O
E ny(_ - ) —dta
[T;f h-a+5,)] o /7,/& T

et la fonction |1—/i| est strictement positive sur [—7/, 7/a] — {0}. En reprenant la démarche
précédente on obtient de la méme fagon

+o0 H(O) ~+00
lim lim IE[ r"h(—a + Sn)] =——= et lim lim E[ r*h(—a+ Sn)} = 0.
a——+oor—1 p— m a——0oo r—1 p—

La fonction H est 27/a-périodique de coefficients de Fourier ¢, = ah(—ka); il vient

HO) =Y en=a hka) = /R h(@)la (d2).

keZ keZ

3 Itérations de transformations aléatoires : sur la récurrence
positive

Dans tout ce paragraphe, nous considérons une suite (hy, ),>1 de v.a.i.i.d. de loi y définies
sur un espace probabilisé (2, 7,P) et a valeurs dans l'espace des fonctions continues de R
dans R, ou sur une partie de R; nous nous intéressons alors au comportement des suites
L, := hyo---0h; (produits a gauche) et R,, := hy o---oh, (produits a droite), obtenues a
partir de (hy,)n>1. Nous considérons alors la suite (X,,), définie par récurrence par

Vn Z 0 Xn+1 = hn+1(Xn)

On a alors X,, = L,(Xp); pour simplifier les notations, pour tout réel x € R, on écrit
X? := Lp(x). La suite (X,)n>0 est une chaine de Markov sur R dont la probabilité de
transition P(z, B) pour tout z € R et tout borélien B est donnée par

P(z, B) = E[lp(g: - 2)] = / 15(g - )u(dg).

Du fait de la non commutativité de la composition des fonctions, le comportement des
suites (Ly), et (Ry), peut étre tres différent ; en effet

1. l'image de R,y; est inclue dans celle de R, si bien que 'on peut espérer, sous des
conditions raisonnables, que pour tout z € R, la suite (R,(x)), converge presque
strement lorsque n — +o00. Ceci peut étre illustré par 'existence d’une martingale,
appelée la martingale de Furstenberg qui sous certaines hypothéses converge, prenant
en compte ainsi cette propriété d’emboitement des images.

2. 'image de L,y est inclue dans celle de h,y1, qui elle, peut étre modifiée de fagon
drastique avec n ; nous illustrerons cette remarque en se concentrant sur les propriétés
de récurrence des suites (Ly, - x)y,.

De tels processus dont les transitions sont gouvernées par des transformations de R dans
R, sont appelés systémes d’itérations de fonctions aléatoires.

Dans un premier temps nous énongons un critere général qui assure la récurrence positive
de la chaine de Markov (L,, - x),. Nous l'appliquerons ensuite dans un certain nombre de
situations :

1. les fonctions h,, sont de la forme z € RT — max(0,z —a) ou a est un parametre réel ;
la suite (L, (x))n est appelée dans ce cas marche aléatoire sur Rt avec absorption en
0.
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2. les fonctions h,, sont de la forme z € RT — |z — a| ol a est un parametre réel; la
suite (L, (x)), est appelée dans ce cas marche aléatoire sur RT avec réflexion en 0.

3. les fonctions h,, sont enfin de la forme x +— ax + b, avec a € R*+ et b € R; les suites
(Lp)n et (Ry), sont dans ce cas des marches aléatoires, respectivement & gauche et a
droite, sur le groupe affine de la droite réelle.

3.1 La martingale de Furstenberg

La propriété suivante, mise en lumiere par H. Furstenberg dans ses travaux sur les pro-
duits de matrices aléatoires et de leurs actions projectives, est un outil essentiel dans I’étude
des systemes d’itérations de transformations aléatoires; nous n’en ferons pas usage par la
suite, mais il est important d’en donner un énoncé des a présent, car il illustre bien la
propriété “d’emboitement des images ” de la suite (Ry,).

Théoréme 3.1 Soit (hy)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur
(Q, F,P) et a valeurs dans 'espace des fonctions continues de R dans R. Pour toutn > 1, on
pose Ly, := hy, ---hy et Ry, := hy -+ hy, et Uon consideére la chaine de Markov X,, :== L, (Xj).
On suppose qu’il existe sur R une mesure de probabilité invariante v pour la chaine de
Markov (Xy)n-
Alors, pour toute fonction borélienne bornéee sur R, la suite (R,v(¢))n>1 est une mar-
tingale bornée, donc convergente.

La démonstration est immédiate, en utilisant le fait que v est P-invariante.

3.2 Un critere général

Dans ce paragraphe, nous démontrons le

Théoreme 3.2 Soit (h,), une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur
(Q,F,P) et a valeurs dans l’espace des fonctions continues de R dans R. Pour tout n > 1
et tout réel x, on pose Ly, := hy---hy et X,, := L,(Xp). On suppose que

1. pour tous x,y € R, ona lim L, -x— L, -y=0 P-presque sirement.

n—-+4oo
2. il existe sur R une mesure de probabilité invariante v pour la chaine de Markov (X, ).

Alors, la mesure v est Uunique mesure de probabilité invariante pour la chaine (X,)n>o0, €t
celle-ci est v-récurrente positive, c’est-a-dire vérifie la propriété suivante :

pour tout borélien B C R tel que v(B) > 0, le temps d’arrét Tp := inf{n > 1: X,, € B}
est P-presque sturement fini et satisfait I’égalité

1
E,,|TB] =
vB [ B] I/(B) ’
-NB
ot vp désigne la mesure de probabilité sur R définie par vp(-) = V(V(B))

Avant d’établir ce théoreme, nous dégageons la définition suivante

Définition 3.3 Une suite (F),)n>1 de fonctions continues de R dans R est dite proximale
lorsque, pour tous x,y € R, on a

lim F,-x—F, -y=0.

n—-+oo

L’hypothese 1 du Théoreme 3.2 signifie donc que pour P-presque tout w € €, la suite
(Lp(w))n>1 est proximale sur R.
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Démonstration du Théoréme 3.2. On suppose qu’il existe une autre mesure de probabilité v/
invariante pour la chaine (X,,),. Pour toute fonction lipschitzienne bornée ¢ : R — R, on a,
en utilisant I'invariance des mesures v et v/ et le fait que ce sont des mesures de probabilités :

o) =@ = | [ BlolL - olutd) — [ Blo(L, ) (d)
/ EW(Ln 1) = 6(L )| [ ().

IN

Or |¢(Ly-x) — (L, y)‘ < m(¢) X |Ly-x— Ly -y| — 0, P-presque stirement lorsque n — +00,
si bien que, grace au théoréme de convergence dominée, v(¢) = /' (¢). Ainsi, la mesure v est

bien 'unique mesure de probabilité invariante pour la chaine (X,,)n>1.
Pour établir la derniere assertion du théoreme, on utilise la formule de Kacs. Rappelons

d’abord que
(0 (). (o (2, )

désigne la chaine de Markov canonique associée & la suite (L, - 2),>0, €t que, pour toute
mesure de probabilité m sur R, on note P, la mesure de probabilité sur R®N définie par

VB e B(R®N) P, (B) := / P, (B)m(dz).
R

Si B est un borélien de R tel que m(B) > 0, on note mp la mesure de probabilité sur B
m(-NB)
m(B)

D’apres la formule de Kacs ([11]), il nous suffit de montrer que la mesure de probabilité
P, est ergodique; en effet, pour tout borélien B C R tel que v(B) > 0, on a P,[Xy = B] =
v(B) > 0, la derniére assertion du théoréme découlera alors directement de la formule de
Kacs puisque T est aussi le temps de premier retour Tjx,ep) dans le cylindre [Xo € B] de
la transformation de décalage 6 sur RY.

Pour établir 'ergodicité de P,, il nous faut montrer que pour toute fonction ® €
LY(R®N P,), on a, pour P,-presque tout x € R®N,

li (0" (x o (x)P, (dx).
ni&lm n Z /]R®N (X) ( X)

Par un argument classique en théorie de la mesure, il suffit de le faire pour une fonction
borélienne bornée ® qui ne dépend que d’un nombre fini de coordonnées, c’est-a-dire une
fonction réelle borélienne bornée sur R d > 1; sans perdre en généralité, on peut méme
supposer que ® est continue & support compact sur R%, ce que nous ferons par la suite.

Soit 7 la tribu des des boréliens de R®N, invariants sous 'action du décalage ; d’apres le
théoreme ergodique de Birkhoff, on a, dv(z) x dP(w)-presque sirement

induite par m et définie par mp(-) =

lim Z@ Li(w o Lipga—1 (W) (2)) = By [®(Xo, - -+, Xq_1)/T](w).

n—-+oco n
Puisque pour tous z,y € R,ona L, -x— L, -y — 0 P—-presque sirement, on peut en fait

écrire : il existe Qy C Q,P(Qp) =1 tel que

Vr € R,Yw € Q lim Z ®(x, Ly (w o La_1(w)(2) = B [®(Xo, - - -, Xa—1)/T](w).

n—4oco n

Or, pour tout entier ! fixé et tout k > 141, ona Ly = hio---0h;4q 0 Ly, si bien que, pour
w € g, il vient

E,[®(Xo, -+, X4-1)/Z)(w) = lim Z O(hg - -hip (W, hgra—t - hpa(w)z).

n~>+oo n
k=141
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Ainsi, la variable aléatoire limite E,[® (X, -, X4-1)/Z](:) est mesurable par rapport & la
tribu asymptotique associée a la suite (hy,),>1; par la loi du 0 — 1 de Kolmogorov elle est
donc constante, ce qui prouve que la tribu Z est égale P,-presque strement & {(,Q). La
mesure P, est ergodique et le théoreme s’en déduit.[]

3.3 Marche aléatoire sur R* avec absorption en 0

On considere dans ce paragraphe la marche aléatoire (X,,), sur R* avec absorption
en l'origine. Pour ce faire, on introduit une suite (Y,,),>1 de variables aléatoires réelles
indépendantes et de loi p, on considére une variable aléatoire Xy & valeurs dans R™ et, pour
tout n > 0 on pose

Xpt1 = max(X,, — Y,41,0).

Si Xo = z, on note X,, = X?. La suite (X,,)n>1 est une chaine de Markov sur R, dont la
probabilité de transition P(z, B), pour z € RT et B C RT borélien quelconque est donnée
par
P(z, B) = E[1p(max(z — Y1,0)] = / 1p(max(z — y,0))u(dy).
R
Les transitions de cette chaine sont bien gouvernées par une suite de fonctions aléatoires
continues ; en effet, si pour tout réel a, on note f, la fonction de R dans R définie par

Vr € RY  f,(z) := max(x — a,0), (6)

on peut écrire
Xy =Iv.ofv. 00 fr(@)

Comme dans les paragraphes précédents, on pose L,, := fy, o---ofy, et R, := fy,0---0 fy, .
Quelques remarques simples s’imposent ici :

1. chaque fonction f, satisfait la propriété de contraction ”faible” suivante

Ve,y €R | fa(z) = fa(y)| < |z =y, (7)

qui entraine directement que la suite (|X* — X¥|),, est décroissante.

2. soient x < y deux réels positifs quelconques. On considere alors une suite de réels
ai,--- ,an et on suppose qu’il existe un entier k < n tel que a;+---+ax > y; on note k
le plus petit entier vérifiant cette propriété. On a alors f,,0- - -0 fq, () = fa,0° - -0 fa, (v),
pour tout £ < [ < n. Ainsi la propriété de contraction ci-dessus n’est pas si ”faible”
que cela puisque, dans certains cas, les trajectoires coincident a partir d'un certain
moment.

3. si u est discrete, on retrouve une chaine de Markov a espaces d’états dénombrables. Ce
n’est pas ce cas la qui nous intéresse dans ce qui suit, nous supposerons dorénavant
que le groupe engendré par le support de u est dense dans R.

Motivation. On considére une file d’attente et on note Ay, As, ... les inter-arrivées entre
les clients successifs ; les dates d’arrivée des clients successifs sont donc 0, Ay, A1 + As, ... ;
on note 81, 8Sa, ... les temps de service des différents clients. On suppose que (An)n et (Bp)n
sont des suites de v.a.i.i.d et qu’elles sont indépendantes entre elles. On pose Wy = 0 et,
pour n > 1, on note W, le temps d’attente du client n. Si ce client arrive a linstant t, il
sera servi a partir de l'instant t + W, et repartira a linstant t + W,, + S,,. Le client n + 1
arrive a linstant t + Ap1 et son temps d’attente Wy11 dans la file est

-nul st Apyp1 > Wy +Sn

- et égal a Wy, + S, — Ans1 dans le cas contraire.
En d’autres termes, en posant Yn11 := Apny1 — Sn, on a

Wn+1 = max(Wn - Yn+1, 0)

Lorsque les variables aléatoires Y; sont positives, la suite (z — (Y1 + -+ + Y},)), est
décroissante, et tend P-presque stirement vers —oo ; elle est donc négative a partir d’un
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certain rang, d’ou W,, = 0 P-presque sirement a partir d’'un certain rang. Ce cas n’est
donc pas intéressant a étudier. On affaiblit alors I'hypothese Y; > 0 en E[Y;] > 0; nous
avons le

Théoreme 3.4 Soit (V,,), une suite de variables aléatoires indépendantes de loi u définies
sur (Q, F,P). On suppose que p posséde un moment d’ordre 1 et que E(Y;) > 0.

On note (X,)n>0 la marche aléatoire sur R™ avec absorption en 0, associée & la suite
(Y)n>1; pour tout n > 1 on a X, = L,(Xo) ot L, = fy, o---0 fy,(Xo) et fo,a € R est
définie par la formule (6). Alors

1. pour tous z,y € R, on a X7 — XY =0 P-presque sirement, & partir d’un certain

rang.
2. il existe sur RT une unique mesure de probabilité invariante v pour la chaine (X,)n,
et la chaine (Xp)n>o est v-récurrente positive.

Démonstration. 11 nous suffit de montrer qu'il existe sur Rt une mesure invariante pour la
chaine (X,,),. Pour ce faire, on introduit la suite (7},),>1 des temps de records successifs de
la m.a. (S, := Y1 + -+ + Yy, )n ; sous hypotheése du Théoreme, on a P[T;, < 00| et méme
E[T,] < 400 pour tout n > 1.

Pour tout n >0, on a

X, = fSTn—STn_l 00 fST2—5T1 0 fST1 (XO)

Les variables (St, —1, , )n>1 sont indépendantes de méme loi et sont positives; ainsi, & partir
d’un certain rang (aléatoire), la suite X, est identiquement nulle et admet donc la masse
de Dirac en 0 comme mesure de probabilité invariante. Par une technique classique dite de
balayage, on montre que la mesure v définie par

v(B) :=Eo [TIE_:I 1B(Xk)}
k=0

pour tout borélien B de RT, est invariante pour la chaine (X,),>0; en effet, de fagon
générale, si v’ était une mesure de probabilité invariante pour la chaine (X7, )n>1, la mesure
v’ définie par

7 (B) :=E, [Til 15(X3)
k=0

serait invariante pour la chaine (X,,),, ce qui se vérifie de fagon élémentaire comme suit

7' P(B) E, [1B(X1)}

_ / E,[15(X)))7 (dx)
R+
T:—1

= B[ Y Ex15(0)]

k=0

= E, [7:2)1 1B(Xk:+1)}

= E, Li 1B(Xk+1)}

= Z/(B) — Eyl[lB(Xo)] + EV’[lB(XTl)]
= v(B).

la derniere inégalité provenant du fait que v’ est invariante pour la chaine (X, ),.
Attention. Dans la technique de balayage décrite ici, on ne sait pas en général si la mesure
7’ ainsi construite est une mesure de Radon. Dans I'’exemple qui nous intéresse ici, on a
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V' = 0p et ¥/ = v est finie (puisque T} est d’espérance finie), ce qui nous a permis de
conclure; lorsque ce n’est plus le cas il peut s’avérer difficile de décider si oui ou non c’est
une mesure de Radon.

Pour montrer que v est 'unique mesure de probabilité invariante, il nous suffit d’apres le
Théoreme 3.2 de vérifier que la suite (fy, o--- o fy, )n>1 est P-presque slirement proximale ;
ceci découle directement du fait que Y; 4+ --- + Y, — +o0o P-presque stirement lorsque
n — +oo et de la remarque 2 de la page précédente. [

3.4 Marche aléatoire réfléchie sur Rt

On considére dans ce paragraphe la marche aléatoire (X,), sur RT avec réflexions
en l'origine. Pour ce faire, on introduit une suite (Y,),>1 de variables aléatoires réelles
indépendantes et de loi u, on considére une variable aléatoire Xy & valeurs dans R™ et, pour
tout n > 0 on pose

Xn+1 = ‘Xn - Yn-&-l‘-

Si Xo =z, on pose X, = XZ. La suite (X,,),>0 est une chaine de Markov sur R*, dont la
probabilité de transition P(z, B), pour z € RT et B borélien quelconque de R est donnée
par

P B) = B[ (e =Yil] = [ 15— yhu(a).
ce qui s’écrit encore
P(z,B) = p{z — B} + p{a + B} — pu(x)do(B)

ou §g est la masse de Dirac en 0.
Les transitions de cette chaine sont bien gouvernées par une suite de fonctions aléatoires
continues; en effet, si pour tout réel a, on note f, la fonction de R dans R définie par

fa(x) = |$ - a|7 (8)

on peut écrire
Xy =fvaofvaio o frl(a).

Comme dans les paragraphes précédents, on pose L,, := fy, o---ofy, et R, := fy,0---0 fy, .
Quelques remarques simples s’imposent ici :

1. chaque fonction f, satisfait la propriété de contraction ”faible” suivante

Vx,yGR |fa(x)*fa(y)|§|$*y|7

qui entraine directement que la suite (| XZ — XY|),, est décroissante.

2. si p est discrete,, on note d le PGCD de lensemble {n > 1/u(n) > 0}. La chaine
(XZ), vit alors dans I'ensemble S(x) := {£x + dZ} N R™, on retrouve une chaine de
Markov a espace d’états dénombrable. Ce n’est pas ce cas la qui nous intéresse dans
ce qui suit, nous supposerons dorénavant que le groupe engendré par le support
de i est dense dans R.

3. sile support de la mesure p est inclus dans [0, C], alors, aprés un nombre fini d’étapes,
la chaine (X7),, vit dans 'intervalle [0, C].

Nous avons a présent la

Proposition 3.5 Si la mesure u est portée par RY, alors la mesure de densité p|x, +oo|
par rapport d la mesure de Lebesque sur RT est P-invariante ; en particulier, si E(Y;) < +o0,
la mesure

v(dz) =

EVi] plz, +ooldx

est une mesure de probabilité P-invariante.
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Démonstration. Posons H(x) = p[z, +oo]. Pour tout réel x > 0, on a

V>0 vP[z,+oo] = P,[|Xo—Y1|> 1]
IPV[X02£E+Y1}+]PD[X0<Y17{E]

+oo +oo
- / PlY; <t— x]H(t)dt+/ PV, > t + 2| H(t)dt
T 0

= /+Oo(1 — H(t—2)H(t)dt + - H(t+2)H(t)dt
3v+c>o +oo 0 “+oo

= H(t)dt — H(t — z)H(t)dt + H(t+z)H(t)dt
T T 0

= vz, +oo[.

O
La proposition qui suit ne concerne pas seulement le cas ou les variables aléatoires Y;
sont positives :

Proposition 3.6 Pour tout n > 1 et toute suite finie de réels yi,y2, ..., Yn, la fonction
fy, 00 fy, est affine par morceauz sur R*, avec pente 1, les points de discontinuité de
sa dérivée étant les points de l’ensemble

D, = {yliyziy3i~-~iyn}ﬂR+.

En particulier, si les variables Y; admettent un moment d’ordre 1, pour tous x,y € RT, les
suites (\Ln -x— L, - y|) et <|Rn -x— R, - y|) convergent P-presque stirement vers 0.
n n

Démonstration. La premiere assertion se démontre par récurrence. Pour n = 1, il est clair
que y; est le point de discontinuité de f; : en effet, pour x > y1, on a f,, (v) = —y; alors
que fy, () = y1 — x lorsque z < y;.

On suppose a présent que la fonction F,,_1 = f,,,_, o---0o f,, est de la forme

l.x—2x—y1 Lty - yn_1,

ou

2.z —rt+y1tya £ L yYp-a,
selon la place de x relativement aux points de D,,_;. La fonction F,, = f, o---o f,, est
alors de la forme

Laz—z—yityat-FTyn1—ypouz—y,—(r—y1+tya £ - Fy, 1) lorsque F;,_;

releve du cas 1 ci-dessus, ou

2. x— —x+y1tyet-ty,1 —ypoux =y, — (—r+y; tys - +y,_1) lorsque

F,,_1 releve du cas 2.
Dans tous les cas, les points de discontinuité de F), sont bien les points de D,,.

Supposons & présent que E[Y;] < 400 et considérons une suite de variables aléatoires
indépendantes (€,), de loi de Bernoulli symétrique, la suite (e,),>1 étant indépendante
de (Y)n>1; la suite (€,Y5)n>1 est une suite de variables aléatoires centrées ayant un mo-
ment d’ordre 1, la marche aléatoire associée est donc récurrente sur R. Par conséquent,
il existe Qp C Q,P(Qp) = 1, tel que, pour tout w € Qg, 'ensemble {ez(w)Yo(w) + -+ +
en(w)Y,(w)/n > 1} est dense dans R, il en est bien stir de méme pour {Y](w)+ €2 (w)Ya(w) +
- F (W)Y, (w)/n > 1}, et a fortiori pour {Y;(w) £ Ya(w) £ --- £ Y, (w)/n > 1}.

On fixe alors w € Qg et deux réels quelconques x et y; pour tout 6 > 0 fixé, a partir d’un
certain rang ng, I’écart entre deux points consécutifs de

{Vi(w) £ Ya(w) £+ £V (w)/n = 1} N[z, y]
est < 4, si bien que |L,(w).z — Ly (w).y| < §. En conclusion on a bien

lim L,-2—L,-y=0 P-presque stirement.
n—-+o0o
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Le méme argument fonctionne pour la suite (R, -2 — Ry, - y)n.0)

Dans les paragraphe qui suivent, nous précisons le comportement de la chaine de Markov
(X,)n ; dans un premier temps, nous supposerons les variables Y; positives, le cas général
avec dérive viendra ensuite.

3.4.1 Cas ou les variables Y; sont positives
En utilisant les résultats précédents et appliquant le théoreme 3.2, on obtient le
Corollaire 3.7 Soit (Yy,), une suite de variables aléatoires indépendantes de loi p définies

sur (Q, F,P) et a valeur dans RY. On suppose que

1. le groupe engendré par le support S, de u est dense dans R; on note C' la borne
supérieure de S,,.

2. u posséde un moment d’ordre 1; on pose m := E(Y;).

On note (X,)n>0 la marche aléatoire réfléchie sur R™ associée a la suite (Yy,)n>1; pour
tout n > 1, on a X, = Lp(Xo) avec L, := fy, o---0 fy,, ot fo,a € R, est donnée par la
formule (8). Alors

1. la suite de fonctions (Ly)n>1 est P-presque sirement prozimale

1
2. la mesure v(dr) = — [z, +oo[ est unique mesure de probabilité invariante pour la

chaine (X, )n>0 et (Xn)n>0 est v-récurrente positive.

3.4.2 Cas ou les variables Y; sont quelconques avec dérive positive
Nous démontrons ici le
Corollaire 3.8 Soit (Yy,), une suite de variables aléatoires indépendantes de loi p définies
sur (Q, F,P) et a valeur dans R. On suppose que
1. le groupe engendré par le support S, de p est dense dans R et p(R*~) > 0.
2. p posséde un moment d’ordre 1 et m := E(Y;) > 0.
Avec les mémes notations que celles du Corollaire 3.7, on a
1. la suite de fonctions (Ly)n>1 est P-presque sirement proximale
2. il existe sur RY une unique mesure de probabilité invariante v pour la chaine (X, )n

et la chaine (X,,)n>0 est v-récurrente positive.

Remarque. On peut démontrer de fagon assez simple que, puisque p est adaptée et charge
R*~, le support de la mesure invariante v est égal & RT, méme lorsque celui de p est bornée
supérieurement ; ceci découle en fait de la construction de v, que nous décrivons dans la
démonstration qui suit.

Démonstration. On rappelle que (7.F),, désigne la suite des instants de record stricte de la
m.a.sg=0et S, =Y +---+Y,.

D’apres le Théoréme 3.2 , chap. XII de [5], on a P[T} +oc] = 1 et IP’[ST1+ < +o0] =1, de
plus les variables aléatoires positives T et ST1+ sont d’espérance finie (la formule de Wald
nous indique d’ailleurs que IE[ST1+] = E[T}"] x E[V3].)

Il est alors important de noter que, pour tout n > 0, on a

Xpp = fST,T_ST,,L oo fs,, (Xo).
D’aprés la section précédente, il existe sur R™ une mesure de probabilité ¢/ invariante pour la
chaine (XTTT)” ( pour préciser que v/ est unique, il faudrait vérifier que le groupe engendrée
par le support de la loi de ST1+ est dense dans R, ce qui est vrai et se démontre par un
raisonnement élémentaire; cependant, 'unicité de v’ n’intervient pas dans la suite de la
démonstration). Par la technique du balayage, la mesure v définie par

v(B) = E./ [Tf 1B(X,€)}
k=0
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pour tout borélien B de RT, est invariante pour la chaine (X,),>0. De plus, v(RT) =
V' (RY) x E[r] = E[7] < 400, ce qui prouve que v est une mesure finie ; quitte & multiplier v
par une constante, on supposera dorénavant que v est une mesure de probabilité.

Pour montrer que v est 'unique mesure de probabilité invariante, il nous suffit d’apres le
Théoreme 3.2 de vérifier que la suite (fy, o--- o fy, )n>1 est P-presque siirement proximale ;
ceci découle directement de la Proposition 3.6 et du fait que u est adaptée. O

3.5 Marche aléatoire sur le groupe affine de la droite réelle
3.5.1 Quelques rappels sur le groupe affine de la droite réelle

Soit G le groupe affine de la droite réelle R, c’est-a-dire le groupe des transformations
g : R — R de la forme
VreR g(x):=ax+b

avec a € R*T et b € R. Dans la suite on identifie g et (a,b) € R*T x R; si g1 = (a1,b1) et
g2 = (a9, by) sont deux élements de G, leur produit g1 g2 est donné par

VreR glgg(l’) =0 Ogg(%) = a1asx + a1bs + by,

soit
9192 = (a1,b1)(az,02) = (araz, ar1bs + by).

Le groupe G est non commutatif et est égal au produit semi-direct R** x R de R*t et R.
On note e = (1,0) son élément neutre.

La mesure de Haar sur G. Par définition, la mesure de Haar & droite (respectivement
a gauche) sur un groupe topologique est une mesure o-finie sur ce groupe, invariante sous
laction & droite (respectivement & gauche) des translations ; elle est unique, & une constante
multiplicative pres. Les mesures de Haar a droite et a gauche coincident évidemment lorsque
G est abélien ; par exemple, la mesure de Lebesgue sur R est la mesure de Haar pour le groupe
(R,+), de méme, la mesure %‘1 sur R*T est la mesure de Haar sur le groupe multiplicatif
(R*+) x). Ces mesures peuvent par contre étre différentes lorsque le groupe considéré n’est
plus abélien ; pour le groupe affine de la droite réelle G = R*t x R , la mesure de Haar &
droite est la mesure % et la mesure de Haar a gauche est d‘;gdb, elles sont donc distinctes,

on dit que G est non unimodulaire.

3.5.2 Sur la récurrence positive de m.a. sur le groupe affine

Nous considérons a présent une suite de v.a.i.i.d. g, = (an,b,),n > 1, a valeurs dans G et
de loi i ; les marches aléatoires droite et gauche sur G de loi y sont définies par Ry = Lo = e,
Ry+1 = Rugnt1 €t Lyy1 = gni1Ly. Plus précisément, pour tout n > 1, on a

Rn == (ala bl) e (ana bn) - (al ccclp, Zal e ak—lbk)
k=1

et .
Lo = (ansba) -+ (01,01) = (an a1, 3 an - agaby ).
k=1

Nous démontrons le

Théoreme 3.9 Supposons que E“ log a,| +log™ |bn|} < +oo et Ellogay] < 0. Alors, pour

tout © € R, la suite (R, (z))n>1 converge presque sirement vers une variable aléatoire finie
Z ; de plus, la loi v de Z est l'unique mesure de probabilité sur R invariante pour la chaine de
Markov (Ly, - x)n>1, la suite de fonctions aléatoires (Ly,), est P-presque sirement prozimale
sur R et la chaine (L, - x)p>1 est v-récurrente positive.
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Démonstration. Pour tout x € R on a R, (z) = a1---ap® + Y p_y a1+ ak_1b,. D’apres la
loi des grands nombres, pour presque tout w € {2, on a

1
- (1oga1(w) +...+log an(w)> — E(loga;) <0,

d’ott a1 (w)...a,(w) — 0. D’autre part, puisque E[log™ |b,,|] < +00, on a pour tout e > 0

> " P(log [by| > ke) < +o0,
E>1

1
et donc P(lim suplog |bx| > ke]) = 0; ceci entraine lim sup z log |bx| < 0 P-presque stirement

k—+4oc0
et donc
. 1 . logay + ... + logag_1 + log |by|
limsup(ay...ap—1bg)* = limsup eXp( )
n——4oo n—-4oo k

< exp(E(logay)) < 1.

Ainsi, d’apres le critere de Cauchy pour les séries a termes positifs, la série de terme général
+oo

aj - - - ap_1bx converge P presque-stirement vers une variable aléatoire Z := E ai---ap_1bg.
k=1

—+o0
Notons v la loi de Z et remarquons que la variable Z’ := Z as - - - ap_1bg suit aussi la loi v
k=2

et est indépendante de a;. La mesure v satisfait donc la pr_opriété suivante

/R(b(:r)u(dz) = /R/Gqﬁ(a:n +b) v(dz) p(dadb),

pour toute fonction borélienne bornée ¢ sur R ; en d’autres termes, v est invariante pour la
chaine de Markov (L, - ©)p>1.

L’unicité de v découle du Théoreme 3.2, puisque, d’apres ce qui précede, nous avons la
propriété de proximalité suivante : pour tous z,y € R

|Ly -2 — Ly -y| =a1--an|lz —y| — 0 P — presque stirement.

O

4 Itérations de transformations aléatoires : sur la récurrence
nulle
Dans tout ce paragraphe, nous considérons encore un systeme d’itérations de fonctions
aléatoires (hy,)n>1, nous énongons un critere général qui assure la récurrence nulle de la

chaine de Markov (L, - x), que nous l'appliquerons ensuite dans un certain nombre de
situations.

4.1 Un critére général

Dans ce paragraphe, nous démontrons le

Théoréme 4.1 Soit (hy), une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur
(Q,F,P) et a valeurs dans lespace des fonctions continues de R dans R. Pour tout n > 1
et tout réel x, on pose Ly, := h, «--hy et X,, := L,(Xp). On suppose que

1. pour tous x,y € R et tout compact K de R, on a

lim (Lp-2— Ly -y)lg(Ly-x) =0 P-presque sirement.

n—-+o0o
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“+o0
2. il existe un compact Ky de R tel que Z 1k, (Lp - x) = +00  P-presque sirement.
n=0
3. il existe sur R une mesure de Radon infinie invariante m pour la chaine de Markov
X, = L, (Xo).
Alors, la mesure m est l'unique mesure de Radon invariante pour la chaine (X,)n>o0, €t
celle-ci est m-récurrente nulle, c’est-a-dire vérifie la propriété suivante :
pour tout borélien B C R tel que 0 < m(B) < 400, le temps d’arrét T := inf{n > 1:
X,, € B} est P-presque sirement fini et satisfait I’égalité

]EmB [TB] = +o0,
ot mp désigne la mesure de probabilité sur R définie par mp(-) =

Avant d’établir ce théoreme, nous dégageons la définition suivante

Définition 4.2 Une suite (Fy,),>1 de fonctions continues de R dans R est dite localement
proximale lorsque, pour tous x,y € R et tout compact K C R, on a
lim (F,-z—F, y)lg(F, -x)=0.
n—-+o0o

Démonstration du Théoréme 4.1. Soulignons tout d’abord que le noyau de transition de
la chaine (X,,) est un opérateur de Feller; la condition 2 du théoréme entraine que (X,,)
est topologiquement conservative, I'existence d’une mesure de Radon invariante m découle
ensuite du théoréme 5.1 de [9]. L’hypotheése 3 permet donc simplement de supposer que
cette mesure m n’est pas finie, ce qui sera essentiel par la suite pour établir la propriété de
récurrence nulle annoncée.

Comme précédemment, pour tout entier n > 1 et tout réel z, on pose L, = g - g1, €t
XF: =L, x.

La mesure P,, sur I'espace R®Y des trajectoires de la chaine (X,,), obtenue comme
image de la mesure m ® P sur R x  par Papplication (z,w) — (z, L1 (w) - @, La(w) - x, - -+ ),
est invariante par 'application de décalage 6 sur R®N; on peut aussi remarquer que P,,, est
I'image de m® u®N par I'application (zo, g1, g2, )) — (o, ¥1 := g1-To, T2 = g2g1-To, " - )-

La propriété de contraction locale (1) et celle de récurrence (2) entraine que 6 est conser-
vatif et qu’on a donc, pour tout ouvert O C R tel que 0 < m(0) < +o0

P[{x € B9 3" 10(65) = 3 Tofan) = +00}] = 1. )
k=0 k=0

Le théoréeme de Chacon-Ornstein entraine alors : pour toutes fonctions positives f et p de

“+o0o
L!(m), sur 'ensemble {(x,w) : Zp(Lk(w) cx) = +oo}, on a
k=0

[f (Xo)/7]
[p(Xo)/Z]

L Saf()

m(dx) ® P — presque stirement, 10

=5
ot on aposé Sy, f(+) := Z F(Li), Sup(:) = Zp(Lk-), et olt Z désigne la tribu des ensembles
k=0 k=0

+oo
¢-invariant de R®N. Noter que ]P’m{(ac7 w) : Zp(Lk (w)-x) = —|—oo} = 1, quand p est positive
k=0

et continue & support compact avec [, p(x)m(dx) > 0; en effet, dans ce cas, pour € > 0 assez
petit, Uensemble {p > €} est un ouvert de m-mesure strictement positive, et la propriété (9)
ci-dessus est satisfaite.

Dans la suite, on fixe les fonctions f et p, que l'on suppose continues, positives et a
support compact.
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Etape 1. Vérifions que le terme de droite de (10) ne dépend pas du point de départ z.
Supposons que le support de f et p est inclus dans K et, pour § >, posons Ks5 := {y €
R:d(y,K) < d}. Comme f et p sont uniformément continues, on a d’apres la propriété de
contraction locale (1) : presque stirement, pour tous réels x et y et tout € > 0, il existe un
entier (aléatoire) N tel que, pour k > N, on ait

|f(Ly-x) = f(Lk-y)| < € 1k (Li-y)et  [p(Lg ) —p(Li - y)| < € 1k, (L - y)

Sn1K5 (y)
Snp(y)
Spf(z) = Snf(y) ‘ < ¢ lim Splis(y)

T netee Sup(y)

D’apreés (10), on peut fixer y de fagon que la suite ( ) converge P-presque stirement ;
n

ainsi lim sup
n—-+oo Snp(y)
presque siirement, pour tout x :

et € étant arbitraire, on a en fait IP-

lim sup ‘ = 0.
n—+o0 Snp(y)
De méme lim sup M’ = (0 P-presque stirement.
n—-+oo Snp(y)
E..[f(Xo)/Z
Lorsque la fonction L est bornée, il en est de méme pour la variable M et
g P Em[p(XO)/I]
donc pour la suite ( Snf((x))) P-presque stirement ; par conséquent, d’apres ce qui précede,
nP\T n
on a P
Snp(y) Spp(w) 1™ Snp(y) Spp() Snp(y)
lorsque n — +o00. Lorsque f/p n’est pas bornée, on se rameéne au cas précédent en écrivant
Snf : n Snp
— comme quotient de par .
Snp Sne+1f1) "~ Salp+|f])

En conclusion, on a montré qu’il existe une variable aléatoire Z , et un ensemble {2y C 2
de P-mesure 1, tels que, pour tout w € g et tout x € R, on ait

o Snf(x)
WEI_EDO Snp(x) - nyp(w)'

30



Etape 2. Montrons que la limite Z;, est constante P-presque stirement. D’apres ce qui
précede, pour tout w € g, tout kK > 1 et tout x € R, on a

Zf’p(w) = HETOO n
S p(Liw) )
=1
f(Li(w) - x)
S
n—-+oo n
> p(Liw) - x)
l=k+1
> @) gerr(w) Li(w) - @)
= lim lzlffl
TS pa) - g (@) L) - @)
l=k+1
Z fla(w) - grs1(w) - 2)
= lim l:I;-H .
TS baw) g (@) )
l=k+1

La variable Z¢ , est donc mesurable par rapport a la tribu asymptotique associée a la suite
(gn)n>1; elle est donc constante P-presque stirement, d’apres la loi du 0-1 de Kolmogorov.
On en déduit immédiatement que la mesure P, est ergodique pour l'opérateur 6 sur

En[f(Xo)/Z] f . .

R®N. En effet, on a —=——"= —F,, [f I} oll m,, est la mesure finie de densité p par
Elp(Xo)/z] e lp/ Lot

rapport a m sur R; d’apres ce qui précede, on a Ep,, [% /I} = cste pour toute fonction

continue a support compact inclus dans K, ce qui entraine que tout borélien f-invariant de
R inclus dans K est de P, -mesure pleine ou nulle, et donc de P;,,-mesure pleine ou nulle.
La derniere assertion du théoreéme se déduit alors directement de la formule de Kacs,
appliquée au systeme dynamique ergodique (R®N, B(R®N) 0, P,,).
a

4.2 Marche aléatoire sur R* avec absorption en 0

On considere de nouveau la marche aléatoire (X,,),, sur RT avec absorption en 'origine.
Si (Yy,)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de loi i, on consideére
une variable aléatoire Xy & valeurs dans R™ et, pour tout n > 0 on pose

X1 = maX(Xn - Yn+1»0) = fYn+1(Xn)

ol pour tout a € R, la fonction f, est donnée par la formule (6). On pose L,, := fy, o--o fy,

ot Ry = fy, 00 fy,.
Nous avons le

Corollaire 4.3 Soit (Y,,), une suite de variables aléatoires indépendantes de loi p définies
sur (2, F,P). On suppose que p posséde des moment d’ordre 2 et que E(Y;) = 0.
Alors

1. la suite (Ly)pn>1 st P-presque sirement prozimale sur R

2. il existe sur RY une unique mesure de Radon invariante m pour la chaine (X,), et
celle-ci est m-récurrente nulle.
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Démonstration. 11 nous suffit de vérifier que la chaine (X,,), vérifie les hypotheéses du
Théoreme 4.1.
Sous I’hypothese de centrage E[Y,] = 0, on a lilf Yi+ -+ Y, = 400 P-presque
n—-+oo

sirement. On en déduit plusieurs conséquences :

1. P[X; = 0 4.s.] = 1, pour tout réel x. La chaine (X,,), étant fellerienne, elle admet
alors une mesure de Radon invariante m sur R™.

2. D’apres la remarque 2 du paragraphe 3.2, pour tous z,y € Rt, on a X* = XY P-
presque sirement & partir d’un certain rang (aléatoire); la propriété de proximalité
locale est a fortiori satisfaite.

La démonstration s’achéve en vérifiant que la mesure m est infinie. Sinon, on pourrait
appliquer le Théoréme 3.2. Ainsi, pour tout intervalle B := [0,a] de mesure positive et
m-presque tout x € B, on aurait E,[Tg] < +o0.
Fixons § > 0 tel que P[Y; < —§] > 0; quitte & réduire l'intervalle B, on peut supposer
que m(Ja — 6,a]) > 0 et choisir x €]a — J,a]; on a en particulier E,[1jy,<_s5 % TB] < 400.
Mais, pour tout n > 2, on a

PoY1 < —6,Y2 <0,Ya +Y3 <0, Yo+ +Y, <0 <Py[Y; < —46,Tp > n]
d’ou

PY1 < 0] xPlrt>n—-1 = PY1<-§,Ya+Y¥3<0,-- Yo+ --+Y, <0
]P)m[yl S —5,TB zn]

IN

On aboutit & une contradiction en notant que E[77] = 400.00

4.3 Marche aléatoire réfléchie sur R*

On considére maintenant la marche aléatoire (X,,),, sur R* avec réflexion en l'origine. Si
(Y)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de loi p, on considere
une variable aléatoire Xy & valeurs dans R™ et, pour tout n > 0 on pose

Xn+1 = |Xn - Yn+1| = fYn+1 (XTL)

o, pour tout a € R, la fonction f, est donnée par la formule (8). On pose L,, := fy, 0---0fy,
et Rn Z:fy1 O'--Ofyn.
Nous avons le

Corollaire 4.4 Soit (Y,,), une suite de variables aléatoires indépendantes de loi u définies
sur (Q, F,P). On suppose que p posséde des moment d’ordre 2 et que E(Y;) = 0.
Alors

1. la suite (Ly)p>1 est P-presque stirement proxzimale sur R.

2. il existe sur R une unique mesure de Radon invariante m pour la chaine (X,), et
celle-ci est m-récurrente nulle.

Démonstration. 11 nous suffit de vérifier que la chaine (X,,), vérifie les hypotheses du
Théoreme 4.1.

La suite (Ly)n>1 est P-presque siirement proximale sur R (et a fortiori P-presque
stirement localement proximale) d’apres la Proposition 3.6. La condition (1) du Théoreme
4.1 est donc satisfaite.

On pose So =0et S, =Y +---+Y,. On pose Ty = 0 et on introduit la suite des temps
de records successifs T' = 11,715, ... définie par récurrence par

Tpyr = inf{k > T, : S, > Sz, }.

D’apres le Théoreme 3.2 , chap. XII de [5], on a P[T < +o00] = 1,P[St < +oo] = 1 et les
variables aléatoires positives T' et Sy sont d’espérance finie. L’hypothese (2) du Théoréme 4.1
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est satisfaite car la m.a. sur R™ avec réflexion en 0, associée & la suite de v.a.i.i.d intégrables

et strictement positives (STn — STwl) , est récurrente positive et que l'on a ’égalité
n

X1, = fsr,~5r,_, © 0 f5.(Xo)-

La chaine (X,,), admet donc une mesure de Radon positive et invariante m d’apres le
critere de M. Lin. Le fait que cette mesure n’est pas finie se démontre comme pour la m.a.
sur Rt avec réflexion en 0; sinon, on pourrait appliquer le Théoréme 3.2 et on aboutirait
alors & une contradiction avec 1'égalité E[T] = +o00.0]

4.4 Marche aléatoire sur le groupe affine de la droite réelle

On consideére ici une suite (g, )n>1 de variables aléatoires indépendantes de loi p1, définies
sur (2,7,P) et a valeurs dans le groupe affine de la droite réelle.

On suppose que la loi p est adaptée (hypothése H1), c’est-a-dire que le groupe fermé
engendré par son support est égal a G ; en particulier, elle est non dégénérée, c’est-a-dire

VeeR pu{geG:g-z=x}<1 e p{geG:alg)=1}<1.

Nous supposerons aussi que pu satisfait aux conditions suivantes : il existe n > 0 tel que

[ (11o5a(a) + log™ [6))*" ) u(dg) < o0 (hypothise Hz)

et
/log a(g)u(dg) = 0. (hypothése H3)

Sous I'hypothese d’adaptation H1, la marche aléatoire de loi o sur G est transiente puisque
le groupe G est non unimodulaire. Pour tout compact K de G, le nombre de visites

UK) = ]E[Jff 1K(Rk)} = E[io 1K(Lk)]

n=0 n=0

du compact K par les marches Ry et Ly est fini.

Rappelons que le groupe G s’identifie (en tant qu’ensemble) avec le demi-plan dit de
Poincaré H := R*t x R. On munit H de la topologie usuelle induite par celle de R?; la
frontiere OH s’identifie alors & R U {oo}, I'ensemble H U OH est alors le compactifié de H.

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer le

Théoréme 4.5 Sous les hypothéses H1, H2 et H3, la suite de fonctions aléatoires (Ly )y
est P-presque surement localement proximale sur R. De plus, il existe sur R une unique
mesure de Radon m invariante pour la chaine de Markov (Ly, - x),>1 et celle-ci (Ly, - )p>1
est m-récurrente nulle.

Démonstration. On note (S,), la marche aléatoire sur R définie par Sp = 0 et S, :=
loga(gi - - - gn) et on introduit la suite de temps d’arréts (7}, ), >0 définie par Ty = 0, et, pour
n>1:

Tn:=inf{k >T,_1: S < Sr,_,}.

La suite (gr, ©--- 0 g1)n>1 est encore une marche aléatoire sur G, dont la loi est celle de
la variable g, o --- o g1; d’apres le Théoreme 2.19, sous les hypotheses H2 et H3, on a
E[loga(gr, o---0g1)] €] — 00,0], par ailleurs on a aussi E[log™ b(gr, o---0g1)] < +oo (calcul
a faire, du a L. Elie). D’apres le Théoréme 4.5, pour tout réel x, la chaine (g7, 0+ 0g1-2)n>1
est récurrente positive sur R, elle est donc conservative et il en est a fortiori de méme pour
la chaine (L, - z), ; puisque (L, - z), est une chaine fellerienne, on en déduit I'existence
d’une mesure de Radon invariante m, d’apres 'argument de M. Lin. Les deux premieres
hypotheses du Théoreme 4.1 sont donc satisfaites et il nous reste a établir la propriété de
proximalité locale. Pour ce faire nous démontrons d’abord la proposition suivante qui précise
la fagon dont la m.a. droite (R,), tend vers 'infini dans le groupe G.
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Proposition 4.6 Sous les hypothése H1, H2 et H3, presque stirement pour tout g € G, on
a
lim ¢gR, = oo € JH.
n—-+4oo

qui nous permet alors d’établir le

Corollaire 4.7 Sous les hypothése H1, H2 et H3, la suite (L), est P-presque sirement
localement proximale sur R.

Pour démontrer le Théoreme 4.6, nous aurons tout d’abord besoin du résultat suivant :

Lemme 4.8 Soit H un groupe localement compact a base dénombrable de mesure de Haar

a droite dh et U (h, - := Zdh «* 1" h € H, le noyau potentiel d’une marche aléatoire a
n>0

droite transiente sur H de loi . Pour toute fonction ¢ € L1(H), la fonction h +— Ugp(h) est

dh-presque sturement finie.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que cette fonction est localement dh intégrable sur H.
Soit K un compact de H ; en utilisant I'invariance a droite de la mesure dh, on a

/H U(h) L (hy)dha /H /H O(haho)Lig () (U (dhs)dhy
//¢(h)1K(hh;1)U(dh2)dh
HJH

/ S U ()dh
H

ot U est le noyau potentiel de la m.a. droite sur H de loi fi. Par dualité, la m.a. droite de
loi i est transiente, puisque celle de loi p est; le potentiel Ul (h) est donc fini, et méme
uniformément borné par le principe du maximum ; il vient

/ U(hy) i (ha)dh < sup U5 (h) / 6(g)dy < +oo.
H heH H

O
Grace a ce lemme nous pouvons démontrer la

Proposition 4.9 Sous les hypotheses H1 et H2, pour presque tout g € G au sens de la
mesure de Haar, on a

P[an+1 € C,gR, ¢ Ci.s.] =0,
ou, C désigne l’ensemble C :=]0,1[x] — 1, 1[C H.
D’apres le lemme de Borel-Cantelli, il nous suffit de montrer que

“+oo
ZIP’[an+1 € C,gR, ¢ C] < +o0.

n=0

Or, PlgRy i1 € C,gRy ¢ C] = E[PlgRugas1 € C/Rulloe (gRn)| = E[@(gRa)], ot @ désigne

la fonction borélienne positive de G dans R définie par ®(g) := P[gX; € C]lce(g). En

d’autres termes on a
+oo

ZP[an—i-l eC, gR, ¢ C] = UT(I)(Q):

n=0

et pour démontrer la Proposition, il suffit de vérifier que ® est intégrable par rapport a
la mesure de Haar a droite dg = % (en effet, le groupe G étant non unimodulaire ses
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marches aléatoires sont toutes transientes, d’apres [6], et on peut appliquer le Lemme 4.8).

da db
Démontrons d’abord que // a,b)1g>1®(a,b) a

da db oo da db
//@(a,b)l[azu@(mb) = = / /1C (a,b)(ar,b1)) }
+oo da db
= Laar <111 [jaby+b]<1] }
da
= ZE |;/1 1[aa1<1]7:|

= 9E [bg(ail v 1)} = 2E[log ™~ (a1)].

< 4+00. On a

D’autre part, on a

da db ! da
//(I)(avb)l[a<l,|b\21]q)(a7b) < / / (151>1] L[labi+b]<1] db) }
1
_ / (Jaba| A 2) ]
0

car / 1[|b|21}1[|b—x\<1]db = |$| A2
R

1
da
= Eftncpica [ (abn2F

! da
+1[|b1|22]/ (labi| A 2)— }

= E{|51|1[0<|b1|52ﬂ +(2+ 10g(|51|/2))1[\b1\22]}
< 2+ Ellog|b|] < +oo.

d

Démonstration du Théoréme 4.6. D’apres la Proposition 4.9, pour presque tout g € G, la
suite (gR,), est P-presque stirement & partir d’un certain rang (aléatoire) , soit dans C
soit dans C°¢. L’hypothese de centrage E[logai] = 0 entraine que la suite (||og(a, - -a1))n
est récurrente sur R; ainsi, & partir d’un certain rang (aléatoire), gR,, vit dans C€, ce qui
s’exprime aussi par le fait que, pour preque tout g € G, la suite (R,,), reste dans gC° a
partir d’un certain rang.

Or la famille (gC°)4ec forme une base de voisinages ouverts de oo; comme pour tout
go € G fixé, 'ensemble des g € G tels que gC°¢ C goC* est de mesure de Haar positive, on
peut choisir une suite (gi)r d’éléments de G tels que R,, vive ultimement dans chaque g, C*
et la famille (gxC*), forme une base de voisinages ouverts de co. Il vient R,, — +oop.s.
lorsque n — 400, et il en est dde méme pour gR,,, pour tout g € G..J
Démonstration du Corollaire 4.7. On a L, = g+ g1 = (gf1 gD = R ou (R,
est la marche aléatoire droite de loi ji, image de p par l'application g — ¢~ '. Puisque
(a,b)"'=(1, -2 ona

a’

b(Ry) .

b(Ly) = ——== = —a(L,)b(R,).

(L) = 23 = —alL (R
Soit k > 0 tel que K C [—k, k]; le fait que L, -y = a(L,)y + b(Ly) € K entraine |b(L,) <
|k 4+ a(Ly,)|y|, et donc, d’apres l'inégalité ci-dessus, on a |b(R,,)| < aL) + |y|. En résumé

. . 1
L, - K < 1
n-Y € = max(a(R,),b(R,)) < (kV )a(Ln)

La marche aléatoire droite (R, ), satisfait les hypothéses du Théoréme (4.6) si bien que

max(b(R,),b(R,)) — +oo d’ott on déduit a(L,) — 0.0
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5 Appendice

5.1 Sur les chaines de Markov a espace d’états dénombrable

On ne redonne pas ici la notion de chaine de Markov sur un espace d’état dénombrable
mais on rappelle tres brievement les notions d’irréductibilité et de récurrence positive et
récurrence nulle.

L’espace E sur lequel vit la chaine de Markov (X, )n>0 que nous considérons est donc
dénombrable ; nous disposons ainsi d’une matrice stochastique infinie (p .y )a,yex qui précise
les transitions de la chaine

Vn>1Ve,y € E PXpt1 =y/X, =] = pay.

Les coeflicients p, , sont tous positifs ou nuls et I'on a ZyeEpz,y = 1. Pour tout k£ > 1, et
tout x,y € E, on pose

pg;ﬁ)/ = Z Z T Z Pz,21Pz1,22 " " Pr_1,y-

z1€EE x2€F Tp—1€EE

On a
Y,k > 1LVe,y € B P[X,yp = y/X, = 2] = pl).
La chaine (X,,),>1 est dite irréductible lorsque pour tous z,y € E, il existe k > 1 tel que
E
pég), > 0.

Pour une telle chaine, il existe sur E une mesure invariante m, unique a constante
multiplicative prés. Pour tout z € E, on pose 7, := inf{n > 0: X,, = 2} ; par irréductibilité
de la chaine (X,,)p>1 , on a Py [7n < 4+00] = 1 quelque soit le point initial zo de E et de
plus

- lorsque m est finie (on suppose alors que m est une mesure de probabilité sur F)

1

Ve e  Eilr] = (@)

On dit que la chaine (X,,),>1 est récurrente positive.
- lorsque m est infinie
Ve e Eplr] = +oo.

On dit que la chaine (X,,),>1 est récurrente nulle.

5.2 Egodicité et formules de Kacs

Nous énoncgons la formule de Kacs pour un systéme dynamique ergodique quelconque ,
c’est-a-dire que la mesure invariante m soit finie ou non (voir [4], théoréme 1.5.5 ) Rappelons
que lergodicité de m signifie que tout ensemble B € 7 invariant sous ’action de T est soit
de mesure 0, soit de de complémentaire de mesure nulle; on retrouve la notion classique
d’ergodicité lorsque m est une mesure de probabilité.

Théoréme 5.1 Soit (X,7,T,u) un systéme dynamique ergodique. Pour tout ensemble A
de T tel que 0 < m(A) < 400, on pose 74 :=inf{n > 0:T"(z) € A}. On a

/ATA(x)m(dx) =m(X).

Si on note my4 la mesure de probabilité sur A définie par ma(-) :== ————=, on peut
m
“réécrire” ’énoncé précédent de la fagon suivante

- lorsque m est une mesure de probabilité sur X, on a / Ta(x)ma(de) = ——.
X m(A)

- lorsque m est une mesure infinie sur X, on a / Ta(x)ma(dz) = +o00

X
retrouvant ainsi des énoncés classique pour les chaines de Markov a espace d’états dénombrable.
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5.3 Sur la conservativité des chaines de Markov fellerienne

Nous précisons ici un résultat de M. Lin concernant l'existence de mesure de Radon
invariante pour une large classe de chaines de Markov (X,,),,>0 r R dont le noyau de transition
P est de Feller, c’est-a-dire

Vf e C(R) Pf e C(R).

Pour une telle chaine de Markov, nous avons le

Théoréme 5.2 Si le noyau P agit sur C(R) et s’il existe une fonction continue, positive
+oo

et a support compact g telle que ZP”g(x) = 400 pour tout x € R, alors il existe sur R

n=0
une mesure de Radon P-invariante m.

Nous renvoyons le lecteur au Théoreme 5.1 de ([9]).

5.4 Sur les moments de la marche induite pour le groupe affine de
la droite réelle

Lemme 5.3 Soit (U,),>1 une suite de variables aléatoires positives indépendantes et de
méme loi et telles que P[U,, # 0] > 0. Alors on a

E[log(l + Ul)] <400 & limsupUM™ =1 p.s.

n—-+oo

< limsup U,ll/” < 400 p.s.

n—-+oo

Démonstration. Remarquons tout d’abord que la v.a. lim sup Uﬁ/ " est P-presque strement

n—-+4oo
constante, d’apres la loi du 0—1 de Kolmogorov. De plus, il existe § > 0 tel que P[U,, > §] > 0,
+oo
d’on ZIP’[Un > §] = +oo. Par Borel-Cantelli, il vient IP’[lim sup[U, > 0]| = 1 et donc
n=1 n
lim sup U}L/ ™ > 1 P-presque silirement.
n—-—+oo
Rappelons que la v.a. log(1 4+ Uy) est intégrable si et seulement si, pour tout a > 0, on
“+oo
a ZP[log(l +U,) > an] < 400, ce qui est équivalent &
n=1
lim sup |log(1 4+ U,,) > an} =0 P-presque sirement,
n—-+4oo
ou encore )
limsup(l + U,)» <e® P-presque siirement.
n—-+4oo

Ainsi, si log(1 4+ U;) est intégrable, on a limsup(1 + Un)% < e* IP-presque stirement

n—-4o00
pour tout a > 0, soit limsup(l + U,)* <1 P et donc limsup(1 + U,)
n——+oo n—-—+oo
stirement, d’apres la remarque en début de démonstration.

Réciproquement, si lim sup(1l + Un)le est P-presque stirement finie, cette variable étant
n—-+oo

3=

=1 P-presque

P-presque stirement constante, il existe a > 0 tel que limsup(1 + Un)% < e* P-presque
n—-+oo

stirement et ’on en déduit que log(1 + Uy) est intégrable.(]

T —1
Proposition 5.4 Sous [’hypothése H2, on a ]E{log(l + Z ai--- akflbk)} < 400.
k=0
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Démonstration. D’apres le Lemme 5.3, il faut et il suffit de montrer que

Tn+1

1
lim sup E aT, 41" Qk— 1bk‘ < 400 P-presque stirement
n—-+oo k=T, +1

ce qui se déduire immédiatement de la propriété

Tn 1
hmsup’E ai - ap—1bg

- < 400 P-presque slirement

On sait que les variables T,1 — T}, sont indépendantes et de méme loi que 77 ; de plus
P[Ty > n] ~ 7 dlot E[Tf] < 400 pour a < 1/2. 1l vient limsup 7, /n < +oco P-presque

n—-—4o0o
surement. On a

Ty 1 Ty T
"< hmsupexp<— 1og<1 + E ap - ak_lbk)—">
n

n—-+oo h—1 n—-+4oo

et il suffit donc de montrer que

T,
K :=limsup Ta log(l + Z ai - ak,lbk) < 400 P-presque siirement.

n—-+4oo n

k=1
T'IL
On a 10g<1 + Zal e ak,lbk> < sup log(l+aj---ak—1bg) + logT,, d’ou
P 1<k<T,

1
K < limsup—a( sup log(l—i—al-nak,lbk))

n——+oo 1<k<T,
1
sup (log(l +ap--- ak,lbk)) °
- limsup<1SkST" )a
n—-—+oo Tn
Th 1
Z(log(l +ay-- -ak_lbk)> :
< limsu (kzl )a
n—>+<>£ Tn

et donc .

K < ]EKlog(l +ar- "ak—lbk))g}av

Q=

d’apres la loi des grands nombres, la variable (log(l + ag - -~ak_1bk)) étant intégrable,

pourvu que « < 1/2 soit assez proche de 1/2.

K<’
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