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1 Introduction

Soit (X, ),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(v.a.ili.d) définies sur une espace probabilisé (2, A, P) et & valeurs dans Z. On suppose dans
cette introduction que E[|X,|] < +oco, on pose m := E[X,,] et S, := So + X1 + -+ + X,
pour n > 1.

S,
Si m # 0, on a, d’apres la loi forte des grands nombres — — m  P-presque siirement,

n
ce qui entraine S, — +oo P-presque stirement lorsque m > 0 et S,, - —oco P-presque
+oo

stirement lorsque m < 0. Ainsi, pour toute réel a > 0, la v.a. Z 1[—a,q)(Sn), qui est égale
n=1

au nombre de visites de la m.a. (S,), dans l'intervalle [—a, a], est finie P-presque stirement

lorsque m > 0 En fait, on a en fait dans ce cas

E {f 1[_(1,&](5”)} < 400,
n=1

ce qui est une propriété beaucoup plus forte mais aussi beaucoup plus délicate & obtenir.

Si m = 0, et si 'on suppose pour simplifier que E[X?2] < 400, on peut montrer & 'aide
du théoréme central limite et de la loi du 0 — 1 de Kolmogorov que

liminf S, = —0co et liminfS, = +oo P-presque stirement. >

Ainsi, si on suppose que la loi des X; est & support dans [—a,a], on obtient alors
—+oo
Z 1—4,0)(Sn) = +00 P-presque stirement.
n=1

Dans ce cours, nous allons préciser cette notion de “visite” des ensembles finis d’entiers.
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S, S,
2. En fait, plus précisément, on a liminf == = —oco et liminf —= = +oo P-presque stirement,
n n

S
et les grandes lignes e la démonstration sont les suivantes : pour tout ¢ > 0, on a lim[P’[\/—z > c] =
n

1 “+oo S, S,
E A 67“2/2du7 d’out ]P’[limnsup{\/—% > C:|:| > 0. L’événement limnsup[\/—% > c] étant mesurable par

S
rapport a la tribu asymptotique associée a la suite (Xn),,>1, on a en fait P[lim sup[—n > c” =1 et donc
n

Vvn
S, S,
aussi ]P’[lim sup — > c] = 1; le choix de ¢ étant arbitraire il vient ]P’[lim sup — = —i—oo] =1.



2 Marches aléatoires sur Z¢

La suite (Sy,),>0 introduite dans I'introduction est un exemple fondamental de chaine
de Markov sur Z¢ de noyau de transition (P(z,-),cz¢ définie par

VACZY P(x,A) = u(A—x).

On peut aussi définir P a l'aide des fonctions boréliennes bornées : pour tout fonction
borélienne bornée ¢ : Z¢ — R et tout = € Z%, on a

Po(x) = / o(z + y)u(dy).

L’opérateur P agit par dualité sur I’ensemble P(Z%) des mesures de probabilité sur Z¢ de la
facon suivante : pour toute mesure de probabilité v sur Z?, la mesure vP est définie par

vP(A) :=v(Ply) = /PlA(aj)u(dx) = /1A(y)P(sc,dy)1/(dy).

Ainsi, si la loi de Sy est v, alors, pour tout n > 1, celle de la variable .S, est égale a v * u*",
ou p*" désigne la puissance de convolution n**™¢ de la mesure yu; par convention, on pose
'LL*O — 60'

On notera ((Zd)®N,P((Zd)®N, (Sn)n>0, (Pm)xezd) la chaine de Markov canonique associée

au noyau de transition P. On rappelle que P, désigne la mesure de probabilité sur P(Z%)=N
définie par : pour tous boréliens Ay, A1, --- , A, de Z¢

Pp(Agx Ay x---xAp) =14,(x) // e / lag(z4x1) -+ 1a, (x+z1+ - Fan)p(dey) - - - p(dey,).
Plus généralement, P, désigne la mesure de probabilité sur P(Z%)®N définie par

P, (Agx A1 x---xAp) = // - / lag(xo)lay(mo+z1) - 1a, (zo+x1+- - 4z v(deo) p(dey) - - - p(dzy).

Dans la suite de ce cours, (X,,),>1 désigne une suite de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi j, & valeurs dans Z? ; pour tous entiers n > m > 1,
on pose S, =5 +X;+ - +X, et S =X, +---+X,.

On introduit aussi les

Définition 2.1 Soit S,, le support de la mesure i, c’est-a-dire le plus petit sous-ensemble
de 7% de p-mesure 1. On note T,, le semi-groupe engendré par S, et G, le groupe engendré
par S,,.

On dit que p est adaptée sur Z? lorsque G, = VAS

Exemples . 1. y=¢gd_1 +péi,onal, =G, =Z.
1. p=¢qbo+pd,onal, =Net G, =7Z.

2.1 Propriétés de récurrence
Nous avons tout d’abord la

Définition 2.2 L’entier x est une valeur possible de (S,)n>0 s’il existe n > 1 tel que
L’entier x est une valeur de récurrence de (S,)n>0 st Po[S, =z i.s.] = 1. (3)

3. on peut de fagon équivalente dire que x est une valeur de récurrence de (Sn)n>o lorsque Po[S, =
z 4.s.] > 0; I'événement [S, = z i.s.] étant un événement de la tribu asymptotique associée & la suite
(Xn)n>1, laloi du 0 — 1 de Kolmogorov entraine qu’il est alors de mesure pleine.



On voit de facon immédiate que ’ensemble P coincide avec le semi-groupe fermé T,
engendré par le support de g. On a de plus le

Théoréme 2.3 L’ensemble R des valeurs de récurrence de (Sy)n>0 est soit vide soit un
sous-groupe de Z¢. Lorsqu’il est non vide, l'ensemble R est aussi égal a 'ensemble P des
valeurs possibles de (Sy)n>0-

Attention! Quand R = 0, ce n’est plus vrai; par exemple, si u = %(50 +01),ona P =N
et R = (. De plus, quand R # 0, 'ensemble R = P = T}, est un groupe, d’'ot R = G,,.
Démonstration. Supposons R # §); on a R C P et montrons le

Fait 2.4 Siz e R ety P alorsx—y e R.

Démonstration du Fait. Sinon, la m.a. visiterait le site x — y un nombre fini de fois avec

probabilité positive, i.e.
]P’[U ﬂ [Sn;«éx—y]} >0

m>1n>m

si bien qu’il existerait m > 1 tel que IP’[ ﬂ [Sn #x— y]} > 0. Puisque y € P, il existe k£ > 1
n>m
tel que P[Sg = y] > 0.
Notons alors 57" = X, + --- + X,, pour n < m et 0 sinon. Pour tout ¥ > 1, on a
IP’{ m [Sn # z — y]} = IP[ ﬂ [SkHn £ o — y]} car la loi de (X;);>1 est égale a celle de
n>m n>m

(Xi)i>k+1. Les variables S’k””m > 1, et Si sont indépendantes, donc

PliSi=yln [ () ISE" # 2 —yl] | = PiSk = 9] x B[ () [} # 2 —3]] >0

n>m n>m

et on en déduit que = ¢ R en notant que

[Sk=yln ([SE" #x—yl C () [Sken#2l= [ [Sn#2]

n>m n>m n>m+k

d’ou une contradiction.

Démontrons a présent le Théoreme 2.3. D’apres le fait on a

T€eER = 0=x—x€R
zteER = —x=0—x2€R
T, y€ER = z+y=y—(—2)€ER

si bien que R est un groupe.

On a R C P. Pour établir 'inclusion inverse, quand R # ), on note tout d’abord que
dans ce cas on a 0 € R ; en effet, R contient au moins un point xg, d’ou 0 = 2y — ¢ € R.
On choisit ensuite y € P ; d’apres le Fait ci-dessus, ona —y =0 —y € R et donc y € R.

a

Définition 2.5 Si R =0, on dit que la m.a. est transiente ; lorsque R # (), on dit que la
m.a. est récurrente.

Insistons sur le fait que lorsque la m.a. est récurrente, elle visite infiniment souvent tous les
points de G,.

Introduisons & présent la suite de temps d’arrét (7,)n>¢ définie par 70 = 0 et 7,, :=
inf{k > 7,_1 : Sm = 0} ; cette suite est égale au temps successifs de visite de 'origine 0 par
la m.a. Nous avons le

Théoréme 2.6 Pour toute marche aléatoire (Sp)n>0 sur Z4, les assertions suivantes sont
équivalentes



1. Plm < 4o00] =1
2. P[S, = 0i.s]=1

+oo
3. P[S, = 0] = +o0.
n=0

Démonstration. Si P[r; < +oo] = 1, alors, pour tout n > 1 on a aussi P[r, < +00] =1 : en
effet, on peut écrire

Plr, < +00] = > Polra_1 =k, >1tq. Spy =0]

k>1

= ) Po[rn_1 =k, 3 >1tq Sps— Sk =0
k>1

= ZPO[Tn_l = k] Po[3l > 1 t.q. S; =0
E>1

= Y Polra_1 = k] Po[r < 0]
k>1

= ]P’[Tn,l < 4o0] X P[Tl < 4o00].

Il vient P[7;,, < +o0] = P[1; < +00|™.
Notons alors N le nombre de visite en 0 de la m.a.; on a

+o0 oo
N = Z lis,=0] = Z 1[TTL<+OO]
n=0 n=0

et

+oo +o0
1
E[N] =S Plr, < =N Pl < n_
B N
d’olt

=
=
I
+
8
¢

Plr < +o0] =1
Vn>0 Plr, <+4+x]=1

= P[ﬂ[rn<+oo]} —1

s P{Nz +oo]] ~1.

i3

|
On notera que ce résultat (et sa démonstration) est en fait valide pour une chaine de
Markov irréductible sur un espace d’état dénombrable; nous avons donné les détails de la
preuve par soucis de clarté.
Rappelons que la m.a. est une chaine de Markov sur Z¢ de noyau de transition P(x, dy) =
0z * 1(dy). ; sous P, la loi de S, est donc d,, * u*™, si bien que pour toute fonction borélienne
positive ¢ définie sur Z¢, on a

D EL[6(S)] =D 6u k" (0) = Gola),

n>0 n>0

ou G(x,+) := % E 1™ est le noyau de Green associé a la mesure u. En particulier, aucours
n>0
de la démonstration précédente nous avons montré que on a
1

G(0,0) =EIN) = ;g

Enoncons a présent un critere général permettant de décider si une marche aléatoire sur
Z% est récurrente ou transiente ; nous avons le



Théoréme 2.7 (Kesten, Spitzer (1957) ) Soit (Sn)n>0 une m.a. adaptée sur Z* de loi  ;
on note i sa tranformée de Fourier. La m.a. (Sp)n>0 est récurrente si et seulement si il

existe € > 0 tel que
1
-/B(O,e) 1 — fu(t)

La démonstration de ce théoreme est difficile, nous renvoyons le lecteur au livre de [?] ot il
pourra trouver une démonstration compléte. Nous nous contenterons de démontrer la version
plus faible suivante, qui sera amplement suffisante dans ce qui suit :

Théoréeme 2.8 Sous les hypothéses du théoréme 2.7, la m.a. (Sy)n>0 est récurrente si et
seulement si il existe € > 0 tel que

1
lim Re (———=)dt =
721/ B(0,e) (1—7‘M( ))

Remarquons que si un des critéres ci-dessus est satisfait pour ¢y > 0 donné, il I’est a fortiori
pour tout € < €p. Cette version “faible” du Théoreme de Kesten-Spitzer admet de fagon
immeédiate le

Corollaire 2.9 Si la fonction t — Re ( ) n’est pas intégrable au voisinage de 0

o
1—jt)

alors la m.a. (Sy)n>0 est récurrente.

La réciproque est aussi vraie, mais délicate a établir; c’est 'objet de 1’énoncé du théoreme
2.7.

1
Démonstration. On a lim Re (7A ) ( ) par le lemme de Fatou, il vient
r—1 1 —rjf(t) fi(t)
. 1
Ve > 0 hmmf/ Re( / . )dt,
=1 JB(0,e) 1—ri(t . E]d — i(t)

d’ou le résultat en appliquant le Théoreme 2.8.

Démonstration du Théoreme 2.8. Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 2.10 1. Sila m.a. (Sn)n>0 est adaptée sur Z¢ on a

j(t) =1 <t € 2nZ°.

2. Pour tout r € [0,1], la fonction t — Re ( ) est positive sur RY.

o
1—rp(t)

3. Pour tout € €] — m, [, on a

1
limsup/ Re (7A) < 4o00.
r=1 J o] d\ [ e qd 1—rp(t)

Démonstration du lemme 2.10.

1. Si u est adaptée sur Z< et t € 27Z? alors ju(t) = 1. Réciproquement, si < t, X; >¢€

27rZ P-presque stirement, alors pour tout x € G, = Z4 on aura < t,x >€ 277 i.e.
< g,x >¢€ 7. Si I'une des coordonnées de ﬁ n’est pas entiere, cette propriété n’est

plus satisfaite pour un choix judicieux de x. Contradiction.

9 Re ( lA ) _Re (1 —7:/4(—2t)) _1 — rE[cos A< t,j(l >| >0.
T/ = =) 1= ra0)
3. Onalll- rﬂ(t)| — 1= a(#)]|| <1 —rsibien que ||1 — rf(t)| converge uniformément
vers ||1 — fi(t)| lorsque  — 1; comme ¢t — 1 — /i(¢) est continue et ne s’annule pas sur

1
[, w4\ [ €, €)%, il existe donc ¢ > 0 tel que

vt € [—m, )%\ [—¢, €)? 1imi{1f 1 —ra(t)| > c.
r—



d’ou

1—rEfcos <t,X;>] 2

1
lim sup Re (7A> < limsu — < — < H4o0.
N 0 A S TR IO c.
0
Démonstration du Théoréme 2.8. Pour tout r € [0,1] et tous x,y € Z%, on pose
n>0
Notons que I'on a 1,3 (y) = L/ ¢! @t dt, si bien que
(27T)d [=m,m]d
Gr(0.0) = Y " EolLioy (S = g [ B ar = g [
n>0 (QW)d [—m,m]e n>0 (27T)d [—m,m]? 1- Tu(t)
Le terme de droite ci-dessus étant réel, on a donc
1 1
6.(0.0) = Re(-— L Y
0.0)= Gy /[] T
. 1 1
D’apres le lemme 2.10, on a sup ———— Re(iA)dt < +00.
r€]0,1] (27T> [—m,m]d\[—€,€]? 1- T/J'(t)
1
Ainsi, 8’1l existe € > 0 tel que sup / Re (f)dt < 400, on aura G(0,0) <
r€]0,1[ J [—e,€]? 1- ’r/"t(t)

+o00 et la m.a. (Sp)n>0 est alors transiente.

1
A contrario, G(0,0) = +oco dés que sup / Re (7A)dt = +00, et dans ce
rel0,1[J e, 1L —ri(t)

cas la marche (S,,),>0 est récurrente.

O

Applications.

1. En dimension 1, une marche aléatoire ¢ admettant des moments d’ordre 1
est récurrente lorsqu’elle est centrée.

L’argument se simplifie singulierement s’il existe des moments d’ordre 2. En effet, dans

cecasona i(t)=1— i;2(1 + €(t)), d’ott, pour ¢ assez petit

Re (1 —lﬂ(t)) - 021752 Re (1 +1e(t)) 2 021152'

Cette derniere fonction n’est pas intégrable au voisinage de 0, la m.a. (Sy,),>0 est donc
récurrente.

La démonstration est plus délicate quand on suppose seulement ’existence de moments
d’ordre 1, nous la détaillons a présent. Nous avons

1 1-—
Re (-——) > s— .
1—rp (Re (1 —ri)? +t2(Im )2

2
avec (Re(1—7/1))? = ((1 —r)+Rer(l— ,&)) <2(1—7)2+2r%Re (1 —/1))2. Sous les
hypotheses E[| X1|] < +oo et E[X;] = 0, la fonction ji vérifie i(t) = 1 + te(t), si bien
que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour |t| < 7, on ait

[Im 4] < eft] et [Re (1 /)| <et].



Il vient

/nR( ! )it > @ )/n dt
e ——— -
- 1—ri(t) - _p 2(1 = 7)% 4 3r2e2t?
1 /” dt
> Y
3(1—=r) Joy 1+ (15€t)
, L 77 du t t
— ———— enposant u = ,
[ (A N W T b 1—r

n 1 T
d’ou sup / Re <7A)dt > —. Le parameétre € étant arbitraire, on a finalement
r<1J_y 1 —rp(t) 3e

sup /77 Re (%)dt = +00, ce qui prouve que la m.a. est récurrente.

r<l1 1- ’I”/J,(t)
Citons aussi le théoreme de Chung-Fuchs qui stipule que si S,,/n converge vers 0 en
probabilité, alors (Sy,), est récurrente.

2. Sur R2, toute marche aléatoire de carré intégrable et centrée est récurrente.
En effet, on a dans ce cas fi(t) =1 — o )( 1+ €(t)) ot Q(t) = E < Xy,t >2) est une
forme quadratique non dégénérée sur ]R2 On a, pour € > 0 assez petit

1 2 1
/B(O,e) e (m)dt - /B(o,e) Q(t) fe (1 —l—e(t))dt
dt
- /B(o o)

™ rdrdd .
= / / 20(ug) avec ug = (cosd,sin6)

d’ou le résultat.

3. Pour d > 3, toute marche aléatoire adaptée sur Z¢ admettant des moments d’ordre 2
est transiente. Il suffit de le démontrer dans le cas centrée évidemment ; pour r < 1 et
|t| assez petit (afin d’avoir Re(1 + €(¢)) > 1/2), on a

1 4
Re (1 —rﬂ(t)) = 1—r+r2MRe(1 + €(t)) = rQ(t)

(on utilise le fait que, pour tout nombre complexe z = a + ib avec a < 1, on a
1 l—a 1
Re( ) = < . Le changement de variable en coordonnées
1—2 1—a)?2+0v* — l—a) &

polaires ¢ — (t/||t], ||t||) donne alors

1 4 dt
/|t||§eRe (1 —Tﬂ(t)>dt B /t||<eQ(t)

L
= §</o pd*?’dp)x< - C;I(Z)) < 4o0.

2.2 Théoréme limite local sur Z¢

N

IA

Nous considérons ici une marche aléatoire (S,,),>0 adaptée sur Z? dont nous noton sy la
loi. Nous cherchons & préciser le comportement lorsque n — 400 de la probabilité P[S,, = x|
pour tout point x € Z4.



Nous avons vu que dans le cas de la marche au plus proche voisin sur Z se présente
un probleme de ”périodicité” puisque dans ce cas la marche, bien qu’adaptée a Z, ne peut
revenir en 0 qu’a un instant pair (de fagon plus générale, elle ne visite des sites pairs qu’a des
instants pairs et des sites impairs qu’a des instants impair). Notons que dans cet exemple,
le support de p est S, : {—1,1} si bien que S, C 14 2Z; on peut aussi remarquer que dans
cecasona S, — S, :={r—y/z,y € S,} ={-2,0,2} et le groupe engendré par S, — S, est
égal a 27.

Nous introduisons ainsi la
Définition 2.11 Soit ;1 une mesure adaptée sur Z%. On dit que p est apériodique si et
seulement si il n’existe pas d’éléments a € Z¢ et de sous-groupe propre H C Z% tel que
S, Ca+H.

De facon équivalente (Y, p est apériodique lorsque le sous-groupe (Sy — Sy) de 74 en-
gendré par S,, — S, n'est autre que VAR
Exemples -

1. En dimension 1. Les mesures uj := pd; + gd_1 (avec 0 < p < let g =1—p) et
to = pd1 + qé_1 +1dg (avec 0 < p,q,r < 1l et p+ g+ r = 1) sont adaptées sur Z; la
mesure p1 n’est pas apériodique, mais uo est.

2. En dimension 2 (avec (7, ) la base canonique de R?). Les mesures pi3 := 1640+
07+ 0.~), pa = 20+ 6- + 67+ 0.~ +do) et ps = (6 4 67) sont toutes les trois
adaptées sur Z? mais seule p4 est apériodique; en effet

(a) S,y Ci+Hou H={(S,, —S,, =){{zi+yj/z,y €Zetz+yc 2L}
(b) S,.s C ;—i—Z(;—;) ce qui signifie qu’en quelque sorte p5 est en fait 1 dimensionnelle !

Nous avons la

Propriétés 2.12 La mesure Z%-adaptée p est apériodique si et seulement si
()] =1 &t € 2nZ¢

Démonstration. On a

) =1 WeR E(HHX)) =
0 eRVzeS, (t,x)€0+2rZ
Ve €S, —S, (ta)e 2L

Vo e (S, —S,) (ta)e 2L

t o0

Si p est apériodique, (S, —S,) = Z% et la dernicre assertion ci-dessus équivaut au fait que
t € 2n7°.
Réciproquement, si S, — S, engendre un sous-groupe propre de 72, il existera des t ¢
2Z4 tels que (t,x) € 27Z pour tout élément = de ce sous-groupe.
O

Nous avons alors le

Théoréme 2.13 Soit (S,)n>0 une marche aléatoire sur Z4 de loi p admettant des mo-
ments d’ordre 2. On suppose que i est centrée, adaptée et apériodique sur Z%. Alors, pour
tout x € Z%, on a

1
ngrfoo(%m) P[S,, = z] T 0

ot det Q est le déterminant de la forme quadratique Q définie sur R% par

YAeRY Q) =E[(X1, N2

4. eneffet, si Sy, C a+H,ona S, —S, C H et donc aussi (S, —S,,) C H ; réciproquement si S;, —S,, C H
alors S, C a + H pour tout point a de S),.



Démonstration. Pour tout z € Z¢ on a

PS, = ] = E[1(Sn — )]

1 )
i(t,Sn—x)
]E((27T)d /[Wyw]de dt)
1 —(t,x) A n
= T O

o ),
(27T)dnd/2 [=7/mi,m/n]d

i

eV i

avec fi(t) =1 — 2Q(t)(1 + o(t)) si bien que

()" = ew((nmi - ) e ()
— )" =expl(nIn(l — —Q(u)(1 +0(n))) — exp(——— ).
()" = exp((nIn(1 — 5 QML +o(m) — exp (-
On doit utiliser le théoreme de convergence dominée pour pouvoir passer a la limite sous le
signe [ ; ceci n’est pas possible sans certaines précautions, que nous détaillons ici, et c’est &
présent qu’intervient ’hypotheése d’apériodicité. Pour tout § €]0, 7|, on pose

(2mn)Y?P(S, = ] = I, + J,,

avec
,/1 /_
27‘rd [=8v/n,6/n]4

I,(5) == e v )

u
N ”d
i)
et

1 L

Nors /[—w RN NN RN vn

On choisit § > 0 assez petit pour que |o(t)| < 1/2 lorsque t € [, )%, si bien que

i

eV i

Jn(6) = ) du.

1
wa4ﬁmmdM%WZWQMM%QWHd%MSW@%%
On peut donc utiliser le théoreme de convergence dominée et “passer a la limite” sous le
signe [ dans I,,(d) ; on obtient

. _ 1 Quy,
ngrfw]n(é) = NS /Rd eXp(—T)du = y/det Q.

Par ailleurs, il existe ps; €]0, 1] tel que |fi(t)] < ps < 1 lorsque t € [, 7]% \ [, 5] et I'on
obtient donc

/2 ;
limsup |/, ()| < lim sup z 7 / |a(t)|"dt < limsup v2mn py = 0.
n—+oo n—+oo m [~ 7]\ [—5,8]4 n—s+oo

O
Le cas ol lam.a. (Sy,)n>0 est décentrée se déduit du cas centré via un argument classique
de “relativisation” :

Corollaire 2.14 Soit (S,,),>0 une marche aléatoire sur Z¢ de loi i admettant des moments
d’ordre exponentiels de tout ordre. On suppose que . est décentrée, adaptée et apériodique
sur Z¢ et que son support nlest porté par aucun demi-espace de R?. I existe alors une
constante p = p(p) €]0, 1] et, pour tout x € Z¢, une constante c, > 0 telle que

lim (n)¥2p"P[S, = z] = c,.

n—-+o00
Démonstration. Sous les hypotheses de ce corollaire la fonction de Laplace
L:X = L(\) = E(eM¥X))

est définie pour tout A € R?. Comme Sy n’est inclu dans aucun demi-espace de R?, pour
tout A € R4\ {0}, on a P({\, X;) > 0) > 0 et P((\, X;) < 0) > 0. Plus précisément on a la



Proposition 2.15 On suppose que u admet des moments d’ordre exponentiels de tout ordre
et que son support n’est pas réduit a un point. La fonction L est alors analytique sur RY et
strictement convexe.
Si de plus son support n’est porté par aucun demi-espace de R%, on a
lim L(\) = 4o0.
|All =00

En particulier, L admet dans ce cas un unique minimum en en point Ay € R? et lon a
L(Xo) <1 avec égalité si el seulement si p est centrée.

Démonstration de la Proposition. La fonction L est analytique puisque pour tout A € R%,
on a

L) => G0

A, X))
avec Z % < +o0.
n>0

Nous détaillons la suite de la démonstration un dimension 1 dans un premier temps.

En dimension 1. On a L”(\) = E(X2e*) > 0 ce qui montre que L est strictement
convexe. De plus P(X > 1] > 0 si bien que L(\) > e*P(X > 1) — +o0o lorsque A — +00;
de méme, P(X < —1] > 0 si bien que L(A\) > e *P(X < —1) — +oo0 lorsque A\ — —oo. La
fonction L admet donc un unique minimum Ag et Pon a L(Ag) < L(0) = 1.

En dimension supérieure. Pour tout h € R% on a

D L(h) = E((h, X)2¢X)) > 0

avec égalité si et seulement si h = 0. La fonction L est donc strictement convexe.

Fixons A # 0; comme P((\, X) > 0) > 0, il existe a > 0 tel que P({\, X) > a) > 0 et 'on
a donc L(tA) > e®P(()\, X) > a) — +oc lorsque ¢ — +o00. Par stricte convexité, la fonction
L admet donc un unique minimum en \g € R?, qui est aussi 'unique point ou son gradient
est nul, ce qui s’écrit E((\g, X)el*>X)) = 0. On conclut que \g = 0 si et seulement si X est
centrée.

|
On note alors p la mesure de probabilité sur Z? définie par
Ve € Z%  po(z) = L(3<)‘“’g”>u(z).
L(Xo)
1
Pour tout n > 0, on a uy"(z) = 0 )ne<)‘°’$>u*"(m) (5), D’apres le Théoréme précédent,
0
il vient, en posant p = L()\g) :
*n _ n,xn —{(Xo,x B
p (@) = p"pg" (1ze (o >)Ncmm~
O

L’hypothese portant sur le fait que le support de p n’est inclus dans aucun demi-espace
de R? peut sembler artificielle mais est en fait essentielle dans le raisonnement précédent.
Lorsqu’elle n’est pas satisfaite, la conclusion du théoréme n’est plus vraie. Ainsi, si 'on
considere la marche sur Z de loi y = ¢y + pd; avec 0 < p,g < 1let p+ ¢ =1, on aura

VE>0 p™(k) = (Z)pkq"_k.

1
5. enoffet pi"(a) = 30 po@)polen) = prsn D ml@r)-p@a)e” avee
Ty zp €29 T1,eens 2 ez
z1t+-tTn=x T+ tTn=x

Z w(zr) - pl(zn) = W (z), d’ou le résultat.

T1,...,xn €LY
T+ tTn=x
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2.3 Fluctuations des marches aléatoires sur Z

Dans tout ce paragraphe, nous considérons une suite de variables aléatoires indépendantes
(Xn)n>1 de loi p & valeurs dans Z et nous nous intéressons aux fluctuations de la marche
aléatoire associée (Sy,)n>0 définie par

So=0 et S, =X1+---+X,.

Pour ce faire, nous considérons les instants de record, large ou stricte, ascendant et descen-
dant T;F, T, T, et T~ ,n > 0, définis par récurrence par Ty” = Ty =Ty =Ty~ =0 et,
pour n > 1

TF=inf{k>T] S > ST,JZI} et T :=inf{k>T:t : S, > ST*L}

n n—1

T, :=inf{k > T;—l 25 < ST,+,1} et To :=inf{k>T " :5: < ST*:I}'

Ces variables aléatoires sont a priori & valeurs dans {1,2,---} U {400} et ce sont des temps
d’arrét relativement & la filtration canonique (F,),>0 associée a la suite (X,,)n>0-

Sous certaines conditions que nous préciserons par la suite, ces variables sont en fait
P-presque strement finies; nous considérons dans ce cas les variables Sp.+ et Sp— définies
par

+00 o
ST1+ = Z Snl[Tfr:n] et STf* = Z S’fbl[Tl**:n]'
n=1 n=1

+00 too
Spe =) Salgr_n €& Spem =Y Salye -
n=1 n=1

A noter que la partie de la marche aléatoire (S,,),>0 qui suit I'instant 75" (resp. Ty ,...)
est une réplique de la marche aléatoire, mais cette fois-ci issue non plus de l'origine mais de
ST1*+ ; en particulier, le premier instant de record ascendant de cette nouvelle marche n’est

autre que le second instant de record ascendant T, (resp. 75" ...) de la marche (S,)n>0-
Pour tout n > 1, nous posons

Thi=TF—T! et A, = T — ST:—I’

— *+ o
At = Tt = Thty et A o= Spev — Spet

2
3.7, =T, =T,y et Dp:=S5p- —Sp-
4

—_

n—1

*— L rk— *— * L
- Ty = Tn — Tn—l et Dn = ST:7 — ST::I

On adonc T;f = 7" + -+ 7,7 et S;v = A; + -+ + A, et les formules analogues pour
T, T, et TF.
Pour simplifier les notations, nous poserons par la suite 7 = 7'1"’,7'*“L = 7'1*+ et

T~ =7 ,7" =7, . Nous avons tout d’abord le fait élémentaire suivante

Falt 2.16 L€S suites (An)nZL (A;)nZM (T;,r)nZh (T;:+)n217 (Dn)n21a (D:)nZM (Trj)nZI et
(157 )n>1 sont des suites de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées.

Nous avons alors I'alternative suivante

Proposition 2.17 La m.a. (Sp)n>0 est de l'un des types suivants, qui s’excluent deux d
deuz :
1. P[rT < +00] < 1; dans ce cas, on a E[7*~] < 400 (et en particulier P[7*~ < +o0] = 1)
et la m.a. (Sy)n>0 converge P-presque sirement vers —oo.
2. P[t*~ < +o0] < 1; dans ce cas on a E[t7] < 400 (et en particulier P[7+ < +oo] = 1)
et la m.a. (Sy)n>0 converge P-presque sirement vers 4+oc.

3. PltT < 4o00] = 1 et P[7*~ < +o00] = 1; on a alors E[t1] = E[t*7] = +oc et la
m.a. (Sp)n>0 o0scille P-presque sirement entre —oo et +00. On dit qu’elle est de type
oscillant.
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Remarquer que 1’énoncé mets en dualité les variables 7 et 7, puisque Z* et Z*~ sont
complémentaires 1'un de I’autre ; nous avons un énoncé analogue avec le couple (7%, 77).

Démonstration. Le raisonnement qui suit repose sur l'identité élémentaire suivante : pour
tout n > 1, on a

]P)[Snzovsn Zsl,"' ;Snzsnfl] Z]P’[SnZO,an 207 7S1 ZO}

(utiliser le fait que les n-uplets (X1,---, X,,) et (X,,, -+, X1) ont la méme loi). Le terme
de gauche de cette égalité exprime le fait que n est un instant de record (au sens large)

pour la m.a. (Sp)n>0, il est donc égal a P[Ukzl[TIj = n]} ; celui de droite n’est autre que

P[7*~ > n]. On a donc, en sommant sur n > 1

3 P[Ukzl[T,j n]] =S Pl >n] =E[*).

n>1 n>1

Mais on peut écrire aussi

ZP[Ukzl[T,j - n]} = Y S PIT =)

n>1 n>1k>1

= DD PITY =n

k>1n>1

= Y PIT} <+
k>1
= Z:IP’[Tfr < 400] X -+ x Pl < 400
k>1
1
1 — Pl < +oo]’

On a finalement

1
=E[r*7]. 1
1-Plrt < +o0] ] (1)
De facon duale, on obtient
1 *
=E[r"]. (2)

1-P[r~ < +o0]

Trois cas sont alors & considérer :

1. Supposons P[7+ < +00] < 1; on a alors E[7*7] < 400 et donc P[7~ < 4+oc] = 1. La
m.a. (Sp)n>0 converge alors P-presque strement vers —oo.

En effet, notons d’abord que pour tout £ > 1, on a T;;~ < 400 P-presque-stirement, et
que la suite (ST;’)IC converge P-presque stirement vers —oo, d’apres la loi des grand
nombres appliquée & la m.a. (Df + -+ D})p>1.

De plus, pour tout k > 1, on a P[T} < +o0] = (P[rF < +00])* avec P[r+ < +o0] < 1.
Par conséquent, on a P[Uk[le = +oo]] = 1, ce qui signifie que la variable sup,,~; S,
est P-presque stirement finie. On en déduit que la marche (S,,),>0 est transiente; en
effet, une marche récurrente et adaptée sur Z visite infiniment souvent et P-presque
slirement tout site entier si bien que limsup,, S, = +o0o P-presque siirement. Ainsi,
(Sn)n>0 ne visite qu'un nombre fini de fois tout sous-ensemble fini de Z et puisque
sup,,>; Sy, est aussi P-presque stirement finie, la marche (.S, ),>0 ne visite qu’un nombre
fini de fois tout sous-ensemble de la forme {k,k + 1,k +2,--- ,}. D’ou le résultat.

2. Supposons P[7*~ < +o00] < 1; dans ce cas on a E[77] < +oo (et en particulier
P[rt < 4o0] = 1) et l'on veut montrer que la m.a. (S,),>0 converge P-presque
stirement vers +o00 par un raisonnement analogue au précédent. A noter que se présente
une difficulté car dans certaine situations on a A,, = 0 P-p.s. (c’est par exemple le
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cas pour la m.a; au plus proche voisin sur Z); on ne peut donc pas conclure que
Sp — 400 P-p.s. en utilisant qu’il en est de méme pour la suite (A; + -+ + Ap)n
puisque celle-ci est P-p.s. nulle dans certaines situations. Par contre, on va utiliser le
fait que A} +--- + A — 400 P-p.s. grace au résultat suivant
Fait 2.18 On a

(a) P[rT < +o0] =1 P[r*T < +o0] =1

(b) E[t1 < 4o0] = +00 & E[7*T = +00] =1

Démonstration. On a 7*T < 7 P-p.s. d’ott 'implication de gauche & droite. Réciproquement,

la suite (T;:"),,>0 est une sous-suite de (7F

>0 et pour tout n > 1, on a
P[r** > T+ < P[X

T 41 T 41

les variables XT1+ s Xt étant indépendantes. Comme o < 1, et que la suite

+1
d’entiers (T,f)n>1 est strictement croissante, on en déduit que P[7** = 400 = 0.

On obtient un énoncé analogue pour 7~ et 7*~. La seconde assertion du lemme découle
alors de I'identité (1) et de celle correspondante pour le couple (7, 77).

O
Ainsi, le fait que P77 < 4o00] = 1 entraine P[t*t < +o00] = 1 et l'on peut donc
reprendre I'argument du cas précédent pour conclure que S,, — +ooP-p.s.

3. Supposons enfin P[7t < +oc] = 1 et P[7*~ < +oc] = 1 (et donc P[r~ < 4o0] =1
d’apres le Fait 2.18) ; d’apres l'identité (1) (et ses variantes!), on a E[rT] = E[r*~] =
+00 et la m.a. (Sy,)n>0 visite P-presque stirement et infiniment souvent Z** et Z*~.
En remarquant alors, grace a la loi forte des grands nombres, que les sous-suites (A} +
oo+ Af)p et (DY 4 -+ + D}), convergent P-presque siirement respectivement vers
+00 et —o0, on voit que (Sy,)n>0 oscille en fait P-presque stirement entre —oo et 4-o0.

a
Remarque. Les marches aléatoires relevant des cas 1 et 2 ci-dessus sont clairement tran-
sientes; par contre, le cas 3 comprend des marches récurrentes mais aussi des marches
transientes.
Etudions & présent plus précisément le cas ott E[|X;|] < +oo et E[X;] > 0. Nous avons
la

Proposition 2.19 Si E[|X;]] < +oo et E[X1] > 0, alors E[rT] < 400 et E[41] < +00 (en
particulier, les variables T, et A, sont P-presque-sirement finies).

Démonstration. Sous ces hypothese, on a S,, — 400 P-presque stirement, et nous sommes
dans 'alternative (2) la Proposition 2.17; il vient E[77] < 400 et la suite (A; + -+ A,)n
est alors une sous-suite de (S, )n. D’ apres la loi forte des grands nombres on a donc simul-
tanément

S+ A+ + A, T.F
T; _ At ++ © 5 E[X;] et —2 — E[r"] P-presque sirement.
Tn Tn n
Aidt A
11 vient Attt — E[X] x E[rT] P-presque stirement et d’aprés la loi forte des grands

nombres, on obtient la fameuse formule de Wald :
E[A] = E[X;] x E[r1].
En particulier E[A;] < +oo0.

De fagon symétrique, lorsque E[|X;|] < 400 et E[X;] <0, on a
E[v7] < +o0 et E[Dy]] < +oo.

Supposons & présent E[X;] = 0. Vérifions d’abord que P[7~ < 4+o0] = 1; sinon, d’apres la
Proposition 2.17, on aurait E[71] < +oco et la formule de Wald ci-dessus donnerait alors
E[A;1] =0 x E[r] = 0, ce qui n’est pas possible. De la méme fagon, on a P[7+ < +o0] = 1.
D’ou la
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Proposition 2.20 Si E[|X;|] < +oo et E[X1] =0 (et bien sir P[X; = 0] # 1), alors
Pt < +00] =P[7~ < +o0] =1 et donc E[rT] =E[r"] = +oo.

A noter cependant que dans ce cas, les variables A; et D peuvent étre d’espérance finie ou
infinie ; dans le cas de la marche au plus proche voisin, on a A; =1 et D; = —1 P-p.s mais
nous verrons dans le dernier paragraphe un exemple olt E(A4;) = 400 et E(D;) = —o0.

2.4 Fluctuations de la marche au plus proche voisin sur Z

Nous revenons ici au cas ou pu = %51 + %5_1.

Les pas de la marche étant +1, on a nécessairement D;(w) = —1 lorsque 77 (w) < +00;
on en déduit immédiatement que 7~ (et de méme 71) est & valeurs dans 2N + 1 U {oo}.

Cherchons a estimer P(7— =2n +1). On a

[7'_ :27l+1] :[Sl >0,5; >0, ,SQTLZO,XQn_H :71]
1
d’ou P(T_ :2n+1) = E]P)(Sl >0,5>0,---,85%, :O) avec

P(S; > 0,85 >0, -, So, = 0)) = li2022:

ou Cq, désigne I'ensemble des trajectoires de longueur 2n de la marche aléatoire au plus
proche voisin qui restent suur N jusqu’a l'instant 2n et reviennent reviennent en 0 a cet
instant :

k 2n
Con := {(1," - ,T2n) € {~1,1}*"/Vk € {0, - ,Qn}in >0et Zmi =0.}
i=1 i=1

Nous avons le

. 1 2n
Fait 2.21 On a {Co, = m(ﬂ)

On en déduit de fagon immédiate la
Proposition 2.22 On a

1

~ o (6)
JndlE

P(S1 >0,52 >0,---,S52, =0)
En particulier, il existe une constante ¢ > 0 telle que P(7— > n) ~ % (7).
n
On a aussi le

Corollaire 2.23 On a

1
P(Sl > 1752 >1,--- a52n—1 > 175271 :0) ~ W

L’événement (S; > 1,59 > 1,-+-,89,-1 > 1,52, = 0) differe du précédent en ceci que
le premier retour en 0 se fait a 'instant 2n; le premier pas est égal a 1, le dernier a —1
et le reste de la trajectoire correspond a un chemin 1, ,x2, o de longueur 2n — 2 tel
que s1 > 0,80 >0+ 89,3 > 0,89,9 =0o0us; =1+ --x;. On est ramené ainsi a la
proposition précédente.

6. lorsque la marche est décentrée (de loi pd1+¢gd—1) on obtient de la méme fagon P(7— = 2n+1) ~ %

7. on retrouve ainsi dans le cas de la marche au plus proche voisin que 7~ est d’espérance infinie, grace
& la formule E(77) = Z P(r™ > n).
n>1
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, . . - - i , , 2 .
Démonstration du Fait. On utilise le principe de réflexion d’André. 11 y a (:) chemins

8l

= (x1,-- ,22,) de longueur 2n qui reviennent en 0 au bout des 2n pas . Le chemin
Z n’appartient pas a Cs, s’il passe par —1 : il existe alors £ > 0 tel que 2k +1 < n et
2k

+1
Z r; = —1, on note kz le plus petit entier vérifiant cette condition et ’on peut associer a
i=1
Z le chemin s(Z) = Z de longueur 2n définie par

T =121, ,Tokyqls —T2hyt2, " » —T2p-

2n
Comme Z x; = 1, le chemin ¥ rejoint ’origine au point —2.
i=2k,+2
Réciproquement, I'application s fait correspondre a tout chemin g de longueur 2n joi-
gnant 0 & —2 une boucle § de longueur 2n, d’extrémités 0 et incluse dans N. Le nombre de
chemins de longueur 2n qui reviennent en 0 au bout des 2n pas en passant par —1 est donc

éala( 2n )sibien ue
& n+1 4

o= () = () = 2 ()
0

A noter que Pévénement (S > 0,52 > 0,---, Sy, = 0) s’écrit aussi (7_ > 2n, S, = 0).
Plus généralement, pour tout entier £ > —1 fixé, on peut montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que
pour tout entier n de méme parité que k on ait

Ck

~ NG IER

Application : le théoréme limite local pour la marche aléatoire au plus proche
voisin sur le groupe libre Fy

On note Fy le groupe libre a 2 générateurs a et b; Fy s’identifie a 'ensemble des mots finis
et réduits T = w1 ---x1,k > 1 en les lettres z; € {a™!, b1}, I'adjectif “réduit” signifiant
que Tiy1 # T, L pour tout 1 < i < k — 1; par convention, le “mot vide” correspond &
I’élément neutre e du groupe. T est dit admissible. La loi de groupe * sur Fy n’est autre que
la “concaténation” des mots admissibles en un mot admissible, définie de facon inductive
par

L Z*g=21 T Y1 Ym =T1 " Tno1 * Y2+ Y quand z, = y; '
2 BHAY =TT KYL Y = T2 oY1 Ym quand z, # Yy et
Le graphe de Cayley associé a Fs est arbre régulier de valence 4.

Ce groupe Fs est engendré par a et b et 'on peut considérer sur Fy la marche aléatoire
“gauche” (II,,), au plus proche voisin définie par

IMp=e et 41 =10, *g,

ol (gn)n>1 est une suite de v.a.iid. deloi = 3(8, + 64-1 4 0p + Gp-1).

On veut estimer la probabilité P[IL,,, = €] pour m > 1; on vérifie aisément que cette
probabilité est nulle lorsque m est impair, on supposera donc m = 2n par la suite.

Pour tout mot réduit Z, on note |Z| sa longueur “de mots”, égale au nombre de lettres
a®!, b1 nécessaire pour décomposer Z en un mot réduit; on a

1. P(|I,4+1] =1) =1 lorsque [II,| =0
2. P(IL41] = 1I,| + 1) = 3/4 et P(|I,,41| = |I,,| — 1) = 1/4 lorsque |1I,,| > 1
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Ainsi, si 'on introduit une suite (X,,),>1 de variables aléatoires de loi p = ié,l + %61 et
si 'on note (Sp)n>1 la marche aléatoire associée (Sp = 0 et S,4+1 = S, + X,,), on vérifie
que L(|II,|) = £(]|Sn]). On dit que (|Sy|)n>1 est la marche aléatoire réfiéchie au plus proche
voisin sur N, de lot p.

Pour estimer P[II,,, = €], il nous suffit donc d’évaluer P[|S,,| = 0].

Si on note v; le premier instant > 1 auquel la marche (S,,),>1 revient en 0, on a d’apres
le corollaire 2.23

3yl 1
P(II; #e,--- Iz, # €,1I3, =€) = Plvy = 2n] ~ (1) el (8)

On peut affiner cette estimation et montrer que plus généralement, il existe ¢ > 0 tel que

3\n—-1 ¢
P(Ilz, =€) ~ (Z) 32 lorsque n — +oo.

2.5 Complément : une application de la factorisation de Wiener-
Hopf

On utilisera dans ce paragraphe la factorisation de Wiener-Hopf, qui permet d’estimer
la loi des variables S+ et S,- en fonction de celle des v.a. X;. Pour tout s € [0,1[ et A € R
on pose
x(s,A) == E[ST+ exp(tAS,+].

Nous avons l'identité suivante, dont la démonstration est délicate (nous renvoyons le lecteur
aux livres de W. Feller ([2]) et Spitzer ([4]), ol on pourra trouver des arguments variés pour
I'obtention de cette formule) :

+oo n _
x(s,A) =1-— exp(— Z %E[e”s",sn > 0]) (factorisation de Wiener-Hopf)

n=1
Dérivons les deux membres de cette égalité par rapport a A; en A = 0, on obtient :

n

g’; (5,0) = (f %]E[Snl[sn>0]]> exp (- io =PI, > 0]). (3)
n=1 n=1

On a g/\(

il vient

0) — iE[S,+] lorsque s — 1 . D’autre part, d’apres le théoréme central limite,

P[S, > 0] —» =

et

S, 1 +oo 2 1
Snl E[—=1 - — ze " Py = ——, 4
of E[Sy1is,>0] = [g\/ﬁ (5, >0]] @T/O Nor 4)

quand n — 4o00. En notant que \/1173 >, ans™ avec a, = % ~ \/% quand n — +0o0,
et log(l—s)=->_, = il vient
+o00 o p
E[Snlis, >0l ~ —m——= (5)
2 T
et
+o0 o +o0 o 1
S >0 ”1 (1- (PIS. > 0] - ),
HZI - P[S, > 0] = og(l—s Jrnzl | 5

n
8. le terme <%) provenant du fait que la loi p n’est pas centrée ici et que le coefficient de relativisation

nécessaire est 4dpg = % puisque p = g
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lorsque s — 1. On déduit alors de (3) que

%(3,0) - Z‘% exp<— Jio %(}P’[Sn > 0] — %))(1 +€(s)),

n=1

“+o0
n 1 0

ce qui s’écrit encore  exp —(Z % (P[Sn > 0] — 5)) zg a—i(s 0)(1 + €(s)) ; lorsque

n=1

2
s — 1, le terme de droite de cette derniere égalité tend vers £I[-E[STJF] €]0, +o0], d’ott
o]

I sm 1
lim 7(19[5“ > 0] — 7)
s—1 vt n 2
existe, et appartient & [—o0o, co[. Le méme raisonnement en remplagant 7+ par 7~ montre

que
+oo

lim %(]P’[Sn > 0] - 1)

s—1 2
n=1

existe, et appartient & | — 0o, 00]. Finalement Z ( [Srn > 0] — 5) =ceRetlonale
n=1

Théoréme 2.24 Soient (X,,)n,>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme

loi, définies sur un espace probabilisé (Q, T,PP) et (Syn)n>0 la marche aléatoire associée. Si

E[X2] = 0% < 40 et E[X,,] =0, alors la variable S+ est intégrable et I'on a

E S7—+ — 7\/7 eXp(—C),
— E S .
avec c 4 n (IE n > 0 2)

Remarque 1. L'utilisation du TCL dans (4) n’est peut étre pas immédiate ; on peut utiliser
le fait suivant

Fait. Soient (v,), une suite de mesures de probabilités sur R qui converge étroitement vers v
et 1 une fonction positive qui tend vers +o0o en oo telle que sup,, un(¢) < 400 ; alors, pour
toute fonction borélienne ¢ dont l’ensemble des points de discontinuités est v-négligeable, et
telle que ¢/1p — 0 en oo, on a v, (¢p) — v(¢).

On applique ce fait en prenant pour v, la loi de S, /o\/n, pour v la loi normale N'(0,1) et
P(x) = 22,

Remarque 2. Pour obtenir les équivalents (5), on utilise le fait élémentaire suivant, qui est
le “sens” facile d’un théoréme taubérien général dont on trouvera un énoncé et sa démonstration
dans le livre de W. Feller :

Fait. Soient ), ans™ et ). bys"™ des séries entiéres a coefficients positifs et de rayon de
convergence 1. Si Z—: —1,0na

lim Zn>0 a’” -1
s—1 Z >0b sn
Nous terminons ce paragraphe en citant un résultat classique, dont la démonstration
utilise la factorisation de Wienner Hopf, et dont on trouvera une démonstration par exemple
dans le livre de Spitzer [4].

Proposition 2.25 Soit (Sy,)n>0 une m. a. admettant des moments d’ordre 2 et centrée.
Alors, on a

’
c

e
JJim VAPt > ] = NG

avee o 1= Y FISaSU-1/2
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2.6 Théorie du renouvellement sur R

Le nom de la “théorie du renouvellement” vient du probleme classique suivant. On
considere que la durée de vie d’'une ampoule peut étre modélisée par une variable aléatoire
positive de loi p d’espérance finie m et l'on s’intéresse au nombre moyen N([0,7]) d’am-
poules nécessaires durant un intervalle de temps de longueur 7. On suppose dans un premier
temps que les durées de vie X1, X5, - - - des ampoules successives sont des variables aléatoires
indépendantes et de loi pu. Lorsque T — +o0 les fluctuations aléatoires s’estompent, et ’on
s’attend & ce que N([0,T7]) soit équivalent & T'/m ; c’est en substance ’énoncé du théoreme
du renouvellement sur R*.

Cet énoncé reste valable lorsque les variables aléatoires X7, X, -+ ne sont pas forcément
positives mais admettent un moment d’ordre 1 et une espérance strictement positive.

Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi y définies sur un espace
probabilisé (2, F,P) et vérifiant la condition suivante E[|X;|] < +o00 et m = E[X;] > 0. On
pose Sp = 0 et S, = X; +---+ X,, pour n > 1. On note G, le groupe engendré par
le support de p; c’est le plus petit sous-groupe de R sur lequel "vie” la marche aléatoire
(Sn)n>0- Le nombre moyen N ([0,7]) de termes de la suite (S,)n>0 dans l'intervalle [0, T]
peut s’exprimer de la fagon suivante

+o0
N([0,T7) = ]E[Z Lio,71(Sn)]-

Pour tout o > 0, nous notons [, la mesure uniforme sur aZ qui donne la masse a a chaque
point du réseau aZ et ly la mesure de Lebesgue sur R. Nous avons le

Théoréeme 2.26 Si G, = oZ avec o > 0 alors N([0,T]) ~T/am lorsque T — +o0.
Sinon G, est dense dans R et l'on a N([0,T]) ~T/m.

Une démonstration directe de ce résultat est proposée en exercice.

On peut de fagon plus précise étudier le nombre moyen N(I) de termes de la suite (Sy,)n>0
dans un intervalle I donné; cette question n’est en fait pertinente que lorsque 'intervalle I
est “poussé” vers oo, ce qui revient intuitivement a observer la marche aléatoire en régime
stationnaire On s’intéresse donc dans ce qui suit au comportement lorsque a — oo de la
quantité

“+o0
E[N(a+ D) = B[S Lav1(S)]
n=0

pour tout intervalle I borné.
Remarquons que 'application qui & tout borélien B C R associe le réel

+o00 oo
Ga(B) = E[Z 1a+B(Sn)] = E[Z 1B(_a + Sn)]
n=0 n=0

est une mesure a valeurs dans [0,4o00]. Comme E[|X;|] < +o0 et E[X;] > 0, la marche
aléatoire (Sy,)n>0 est transiente et G (.) est une mesure de Radon sur R; on redémontrera
cette propriété au cours de la démonstration du théoreme du renouvellement.

Le théoreme 2.26 est une conséquence directe du résultat suivant, via un argument de
type Cesaro :

Théoréme 2.27 Sous l'hypothése E[|X1]] < +oo et E[X71] = m > 0, la famille de mesure
(Ga(.))acr converge vaguement vers la mesure nulle lorsque a tend vers —oo ; lorsque a —
400 on a

- 51 G, = aZ alors G4(.) converge vaguement vers lo/m

- 50 G, est dense dans R alors Go(.) converge vaguement vers ly/m.

Nous allons démontrer ce théoreme sous I’hypothese un peu plus forte

E[|X1|'T] < 400
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pour un certain § €]0, 1[. Nous renvoyons le lecteur au livre de L. Breiman pour le cas ol
seule la condition de moment d’ordre 1 est satisfaite ; la démonstration que nous donnons est
plus simple et illustre bien le phénomene d’identité approché sous-jacent. Nous supposerons
dans un premier temps G, = R, le cas arithmétique est traité en fin de paragraphe.
Rappelons qu’une suite (fi)n>1 de mesures de Radon sur R converge vaguement vers p si
pour toute fonction ¢ continue et & support compact sur R la suite (pn(p))n>1 converge
vers ().

Au lieu de travailler avec des fonctions & support compact nous allons utiliser une classe de
fonctions plus adaptée a notre probleme. Il suffira d’établir le théoréeme précédent pour cette
classe de fonctions en vertu du lemme suivant

Lemme 1- Soit H une classe de fonctions de R dans C contenant un élément strictement
positif ho et stable sous laction du produit par les exponentielles x +— €™® pour tout réel
t. Soit p une mesure de Radon positive sur R pour laquelle les fonctions de H sont p-
intégrables.

Si (fn)n>1 est une suite de mesures de Radon positives sur R telle que (pn(h))n>1 converge
vers pu(h) pour toute fonction h € H, alors (pun)n>1 converge vaguement vers fi.
Démontrons ce lemme. Notons v et v,,n > 1, les mesures de probabilité sur R définies par

1 1
a(B) = [ ho(@hlde) et va(B) = —c [ hofa)n(da)
u(ho) Jg pn(ho) Jp
pour tout borélien B C R. Par hypothese, pour tout ¢t € R, la fonction = — e!®hg(z) ap-
partient & H et donc (v, (€"®)),>1 converge vers (v(e"*)),>1; en d’autres termes, (vp)n>1

converge étroitement vers v. En écrivant u, (¢) = un(ho)yn(hﬁ) pour toute fonction ¢ conti-
0

nue et a support compact sur R, on montre que (,un)nzl converge vaguement vers .

O
La classe H que nous considérons ici est celle des fonctions & de la forme x + ho(z)e™ on

ho est la fonction définie par

sin?(z) + sin?(ax)

Ve eR ho(z) =2 avec a ¢ Q.

22
Puisque « est irrationnel, cette fonction est strictement positive sur R; sa transformée de
Fourier est la fonction a support compact

™

T
= 5(2 — [t)1[—2,9(t) + 5

(20{ — |t|)1[72a,2a] (t)
+oo
Fixons h € H et considérons la quantité E[Z h(—a+ Sy)]; dans un premier temps, il faut

n=0
+oo
s’assurer que la variable aléatoire | E h(—a + Sy)| est d’espérance finie, il suffit en fait de le
n=0
faire pour h = hg et ceci sera établi au cours de la démonstration. A cet effet, mais aussi pour
des raisons techniques d’intervertions de signe f et Y, nous sommes amenés & considérer les

+oo
quantités E[Z r"h(—a+ Sp)] o 0 < r < 1. En utilisant la formule d’inversion de Fourier
on a =0
+00 =
n _ n 7 —ita A n
E[T;r h(—a+Sy)] = ;r E/Rh(t)e Aty dt
1 h :
= — 7(7? e~ adt.
21 Jop 1 —ri(t)

Il nous faut dans un premier temps étudier le comportement lorsque r — 1 de cette intégrale.

Le choix de ’ensemble H va nous permettre de controler le terme lorsque t n’ap-

. o . — i)
partient pas a un voisinage de ’origine.
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Lemme 2 - Si G, =R alors ji(t) =1 si et seulement sit =0. Si G, = oZ alors ji(t) =1

2
st et seulement sit € —TFZ.
«

Démonstration- On a fi(t) = 1 si et seulement si tX; € 2nZ P — p.s. Lorsque G, = R ceci

21
entraine t = 0, sinon G, = aZ C TZ d'ou t € %”Z.

O
Le comportement au voisinage de 0 de ¢ — [i(t) dépend de P'existence de moments pour p.
w1 —qu
Du fait que pour tout ¢ €]0, 1] la fonction u W est bornée sur R on déduit le
u

Lemme 3- Sous l’hypothése E[| X1 |'F°] < 400 pour un & €]0,1] on a
a(t) =1 +E[X ]t + [t F0(1)

ot O(t) est bornée au voisinage de 0.

1
Pour tout € > 0 nous pouvons décomposer l'intégrale — [ ———~—e~"“dt en
27 Jgp 1 —ri(t)
1 h(t : 1 [/ ht h ,
R / ( ? efztadt + o / ( ( A) _ (0) . )efztadt
21 Ji_e,qe 1= rp(t) 2 J_ N1 —ri(t)  1—r(1+imt)
1 [ h(0 ;
+ ( ) e—ztadt

21 J_.1—r(1+imt)

D’apres le lemme 3 il existe des constantes strictement positives € et C' telles que pour tout
r€[1/2,1] et t € [—¢,¢€] on ait

[1—ri(t)] > [t|/C et |a(t) =1 —imt| < CJt[**.
Quitte & modifier C' on peut supposer que pour tout r € [1/2,1] et t € [—¢, €] on a aussi
[1—r(1+imt)] > |t|/C.

En utilisant le fait que h est Lipschitz continue, on déduit de ces estimations que la fonction
h(t) h(0)

1—ra(t)  1—r(1+imt)

sur [—e, €] uniformément par rapport a r € [1/2,1[. Par ailleurs, comme G, = R, la fonction

|176

t— est majorée a une constante multiplicative pres par 1/|¢

[t est de module < 1 sur tout compact ne contenant pas 0; ainsi; t — m est bornée
—ri

sur [—e, €]¢, uniformément par rapport a r € [1/2,1[. En utilisant le théoréme de convergence
dominée on a alors

lim 7]1@ e tedt = / 7}1@ e~ "qt
r—1 [—e,€]c 1- Tlu’(t) [—e,€]e 1- :u’(t)
et . ~ . R
“r h(t 4 </ h(t h ,
lim ( ( A) _ (0) i )e—ztadt — / ( (A) + .(0)>6_ltu’dt
r—=1 [_ \1—ra(t) 1—r(1+imt) _ \NL—jq(t)  imt
h(t h(t h
les fonctions ¢t — (7) ett — LA) + @ étant intégrables respectivement sur [—e, €]c
1— f(¢) 1—p4(t)  imt

et [—¢,€]. Lorsque a — +oo, ces intégrales tendent vers 0 d’apres le lemme de Riemann-
Lebesgue.

h(0) [€ 1 :
Décomposons maintenant le terme résiduel I(r,a) = 2( ) / T 1 imd) e "dt en I (r)+
T J_el—r im
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Ir(r,a) + I3(r,a) avec

I
1) /51 rl—i—zmt)dt
cos(ta) — 1
I =
2(r0) / 1—r( 1—|—zmt)
h(0) / isin(ta)
t I = dt
et Is(r,a) 21 ) 1—r(1+imt)
On a
h(0) [€ 1—r __h(0) / t
I = dt dt
() 27 [6 (1 =7)2+m?2¢2 m 2 J_. (1 —7)2 4+ m?2t2
h(0) mre
= t
Tmm are an(l — r)

€
t
I'intégrale —————dt étant nulle puisque 'intégrande est impaire. Ainsi lim I (r
g /6(1_r)2+m2t2 puisq g imp lim 71(r)

h(0)
2m .
h(0) [€ ta) — 1
Par ailleurs lim I5(r,a) = (©) / COS(, %) dt = 0, cette derniere intégrale est nulle car
r—1 2 J_. mt
5(ta) — 1
I'intégrande t — % est impaire.
h(0) [ sin(t
Enfin I3(r,a) converge vers 2( ) / smi a) dt lorsque r — 1; cette derniere intégrale tend
™m

h
vers lorsque a — 400 et vers o lorsque a — —oo.

En conclusion, on a

“+oo 7 +oo
o n ~ h(0) - n _
Jm BmE[3S k-t S)] = SF et lim lmE[D (-t 5.)]=0

Considérons maintenant le cas ol p est arithmétique c’est-a-dire G, = oZ; pour simplifier
les notations nous supposons a = 1. La fonction fi est alors 2r—périodique. 11 suffit aussi
dans ce cas de prendre pour “fonction test” h 'indicatrice d’un point x de aZ; on obtient

+oo 1 T 1 ( )
E nl _ — —it(a+x
{Z Ty (—a S")] 27 /,7T 1—ro(t) ¢ dt

n=0

et la fonction |1 — fi] est strictement positive sur [—m, 7] — {0}. En reprenant la démarche
précédente on obtient de la méme fagon

a——+oor—1 a——0o0 r—1

+o0 foo
lim lim E{Z r”l{m}(—a—i—Sn)] = % et lim lim E{Z "1 gy (—a+ Sy)
n=0 n=0
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