
AUTOUR DE L’EXPOSANT DE POINCARÉ D’UN GROUPE KLEINIEN

par Marc PEIGNÉ ∗ )

RÉSUMÉ. Nous nous intéressons aux exposants de Poincaré des groupes discrets
d’isométries d’une variété riemannienne complète, simplement connexe et à courbures
sectionnelles strictement négatives et pincées. Nous présentons quelques résultats
essentiels et quelques outils classiques utiles dans ce domaine.

1. INTRODUCTION ET NOTATIONS

Soit X une variété riemannienne complète de dimension N , simplement
connexe et à courbures sectionnelles K pincées −b2 ≤ K ≤ −a2 < 0 ; nous
imposerons la condition de normalisation a = 1 . Nous fixons une origine o
de X ; la distance entre deux points x et y de X est notée d(x, y) .

Le bord visuel ∂X de X est l’ensemble des classes d’équivalence de
rayons asymptotes; il permet de compactifier l’espace X , en d’autres termes
la topologie induite par la distance d sur X s’étend à l’espace X ∪ ∂X de
façon à le rendre compact. L’ensemble ∂X peut être muni d’une distance
construite à partir de d et compatible avec la topologie induite par celle de
X ∪ ∂X . Pour cela, pour tous ξ ∈ ∂X et x ∈ X , nous notons (ξx(t))t≥0 le
rayon géodésique issu de x et d’extrémité ξ ; la fonction de Busemann Bξ(·, ·)
est alors définie par :

∀x, y ∈ X Bξ(x, y) = lim
t→+∞

t − d(y, ξx(t))

Cette fonction a été introduite par H. Busemann dans [7] ; l’existence de
la limite ci-dessus découle du fait que la fonction t 7→ t − d(y, ξx(t)) est
croissante et majorée sur R+ , conséquence directe de l’inégalité triangulaire.
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La variété X étant simplement connexe, on a plus généralement Bξ(x, y) =

lim z∈X
z→ξ

d(x, z) − d(y, z) . On note (·|·)x le produit de Gromov (vu de x ) sur

∂X défini par :

∀ξ, η ∈ ∂X (ξ|η)x := lim
y,z∈X

y→ξ,z→η

d(x, y) + d(x, z)− d(y, z)
2

,

qui peut s’exprimer plus directement à l’aide de la fonction de Busemann
comme suit : (ξ|η)x =

Bξ(x,z)+Bη(x,z)
2 pour tout point z sur la géodésique (ξη)

reliant les points ξ et η . Il découle alors des travaux de M. Bourdon [4] et
du fait que la courbure est majorée par −a2 = −1 que la fonction dx définie
par

∀ξ, η ∈ ∂X dx(ξ, η) := e−(ξ|η)x

est un distance sur ∂X , compatible avec la topologie définie précédemment
et vérifiant la propriété remarquable suivante :

∀x ∈ X,∃Cx ≥ 1,∀ξ, η ∈ ∂X
e−d
(

x,(ξη)
)

C
≤ dx(ξ, η) ≤ Ce−d

(
x,(ξη)

)
.

L’action d’une isométrie γ de X s’étend à ∂X de façon conforme
relativement aux métriques dx , le coefficient de conformité en ξ ∈ ∂X étant
donné par

|γ′(ξ)|x := lim
η→ξ

dx(γ · ξ, γ · η)
dx(ξ, η)

= e−Bξ(γ−1·x,x).

De l’équation de cocycle satisfaite par la fonction de Busemann découle la
formule remarquable suivante, dite des ”accroissements finis”

(1) ∀ξ, η ∈ ∂X dx(γ · ξ, γ · η) =
√
|γ′(ξ)|x|γ′(η)|x dx(ξ, η).

Une isométrie γ 6= 1 de X est d’un des 3 types suivants, selon la nature de
son ensemble de points fixes :

• elle est elliptique lorsqu’elle fixe (au moins) un point xγ ∈ X ;
• elle est parabolique lorsqu’elle fixe un unique point ξγ ∈ ∂X ; ce point

est attractif sur X ∪ ∂X puisque pour tous x ∈ X et ξ ∈ ∂X on a

ξγ = lim
n→±∞

γn · x = lim
n→±∞

γn · ξ,

la convergence étant uniforme sur les compacts de X ∪ ∂X r {ξγ} ;
• elle est hyperbolique lorsqu’elle fixe deux points ξ−γ et ξ+

γ de ∂X ; le
point noté ξ+

γ est dit attractif puisqu’il vérifie

ξ+
γ = lim

n→+∞
γn · x = lim

n→+∞
γn · ξ
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pour tous x ∈ X et ξ ∈ ∂X r {ξ−γ } , la convergence étant uniforme sur les
compacts de X ∪ ∂X r {ξ−γ } ; le point noté ξ−γ est quant à lui dit répulsif
puisque

ξ−γ = lim
n→+∞

γ−n · x = lim
n→+∞

γ−n · ξ

pour tout x ∈ X et ξ ∈ ∂X r {ξ+
γ } , la convergence étant uniforme sur les

compacts de X ∪ ∂X r {ξ+
γ } .

Soit E un sous-ensemble de ∂X , on note E
∆

×E le sous-ensemble de E × E
privé des points de la diagonale. Nous identifions le fibré unitaire tangent

T1X de l’espace X avec ∂X
∆

×∂X × R en associant à un vecteur tangent v
basé en x ∈ X le triplet (ξ−, ξ+, r) où ξ− = v(−∞) et ξ+ = v(+∞) sont
les extrémités de la géodésique passant par v et r = Bξ+ (x, o) . Dans ces
coordonnées, l’action d’une isométrie γ de X est donnée par

γ · (ξ−, ξ+, r) =
(
γ · ξ−, γ · ξ+, r − Bξ+ (γ−1 · o, o)

)
tandis que le flot géodésique (g̃t)t∈R agit sur T1X par

g̃t · (ξ−, ξ+, r) = (ξ−, ξ+, r − t).

Nous nous intéressons dans ce qui suit à une classe particulière de groupes
d’isométries de X et introduisons à cet effet la

DÉFINITION-NOTATION. Un groupe Γ d’isométries de X préservant
l’orientation est dit kleinien s’il est infini et discret. Nous notons M la variété
quotient Γ\X .

Nous supposerons pour simplifier que Γ est sans torsion c’est-à-dire que
ses éléments sont des isométries hyperboliques ou paraboliques; la variété
quotient M admet alors un espace tangent en chacun de ses points.

L’orbite Γ · o s’accumule sur ∂X ; l’ensemble de ses valeurs d’adhérence
est appelé ensemble limite de Γ et est noté L(Γ) . Cet ensemble contient 1, 2
ou une infinité non dénombrable de points ; dans le premier cas, le groupe Γ

ne contient que des isométries paraboliques fixant le même point de ∂X , on
dit qu’il est parabolique, dans le second cas il est monogène et engendré par
une isométrie hyperbolique et dans le dernier cas, il est dit non élémentaire
et contient en particulier des sous-groupes libres de Schottky (cette classe de
groupes est introduite au paragraphe 2.2 et étudiée dans le chapitre du présent
ouvrage rédigé par J.F. Quint).

L’action du flot géodésique (g̃t)t sur T1X ' ∂X
∆

×∂X × R commute avec
celle de Γ et définit par passage au quotient le flot géodésique g = (gt)t∈R sur
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le fibré unitaire tangent T1M de la variété M . Si l’une des deux extrémités
d’une géodésique de X n’appartient pas à l’ensemble limite de Γ , celle-ci se
projette sur une géodésique qui part à l’infini dans la variété M ; on restreindra
donc l’étude du flot géodésique (gt)t à son ensemble non errant Ω ⊂ T1M

défini par Ω := Γ
∖(

L(Γ)
∆

×L(Γ) × R
)

. Lorsque la variété M est compacte,
il en est de même pour Ω et le groupe Γ est dit cocompact. Lorsque Ω est
compact mais que M ne l’est pas, on dit que Γ est convexe-cocompact. Les
groupes kleiniens ne sont pas tous convexe-cocompacts, loin s’en faut : citons
par exemple les groupes Γ dit géométriquement finis, que nous étudions de
façon approfondie au paragraphe 5, l’ensemble Ω correspondant n’est plus
compact dès que Γ possède des éléments paraboliques mais il reste cependant
contenu dans une sous-variété de volume fini.

Ce texte ne se veut pas exhaustif du sujet, le choix des thèmes qui y sont
évoqués peut sembler arbitraire ; il a été guidé par la mise en lumière de certains
arguments très simples mais puissants qui aboutissent à des estimations non
triviales et dont l’auteur de ces lignes a étendu le champ d’applications. En
particulier, nous n’étudierons pas les propriétés du flot géodésique (gt)t , mais
il faut garder à l’esprit qu’un grand nombre de questions qui seront évoquées
ici, comme celle de la divergence de Γ , trouvent toute leur pertinence au
travers de leurs conséquences sur la dynamique du flot géodésique (gt)t ; nous
renvoyons le lecteur au mémoire de T. Roblin [30] pour un exposé très riche
de cet aspect du sujet.

NOTATION 1.1. Soient f et g deux fonctions de R+ ou N dans R+ ; on

écrit f
c
� g (ou plus simplement f � g ) lorsqu’il existe une constante c > 0

telle que f (R) ≤ cg(R) pour R suffisamment grand. La notation f
c� g (ou

plus simplement f � g ) signifie f
c
� g

c
� f .

2. ENTROPIE VOLUMIQUE ET EXPOSANT DE POINCARÉ

Pour tout point x ∈ X , on note B(x,R) la boule fermée de X de centre x
et de rayon R . Introduisons tout d’abord une quantité géométrique qui joue
un rôle important dans le contexte des variétés à courbure négative :
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DÉFINITION 2.1. L’entropie volumique, notée Hvol(X) , de la variété X
est égale au taux de croissance exponentielle du volume des boules de X
c’est-à-dire

Hvol(X) := lim sup
R→+∞

Ln Vol(B(x,R))
R

.

où Vol(B(x,R) désigne le volume de la boule de centre x et de rayon R > 0.

Notons que cette quantité ne dépend pas du point x choisi. De l’hypothèse
de pincement, on déduit que a(N − 1) ≤ Hvol(X) ≤ b(N − 1) où N est la
dimension de la variété [14]. En particulier, Hvol(X) est finie.

Considérons à présent un groupe kleinien Γ et sa fonction de croissance
NΓ (appelée aussi fonction “orbitale” [29]) définie par :

∀x, y ∈ X,∀R > 0 NΓ(x, y,R) := ]{γ ∈ Γ | γ · y ∈ B(x,R)}.

On écrira pour simplifier NΓ(R) := NΓ(o, o,R) ; pour tout R ≥ d(o, x)+d(o, y) ,
on a NΓ(x, y,R − d(o, x) − d(o, y)) ≤ NΓ(R) ≤ NΓ(x, y,R + d(o, x) + d(o, y)),
si bien que le taux de croissance exponentielle de la fonction NΓ(x, y, ·) ne
dépend pas du choix de x et y ; nous introduisons à cet effet la

DÉFINITION 2.2. L’exposant de Poincaré δ(Γ) du groupe kleinien Γ est
égal au taux de croissance exponentielle de la fonction R 7→ NΓ(R) c’est-à-dire

(2) δ(Γ) := lim sup
R→+∞

Ln NΓ(R)
R

.

Le groupe Γ étant discret, il agit proprement discontinuement sur X ; ses
éléments étant des isométries de X , on en déduit aisément que δ(Γ) ≤ Hvol(X) .
Ainsi, l’exposant δ(Γ) est fini.

L’exposant δ(Γ) est aussi appelé exposant critique ou exposant de con-
vergence de Γ puisque c’est en δ(Γ) que la série de Poincaré PΓ(x, y, s)
définie par

(3) ∀x, y ∈ X,∀s ≥ 0 PΓ(x, y, s) :=
∑
γ∈Γ

e−sd(x,γ·y)

modifie son comportement : elle diverge en effet pour s < δ(Γ) et converge
pour s > δ(Γ) . En s = δ(Γ) , la série de Poincaré peut converger ou diverger
selon la nature de Γ , cela fera l’objet du prochain paragraphe.

On considère aussi les “anneaux ” de X définis par

A(x,R,∆) := {y ∈ X/R−∆ ≤ d(x, y) ≤ R + ∆}
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pour tous x ∈ X et R,∆ > 0 et la fonction de comptage correspondante nΓ

définie par :

∀x, y ∈ X,∀R,∆ > 0 nΓ(x, y,R,∆) := ]{γ ∈ Γ | γ · y ∈ A(x,R,∆)}

(avec la notation simplifiée nΓ(R,∆) := nΓ(o, o,R,∆) ).
Le taux de croissance exponentielle de cette fonction ne dépend ni des

points x, y ni de ∆ puisque l’on a

lim sup
R→+∞

Ln nΓ(x, y,R,∆)
R

= lim sup
R→+∞

Ln NΓ(R)
R

grâce au lemme suivant :

LEMME 2.3. Soit (un)n≥0 une suite de réels > 0 telle que
∑

n un = +∞ ;
on pose Un := u0 + · · · + un pour tout n ≥ 0 . Alors, pour tout s > 0 , les
séries

∑
n une−sn et

∑
n Une−sn convergent ou divergent simultanément; en

particulier, elles ont le même exposant de convergence u, donné par

u := lim sup
n→+∞

1
n

Ln un = lim sup
n→+∞

1
n

Ln Un ≥ 0.

Preuve. Pour tout s > 0, on a

+∞∑
n=0

Une−sn =

+∞∑
n=0

( n∑
k=0

uk

)
e−sn =

+∞∑
k=0

uk

(+∞∑
n=k

e−sn
)

=
1

1− e−s

+∞∑
k=0

uke−sk

d’où le résultat.

2.1 EXEMPLES

• Soit h est isométrie hyperbolique de X ; l’exposant de Poincaré du groupe
〈h〉 engendré par h est nul (dans ce cas, la “limsup” est en fait une limite
et la série de Poincaré diverge en δ(〈h〉) = 0) .

• Notons p l’isométrie parabolique z 7→ z + 1 du plan hyperbolique H2 ; un
calcul explicite en géométrie hyperbolique donne

d(i, pn · i) = d(i, i + n) = 2 Ln n + O(1)

si bien que l’exposant de 〈p〉 vaut 1
2 . La “limsup” est ici encore une limite

et la série de Poincaré de 〈p〉 diverge en 1/2. Remarquons que si H2 est
remplacé par une variété à courbure constante égale à −b2 , l’exposant de
Poincaré du groupe 〈p〉 vaut b/2.
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• On peut modifier la métrique hyperbolique de H2 de façon à avoir
des larges bandes {z : an ≤ Imz ≤ bn} deux 2 à deux disjointes,
avec bn < an+1, où la métrique est alternativement à courbure −b2 ou
−a2 = −1 et comprise entre −b2 et −a2 entre deux bandes consécutives.
Lorsque la largeur bn− an des bandes croı̂t suffisamment vite (auquel cas
il en est de même pour la suite (an+1 − bn)n afin que la courbure reste
pincée), on aura

lim inf
R→+∞

1
R

Ln N〈p〉(R) = a/2 < lim sup
R→+∞

1
R

Ln N〈p〉(R) = b/2.

• Si Γ est un groupe cocompact d’isométries de Hd, d ≥ 2, son exposant
de Poincaré vaut d− 1 ; il en est de même en courbure variable, la valeur
d− 1 étant alors remplacée par l’entropie volumique de X et la “limsup”
est une limite dans ce cas. Ce résultat est du à A. Manning [18] qui a
démontré aussi que l’exposant de Poincaré d’un tel groupe coı̈ncide avec
l’entropie topologique du flot géodésique sur le fibré unitaire tangent de
la variété compacte considérée.
L’argument d’A. Manning a été repris par G. Robert [28] pour étudier la
croissance des groupes hyperboliques; précisons en les grandes lignes. On
choisit un domaine fondamental D pour l’action de Γ , domaine que l’on
peut supposer relativement compact et dont on note ∆ le diamètre; on a
alors, pour tout R > 0⋃

γ∈Γ/d(o,γ·o)≤R−∆

γ · D ⊂ B(o,R) ⊂
⋃

γ∈Γ/d(o,γ·o)≤R+∆

γ · D.

L’égalité Hvol(X) = δ(Γ) s’en déduit immédiatement. Posons alors uk :=
nΓ(k, 2∆) pour tout entier k ≥ 2∆ ; en utilisant le fait que tout segment
géodésique reste à distance ≤ ∆ de l’orbite Γ · o , on obtient uk+l ≤ ukul

pour tout k, l ≥ ∆ . En d’autres termes, la suite (uk)k≥0 est sous-
multiplicative; le lemme de Feteke [26] entraı̂ne alors

(4) lim
k→+∞

u1/k
k = u := inf

k≥1
u1/k

k ,

avec u = eδ(Γ) par définition de δ(Γ) . On a en particulier uk ≥ eδ(Γ)k pour
tout entier k ≥ 0 d’où nΓ(R, 2∆ + 1) � eδ(Γ)R puisque A([R], 2∆) ⊂
A(R, 2∆ + 1) pour tout R ≥ 2∆ + 1. Ainsi, lorsque Γ est cocompact, non
seulement on a Hvol(X) = δ(Γ) mais aussi nΓ(R, 2∆ + 1) � eδ(Γ)R et a
fortiori NΓ(R) � eδ(Γ)R .

• Si Γ est un réseau non uniforme de Hd, d ≥ 2, (ie Vol(Hd/Γ) < +∞
mais Hd/Γ non compact), son exposant de Poincaré vaut d − 1. Il en
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est de même en courbure variable 1/4-pincée (ie b2 ≤ 4a2) , la valeur
d − 1 étant remplacée comme dans le cas des réseaux uniformes par
l’entropie volumique Hvol(X) de X ; l’argument est plus subtil que dans
le cas des groupes discrets cocompacts et nécessite une compréhension
du comportement des segments géodésiques à l’intérieur des horoboules.
Le point central de l’argumentation est le suivant : pour toute horoboule
H et tout point x sur l’horosphère ∂H , l’ensemble B(x,R) ∩ H est
approximativement égal à la boule de rayon R/2 intérieure à H et tangente
à ∂H au point x ; son volume est donc comparable à celui d’une boule
de rayon R/2 et n’influe pas sur la croissance du volume global lorsque
la courbure est 1/4-pincée. Attention, lorsque la courbure n’est plus 1/4-
pincée, on peut avoir δ(Γ) < Hvol(X) (voir [11] pour les détails).

2.2 L’EXPOSANT DE POINCARÉ DES GROUPES NON ÉLEMENTAIRES

Une question naturelle est de savoir si la “limsup” qui apparaı̂t dans la
définition de δ(Γ) est une limite; la réponse est “non” en général, comme
le suggère l’exemple du groupe parabolique vu au paragraphe précédent.
Cependant, dès que Γ n’est pas élémentaire, nous avons le

THÉORÈME 2.4. (T. Roblin [29] & D. Sullivan [35]) Si Γ est un groupe
kleinien non élémentaire, alors pour tous points x, y de X on a

(5) δ(Γ) = lim
R→+∞

Ln NΓ(x, y,R)
R

.

De plus, il existe une constante C := C(Γ, x, y) > 0 telle que

(6) NΓ(x, y,R) ≤ Ceδ(Γ)R.

Preuve. L’égalité (5) est due à T. Roblin; l’inégalité (6) découle du
célèbre “lemme de l’ombre” de D. Sullivan et repose sur l’existence de
densités conformes Γ -invariantes et de dimension δ(Γ) . Nous proposons ici
une approche radicalement différente en montrant que la suite (nΓ(k, 2∆))k≥1

vérifie un inégalité proche de la sur-multiplicativité et que son comportement
à l’infini peut alors être décrit via à un argument “à la Feteke” (voir Lemme
2.5).

On fixe des constantes A,B,C > 0 et on considère deux isométries
α, β ∈ Γ telles que α · o ∈ A(A,C) et β · o ∈ A(B,C) . Le groupe Γ

étant non élémentaire, il possède un sous-groupe libre de type θ -Schottky
H = 〈h1, h2〉 avec θ > 0 (le qualificatif θ -Schottky signifie que pour tous
mots “admissibles” g et g′ en les lettres h±1

1 et h±1
2 et dont les premières
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lettres diffèrent, l’angle en o du triangle g ·o, o, g′ ·o est ≥ θ ). On peut alors,
selon les positions relatives des points α−1 · o et β · o , associer de façon
unique au couple (α, β) un couple (α′, β) = (αh, β) avec h ∈ {Id, h±1 , h

±
2 }

de telle sorte que l’angle en o du triangle ∆h := (αh)−1 · o, o, β · o soit
≥ θ > 0 : en effet l’angle en o d’au moins un de ces triangles ∆h est
≥ θ , il suffit alors de prendre un à un les éléments de {Id, h±1 , h

±
2 } et

de choisir pour lettre h la première, selon un ordre fixé au préalable, qui
corresponde à un triangle ∆h dont l’angle en o est ≥ θ . La courbure étant
majorée par −a2 , il existe alors une constante D = D(a) > 0 telle que
A + B − 2C − D ≤ d(o, α′β · o) ≤ A + B + 2C + D . On a ainsi défini une
application Φ de A(A,C)×A(B,C) dans A(A + B, 2C + D) , en associant au
couple (α, β) l’élément γ := α′β , via la procédure ci-dessus.

Cette application Φ n’a aucune raison d’être injective, cependant la
préimage de chaque γ ∈ A(A + B, 2C + D) est de cardinal uniformément
borné, indépendemment des valeurs de A et B . En effet, si γ ∈ Γ tel que
γ ·o ∈ A(A+B, 2C+D) se décompose sous la forme γ1γ2 avec γ1 ·o ∈ A(A,C)
et γ2 · o ∈ A(B,C) , on a alors d(o, γ1 · o) + d(o, γ2 · o)− d(o, γ · o) ≤ 4C + D ;
d’après le lemme 2.2 de [33], il existe alors une constante E > 0, dépendant de
C,D et de la borne supérieure de la courbure −a2 telle que γ1 ·o appartienne
à un E -voisinage du segment géodésique [o, γ · o] . Or, le groupe Γ étant
discret, le nombre de γ1 · o ∈ A(A,C)∩Γ · o vérifiant cette dernière condition
est majoré par un entier M ≥ 1 ne dépendant que de Γ ; le cardinal de
l’ensemble Φ−1(γ) est donc ≤ M et on a

nΓ(A,C)× nΓ(B,C) ≤ M × nΓ(A + B, 2C + D).

En posant uk := nΓ(k,C), k ≥ C, et en décomposant l’anneau A(A+B, 2C+D)
en une réunion d’anneaux de la forme A(l,C), l ≥ C , on prouve ainsi
l’existence d’un entier κ ≥ 1 tels que

(7) ∀k, l ≥ C ukul ≤ M
k+l+κ∑

i=k+l−κ
ui.

Quitte à remplacer uk par uk/M , on peut supposer M = 1 dans ce qui
suit. Lorsque Γ est convexe-cocompact, la suite (uk+1/uk)k est majorée et
l’argument se simplifie singulièrement; en effet, on déduit de l’inégalité (7)
que la suite (uk)k est sur-multiplicative, la suite

(
u1/k

k

)
k

converge alors vers
sa borne supérieure u .

En général, la suite (uk+1/uk)k n’est pas majorée ; il est alors nécessaire
d’utiliser un argument légèrement différent et dont on trouvera une variante
dans [27] :
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LEMME 2.5. Soit (un)n une suite de R+ telle que lim supn→+∞ un > 0
et

(8) ∀k, l ≥ κ
k+l+κ∑

i=k+l−κ
ui ≥ ukul

où κ ≥ 1 est un entier fixé et on pose Un := u0 + · · ·+un pour tout n ≥ 0 . La
suite (U1/n

n )n converge alors vers un nombre u ≥ 1 ; on a de plus un � un .

Le théorème s’en déduit immédiatement. En effet, puisque uk = nΓ(k,C)
et Un = NΓ(n + C) pour tous n, k ≥ 0, on a, en notant [x] la partie entière
de x ∈ R+

∀R > 0 U[R−C] ≤ NΓ(R) ≤ U[R+C]+1

si bien que, d’après le lemme 8, on a d’une part limR→+∞ NΓ(R)1/R = u
(avec u = eδ(Γ) par définition de l’exposant de Poincaré de Γ ) et d’autre part
NΓ(R) ≤ U[R+C] � u[R+C]+1 � eδ(Γ)R .

Avant de clore ce paragraphe, donnons les grandes lignes de la démons-
tration du lemme 2.5. De (8), on déduit l’inégalité ∀k, l ≥ 0 (2κ+1)Uk+l+κ ≥
ukUl; quitte à diviser chaque terme uk par (2κ+1) , cette inégalité se simplifie
sous la forme

(9) ∀k, l ≥ 0 Uk+l+κ ≥ ukUl.

Pour tout q, b > 0 et 0 ≤ r < b , on a donc

U(b+κ)q+r+κ ≥ urU(b+κ)q ≥ urubU(b+κ)(q−1) ≥ ... ≥ ur(ub)q

d’où, en posant m := (b + κ)q + r + κ

(10)
(

Um

)1/m
≥ (ur)1/m(ub)q/m.

En faisant tendre q puis b vers +∞ , on obtient

lim inf
+∞

(
Um

)1/m
≥ lim sup

b→+∞

(
ub

)1/b
:= u

avec u ≥ 1 puisque lim supn→+∞ un > 0. Il vient limn→+∞ U1/n
n = u car

lim supn→+∞ u1/n
n = lim supn→+∞ U1/n

n d’après le lemme 2.3. En faisant
tendre q vers +∞ dans l’inégalité (10), on peut écrire ∀b ≥ 0 u ≥ u1/b+κ

b
d’où le lemme.
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3. SUR LES GROUPES DIVERGENTS

On dit qu’un groupe kleinien Γ est divergent lorsque sa série de Poincaré
diverge en s = δ(Γ) ; dans le cas contraire on dit qu’il est convergent.

EXEMPLES 3.1.
• L’exposant de Poincaré du groupe élémentaire 〈h〉 engendré par une

isométrie hyperbolique h de X est nul ; ce groupe est donc divergent.
• L’exposant de Poincaré du groupe élémentaire 〈p〉 engendré par l’isométrie

parabolique z 7→ z+1 de H2 vaut 1/2 puisque d(i, pn · i) = 2 Ln n+O(1) ;
de plus ce groupe est divergent.

• Il existe en courbure variable des groupes paraboliques convergents [10].
• Les groupes cocompacts ou convexe-cocompacts sont divergents ; cela se

déduit d’un résultat général sur les mesures conformes, via encore une fois
le lemme de l’ombre de Sullivan. On peut aussi le démontrer en utilisant
(4) qui entraı̂ne immédiatement nΓ(n,∆) � eδ(Γ)n .

La question de la convergence/divergence d’un groupe kleinien est
intéressante à plus d’un titre, et en particulier en ce qui concerne le com-
portement dynamique du flot géodésique (gt)t sur T1M ; le théorème de
dichotomie de Hopf, Tsuji & Sullivan en est l’illustration parfaite, le lecteur
pourra consulter [30] pour un énoncé précis et sa démonstration détaillée.

3.1 UN CRITÈRE SIMPLE DE SÉPARATION DES EXPOSANTS

Le calcul explicite de l’exposant de Poincaré d’un groupe kleinien est très
souvent délicat. Une question plus accessible est de comparer cet exposant
avec celui de sous-groupes de Γ et de dégager un critère qui assure que
l’inégalité est stricte. Nous avons le

THÉORÈME 3.2. [10] Soient Γ un groupe kleinien non élémentaire et H
un sous-groupe divergent de Γ tels que L(H) 6= L(Γ) . On a alors δ(Γ) > δ(H) .

Preuve. Nous développons ici un argument élémentaire reposant sur la
construction d’un sous-groupe de Γ , produit libre de H avec un sous-groupe
engendré par une isométrie hyperbolique dont les points fixes n’appartiennent
pas à L(H) .

Fixons en effet ξ ∈ L(Γ) r L(H) ; il existe un voisinage ouvert U de
ξ dans ∂X qui ne rencontre pas L(H) . L’action de H sur ∂X r L(H)
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étant propre et discontinue, on peut, quitte à réduire U , supposer que
∀h ∈ H r {Id} h(U) ⊂ ∂X r U. Par ailleurs, l’action de Γ étant minimale
sur L(Γ) , l’orbite d’un point fixe d’une de ses isométries est dense dans L(Γ)
et rencontre donc U . On en déduit alors l’existence de γ ∈ Γ r H dont le
point fixe attractif appartient à U ; quitte à remplacer γ par γn avec n grand,
on peut supposer que l’isométrie γ , qu’elle soit hyperbolique ou parabolique,
envoit l’extérieur de U dans U . Fixons alors un élément hyperbolique γ′ ∈ Γ

dont les points fixes sont distincts de ceux de γ , et donc extérieurs à U quitte
à réduire cet ouvert ; l’isométrie g := γγ′γ−1 a ses deux points fixes dans
U et quitte à remplaçer g par une de ses puissances on peut supposer que
g±1(∂XrU) ⊂ U. D’après le lemme du ping-pong de Klein, le sous-groupe G
de Γ engendré par H et g est alors un produit libre : il contient en particulier
tous les mots de la forme h1gh2g · · · hkg avec k ≥ 1 et hi ∈ H r {Id} . On a
alors, pour tout s > δ(H)

PΓ(s) ≥
∑
k≥1

∑
h1,··· ,hk∈Hr{Id}

e−sd(o,h1gh2g···hkg·o)

≥
∑
k≥1

e−skd(o,g·o)
∑

h1,··· ,hk∈Hr{Id}

e−sd(o,h1·o) × · · · × e−sd(o,hk·o)

≥
∑
k≥1

(
e−sd(o,g·o) ×

∑
h∈Hr{Id}

e−sd(o,h·o)
)k

≥
∑
k≥1

(
e−δ(H)d(o,g·o) ×

∑
h∈Hr{Id}

e−sd(o,h·o)
)k
.

Le groupe H étant divergent, on peut choisir s0 > δ(H) suffisamment proche
de δ(H) de telle sorte que e−δ(H)d(o,g·o) ×

∑
h∈Hr{Id} e−s0d(o,h·o) > 1. Il vient

PΓ(s0) = +∞ , d’où δ(Γ) ≥ s0 > δ(H) .

Le théorème précédent permet aussi d’exhiber de façon simple des exemples
de groupes convergents. Considérons par exemple un groupe de Schottky Γ

engendré par deux isométries hyperboliques α et β et notons G le sous-
groupe de Γ engendré par la famille de transformations {α−nβαn/n ≥ 0} . Les
groupes G et H := α−1Gα sont conjugués, ils ont donc le même exposant
de Poincaré et sont simultanément convergents ou divergents. Par ailleurs
L(H) ⊂ L(G) puisque H ⊂ G mais L(H) 6= L(G) car les points fixes de β

appartiennent à L(G) mais pas à L(H) . D’après le théorème 3.2, le groupe
H est donc convergent et il en est de même pour G .

Soulignons que l’énoncé du Théorème 3.2 est presque optimal :



AUTOUR DE L’EXPOSANT DE POINCARÉ D’UN GROUPE KLEINIEN 13

• en effet, si H est convergent et L(H) 6= L(Γ) , on vérifie en reprenant
l’argument ci-dessus que le groupe Gn = H ∗ 〈gn〉 devient convergent
lorsque n est assez grand,

• si le groupe H est divergent et normal dans Γ , on a L(H) = L(Γ) et
δ(Γ) = δ(H) (voir Théorème 4.2 au paragraphe suivant).

3.2 LA QUESTION DE LA CROISSANCE ”TENDUE” (growth tight EN ANGLAIS)

On considère un groupe Kleinien Γ et N un sous-groupe normal de Γ .
Le groupe quotient Γ := N\Γ est le groupe des isométries du revêtement
Riemannien normal X̄ := N\X de Γ\X , muni de la métrique “quotient”

d(x̄, ȳ) := inf{d(x, n · y)/n ∈ N}.

On note δ(Γ) l’exposant de Poincaré de Γ relativement à d ; on a δ(Γ) ≤ δ(Γ) .
La question de savoir quand cette inégalité est stricte est la transposition dans
un cadre Riemannien (voir [32]) de celle de la croissance tendue des groupes
de type fini, posée par R. Grigorchuk et P. de la Harpe dans [15] et que nous
rappelons en quelques mots. Soit G un groupe de type fini et S est un ensemble
fini et symétrique de générateurs de G ; on munit G de la métrique des mots

|.|S relativement à S et on note wG,S := limn→+∞

(
]{g/|g|S ≤ n}

)1/n
le taux

de croissance exponentielle de G correspondant au système S . Considérons
à présent un sous-groupe normal N de G , l’ensemble S := {S := Ns/s ∈ S}
engendre le groupe quotient G := N\G , on munit G de la métrique des mots
correspondant au système S et on note wG,S le taux de croissance exponentielle
de G correspondant au système S . On dit que G est à croissance tendue
relativement à S lorsque wG,S < wG,S pour tout sous-groupe normal propre
N de G . On montre aisément que les groupes libres sont à croissance tendue,
il en est de même pour les produits amalgamés et les groupes hyperboliques
[1] ; cette question est d’ailleurs étroitement liée à celle de la croissance des
sous-décalages de type fini avec mots interdits (voir par exemple [17]).

En reprenant les arguments développés ci-dessus, on peut montrer que si
Γ est divergent pour la métrique quotient, alors δ(Γ) < δ(Γ) ; pour les détails,
on renvoit le lecteur à [12] où sont aussi énoncés des critères assurant que Γ

est divergent.
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4. MESURE DE PATTERSON ET EXPOSANT DE POINCARÉ

4.1 DÉFINITIONS ET NOTATIONS

On appelle densité sur ∂X une famille µ = (µx)x∈X de mesures positives
finies sur ∂X . Une telle densité est dite conforme de dimension δ ≥ 0
lorsque pour tous x, x′ ∈ X , la mesure µx′ est absolument continue par
rapport à µx avec dµx′

dµx
(ξ) = e−δBξ(x′,x) ; cette densité est dite Γ -invariante

si pour tout γ ∈ Γ et tout x ∈ X on a γ∗µx = µγ−1·x où la mesure γ∗µx

est définie par γ∗µx(A) = µx(γA) pour tout borélien A de ∂X . On note
Conf (Γ, δ) l’ensemble des densités conformes Γ -invariantes et de dimension
δ , satisfaisant la condition de normalisation ‖µo ‖ = 1.

Rappelons le procédé de Patterson qui propose une construction explicite
d’éléments de Conf (Γ, δ(Γ)) . Pour chaque s > δ(Γ) et tous x, y ∈ X on note
µs

x,y la mesure orbitale

µs
x,y :=

1
PΓ(o, y, s)

∑
γ∈Γ

e−sd(x,γ·y)εγ·y

où εγ·y désigne la masse de Dirac en γ · y et PΓ la série de Poincaré de
Γ définie en (3). Lorsque Γ est divergent, toute valeur d’adhérence pour
la topologie de la convergence étroite de la famille (µs

x,y)x,y,s est portée par
L(Γ) ; on peut alors montrer que lorsque s→ δ(Γ) par valeurs supérieures la
famille de mesures

(
µs

x,y

)
s

converge étroitement vers une mesure µx,y portée
par L(Γ) , la famille

(
µx,y
)

x∈X formant une densité conforme Γ -invariante et
de dimension δ(Γ) .

On a vu qu’il peut être délicat de montrer qu’un groupe Γ est divergent ;
D. Sullivan a établi cette propriété lorsque Γ est géométriquement fini, en
étudiant le type des densités conformes Γ -invariantes et de dimension δ(Γ) .
Pour ce faire, il faut pouvoir construire de telles densités δ(Γ) -conformes,
sans savoir à priori si Γ est divergent ou convergent ; dans ce dernier cas, S.J.
Patterson a proposé de modifier légèrement la série de Poincaré en posant

P′Γ(x, y, s) =
∑
g∈Γ

e−sd(x,γ·y)h (d(x, γ · y))

où h est une fonction croissante de R+ dans R+ choisie de façon à ce que
les séries PΓ(x, y, s) et P′Γ(x, y, s) aient le même exposant de Poincaré et

∀η > 0,∃tη > 0,∀t ≥ tη,∀s ≥ 0 h(t + s) ≤ h(t)eηs.

L’existence d’une densité Γ -invariante µ de dimension δ(Γ) étant acquise, D.
Sullivan [35] a proposé en courbure constante −1 une construction élégante



AUTOUR DE L’EXPOSANT DE POINCARÉ D’UN GROUPE KLEINIEN 15

de la mesure dite de Bowen-Margulis mBM , qui s’étend naturellement en
courbure variable comme suit. La propriété de δ(Γ) -conformité de µ montre

que la mesure cµ définie sur L(Γ)
∆

×L(Γ) par

cµ(dη dξ) =
µx(dη) µx(dξ)

dx(η, ξ)
ne dépend pas du point x ; par la formule (1) elle est aussi invariante sous
l’action diagonale de Γ d’après la formule des accroissements finis. La mesure
cµ ⊗ dt sur T1X est donc invariante par les actions de (g̃t)t et de Γ ;
après passage au quotient elle induit la mesure de Bowen-Margulis mBM

sur l’ensemble non errant Ω du flot géodésique (gt)t . Le célèbre théorème
de Hopf, Tsuji et Sullivan, dont on trouvera une démonstration détaillée dans
[30], éclaire l’importance de la divergence de Γ : cette propriété est en effet
équivalente au fait que la mesure mBM est complètement conservative et
ergodique pour le flot géodésique (gt)t , elle est forcément acquise quand mBM

est finie (et en particulier quand Ω est compact !) grâce au théorème de
récurrence de Poincaré, auquel cas mBM est même l’unique mesure d’entropie
maximale pour la restriction de (gt)t à Ω [21] (voir le chapitre du présent
ouvrage rédigé par F. Ledrappier).

4.2 LE LEMME DE L’OMBRE ET QUELQUES CONSÉQUENCES

Intéressons nous tout d’abord aux propriétés locales d’une densité conforme
Γ -invariante et de dimension δ . Pour tous x, y ∈ X et tout r > 0 nous noterons
Ox(y, r) l’ombre de la boule B(y, r) vue de x , c’est-à-dire l’ensemble des
points ξ ∈ ∂X tels que le rayon géodésique [x, ξ) rencontre B(y, r) . Nous
avons le

LEMME 4.1. (Lemme de l’ombre de Sullivan) Soit Γ un groupe non
élémentaire et µ une densité conforme Γ -invariante et de dimension δ . Il
existe C > 1 et r0 > 0 tels que pour tout r ≥ r0 et tout γ ∈ Γ on ait

1
C

e−δd(o,γ·o) ≤ µo,o(Ox(γ · o, r)) ≤ Ce−δd(o,γ·o)+2δ.

Ce lemme a les importantes conséquences suivantes :
• En remarquant que pour tout ∆ > 0, la famille

{Ox(γ · o, r)/γ ∈ Γ et R−∆ ≤ d(o, γ · o) ≤ R + ∆}
forme un recouvrement de L(Γ) à multiplicité bornée, on montre que
l’existence d’une densité conforme Γ -invariante et de dimension δ entraı̂ne
]{γ ∈ Γ/d(o, γ · o) ≤ R} � eδR et donc δ ≥ δ(Γ) .
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• Rappelons qu’un point ξ ∈ L(Γ) est dit conique (ou radial) lorsque qu’il
existe une infinité de points de l’orbite d’un (de tout) point fixé dans X à
distance bornée d’un (de tout) rayon géodésique d’extrémité ξ . On note
Lc(Γ) l’ensemble des points limite coniques de Γ ; on a Lc(Γ) = ∪r>0Lr

c(Γ)
avec, en posant Γ := {γk | k ≥ 1},

Lr
c(Γ) := lim sup

γ∈Γ
γ→∞

Oo(γ · o, r) =
⋂
n≥1

⋃
k≥n

Oo(γk · o, r).

Par conséquent, si
∑
γ∈Γ e−δd(o,γ·o) < +∞ , et en particulier lorsque

δ > δ(Γ) , toute densité conforme Γ -invariante et de dimension δ donne
une mesure nulle à Lc(Γ) .

• Lorsque Γ est divergent et µ ∈ Conf (Γ, δ(Γ)) , on montre que µo,o(Lc(Γ)) =

µo,o(∂X) > 0 et que cette propriété entraı̂ne l’ergodicité de l’action de Γ

relativement à la famille (µx,y)x,y . Dans ce cas, la densité construite par
le procédé de S.J. Patterson est, à constante multiplicative près, l’unique
densité conforme Γ -invariante de dimension δ(Γ) ; en particulier, elle ne
dépend ni du point y ni de la sous-suite qui a permis de la construire.

• Lorsque Γ est cocompact ou convexe-cocompact, on peut montrer que
Conf (Γ, δ) 6= ∅ si et seulement si δ = δ(Γ) ; dans le cas contraire,
Conf (Γ, δ) 6= ∅ pour tout δ ≥ δ(Γ) .

Remarquons que pour tout élément g du normalisateur N(Γ) de Γ dans le
groupe des isométries de X et toute densité µ ∈ Conf (Γ, δ) , la famille de
mesures (νgx )x∈X définie par

(11) νgx :=
1

‖µg·o‖
g∗µg·x

appartient aussi à Conf (Γ, δ) . Cette famille est en effet Γ -invariante puisque
pour tout γ ∈ Γ , on a gγ = γ̃g avec γ̃ = gγg−1 ∈ Γ d’où

γ∗νgγ·x = γ∗g∗µgγ·x = g∗γ̃∗µgγ·x = g∗µγ̃−1gγ·x = g∗µg·x = νgx .

Lorsque Γ est divergent, l’ensemble Conf (Γ, δ(Γ)) est réduit à un
point µ = (µx)x∈X et on a (νgx )x = (µx)x pour tout g ∈ N(Γ) ; ainsi
Conf (N(Γ), δ(Γ)) 6= ∅ et donc δ(Γ) ≥ δ(N(Γ)) . On a donc le

THÉORÈME 4.2. ([20], Corollary 4.2) Soit Γ un groupe kleinien divergent
et G un groupe kleinien contenant Γ comme sous-groupe normal. Alors G
est divergent d’exposant δ(G) = δ(Γ).

Plus généralement, T. Roblin à introduit la notion de principe des ombres.
On note C(L(Γ)) l’enveloppe convexe de L(Γ) dans X et on considère un
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sous-ensemble Y de C(L(Γ)) invariant sous l’action de Γ . On dit que Y vérifie
le principe des ombres en δ ≥ δ(Γ) si pour toute densité µ ∈ Conf (Γ, δ) et
tous x, y ∈ Y on a

1
C
‖µy‖e−δd(x,y) ≤ µx

(
Ox(y, r)

)
≤ C‖µy‖e−δd(x,y)

où r et C sont des constantes positives ne dépendant que de Y et de δ (et non
de x, y et µ ). T. Roblin a montré dans [31] que l’orbite de o sous l’action de
N(Γ) vérifie le principe des ombres pour tout δ ≥ δ(Γ) . La démonstration de
ce résultat est analogue à celle du lemme de l’ombre de Sullivan et utilise de
façon cruciale le fait que pour tout µ ∈ Conf (Γ, δ) et tout g ∈ N(Γ) la famille
(νg)x∈X définie par la formule (11) est une densité conforme Γ -invariante et
de dimension δ .

Le fait qu’un ensemble Γ -invariant Y satisfasse au principe des ombres
entraı̂ne que la suite (‖µy‖)y∈Y croı̂t de façon contrôlée ; on a en effet le

THÉORÈME 4.3. [31] Soit Γ un groupe kleinien et N(Γ) son normalisateur
dans le groupe des isométries de X . Alors, pour toute densité µ ∈ Conf (Γ, δ) ,
l’exposant de Poincaré de la série

∑
g∈N(Γ) ‖µg·o‖e−sd(o,g·o) est inférieur ou

égal à δ .

Citons comme très jolie conséquence le corollaire suivant, dont on trouvera
une démonstration détaillée dans [31] :

COROLLAIRE 4.4. Pour tout groupe kleinien Γ de X on a δ(Γ) ≥
1
2δ(N(Γ)) , l’inégalité étant stricte lorsque N(Γ) est divergent.

On a donc δ(N(Γ))
2 ≤ δ(Γ) ≤ δ(N(Γ)) , la première inégalité étant stricte dès

que N(Γ) est divergent ; par ailleurs, δ(Γ) = δ(N(Γ)) dès que Γ est divergent.
Ainsi, si δ(Γ) ∈ [ δ(N(Γ))

2 , δ(N(Γ))[ , le groupe Γ est convergent ; par contre
lorsque δ(Γ) = δ(N(Γ)) , on peut avoir Γ convergent ou divergent (pour des
exemples explicites, on cherchera dans la classe des revêtements abéliens de
variétés compactes [25]).

Pour conclure ce paragraphe et illustrer la puissance de cette approche,
citons le

THÉORÈME 4.5. Si N(Γ)/Γ est moyennable, alors δ(Γ) = δ(N(Γ)) .

La réciproque de ce théorème est partiellement démontrée lorsque N(Γ)
est convexe-cocompact (cas où X = Hn+1 avec la condition δ(N(Γ)) > n/2
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[6]) ; la question de savoir si elle est vraie pour tous les groupes convexe-
cocompacts, et plus généralement pour les groupes géométriquement finis, est
toujours ouverte. Nous renvoyons le lecteur au chapitre du présent ouvrage
rédigé par T. Roblin et S. Tapie.

5. AUTOUR DES GROUPES GÉOMÉTRIQUEMENT FINIS

5.1 DIVERGENCE DES GROUPES GÉOMÉTRIQUEMENT FINIS

Nous avons vu dans le paragraphe 3 que les groupes cocompacts
ou convexe-cocompacts sont divergents. Curieusement, il est assez délicat
d’étendre cette propriété à d’autres classes de groupes kleiniens; nous
répondons ici à cette question dans le cas des réseaux non uniformes et
leur généralisation naturelle que sont les groupes géométriquement finis.

Introduisons quelques notations nécessaires pour définir cette large classe
de groupes kleiniens. Rappelons que C(L(Γ)) désigne l’enveloppe convexe de
L(Γ) dans X ; cet ensemble est invariant sous l’action de Γ et le quotient
N (Γ) = C(L(Γ))/Γ est le coeur de Nielsen de la variété Γ\X . On notera
Nε(Γ) un ε -voisinage de N (Γ) . Cet ensemble est compact lorsque Γ est
cocompact ou convexe-cocompact et on a L(Γ) = Lc(Γ) . Le groupe Γ est
dit géométriquement fini lorsqu’il existe ε > 0 tel que Nε(Γ) soit de volume
fini. La perte de compacité de Nε(Γ) provient de l’existence d’isométries
paraboliques dans Γ , d’autres points limite que les points coniques peuvent
alors apparaı̂tre ; on dit que ξ ∈ L(Γ) est parabolique borné si son stabilisateur
Π est constitué d’isométries paraboliques et agit de façon cocompacte sur
L(Γ) r {ξ} .

Rappelons que la finitude géométrique peut être caractérisée de façon
équivalente comme suit (voir [5] pour plus de détails) :

• pour tout ε > 0 le volume de Nε(Γ) est fini,
• le coeur de Nielsen N (Γ) peut se décomposer sous la forme suivante

(12) N (Γ) = C0 ∪ C1 · · · ∪ Cl

où C0 est un ensemble relativement compact et où, pour chaque i = 1, · · · , l
il existe un groupe parabolique Πi ⊂ Γ et une horoboule Hi basée
au point fixe ξi de Πi tels que Ci soit isométrique au quotient de
Hi ∩ C(L(Γ)) par Πi : notons que ξi est alors nécessairement un point
limite parabolique borné, que le groupe Πi agit sur C(L(G)) ∩ ∂Hi où
∂Hi désigne l’horosphère qui borde l’horoboule Hi et que cette action
admet un domaine fondamental relativement compact,
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• l’ensemble limite L(Γ) est la réunion disjointe de Lc(Γ) et d’un nombre
fini d’orbites Γ · ξi, 1 ≤ i ≤ l, de points paraboliques bornés.

Ainsi, chaque partie cuspidale Ci, 1 ≤ i ≤ l , est isométrique au quotient Γ\C̃i ,
où on a posé C̃i := Γ · (Hi∩C(L(Γ)) ; quant à la partie C0 , elle est isométrique
à Γ\C̃0 avec C̃0 := C(L(Γ)) r

(⋃
1≤i≤l C̃i

)
.

Introduisons à présent la

DÉFINITION 5.1. On dit qu’un groupe géométriquement fini Γ satisfait
la propriété de trou critique lorsque δ(Γ) > δ(Π) pour tout sous-groupe
parabolique Π ⊂ Γ .

Nous avons le

THÉORÈME 5.2. ([35], [8] & [10]) Tout groupe kleinien géométriquement
fini Γ satisfaisant la propriété de trou critique est divergent.

Notons qu’il est possible de construire des groupes géométriquement finis
divergents Γ ne satisfaisant pas la propriété de trou critique; ces groupes
possèdent alors des sous-groupes paraboliques convergents d’exposant δ(Γ) ,
le choix de la métrique dans la partie cuspidale correspondante est cependant
délicat pour assurer que Γ est divergent [24].

Preuve. L’approche initiée par D. Sullivan pour démontrer ce résultat
repose sur l’existence d’une densité conforme Γ -invariante et de dimension
δ(Γ) ; or, la définition même de la finitude géométrique, avec une partie épaisse
relativement compacte et une partie fine sur laquelle la dynamique de Γ est
très simple à contrôler fait espérer l’existence d’un autre argument de type
sous-multiplicativité, comme dans le cas compact ou convexe-cocompact.

Pour ce faire, nous notons δ∗(Γ) le maximum des exposants de Poincaré
des sous-groupes paraboliques de Γ , nous fixons δ ∈]δ∗(Γ); δ(Γ)[ et posons
wΓ(R,∆) := e−δRnΓ(R,∆); on a alors lim supR→+∞

Ln vΓ(R,∆)
R = δ(Γ)−δ > 0.

Pour tous réels A,B > 0 et tout ∆ supérieur au diamètre de la partie épaisse
C0 , on a

(13) wΓ(A + B, 2∆) ≤ c ·
( ∑

0≤u≤A

wΓ(u, 2∆)
)
×
( ∑

0≤v≤B

wΓ(v, 2∆)
)

où c est une constante strictement positive. En effet, pour tout γ ∈ Γ tel que
γ · o ∈ A(o,A + B, 2∆) , on écrit d(o, γ · o) = A + B + 2Λ avec −∆ < Λ < ∆

et on note x le point du segment géodésique [o, γ ·o] qui se trouve à distance
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A+Λ de o ; lorsque le projeté de x sur la variété quotient appartient à C0 , on
pose u = v = 0, sinon ce projeté appartient à une zone cuspidale Ci, 1 ≤ i ≤ l,
autrement dit il existe g ∈ Γ tel que x appartienne à l’horoboule g · Hi et
le paramètre u ( resp. v ) représente alors la partie entière de la longueur du
segment géodésique [o, x] ∩ g · Hi (resp. [x, γ · o] ∩ g · Hi ). L’inégalité (13)
s’obtient en décomposant l’ensemble Γ · o∩A(o,A + B, 2∆) selon les valeurs
possibles de u et v .

On pose wk := vΓ(k,2∆)
c puis Wk := w1+· · ·+wk et W̃k := 1+W1+· · ·+Wk

pour tout k ≥ 1. L’inégalité (13) s’écrit ∀k, l ≥ 1 wk+l ≤ Wk×Wl et entraı̂ne
successivement Wk+l ≤ WkW̃l puis W̃k+l ≤ W̃kW̃l . La suite (W̃n)n est donc
sous-multiplicative et on a

lim
n→+∞

Ln W̃n

n
= L := inf

n≥1

Ln W̃n

n

L’exposant de convergence de la série
∑

n≥1 W̃ne−sn est donc égal à L et
on a W̃n � eLn , si bien

∑
n≥1 W̃ne−Ln = +∞. On déduit immédiatement du

Lemme 2.3 que les séries
∑

n≥1 Wne−sn et
∑

n≥1 wne−sn admettent aussi L
comme exposant de convergence et qu’elles divergent en L puisque L > 0.
L’exposant de convergence de

∑
n≥1 nΓ(n,∆)e−sn est donc L + δ = δ(Γ) et

cette série diverge en δ(Γ) .

Nous retrouvons en particulier le résultat suivant du à D. Sullivan [35] et
K. Corlette & A. Iozzi [8] :

COROLLAIRE 5.3. Tout groupe kleinien géométriquement fini d’un espace
symétrique de rang 1 est divergent.

Preuve. Il suffit de vérifier que les sous-groupes paraboliques bornées
sont divergents ; cela découle d’un calcul direct effectué dans [2] dans le cas
de l’espace hyperbolique et étendu au cas général dans [8].

5.2 ESTIMATION DE LA FONCTION DE CROISSANCE

En combinant les arguments des démonstrations des Théorèmes 2.4 et 5.2,
on obtient de façon élémentaire l’estimation suivante de NΓ(R) :

THÉORÈME 5.4. [13] Pour tout groupe kleinien géométriquement fini Γ

satisfaisant la propriété de trou critique, on a NΓ(R) � eδ(Γ)R.

Preuve. D’après la démonstration du Théorème 5.2, nous avons W̃n � eLn

et donc Wn � eLn

n puisque la suite (Wk)k est croissante. Nous allons utiliser
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de façon cruciale l’estimation (6), qui entraı̂ne Wn ≤ W eLn pour un
certaine constante W > 0 ; nous imposerons W ≥ 1 dans ce qui suit. Pour
montrer que Wn � eLn , raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe
une suite strictement croissante d’entiers (kn)n telle que εn := Wkn e−Lkn →
0 lorsque n → +∞. Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer
kn − kn−1 → +∞ et on pose ln := inf

(
kn−kn−1

2 ,
[
− Ln εn

L

])
; la suite (ln)n tend

vers +∞ et on a kn − ln ≥ kn−1 et εn ≤ e−Lln . On pose alors, pour tout
n,m ≥ 0

W ′n =

{
W eLn si n ∈ {km−1 + 1, · · · , km − lm − 1}
εmeLkm si n ∈ {km − lm, · · · , km}

.

On a Wn ≤ W ′n ≤ W eLn pour tout n ≥ 1 ; il vient

eLkm � W̃km ≤ 1 +

km∑
k=1

Wk

≤ W
(

1 +

km−lm−1∑
k=1

eLk
)

+ lmεmeLkm (puisque W ≥ 1)

� lmeL(km−lm)

d’où l’on déduit lme−Llm � 1. Ceci contredit le fait que limm→+∞ lm =

+∞.

On renvoit le lecteur à [34] pour une démonstration très technique de cet
encadrement. En utilisant de façon ingénieuse la propriété de mélange du flot
géodésique, T. Roblin a obtenu dans [29] et sous une hypothèse très générale
le résultat plus précis suivant : il existe une constante C = C(Γ) > 0 telle que

lim
R→+∞

NΓ(R)
eδ(Γ)R = C.

L’énoncé du Théorème 5.4 reste valable pour les groupes hyperboliques au
sens de Gromov (voir [9] via l’utilisation des densités conformes) et peut
s’obtenir directement par des arguments de sous-multiplicativité comme nous
le faisons ici. L’approche que nous décrivons ici a été initiée par G. Robert
il y a une quinzaine d’années dans un texte non publié [28].
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5.3 SUR LES ISOMÉTRIES PARABOLIQUES D’UN GROUPE GÉOMÉTRIQUEMENT

FINI ET SA MESURE DE BOWEN MARGULIS

Pour pouvoir décrire l’action des isométries paraboliques de X , il faut au
préalable comprendre le lien entre la distance d(x, y) entre deux points x, y ∈ X
situés sur une même horosphère ∂H centrée en ξ ∈ ∂X et l’excursion dans
l’horoboule H du segment géodésique [x, y] . On suppose que d(x, y) ≥ 1
et on pose tx,y := inf{t ≥ 0/d(t)(ξx(t), ξy(t)) ≤ 1} où d(t) désigne la distance
intrinsèque sur l’horosphère ∂Ht := {z ∈ X/Bξ(x, z) = t} . On a le

LEMME 5.5. [10] Il existe une constante c = c(a, b) > 0 ne dépendant
que des bornes sur la courbure, telle que pour tout ξ ∈ ∂X , toute horosphère
∂H centrée en ξ et tous points x, y ∈ ∂H tels que d(x, y) ≥ 1 , l’arc constitué
des 3 segments géodésiques [x, ξx(tx,y)], [ξx(tx,y), ξy(tx,y] et [ξy(tx,y), y] est une
(1, c) -quasigéodésique; en particulier, les quantités d(x, y) et 2tx,y diffèrent
d’au plus c.

Ainsi, dans l’espace hyperbolique, en prenant ξ = ∞, x = i et y =

i + n , on a tx,y = Ln n et comprend géométriquement pourquoi la quantité
d(i, i+n)−2 Ln n est bornée. Ce lemme est crucial pour construire de groupes
paraboliques convergents et expliciter ainsi des groupes géométriquement finis
convergents en courbure variable [10].

Lorsque Γ est convexe-cocompact, l’ensemble Ω est compact ; la mesure
mBM est alors finie et c’est la mesure d’entropie maximale [35]. Lorsque Γ est
géométriquement fini et contient des transformations paraboliques, la question
de la finitude de mBM se pose de façon naturelle. Si Γ est convergent, les
mesures de Patterson µx,y ne chargent que les points paraboliques et la mesure
mBM est clairement de masse infinie; lorsque Γ est divergent, nous avons le

THÉORÈME 5.6. Si Γ est un groupe kleinien géométriquement fini diver-
gent, les deux assertions suivantes sont équivalentes

• la mesure mBM est finie

• on a
∑

p∈Π d(o, p·o)e−δ(Γ)d(o,p·o) < +∞ pour tout sous-groupe parabolique
Π de Γ .

On renvoit le lecteur à [10] pour une démonstration détaillée ; précisons
cependant une conséquence immédiate de ce résultat :
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COROLLAIRE 5.7. Soit Γ un groupe kleinien géométriquement fini de X
satisfaisant la propriété de trou critique. Le groupe Γ est divergent et sa
mesure de Bowen-Margulis mBM est finie et ergodique.

5.4 MESURES DE HAUSDORFF ET DE PACKING DE L’ENSEMBLE LIMITE

Nous nous intéressons ici aux mesures et dimensions de Hausdorff et
de packing de l’ensemble limite d’un groupe kleinien géométriquement
fini vérifiant la propriété de trou critique. Dans un premier temps, nous
faisons quelques rappels théoriques sur ces notions, puis nous décrivons le
comportement local des mesures de Patterson afin de les comparer avec les
mesures de Hausdorff et de packing.

5.4.1 QUELQUES RAPPELS THÉORIQUES Soit F un sous-ensemble borélien
d’un espace métrique (E, d) . La mesure de Hausdorff Hs de dimension s de
F est définie par

Hs(F) = lim
ε→0

inf
{∑

U∈U
(diam U)s

}
où l’infimum porte sur l’ensemble des recouvrements dénombrables de F par
des ouverts de diamètre ≤ ε . La dimension de Hausdorff de F est définie par

HD(F) = sup{s > 0 : Hs(F) = +∞} = inf{s > 0 : Hs(F) = 0}.

Par ailleurs, la pré-mesure de packing P∗s de dimension s de F est définie
par

P∗s(F) = lim
ε→0

sup
{∑

B∈B
(diam B)s

}
où le supremum porte sur l’ensemble des familles dénombrables B de boules
centrées en des points de F , deux à deux disjointes et de diamètre ≤ ε ;
rappelons que l’application P∗s n’est pas une mesure car elle n’est pas σ -
additive sur la tribu des boréliens. Une étape supplémentaire est nécessaire
pour construire la mesure dite de packing Ps de dimension s de F en posant

Ps(F) = inf
{∑

j

P∗s(Fj) | F ⊂ ∪jFj, J dénombrable
}

et la dimension de packing de F est alors donnée par

PD(F) = sup{s > 0 : Ps(F) = +∞} = inf{s > 0 : Ps(F) = 0}.

Enfin, une famille dénombrable de points {xi} de F est dite ε -séparée lorsque
les boules B(xi, ε) sont deux à deux disjointes; on note s(F, ε) le cardinal
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maximal des familles ε -séparées de F . Les dimensions de Minkowski inférieure
MD(F) et supérieure MD(F) de l’ensemble F sont définies par

MD(F) := lim inf
ε→0

Ln s(F, ε)
Ln(1/ε)

et MD(F) := lim sup
ε→0

Ln s(F, ε)
Ln(1/ε)

.

Lorsque MD(F) = MD(F) , la valeur commune est appelée dimension de
Minkowski et notée MD(F) . Pour tout borélien F de RN , on a HD(F) ≤
PD(F) ≤ MD(F).

Dans [3], C. Bishop et P.W. Jones ont montré que pour tout groupe
kleinien Γ de l’espace hyperbolique on avait HD(Lc(Γ)) = δ(Γ) et
HD(L(Γ)) = MD(L(Γ)) ; lorsque Γ est géométriquement fini, il vient
HD(L(Γ) = PD(L(Γ) = MD(L(Γ)) = δ(Γ) puisque dans ce cas les points
limite non coniques sont au plus dénombrables. Ces égalités ont été étendues
en courbure variable [22].

Afin d’obtenir des estimations des mesures de Hausdorff et de packing
de certains sous-ensembles de ∂X , on utilisera le résultat classique suivant
de type “lemme de Frostman” et qui découle des définitions ci-dessus et du
théorème de recouvrement de Besicovitch. Nous renvoyons le lecteur au livre
de P. Mattila [19] pour les détails.

PROPOSITION 5.8. Soient un ensemble compact E ⊂ RN , un réel s > 0
et une mesure µ borélienne sur E . Il existe une constante C > 0 telle que
pour tout borélien F de E et tout a ∈ [0,+∞] , on ait

• si lim supr→0
µ(B(x,R))

rs ≥ a pour tout x ∈ F alors Hs(B) ≤ 2sC
a µ(B) pour

tout borélien B de F ,
• si lim supr→0

µ(B(x,R))
rs ≤ a pour tout x ∈ F alors Hs(B) ≥ 2s

a µ(B) pour
tout borélien B de F ,

• si lim infr→0
µ(B(x,R))

rs ≥ a pour tout x ∈ F alors Ps(B) ≤ 1
aµ(B) pour tout

borélien B de F ,
• si lim infr→0

µ(B(x,R))
rs ≤ a pour tout x ∈ F , alors Ps(B) ≥ 1

Caµ(B) pour
tout borélien B de F .

5.5 COMPORTEMENT LOCAL DE LA MESURE DE PATTERSON

Nous nous intéressons ici au comportement local d’une densité conforme
Γ -invariante et de dimension δ ; dans le paragraphe suivant, nous spécifierons
le cas où δ = δ(Γ) afin de comparer mesure de Patterson, de Hausfdorff et
de packing. Cette étude a été menée en courbure −1 par D. Sullivan dans
[36] et précisée par B. Stramann et S.L. Velani dans [34]; l’approche de ces
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derniers été considérablement simplifiée par l’auteur du présent texte dans [23]
et étendue en courbure variable par B. Schapira [33].

Le lemme de l’ombre de Sullivan précise le comportement de la mesure
de certains ouverts de ∂X , précisément les ombres de boules ouvertes de
X de rayon suffisamment grand et centrées en un point d’une orbite Γ · x ;
nous cherchons ici à nous affranchir de la condition portant sur le centre des
boules considérées et examinons pour ce faire une autre classe d’ouverts, de
maniement plus aisé.

Dans ce qui suit, nous fixons x ∈ X, ξ ∈ ∂X et r, t > 0 et considérons les
3 familles suivantes d’ouverts de ∂X :

• les boules Bx(ξ, r) de centre ξ et rayon r , relativement à la métrique dx

sur ∂X ;
• l’ombre Ox(ξ(t), r) de la boule de centre ξ(t) et de rayon r , vue du point

x ;
• la “calotte” V(x, ξ, t) définie comme l’ensemble des points de ∂X dont le

projeté sur le rayon géodésique [x, ξ) appartient à ]ξ(t), ξ[ .

Nous avons le résultat classique suivant :

LEMME 5.9. [16] [33] Il existe une constante c > 0 telle que

Bx

(
ξ,

e−t

c

)
⊂ Ox(ξ(t), 1) ⊂ Bx(ξ, ce−t)

et

Bx

(
ξ,

e−t

c

)
⊂ V(x, ξ, t) ⊂ Bx(ξ, ce−t).

Nous aurons besoin de contrôler la façon dont les calottes V(x, ξ, t) varient
en fonction de x et ξ :

LEMME 5.10. [33] Il existe une constante C1 > 0 telle que, pour tous
x ∈ X, ξ ∈ ∂X, t ≥ C1 et tout η ∈ V(x, ξ, t + 2C1) on ait

V(x, η, t + C1) ⊂ V(x, ξ, t) ⊂ V(x, η, t − C1).

De plus, pour tout D > 0 , il existe une constante C2 = C2(D) > 0 telle que,
pour tous x ∈ X, ξ ∈ ∂X, t ≥ C2 et tout y ∈ B(x,D) on ait

V(y, ξ, t + C2) ⊂ V(x, ξ, t) ⊂ V(y, η, t − C2).
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Le résultat qui suit illustre clairement le fait que les ”calottes” V(x, ξ, t)
sont adaptées pour décrire l’action des isométries paraboliques de Γ sur ∂X ;
il se déduit du Lemme 5.5, on en trouvera dans [33] une démonstration
détaillée :

LEMME 5.11. Fixons ξ ∈ ∂X et K un compact de ∂X r {ξ} ; il existe
une constante C > 0 telle que, pour toute isométrie parabolique p fixant ξ ,
tout t ≥ 0 et tout point η ∈ K , on ait

• si d(o, p · o) ≥ 2t alors p · K ⊂ V(o, ξ, t − C) et∣∣Bp·η
(
ξ(t), p · ξ(t)

)
− d(o, p · o) + 2t

∣∣ ≤ 2C,

• si d(o, p · o) ≤ 2t alors p · K ∩ V(o, ξ, t + C) = ∅ et∣∣Bp·η
(
ξ(t), p · ξ(t)

)∣∣ ≤ 2C.

L’énoncé qui suit précise la mesure au sens d’une densité conforme Γ -
invariante et de dimension δ d’une calotte V(o, ξ, t) en fonction des positions
des points ξ(t) et ξ :

THÉORÈME 5.12. Soit Γ un groupe kleinien géométriquement fini et
ν = (νx)x∈X une densité conforme Γ -invariante et de dimension δ ≥ δ(Γ) ,
sans atome et de support L(Γ) . Fixons des représentants Π1, · · · ,Πl des
classes de conjugaison des sous-groupes paraboliques maximaux de Γ , de
points fixes respectifs ξ1, · · · , ξl et notons C0 ∪ C1 . . .∪ Cl une décomposition
du coeur de Nielsen N (Γ) de la forme (12) et H1, . . . ,Hl les horoboules
correspondantes. Il existe alors des constantes A,K > 0 telles que, pour tout
ξ ∈ L(Γ) et tout t ≥ 0 , on ait

• si ξ(t) ∈ C̃0 alors e−δt

A ≤ νo
(
V(o, ξ, t)

)
≤ Ae−δt;

• sinon il existe i ∈ {1, · · · , l} et γ ∈ Γ tel que ξ(t) ∈ γ · Hi et on a
– lorsque γ · ξi ∈ V(o, ξ, t)

e−δ(t−t̄)

A

∑
p∈Πi

d(o,p·o)≥2t̄+K

e−δd(o,p·o) ≤ νo
(
V(o, ξ, t)

)
≤ Ae−δ(t−t̄)

∑
p∈Πi

d(o,p·o)≥2t̄−K

e−δd(o,p·o)

– lorsque γ · ξi /∈ V(o, ξ, t)

e−δ(t+t̄)

A
NΠi (2t̄ − K) ≤ νo

(
V(o, ξ, t)

)
≤ Ae−δ(t+t̄)NΠi (2t̄ + K).
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avec t̄ := d(ξ(t),Γ · o) .

Preuve. Notons tout d’abord que la quantité Bη(o, ξ(t)) − t est bornée
uniformément en η ∈ V(o, ξ, t) ; il vient νo

(
V(o, ξ, t)

)
� e−δtνξ(t)

(
V(o, ξ, t)

)
et il nous suffit d’estimer νξ(t)

(
V(o, ξ, t)

)
.

Considérons tout d’abord le cas où ξ(t) ∈ C̃0 ; il existe alors γ ∈ Γ tel
que d(ξ(t), γ · o) ≤ ∆ où ∆ désigne le diamètre de C0 , si bien que

νξ(t)
(
V(o, ξ, t)

)
� νγ·o

(
V(o, ξ, t)

)
� νo

(
V(γ−1 · o, γ−1 · ξ, t)

)
.

Cette dernière quantité est majorée par 1 puisque νo est une mesure de
probabilité. Elle est aussi minorée par une constante non nulle : en effet,
d’après la définition des métriques dx sur ∂X et le lemme 5.9, il existe ε > 0
tel que

Bo(γ−1 · ξ, ε) ⊂ Bγ−1·o

(
γ−1 · ξ, e−t

c

)
⊂ V(γ−1 · o, γ−1 · ξ, t)

d’où νo(V(γ−1 · o, γ−1 · ξ, t)) ≥ infη∈L(Γ) νo(Bo(η, ε)) > 0.
Considérons à présent le cas où ξ(t) se projette sur la partie mince de

N (Γ) ; il existe donc i ∈ {1, · · · , l} et γ ∈ Γ tel que ξ(t) ∈ γ · Hi . Nous
allons décomposer l’étude en plusieurs cas, selon les positions relatives de ξ

et de γ · ξi .
1. Supposons tout d’abord que ξ = γ ·ξi . Considérons dans une premier temps

le cas où γ = Id et donc ξ = ξi . On fixe un domaine fondamental borélien
et relativement compact Di pour l’action de Πi sur L(Γ)r{ξi} . La mesure
ν étant sans atome et de support L(Γ) , on a ν(∂X) = ν

(
L(Γ) r {ξi}

)
si

bien que∑
p∈Πi

p·Di⊂V(o,ξ,t)

νξ(t)(p · Di) ≤ νξ(t)
(
V(o, ξ, t)

)
≤

∑
p∈Πi

p·Di∩V(o,ξ,t)6=∅

νξ(t)(p · Di).

En appliquant le lemme 5.11 avec K = Di , on obtient

(14)
∑
p∈Πi

d(o,p·o)≥2t+2C

νξ(t)(p ·Di) ≤ νξ(t)
(
V(o, ξ, t)

)
≤

∑
p∈Πi

d(o,p·o)≥2t−2C

νξ(t)(p ·Di).

De la même façon, on obtient
(15)∑

p∈Πi
d(o,p·o)<2t−2C

νξ(t)(p · Di) ≤ νξ(t)
(
∂X r V(o, ξ, t)

)
≤

∑
p∈Πi

d(o,p·o)<2t+2C

νξ(t)(p · Di).

Estimons à présent νξ(t)(p · Di) ; par conformité et invariance sous Γ , on a
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νξ(t)(p · Di) =

∫
Di

e−δBp·η(ξ(t),p·ξ(t))νξ(t)(dη)

et du Lemme 5.11 on déduit νξ(t)(p · Di) � νξ(t)(Di)e2δt−δd(o,p·o) �
eδt−δd(o,p·o) lorsque d(o, p · o) ≥ 2t et νξ(t)(p · Di) � νξ(t)(Di) � e−δt

lorsque d(o, p · o) ≤ 2t . En injectant ces estimations dans les inégalités
(14) et (15), on obtient finalement

eδt
∑
p∈Πi

d(o,p·o)≥2t+2C

e−δd(o,p·o) � νξ(t)
(
V(o, ξ, t)

)
� eδt

∑
p∈Πi

d(o,p·o)≥2t−2C

e−δd(o,p·o)

et

e−δtNΠi (2t − 2C) � νξ(t)
(
∂X r V(o, ξ, t)

)
� e−δtNΠi (2t + 2C).

Il nous reste à considérer le cas où γ 6= Id ; le point ξ(t) appartient à
γ ·Hi et, quitte à remplacer γ par γp pour un choix judicieux de p ∈ Πi ,
on peut supposer que γ ·o se trouve à distance ≤ ∆ du rayon géodésique
[o, ξ) . On en déduit l’existence d’une constante C > 0 telle que, en posant
si = d(o, γ · Hi) , on ait

V(γ · o, ξ, t − si − C) ⊂ V(o, ξ, t) ⊂ V(γ · o, ξ, t − si + C);

l’estimation annoncée découle alors de l’étude précédente en notant que t̄
et t − si diffèrent d’une constante.

2. Supposons à présent que ξ(t) ∈ γ · Hi, 1 ≤ i ≤ l, et ξ 6= γ · ξi . Comme
ci-dessus, nous nous ramenons au cas où γ = Id et distinguons 3 sous-cas
(la constante C1 à venir est celle qui apparaı̂t dans le lemme 5.10) :

• Cas où ξi ∈ V(o, ξ, t + 2C1) On a alors

V(o, ξi, t + C1) ⊂ V(o, ξ, t) ⊂ V(x, ξi, t − C1)

d’où l’on déduit

νξi(t)
(
V(o, ξi, t + C1)

)
� νξ(t)

(
V(o, ξ, t)

)
� νξi(t)

(
V(o, ξi, t − C1)

)
.

On conclut en appliquant les estimations obtenues en 1. et en notant
que d(ξ(t),Γ · o) et d(ξi(t),Γ · o) diffèrent d’au plus une constante.

• Cas où ξi /∈ V(o, ξ, t−2C1) Dans ce cas, le point ξi est plus proche du
point antipodal de ξ par rapport à o , noté ξ̄ ; le rayon géodésique
[ξ(t), ξ) sort de l’horoboule Hi en un point ō := [ξ(t), ξ) ∩ ∂Hi

et nous posons t̄ := d(ξ(t), ō) . On a V(o, ξ, t) = ∂X r V(ō, ξ̄, t̄) et
ξi ∈ V(ō, ξ̄, t̄ + C1) si bien que

∂X r V(ō, ξi, t̄ − C1) ⊂ V(o, ξ, t) ⊂ ∂X r V(ō, ξi, t̄ + C1).
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Il nous faut donc, aux constantes près, estimer νξ(t) (∂X r V(ō, ξi, t̄)) .
Notons γ′ ·o le point de Γ ·o le plus proche de ō ; on a d(ō, γ′ ·o) ≤ ∆

et d’après le lemme 5.10, il existe C2 = C2(∆) tel que

∂XrV(γ′ ·o, ξi, t̄−C1−C2) ⊂ V(o, ξ, t) ⊂ ∂XrV(γ′ ·o, ξi, t̄+C1 +C2).

Soit (ξ̄(s)s≥0 le rayon [γ′ · o, ξi) . Comme ξi ∈ V(ō, ξ̄, t̄ + 2C1) et
d(ō, γ′ · o) ≤ ∆ , les points ξ(t) et ξ̄(t̄) sont à distance bornée l’un de
l’autre; il vient

νξ̄(t̄−C1−C2)
(
∂X r V(γ′ · o, ξi, t̄ − C1 − C2)

)
� νξ(t)

(
V(o, ξ, t)

)
et

νξ(t)
(
V(o, ξ, t)

)
� νξ̄(t̄+C1+C2)

(
∂X r V(γ′ · o, ξi, t̄ + C1 + C2)

)
,

on conclut en appliquant les estimations obtenues précédemment et en
notant que d(ξ(t),Γ · o) diffère de t̄ d’au plus une constante.

• Cas où ξi ∈ V(o, ξ, t − 2C1) r V(o, ξ, t + 2C1) Il suffit de poser
t1 = t − 4C1, t2 = t + 4C1 et de se ramener aux deux sous-cas
précédents (en remplaçant respectivement t par t1 puis t2 ) puisque
ξi ∈ V(o, ξ, t1 + 2C1) et ξi /∈ V(o, ξ, t2 − 2C1) .

Il n’y a malheureusement pas d’espoir de comparer en toute généralité
les quantités eδt̄∑

p∈Πi
d(o,p·o)≥2t̄

e−δd(o,p·o) et e−δt̄NΠi (2t̄) comme on peut s’en

convaincre aisément ; ceci devient cependant possible dès que l’on suppose une
certaine “homogénéité” dans les cusps qui se traduit par le fait que les fonctions
de croissance des sous-groupes paraboliques de Γ fluctuent peu. Rappelons
que, contrairement au cas des groupes kleiniens non élémentaires, on peut
avoir lim infr→+∞

1
R Ln NΠi (R) < lim supr→+∞

1
R Ln NΠi (R) pour un tel sous-

groupe; les quantités eδR∑
p∈Πi

d(o,p·o)≥2R
e−δd(o,p·o) et e−δRNΠi (2R) peuvent avoir

alors des comportements tout à fait distincts lorsque R→ +∞ . Dans l’énoncé
qui suit, nous proposons une condition générale qui permet de contrôler la
mesure δ -conforme des calottes de ∂X .

Introduisons tout d’abord l’hypothèse d’homogénéité cuspidale suivante :
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DÉFINITION 5.13. Soit Γ un groupe kleinien géométriquement fini
possédant l ≥ 1 classes de conjugaison de sous-groupes paraboliques
maximaux, de représentants respectifs Π1, · · · ,Πl . On dit que Γ satisfait
l’hypothèse H s’il existe des fonctions p1, · · · , pl de R+ dans R∗+ de classe
C1 telles que, pour tout i ∈ {1, · · · , l}

nΠi (o, t, 1) � eδ(Πi)tpi(t) et lim
t→+∞

p′i(t)
pi(t)

= 0.

Le théorème 5.12 admet alors le

COROLLAIRE 5.14. Soit Γ un groupe kleinien géométriquement fini
satisfaisant la propriété de trou critique et l’hypothèse H. Soit ν = (νx)x∈X

une densité conforme Γ -invariante, de dimension δ ≥ δ(Γ) , sans atome et de
support L(Γ) . On a alors

(16) eδR
∑
p∈Πi

d(o,p·o)≥2R

e−δd(o,p·o) � e−δRNΠi (2R)

si bien que pour tout ξ ∈ L(Γ) et t ≥ 0 on peut écrire

νo
(
V(o, ξ, t)

)
� e−δt lorsque ξ(t) ∈ C̃0,

νo
(
V(o, ξ, t)

)
� e−δ(t−t̄)

∑
p∈Πi

d(o,p·o)≥2t̄

e−δd(o,p·o) � e−δ(t+t̄)NΠi (2t̄)

lorsque ξ(t) ∈ C̃i, 1 ≤ i ≤ l, avec t̄ := d(ξ(t),Γ · o).

Preuve. Il nous suffit de vérifier que sous les hypothèses ci-dessus on a
NΠi (R) � eδR∑

p∈Πi
d(o,p·o)≥R

e−δd(o,p·o) ; nous utiliserons le

LEMME 5.15. Soit p une fonction de classe C1 de R+ dans R∗+ telle
que limt→+∞

p′(t)
p(t) = 0. On a alors limt→+∞

Ln p(t)
t = 0 et, pour tout ε > 0,

•
∫ R

0 p(t)eεtdt �
∫ R

R−1 p(t)eεtdt � p(R)eεR,

•
∫ +∞

R p(t)e−εtdt �
∫ R+1

R p(t)e−εtdt � p(R)e−εR.

Preuve. Pour tout η > 0, on a −ηp(t) ≤ p′(t) ≤ ηp(t) pourvu que t soit
assez grand; on en déduit que le taux de croissance exponentielle de p est nul.
Par ailleurs, il existe C ≥ 1 tel que, pour tout R > 1 et tout r ∈ [R− 1,R] ,
on ait p(r)

C ≤
∫ R

R−1 p(t)dt ≤ Cp(r) (d’où l’on déduit p(r)
C2 ≤ p(t) ≤ C2p(r) pour

tout r, t ∈ [R− 1,R] ) ; en effet
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R−1
p(t)dt = p(r) +

∫ R

R−1

(∫ t

r
p′(u) du

)
dt = p(r) + q(r)

avec |q(r)| ≤
∫ R

R−1 |p
′(u)|du ≤ supR−1≤u≤R

∣∣∣ p′(u)
p(u)

∣∣∣ ∫ R
R−1 p(t)dt ; on conclut en

notant que limR→+∞ supR−1≤u≤R

∣∣∣ p′(u)
p(u)

∣∣∣ = 0. Fixons alors ε > 0 ; d’après ce
qui précède, on a

p(R)
C2 eε(R−1) ≤

∫ R

R−1
p(t)eεtdt ≤ C2p(R)eεR,

d’où l’on déduit immédiatement l’estimation annoncée. Le cas des intégrales∫ R+1
R p(t)e−εtdt et

∫ +∞
R p(t)e−εtdt se traite de façon analogue.

Fort de ce résultat, démontrons à présent l’encadrement suivant

NΠi (R) � eδR
∑
p∈Πi

d(o,p·o)≥R

e−δd(o,p·o).

Notons pour simplifier δ(Πi) = δi ; puisque δi > 0, on peut appliquer le
lemme et écrire

NΠi (R) �
∑

0≤n≤R

nΠi (n, 1) �
∫ R

0
pi(t)eδitdt � pi(R)eδiR.

Par ailleurs, puisque δ > δi , la dernière estimation du lemme nous donne∑
p∈Πi

d(o,p·o)≥R

e−δd(o,p·o) �
∑

0≤n≤R

nΠi (n, 1)e−δn

�
∫ +∞

R
pi(t)e(δi−δ)tdt

� pi(R)e(δi−δ)R.

Il vient NΠi (R) � eδR∑
p∈Πi

d(o,p·o)≥R
e−δd(o,p·o) .

Soulignons que sous les hypothèses du Corollaire 5.14, on a nécessairement
δ(Πi) = limR→+∞

1
R Ln NΠi (R) , d’après la première assertion du Lemme 5.15.

EXEMPLE 5.16. Explicitons quelques exemples “classiques” de variétés
d’Hadamard satisfaisant ces hypothèses :

• lorsque X est l’espace hyperbolique HN ,N ≥ 2, les fonctions pi sont
constantes et les conclusions du corollaire sont valides; il en est de même
pour les espaces symétriques de rang 1.
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• Lorsque les fonctions pi sont de la forme pi(t) = tαi , αi ∈ R∗ , on a bien
p′i(t)/pi(t) → 0 lorsque t → +∞ . Notons que si tous les αi sont ≥ −1,
les groupes Πi sont divergents et Γ vérifient donc la propriété de trou
critique; a contrario, lorsque αi < −1, le groupe Πi devient convergent
et l’hypothèse de trou critique doit être faite explicitement dans ce cas.

• B. Schapira a considéré dans [33] le cas où la fonction pi est de la
forme e

√
t , illustrant ainsi par un exemple exotique une condition faible

sous laquelle le flot horocyclique d’une surface de type fini et à courbure
négative pincée s’équidistribue.

5.6 COMPARAISONS ENTRE LES MESURES DE PATTERSON, DE HAUSDORFF ET

DE PACKING

Nous étendons ici en courbure variable les résultats de D. Sullivan [36].

THÉORÈME 5.17. Soit Γ un groupe kleinien géométriquement fini satis-
faisant la propriété de trou critique et l’hypothèse H. Alors
1. si δ(Πi) ≥ δ(Γ)/2 pour tout i ∈ {1, · · · , l} , on a µo,o = Pδ(Γ) ,
2. s’il existe i ∈ {1, · · · , l} tel que δ(Πi) > δ(Γ)/2 , la mesure Hδ(Γ) est

nulle sur tout sous-ensemble de L(Γ) de µo,o -mesure positive,
3. si δ(Πi) ≤ δ(Γ)/2 pour tout i ∈ {1, · · · , l} , on a µo,o = Hδ(Γ)

4. s’il existe i ∈ {1, · · · , l} tel que δ(Πi) < δ(Γ)/2 , la mesure Pδ(Γ) est
infinie sur tout sous-ensemble de L(Γ) de µo,o -mesure positive.

Preuve. Simplifions les notations en posant δ = δ(Γ).
(1) Supposons que δ(Πi) ≥ δ/2 pour tout i ∈ {1, · · · , l} . D’après les

estimations précédentes, il existe c > 0 tel que µo,o(B(ξ,r))
rδ ≥ c pour tout point

ξ ∈ L(Γ) . Par ailleurs, la mesure de Bowen-Margulis étant ergodique pour
l’action du flot géodésique sur T1M il vient

lim sup
t→+∞

1T1C0 (gt · v) = 1 mBM(dv)− p.s.

puisque mBM(T1C0) > 0. Par conséquent, pour µo,o -presque tout point
ξ ∈ L(Γ) , on a lim supt→+∞ 1C0 (ξ(t)) = 1 ; d’après le corollaire 5.14, il
existe donc C > 0 tel que lim infr→0

µo,o(B(ξ,r))
rδ ≤ C pour µo,o -presque

tout point ξ ∈ L(Γ) . D’après la Proposition 5.8, il existe alors K ≥ 1 tel que
1
KPδ ≤ µo,o ≤ KPδ. La mesure Pδ étant conforme de dimension δ sur L(Γ)
elle coı̈ncide nécessairement avec µo,o par unicité d’une telle mesure.

(2) Supposons maintenant qu’il existe i ∈ {1, · · · , l} tel que δ(Πi) > δ/2 ;
par ergodicité de la mesure de Bowen-Margulis on a comme précédemment
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lim supt→+∞ d(π(gt · v), o)1T1Ci (gt · v) = +∞ mBM(dv) − p.s. et comme
δ(Πi) > δ , il vient lim supr→0

µo,o(Be(ξ,r))
rδ = +∞ µo,o(dξ)−p.s . Une nouvelle

fois, la Proposition 5.8 permet de conclure.
Les cas 3 et 4 se traitent de façon analogue.
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