AUTOUR DE L’EXPOSANT DE POINCARE D’UN GROUPE KLEINIEN

par Marc PEIGNE *)

RESUME. Nous nous intéressons aux exposants de Poincaré des groupes discrets
d’isométries d’une variété riemannienne complete, simplement connexe et a courbures
sectionnelles strictement négatives et pincées. Nous présentons quelques résultats
essentiels et quelques outils classiques utiles dans ce domaine.

1. INTRODUCTION ET NOTATIONS

Soit X une variété riemannienne complete de dimension N, simplement
connexe et a courbures sectionnelles K pincées 0 < K < —a* < 0; nous
imposerons la condition de normalisation a = 1 . Nous fixons une origine o
de X; la distance entre deux points x et y de X est notée d(x,y).

Le bord visuel 0X de X est ’ensemble des classes d’équivalence de
rayons asymptotes; il permet de compactifier I’espace X, en d’autres termes
la topologie induite par la distance d sur X s’étend a I’espace X U O0X de
facon a le rendre compact. L’ensemble 0X peut étre muni d’une distance
construite a partir de d et compatible avec la topologie induite par celle de
X U O0X. Pour cela, pour tous § € 9X et x € X, nous notons (&(1));>o le
rayon géodésique issu de x et d’extrémité ¢ ; la fonction de Busemann Be(-, -)
est alors définie par:

Va,y €X Belx,y) = lim 1—d(y,&(0)

Cette fonction a été introduite par H. Busemann dans [7]; I’existence de
la limite ci-dessus découle du fait que la fonction ¢ +— t — d(y, & (f)) est
croissante et majorée sur R™, conséquence directe de 1’inégalité triangulaire.
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La variété X étant simplement connexe, on a plus généralement Bg(x,y) =
lim .ex d(x,2) — d(y,z). On note (-|-), le produit de Gromov (vu de x) sur
—&

Z
0X défini par:

d(-xa )’) + d(x7 Z) - d(ya Z)

VE&,nedX (|n)y:= lim
v, 2€X 2

y—&,z—n

qui peut s’exprimer plus directement a I’aide de la fonction de Busemann
comme suit: (£|n), = w pour tout point z sur la géodésique (£7)
reliant les points & et 7. Il découle alors des travaux de M. Bourdon [4] et
du fait que la courbure est majorée par —a> = —1 que la fonction d, définie
par

VE N €OX  dy(&,n) i= e ElIMs

est un distance sur 0X, compatible avec la topologie définie précédemment
et vérifiant la propriété remarquable suivante:

*d(x,(fn))
VeEX,AC 2 L6 N € OX T < (e < Ceilnen),

L’action d’une isométrie v de X s’étend a O0X de facon conforme
relativement aux métriques d,, le coefficient de conformité en £ € 90X étant
donné par
7' (©)]x := lim &y e B e
n—¢&  di(&,m)

De I’équation de cocycle satisfaite par la fonction de Busemann découle la
formule remarquable suivante, dite des “accroissements finis”

(1) VEn e X dy-&v-m) = VIV M dd&, ).

Une isométrie v # 1 de X est d’un des 3 types suivants, selon la nature de
son ensemble de points fixes:
e elle est elliptique lorsqu’elle fixe (au moins) un point x, € X ;
e elle est parabolique lorsqu’elle fixe un unique point &, € 0X; ce point
est attractif sur X U 0X puisque pour tous x € X et £ € 90X on a
&= lim +"-x= lim +"-¢,

n—too n—+oo

la convergence étant uniforme sur les compacts de X U 90X \ {{4}:
o elle est hyperbolique lorsqu’elle fixe deux points & et fj de 0X; le
point noté f,j est dit attractif puisqu’il vérifie

+ _ 1. n _ . n
= lim -x = lim .
f’y n——+o0o ’}/ n—-+oo ’y f
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pour tous x € X et §{ € 0X \{{] '}, la convergence étant uniforme sur les
compacts de X UOX ~ {£7}; le point noté ¢ est quant a lui dit répulsif
puisque

§& = lim 4y ".x= lim "¢

n—-+4oo n——+oo

pour tout x € X et £ € 0X \ {53{ }, la convergence étant uniforme sur les
compacts de X U9X ~\ {&1}.

A
Soit E un sous-ensemble de 0X, on note EXE le sous-ensemble de E x E
privé des points de la diagonale. Nous identifions le fibré unitaire tangent

T'X de I’espace X avec OX ﬁax x R en associant a un vecteur tangent v
basé en x € X le triplet (£7,£T,7) ol & = v(—00) et & = v(+00) sont
les extrémités de la géodésique passant par v et r = Bg+(x,0). Dans ces
coordonnées, 1’action d’une isométrie v de X est donnée par

v (fiangar) = (7'577’7'£+7r7B§+(771 '070))
tandis que le flot géodésique (§,);cr agit sur T'X par
gt ' (Eiangar) = (577£+7r - t)~

Nous nous intéressons dans ce qui suit a une classe particuliere de groupes
d’isométries de X et introduisons a cet effet la

DEFINITION-NOTATION.  Un groupe I' d’isométries de X préservant
I’orientation est dit kleinien s’il est infini et discret. Nous notons M la variété
quotient T\X.

Nous supposerons pour simplifier que I' est sans torsion c’est-a-dire que
ses éléments sont des isométries hyperboliques ou paraboliques; la variété
quotient M admet alors un espace tangent en chacun de ses points.

L’orbite T" -0 s’accumule sur 0X ; I’ensemble de ses valeurs d’adhérence
est appelé ensemble limite de T" et est noté L(I'). Cet ensemble contient 1,2
ou une infinité non dénombrable de points; dans le premier cas, le groupe I’
ne contient que des isométries paraboliques fixant le méme point de 0X, on
dit qu’il est parabolique, dans le second cas il est monogene et engendré par
une isométrie hyperbolique et dans le dernier cas, il est dit non élémentaire
et contient en particulier des sous-groupes libres de Schottky (cette classe de
groupes est introduite au paragraphe 2.2 et étudiée dans le chapitre du présent
ouvrage rédigé par J.F. Quint).

L’action du flot géodésique (g,); sur T'X ~ 0X Q@X x R commute avec
celle de I' et définit par passage au quotient le flot géodésique g = (g;);er Sur
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le fibré unitaire tangent 7'M de la variété M. Si I'une des deux extrémités
d’une géodésique de X n’appartient pas a I’ensemble limite de I", celle-ci se
projette sur une géodésique qui part a I’infini dans la variété M ; on restreindra
donc I'étude du flot géodésique (g;); a son ensemble non errant Q C T'M
défini par Q2 := I‘\ (L(l")ﬁL(l") X R). Lorsque la variété M est compacte,
il en est de mé€me pour 2 et le groupe I' est dit cocompact. Lorsque () est
compact mais que M ne I’est pas, on dit que I' est convexe-cocompact. Les
groupes kleiniens ne sont pas tous convexe-cocompacts, loin s’en faut: citons
par exemple les groupes I' dit géométriquement finis, que nous étudions de
fagon approfondie au paragraphe 5, I’ensemble () correspondant n’est plus
compact des que I' posseéde des éléments paraboliques mais il reste cependant
contenu dans une sous-variété de volume fini.

Ce texte ne se veut pas exhaustif du sujet, le choix des thémes qui y sont
évoqués peut sembler arbitraire; il a été guidé par la mise en lumiere de certains
arguments trés simples mais puissants qui aboutissent a des estimations non
triviales et dont ’auteur de ces lignes a étendu le champ d’applications. En
particulier, nous n’étudierons pas les propriétés du flot géodésique (g;);, mais
il faut garder a I’esprit qu’un grand nombre de questions qui seront évoquées
ici, comme celle de la divergence de I', trouvent toute leur pertinence au
travers de leurs conséquences sur la dynamique du flot géodésique (g;); ; nous
renvoyons le lecteur au mémoire de T. Roblin [30] pour un exposé tres riche
de cet aspect du sujet.

NOTATION 1.1. Soient f et g deux fonctions de R ou N dans R* ; on

C
écrit f < g (ou plus simplement f < g) lorsqu’il existe une constante ¢ > 0
telle que f(R) < cg(R) pour R suffisamment grand. La notation f = g (ou

plus simplement f =< g) signifie f % g % f.

2. ENTROPIE VOLUMIQUE ET EXPOSANT DE POINCARE

Pour tout point x € X, on note 5(x,R) la boule fermée de X de centre x
et de rayon R. Introduisons tout d’abord une quantité géométrique qui joue
un role important dans le contexte des variétés a courbure négative:
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DEFINITION 2.1. L’entropie volumique, notée H,,(X), de la variété X
est égale au taux de croissance exponentielle du volume des boules de X
c’est-a-dire

Hyo1(X) := lim sup M.
R— 400 R

ou Vol(B(x,R) désigne le volume de la boule de centre x et de rayon R > 0.

Notons que cette quantité ne dépend pas du point x choisi. De I’hypothese
de pincement, on déduit que a(N — 1) < Hyq(X) < b(N — 1) o N est la
dimension de la variété [14]. En particulier, Hyo(X) est finie.

Considérons a présent un groupe kleinien I' et sa fonction de croissance
Nr (appelée aussi fonction “orbitale” [29]) définie par:

Vx,y € X,YyR>0 Nr(x,y,R):=8{vyeT |y -y€BxR}.

On écrira pour simplifier Nr(R) := Nr(o, 0, R) ; pour tout R > d(o,x)+d(o,y),
on a Np(x,y,R —d(o,x) — d(o,y)) < Nr(R) < Nr(x,y,R + d(o,x) + d(o,y)),
si bien que le taux de croissance exponentielle de la fonction Nr(x,y,-) ne
dépend pas du choix de x et y; nous introduisons a cet effet la

DEFINITION 2.2. L’exposant de Poincaré §(I") du groupe kleinien T' est
égal au taux de croissance exponentielle de la fonction R — Np(R) c’est-a-dire

2) o) := limsup M
R— 400 R

Le groupe I' étant discret, il agit proprement discontinuement sur X ; ses
éléments étant des isométries de X, on en déduit aisément que d(I") < Hyq(X).
Ainsi, I’exposant §(I") est fini.

L’exposant d(I") est aussi appelé exposant critique ou exposant de con-
vergence de T' puisque c’est en §(I') que la série de Poincaré Pr(x,y,s)
définie par

3) Vx,y € X,Vs >0 Pr(x,y,s):= Z e sy
~el

modifie son comportement: elle diverge en effet pour s < §(I') et converge
pour s > §(I'). En s = §(I'), la série de Poincaré peut converger ou diverger
selon la nature de I, cela fera ’objet du prochain paragraphe.

On considere aussi les “anneaux ” de X définis par

Ax,R,A) :={y e X/R— A <d(x,y) <R+ A}
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pour tous x € X et R,A > 0 et la fonction de comptage correspondante nr
définie par:

Vx,y € X,YVR/A >0 nr(x,y,R,A):=#{vel |y -y Ax,R,A)}

(avec la notation simplifiée nr(R,A) := nr(0,0,R, A)).
Le taux de croissance exponentielle de cette fonction ne dépend ni des
points x,y ni de A puisque ’on a

. Lnnr(x,y,R, A) . LnNr(R)
limsup ———————= = limsup —————=
R—+00 R R—+00 R

grice au lemme suivant:

LEMME 2.3.  Soit (uy),>0 une suite de réels > 0 telle que Zn U, = +00;
on pose U, :=ug+ -+ u, pour tout n > 0. Alors, pour tout s > 0, les
séries Y une”"" et Y U,e ™" convergent ou divergent simultanément; en
particulier, elles ont le méme exposant de convergence u, donné par

1 1
u :=limsup — Lnu, = limsup — Ln U,, > 0.
n—+oo N n—+oo N

Preuve. Pour tout s >0, on a

—+o00 +oo n “+oo +oo 1 —+00
St =3 (e = w3 ) = e e
n=0 n=0 k=0 k=0  n=k ¢ =

d’ou le résultat. L]

2.1 EXEMPLES

e Soit i est isométrie hyperbolique de X ; ’exposant de Poincaré du groupe
(h) engendré par h est nul (dans ce cas, la “limsup” est en fait une limite
et la série de Poincaré diverge en 0({h)) = 0).

e Notons p I'isométrie parabolique z — z+ 1 du plan hyperbolique H?; un
calcul explicite en géométrie hyperbolique donne

d(i,p" - i) = d(i,i+n) =2Lnn + O(1)

si bien que I’exposant de (p) vaut % La “limsup” est ici encore une limite
et la série de Poincaré de (p) diverge en 1/2. Remarquons que si H? est
remplacé par une variété a courbure constante égale & —b?, I’exposant de
Poincaré du groupe (p) vaut b/2.
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e On peut modifier la métrique hyperbolique de H? de facon a avoir
des larges bandes {z : a, < Imz < b,} deux 2 a deux disjointes,
avec b, < apy1, ou la métrique est alternativement a courbure —b? ou
—a®> = —1 et comprise entre —b> et —a’ entre deux bandes consécutives.
Lorsque la largeur b, — a, des bandes croit suffisamment vite (auquel cas
il en est de méme pour la suite (a,+; — b,), afin que la courbure reste

pincée), on aura

}eignirg%LnN(p>(R):a/2 < lliril_isrl;g%LnN(p)(R):b/Z.

e Si T' est un groupe cocompact d’isométries de H¢,d > 2, son exposant

de Poincaré vaut d —1; il en est de méme en courbure variable, la valeur
d — 1 étant alors remplacée par I’entropie volumique de X et la “limsup”
est une limite dans ce cas. Ce résultat est du a A. Manning [18] qui a
démontré aussi que 1’exposant de Poincaré d’un tel groupe coincide avec
I’entropie topologique du flot géodésique sur le fibré unitaire tangent de
la variété compacte considérée.
L’argument d’A. Manning a été repris par G. Robert [28] pour étudier la
croissance des groupes hyperboliques; précisons en les grandes lignes. On
choisit un domaine fondamental D pour I’action de I', domaine que 1’on
peut supposer relativement compact et dont on note A le diameétre; on a
alors, pour tout R >0

U v-D C B(o,R) C U ~-D.

~€T/d(o,v-0)<R—A ~y€T/d(o,v-0)<R+A

Légalité H,,(X) = 6(I') s’en déduit immédiatement. Posons alors uy :=
nr(k,2A) pour tout entier k > 2A; en utilisant le fait que tout segment
géodésique reste a distance < A de 'orbite I"- 0, on obtient uyy; < uruy
pour tout k,/ > A. En d’autres termes, la suite (u)r>0 est sous-
multiplicative; le lemme de Feteke [26] entralne alors

. 1/k e 1/k
@) lim uk/ =u:= inf uk/ ,
k—+o00 k>1

avec u = ¢’® par définition de §(I'). On a en particulier u; > ™% pour

tout entier k > 0 d’olt np(R,2A + 1) = DR puisque A([R],2A) C
A(R,2A + 1) pour tout R > 2A + 1. Ainsi, lorsque T' est cocompact, non
seulement on a Hy(X) = 6(I') mais aussi np(R,2A + 1) = @K et a
fortiori Np(R) = e®MR

e Si I' est un réseau non uniforme de HY d > 2, (ie Vol(H!/T') < 400
mais HY/T" non compact), son exposant de Poincaré vaut d — 1. Il en
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est de méme en courbure variable 1/4-pincée (ie b* < 44%), la valeur
d — 1 étant remplacée comme dans le cas des réseaux uniformes par
I’entropie volumique H,q(X) de X ; I’argument est plus subtil que dans
le cas des groupes discrets cocompacts et nécessite une compréhension
du comportement des segments géodésiques a ’intérieur des horoboules.
Le point central de 1’argumentation est le suivant: pour toute horoboule
‘H et tout point x sur ’horosphére OH, I’ensemble B(x,R) N H est
approximativement égal & la boule de rayon R/2 intérieure & H et tangente
a OH au point x; son volume est donc comparable a celui d’une boule
de rayon R/2 et n’influe pas sur la croissance du volume global lorsque
la courbure est 1/4-pincée. Attention, lorsque la courbure n’est plus 1/4-
pincée, on peut avoir 6(I') < Hyq(X) (voir [11] pour les détails).

2.2 L EXPOSANT DE POINCARE DES GROUPES NON ELEMENTAIRES

Une question naturelle est de savoir si la “limsup” qui apparait dans la
définition de §(I") est une limite; la réponse est “non” en général, comme
le suggere I’exemple du groupe parabolique vu au paragraphe précédent.
Cependant, deés que I' n’est pas élémentaire, nous avons le

THEOREME 2.4. (T. Roblin [29] & D. Sullivan [35]) Si T' est un groupe
kleinien non élémentaire, alors pour tous points x,y de X on a

5) 6() = lim LnNeC v, R)

— 400 R

De plus, il existe une constante C := C(I',x,y) > 0 telle que
(6) Nr(x,y,R) < Ce"R.

Preuve. L’égalité (5) est due a T. Roblin; I'inégalité (6) découle du
célebre “lemme de I'ombre” de D. Sullivan et repose sur I’existence de
densités conformes I'-invariantes et de dimension §(I"). Nous proposons ici
une approche radicalement différente en montrant que la suite (nr(k,2A))>1
vérifie un inégalité proche de la sur-multiplicativité et que son comportement
a I’infini peut alors étre décrit via a un argument “a la Feteke” (voir Lemme
2.5).

On fixe des constantes A,B,C > 0 et on consideére deux isométries
a,f €T telles que -0 € AA,C) et B-0 € A(B,C). Le groupe T’
étant non élémentaire, il possede un sous-groupe libre de type 6-Schottky
H = (hy,h,) avec 6 > 0 (le qualificatif #-Schottky signifie que pour tous
mots “admissibles” g et g’ en les lettres A" et hf' et dont les premieres
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lettres différent, I’angle en o du triangle g-0,0,¢" -0 est > 6). On peut alors,
selon les positions relatives des points a~' -0 et 3 - o0, associer de fagon
unique au couple (a, ) un couple (¢, ) = (ah,B) avec h € {Id, hli,hzi}
de telle sorte que I’angle en o du triangle A, := (ah)~! -0, 0, B -0 soit
> 60 > 0: en effet ’angle en o d’au moins un de ces triangles A, est
> 6, il suffit alors de prendre un a un les éléments de {Id, " hi} et
de choisir pour lettre 2 la premiere, selon un ordre fixé au préalable, qui
corresponde a un triangle Aj; dont I’angle en o est > #. La courbure étant
majorée par —a?, il existe alors une constante D = D(a) > 0 telle que
A+B—-2C—-D < d,0/8-0) <A+ B+2C+ D. On a ainsi défini une
application ® de A(A, C) x A(B,C) dans A(A + B,2C + D), en associant au
couple (a, ) I’élément ~ := o3, via la procédure ci-dessus.

Cette application ® n’a aucune raison d’étre injective, cependant la
préimage de chaque v € A(A + B,2C + D) est de cardinal uniformément
borné, indépendemment des valeurs de A et B. En effet, si v € I" tel que
~v-0 € A(A+B,2C+D) se décompose sous la forme ~y, avec v;-0 € A(A, C)
et y2-0 € A(B,C), on a alors d(0,7-0)+d(0,7,-0)—d(0,7-0) <4C+D;
d’apres le lemme 2.2 de [33], il existe alors une constante £ > 0, dépendant de
C, D et de la borne supérieure de la courbure —a? telle que ~y; -0 appartienne
a un E-voisinage du segment géodésique [o,7 - o]. Or, le groupe I' étant
discret, le nombre de v, -0 € A(A,C)NTI -0 vérifiant cette derniére condition
est majoré par un entier M > 1 ne dépendant que de I'; le cardinal de
I’ensemble ®~!(v) est donc <M et on a

nr(A, C) x nr(B,C) < M x nr(A + B,2C + D).

En posant uy, := nr(k,C), k > C, et en décomposant 1’anneau A(A+B,2C+D)
en une réunion d’anneaux de la forme A(l,C),l > C, on prouve ainsi
I’existence d’un entier x > 1 tels que

k+l4r
(7) VkI>C o wu <MY .

i=k+1—k
Quitte a remplacer u; par wug/M, on peut supposer M = 1 dans ce qui
suit. Lorsque I' est convexe-cocompact, la suite (uyt1/ur)r est majorée et
I’argument se simplifie singulierement; en effet, on déduit de 1’inégalité (7)
que la suite (uy); est sur-multiplicative, la suite (u,i/ k)k converge alors vers

sa borne supérieure u.

En général, la suite (ux41/u)r n’est pas majorée; il est alors nécessaire
d’utiliser un argument légerement différent et dont on trouvera une variante
dans [27]:
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LEMME 2.5. Soit (u,), une suite de R" telle que limsup,_,  _u, >0

et
k4

®) Vk,l > Kk Z Ui > Uy
i=k+Il—k

o k > 1 est un entier fixé et on pose U, := ug+---+u, pour tout n > 0. La
suite (U,ll/")n converge alors vers un nombre u > 1; on a de plus u, <X u".

Le théoreme s’en déduit immédiatement. En effet, puisque u; = nr(k, C)
et U, = Nr(n+ C) pour tous n,k > 0, on a, en notant [x] la partie entiere
de x € RT

VR >0 Ur—c1 < Nr(R) < Uy cr41

si bien que, d’apres le lemme 8, on a d’une part limg_, . Np(R)'/® = u
(avec u = €™ par définition de 1’exposant de Poincaré de I') et d’autre part
Nr(R) < Upgcp = bR+ < SOR

Avant de clore ce paragraphe, donnons les grandes lignes de la démons-
tration du lemme 2.5. De (8), on déduit I’'inégalité Vk,I > 0 Q2x+1)Upqirr >
urUj; quitte a diviser chaque terme u; par (2k+ 1), cette inégalité se simplifie
sous la forme

) Yk 1> 0 Uppiin > uUr.
Pour tout ¢g,b >0 et 0 <r < b, on a donc
Uptrygrrin = WUprryg > wrtpUptryg—1) = - > up(up)?

d’ou, en posant m:=(b+ Kk)g+r+ K

(10) ()" = @)y,

En faisant tendre g puis b vers 400, on obtient

1/m 1/b
lim inf(U,,,) > limsup (ub) =u

+00 b—+00

avec u > 1 puisque limsup, ,, u, > 0. Il vient lim,_, U,i/" = u car
1/n

limsup, , , . s
tendre g vers +oo dans I'inégalité (10), on peut écrire Vb >0 u > u
d’ou le lemme.

= limsup, ,, Uy d’apres le lemme 2.3. En faisant
1/b+k
b
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3. SUR LES GROUPES DIVERGENTS

On dit qu’un groupe kleinien I' est divergent lorsque sa série de Poincaré
diverge en s = (') ; dans le cas contraire on dit qu’il est convergent.

EXEMPLES 3.1.

e L’exposant de Poincaré du groupe élémentaire (h) engendré par une
isométrie hyperbolique 2 de X est nul; ce groupe est donc divergent.

e L’exposant de Poincaré du groupe élémentaire (p) engendré par I’isométrie
parabolique z + z+1 de H? vaut 1/2 puisque d(i,p"-i) = 2Lnn+0(1);
de plus ce groupe est divergent.

e ]I existe en courbure variable des groupes paraboliques convergents [10].

e Les groupes cocompacts ou convexe-cocompacts sont divergents; cela se
déduit d’un résultat général sur les mesures conformes, via encore une fois
le lemme de 1’ombre de Sullivan. On peut aussi le démontrer en utilisant
(4) qui entraine immédiatement np(n, A) = ¢®0",

La question de la convergence/divergence d’un groupe kleinien est
intéressante a plus d’un titre, et en particulier en ce qui concerne le com-
portement dynamique du flot géodésique (g;); sur T'M; le théoréme de
dichotomie de Hopf, Tsuji & Sullivan en est I’illustration parfaite, le lecteur

pourra consulter [30] pour un énoncé précis et sa démonstration détaillée.

3.1 UN CRITERE SIMPLE DE SEPARATION DES EXPOSANTS

Le calcul explicite de I’exposant de Poincaré d’un groupe kleinien est tres
souvent délicat. Une question plus accessible est de comparer cet exposant
avec celui de sous-groupes de I' et de dégager un critere qui assure que
I’inégalité est stricte. Nous avons le

THEOREME 3.2. [10] Soient T' un groupe kleinien non élémentaire et H
un sous-groupe divergent de T tels que L(H) # L(I'). On a alors 6(I') > 6(H).

Preuve. Nous développons ici un argument élémentaire reposant sur la
construction d’un sous-groupe de I', produit libre de H avec un sous-groupe
engendré par une isométrie hyperbolique dont les points fixes n’appartiennent
pas a L(H).

Fixons en effet £ € L(I') ~ L(H); il existe un voisinage ouvert U de
¢ dans OX qui ne rencontre pas L(H). L’action de H sur 0X ~ L(H)
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étant propre et discontinue, on peut, quitte a réduire U, supposer que
Vh € H~{Id} h(U) C 0X \ U. Par ailleurs, ’action de I' étant minimale
sur L(I"), I’orbite d’un point fixe d’'une de ses isométries est dense dans L(I")
et rencontre donc U. On en déduit alors I’existence de v € I' \ H dont le
point fixe attractif appartient & U ; quitte a remplacer  par 7" avec n grand,
on peut supposer que 1’isométrie vy, qu’elle soit hyperbolique ou parabolique,
envoit I'extérieur de U dans U. Fixons alors un élément hyperbolique 7' € T’
dont les points fixes sont distincts de ceux de v, et donc extérieurs a U quitte
a réduire cet ouvert; I'isométrie g := yy/y~! a ses deux points fixes dans
U et quitte & remplager g par une de ses puissances on peut supposer que
gT(0X~U) C U. D’apres le lemme du ping-pong de Klein, le sous-groupe G
de I' engendré par H et g est alors un produit libre: il contient en particulier
tous les mots de la forme hjghyg---hg avec k> 1 et h; € H~ {Id}. On a
alors, pour tout s > §(H)

Pr(s) > Z Z e 540, gh2g---hig-0)

k>1 by e i €H~{Id}

> Ze—skd(o,gvo) Z e—sd(o,hl-o) U, e—sd(u,hk»o)

k>1 By, e €H~{Id}

k

> Z(e—sd(o,g.a) y Z e—sd(o,h~o))

>1 heH~{Id}

k

> Z( o~ 0(Hd(0,g0) Z e—sd(o.,hv)) _

k>1 heH~{Id}

Le groupe H étant divergent, on peut choisir so > d(H) suffisamment proche
de 6(H) de telle sorte que e *099 5 37, e MO > 111 vient
Pr(sg) = +oo, d’out 6(I") > 59 > 6(H). [

Le théoreme précédent permet aussi d’exhiber de fagon simple des exemples
de groupes convergents. Considérons par exemple un groupe de Schottky I'
engendré par deux isométries hyperboliques « et [ et notons G le sous-
groupe de I' engendré par la famille de transformations {a~"f8a”/n > 0}. Les
groupes G et H := a~'Ga sont conjugués, ils ont donc le méme exposant
de Poincaré et sont simultanément convergents ou divergents. Par ailleurs
L(H) C L(G) puisque H C G mais L(H) # L(G) car les points fixes de
appartiennent a2 L(G) mais pas a L(H). D’apres le théoreme 3.2, le groupe
H est donc convergent et il en est de méme pour G.

Soulignons que I’énoncé du Théoreme 3.2 est presque optimal :
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e en effet, si H est convergent et L(H) # L(I'), on vérifie en reprenant
I’argument ci-dessus que le groupe G, = H x (¢g") devient convergent
lorsque n est assez grand,

e si le groupe H est divergent et normal dans I', on a L(H) = L(I') et
6(I')y = 0(H) (voir Théoreme 4.2 au paragraphe suivant).

3.2 LA QUESTION DE LA CROISSANCE “TENDUE” (growth tight EN ANGLAIS)

On considere un groupe Kleinien I' et N un sous-groupe normal de I'.
Le groupe quotient I' := N\I' est le groupe des isométries du revétement
Riemannien normal X := N\X de I'\X, muni de la métrique “quotient”

d(x,y) := inf{d(x,n-y)/n € N}.

On note &(T") ’exposant de Poincaré de I relativement & d; on a §(I') < 6(T).
La question de savoir quand cette inégalité est stricte est la transposition dans
un cadre Riemannien (voir [32]) de celle de la croissance tendue des groupes
de type fini, posée par R. Grigorchuk et P. de la Harpe dans [15] et que nous
rappelons en quelques mots. Soit G un groupe de type fini et S est un ensemble
fini et symétrique de générateurs de G; on munit G de la métrique des mots

|.|s relativement a S et on note wg,g := lim,_, 4 (ﬁ{g/\g\s < n})l/n le taux
de croissance exponentielle de G correspondant au systeme S. Considérons
a présent un sous-groupe normal N de G, I'ensemble S := {S:= Ns/s € S}
engendre le groupe quotient G := N\G, on munit G de la métrique des mots
correspondant au systéme S et on note wg 5 le taux de croissance exponentielle
de G correspondant au systtme S. On dit que G est a croissance tendue
relativement & S lorsque wg3 < wg,s pour tout sous-groupe normal propre
N de G. On montre aisément que les groupes libres sont a croissance tendue,
il en est de méme pour les produits amalgamés et les groupes hyperboliques
[1]; cette question est d’ailleurs étroitement liée a celle de la croissance des
sous-décalages de type fini avec mots interdits (voir par exemple [17]).

En reprenant les arguments développés ci-dessus, on peut montrer que si
T est divergent pour la métrique quotient, alors §(I') < &(I") ; pour les détails,
on renvoit le lecteur a [12] ou sont aussi énoncés des critéres assurant que T
est divergent.
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4. MESURE DE PATTERSON ET EXPOSANT DE POINCARE

4.1 DEFINITIONS ET NOTATIONS

On appelle densité sur 0X une famille 1 = (uy)rex de mesures positives
finies sur 0X. Une telle densité est dite conforme de dimension § > 0
lorsque pour tous x,x’ € X, la mesure p, est absolument continue par
rapport A [, avec ‘fi%(f) = ¢ 9B . cette densité est dite I'-invariante
si pour tout v € I' et tout x € X on a y*p, = 1., ou la mesure y*pi,
est définie par v*u,(A) = p,(yA) pour tout borélien A de OX. On note
Conf(I',5) I’ensemble des densités conformes I'-invariantes et de dimension
0, satisfaisant la condition de normalisation ||y, || = 1.

Rappelons le procédé de Patterson qui propose une construction explicite
d’éléments de Conf(I",5(I")). Pour chaque s > §(I') et tous x,y € X on note
Wy la mesure orbitale

1

_ —sd(x,y-y)
= e €n.
Pr(o s vy
F( ' Vs ) ~er

s .
:U'x,y .

ol €., désigne la masse de Dirac en v -y et Pr la série de Poincaré de
I" définie en (3). Lorsque I' est divergent, toute valeur d’adhérence pour
la topologie de la convergence étroite de la famille (43 )yy,s est portée par
L(I") ; on peut alors montrer que lorsque s — &(I') par valeurs supérieures la
famille de mesures (/J,fc_’y)x converge étroitement vers une mesure /i, portée
par L(I'), la famille (“W)x cx formant une densité conforme I'-invariante et
de dimension §(I).

On a vu qu’il peut étre délicat de montrer qu’un groupe I' est divergent;
D. Sullivan a établi cette propriété lorsque I' est géométriquement fini, en
étudiant le type des densités conformes I'-invariantes et de dimension §(I).
Pour ce faire, il faut pouvoir construire de telles densités &(I')-conformes,
sans savoir a priori si I' est divergent ou convergent; dans ce dernier cas, S.J.
Patterson a proposé de modifier légerement la série de Poincaré en posant

POy, 8) =Y e TV (d(x, y - y))
gel’

oll & est une fonction croissante de Rt dans RT choisie de facon a ce que
les séries Pr(x,y,s) et Pp(x,y,s) aient le méme exposant de Poincaré et

Vn >0,3t, >0,Vt > 1,,¥s >0 ht+s) < ht)e™.

L’existence d’une densité I'-invariante ;1 de dimension §(I") étant acquise, D.
Sullivan [35] a proposé en courbure constante —1 une construction élégante
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de la mesure dite de Bowen-Margulis mpy, qui s’étend naturellement en
courbure variable comme suit. La propriété de J(I')-conformité de ;1 montre

que la mesure ¢ définie sur L(I‘)>A<L(I‘) par

px(d) pix(dE)
d(1,§)

ne dépend pas du point x; par la formule (1) elle est aussi invariante sous
I’action diagonale de I'" d’apres la formule des accroissements finis. La mesure
c* @ dt sur T'X est donc invariante par les actions de (§;); et de T';
apres passage au quotient elle induit la mesure de Bowen-Margulis mpgy
sur I’ensemble non errant {2 du flot géodésique (g;),. Le célebre théoreme
de Hopf, Tsuji et Sullivan, dont on trouvera une démonstration détaillée dans
[30], éclaire I’importance de la divergence de I": cette propriété est en effet
équivalente au fait que la mesure mpy est completement conservative et
ergodique pour le flot géodésique (g;);, elle est forcément acquise quand mpy
est finie (et en particulier quand €2 est compact!) grice au théoreme de
récurrence de Poincaré, auquel cas mpy, est méme 1’unique mesure d’entropie
maximale pour la restriction de (g;); a £ [21] (voir le chapitre du présent
ouvrage rédigé par F. Ledrappier).

c(dn d§) =

42 LE LEMME DE L'OMBRE ET QUELQUES CONSEQUENCES

Intéressons nous tout d’abord aux propriétés locales d’une densité conforme
I"-invariante et de dimension §. Pour tous x,y € X et tout » > 0 nous noterons
O,(y,r) 'ombre de la boule B(y,r) vue de x, c’est-a-dire ’ensemble des
points ¢ € 0X tels que le rayon géodésique [x,&) rencontre B(y,r). Nous
avons le

LEMME 4.1. (Lemme de l’ombre de Sullivan) Soit T' un groupe non
élémentaire et | une densité conforme I -invariante et de dimension §. Il
existe C > 1 et ro > 0 tels que pour tout r > ry et tout v € 1" on ait

1
200 <y (Ol 0,1) < Cem MO0,
Ce lemme a les importantes conséquences suivantes :

e En remarquant que pour tout A > 0, la famille
{O:(y-0,r)/yeT et R— A <d(o,v-0) <R+ A}
forme un recouvrement de L(I') a multiplicité bornée, on montre que

I’existence d’une densité conforme I'-invariante et de dimension § entraine
t{y € T/d(0o,v-0) <R} < €% et donc § > &(I).
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e Rappelons qu’un point £ € L(I') est dit conique (ou radial) lorsque qu’il
existe une infinité de points de I’orbite d’un (de tout) point fixé dans X a
distance bornée d’un (de tout) rayon géodésique d’extrémité &. On note
L.(I') I’ensemble des points limite coniques de I'; on a L.(I') = U,~oLL(T")
avec, en posant I':= {v | k > 1},

Ly(I") :==limsup Oy(y - 0,1) = ﬂ U Oo(Yk - 0, 1).

VAN n>1k>n

Par conséquent, si nyel‘ e~ 04070 < 450, et en particulier lorsque
6 > &(I'), toute densité conforme I'-invariante et de dimension § donne
une mesure nulle a L.(T").

e Lorsque I' est divergent et i € Conf(I', 6(1')), on montre que ft, ,(L.(I")) =
to,0(0X) > 0 et que cette propriété entraine 1’ergodicité¢ de ’action de I
relativement a la famille (p,,)y,,. Dans ce cas, la densité construite par
le procédé de S.J. Patterson est, a constante multiplicative pres, 1’unique
densité conforme I'-invariante de dimension J6(I'); en particulier, elle ne
dépend ni du point y ni de la sous-suite qui a permis de la construire.

e Lorsque I' est cocompact ou convexe-cocompact, on peut montrer que
Conf(I',0) # @ si et seulement si § = 6(I'); dans le cas contraire,
Conf(I',0) # @ pour tout § > o(T).

Remarquons que pour tout élément g du normalisateur N(I') de I'" dans le
groupe des isométries de X et toute densité p € Conf(I',0), la famille de
mesures (v{).cx définie par

(b e ”Nngg o

appartient aussi a Conf(I',d). Cette famille est en effet I'-invariante puisque
pour tout v € ', on a gy =4g avec ¥ =gyg~' € ' d’ou

'Y*Vz-x =99 gy = A Mgyx = 9 Hy-1gyx = G figx = V7.
Lorsque I' est divergent, ’ensemble Conf(I',6(I')) est réduit a un

point u = (uy)ex et on a (vY), = (uo)x pour tout g € N(I); ainsi
Conf(N(T),0(I")) # @ et donc 6(I") > 6(N(')). On a donc le

THEOREME 4.2. ([20], Corollary 4.2) Soit T' un groupe kleinien divergent
et G un groupe kleinien contenant I' comme sous-groupe normal. Alors G
est divergent d’exposant §(G) = §(I).

Plus généralement, T. Roblin a introduit la notion de principe des ombres.
On note C(L(I')) I’enveloppe convexe de L(I') dans X et on considere un
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sous-ensemble Y de C(L(I")) invariant sous 1’action de I". On dit que Y vérifie
le principe des ombres en 6 > 6(I') si pour toute densité p € Conf(I',6) et
tous x,y €Y on a

l - X,y _ Xy
EHﬂyH@ 20D < 41 (Oxy, 1)) < Clpaylle™ 29

ou r et C sont des constantes positives ne dépendant que de Y et de & (et non
de x,y et u). T. Roblin a montré dans [31] que I’orbite de o sous I’action de
N() vérifie le principe des ombres pour tout § > 6(I"). La démonstration de
ce résultat est analogue a celle du lemme de I’ombre de Sullivan et utilise de
fagon cruciale le fait que pour tout p € Conf(I',d) et tout g € N(I') la famille
(v9)yex définie par la formule (11) est une densité conforme I'-invariante et
de dimension 4.

Le fait qu’un ensemble I'-invariant Y satisfasse au principe des ombres
entraine que la suite (||zy|))yey croit de fagon controlée; on a en effet le

THEOREME 4.3. [31] Soit T’ un groupe kleinien et N(I') son normalisateur
dans le groupe des isométries de X. Alors, pour toute densité 1 € Conf(T,9),
Pexposant de Poincaré de la série )y |11g.0lle =99 est inférieur ou
égal a 6.

Citons comme tres jolie conséquence le corollaire suivant, dont on trouvera
une démonstration détaillée dans [31]:

COROLLAIRE 4.4. Pour tout groupe kleinien T' de X on a o6() >
%5(N(1")), l'inégalité étant stricte lorsque N(I') est divergent.

On a donc @ <o) < H(N(TY)), la premiere inégalité étant stricte des
que N(I") est divergent; par ailleurs, §(I") = S(N(T")) des que I" est divergent.
Ainsi, si 6(I") € [@,5(N(F))[, le groupe I' est convergent; par contre
lorsque 0(I") = §(N(I")), on peut avoir I' convergent ou divergent (pour des
exemples explicites, on cherchera dans la classe des revétements abéliens de
variétés compactes [25]).

Pour conclure ce paragraphe et illustrer la puissance de cette approche,
citons le

THEOREME 4.5. Si N(I')/T est moyennable, alors §(I') = §(N(I)).

La réciproque de ce théoréme est partiellement démontrée lorsque N(I')
est convexe-cocompact (cas ol X = H"*! avec la condition §(N(I')) > n/2
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[6]); la question de savoir si elle est vraie pour tous les groupes convexe-
cocompacts, et plus généralement pour les groupes géométriquement finis, est
toujours ouverte. Nous renvoyons le lecteur au chapitre du présent ouvrage
rédigé par T. Roblin et S. Tapie.

5. AUTOUR DES GROUPES GEOMETRIQUEMENT FINIS

5.1 DIVERGENCE DES GROUPES GEOMETRIQUEMENT FINIS

Nous avons vu dans le paragraphe 3 que les groupes cocompacts
ou convexe-cocompacts sont divergents. Curieusement, il est assez délicat
d’étendre cette propriété a d’autres classes de groupes kleiniens; nous
répondons ici a cette question dans le cas des réseaux non uniformes et
leur généralisation naturelle que sont les groupes géométriquement finis.

Introduisons quelques notations nécessaires pour définir cette large classe
de groupes kleiniens. Rappelons que C(L(I')) désigne I’enveloppe convexe de
L(I") dans X ; cet ensemble est invariant sous I’action de I' et le quotient
N(@) = C(LT))/T est le coeur de Nielsen de la variété T'\X. On notera
N.T) un e-voisinage de N(I'). Cet ensemble est compact lorsque I' est
cocompact ou convexe-cocompact et on a L(I") = L.(I'). Le groupe I' est
dit géométriguement fini lorsqu’il existe € > 0 tel que N (I") soit de volume
fini. La perte de compacité de N.(I') provient de I'existence d’isométries
paraboliques dans I', d’autres points limite que les points coniques peuvent
alors apparaitre; on dit que £ € L(I') est parabolique borné si son stabilisateur
IT est constitué d’isométries paraboliques et agit de fagon cocompacte sur
L) ~ {€}.

Rappelons que la finitude géométrique peut &étre caractérisée de facon
équivalente comme suit (voir [5] pour plus de détails):

e pour tout € > 0 le volume de N (I") est fini,
e le coeur de Nielsen N (I') peut se décomposer sous la forme suivante

(12) NIO)=CUC---UG

ou Cy est un ensemble relativement compact et ou, pour chaque i = 1,--- ,/
il existe un groupe parabolique II; C I' et une horoboule H; basée
au point fixe & de II; tels que C; soit isométrique au quotient de
H; N C(L(T")) par II;: notons que &; est alors nécessairement un point
limite parabolique borné, que le groupe II; agit sur C(L(G)) N OH; ou
OH,; désigne I’horosphere qui borde I’horoboule H; et que cette action
admet un domaine fondamental relativement compact,
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e ’ensemble limite L(I') est la réunion disjointe de L.(I') et d’un nombre
fini d’orbites I'-&;,1 <i <[, de points paraboliques bornés.
Ainsi, chaque ~partie cuspidale C;, 1 < i <, est isométrique au quotient F\C:,
ouon a posé C; :=I"-(H;NC(L(T)); quant a la partie Cp, elle est isométrique
a T\C avec Co := C(L(D)) ~ (U1<i<l 5)
Introduisons a présent la o

DEFINITION 5.1.  On dit qu’un groupe géométriquement fini T' satisfait
la propriété de trou critique lorsque 6(I') > J(IT) pour tout sous-groupe
parabolique II C T'.

Nous avons le

THEOREME 5.2. ([35], [8] & [10]) Tout groupe kleinien géométriquement
fini T' satisfaisant la propriété de trou critique est divergent.

Notons qu’il est possible de construire des groupes géométriquement finis
divergents I' ne satisfaisant pas la propriété de trou critique; ces groupes
posseédent alors des sous-groupes paraboliques convergents d’exposant §(I),
le choix de la métrique dans la partie cuspidale correspondante est cependant
délicat pour assurer que I' est divergent [24].

Preuve. L’approche initiée par D. Sullivan pour démontrer ce résultat
repose sur 1’existence d’une densité conforme I'-invariante et de dimension
(") ; or, la définition méme de la finitude géométrique, avec une partie épaisse
relativement compacte et une partie fine sur laquelle la dynamique de I' est
tres simple a controler fait espérer 1’existence d’un autre argument de type
sous-multiplicativité, comme dans le cas compact ou convexe-cocompact.

Pour ce faire, nous notons §*(I') le maximum des exposants de Poincaré
des sous-groupes paraboliques de IT', nous fixons & €]0*(I"); §(I')[ et posons
wr(R, A) := e ®np(R, A); on a alors lim SUPR s 4 oo L“”FTM =6I)—6 > 0.
Pour tous réels A,B > 0 et tout A supérieur au diametre de la partie épaisse
Cp, on a

13)  wr(A+B,2A)<c- ( 3 wr*(u,zA)) x ( 3 wp(v,zA))
0<u<A 0<v<B

ou c¢ est une constante strictement positive. En effet, pour tout v € I' tel que
v-0 € A(o,A+ B,2A), on écrit d(o,7-0) =A+B+2A avec —~A<A<A
et on note x le point du segment géodésique [0,y -0] qui se trouve a distance
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A+ A de o; lorsque le projeté de x sur la variété quotient appartient a Cp, on
pose u = v = 0, sinon ce projeté appartient a une zone cuspidale C;, 1 <i </,
autrement dit il existe g € I' tel que x appartienne a ’horoboule g - H; et
le parametre u ( resp. v) représente alors la partie entiere de la longueur du
segment géodésique [o,x] N g - H; (resp. [x,7 -0l Ng-H;). L'inégalité (13)
s’obtient en décomposant I’ensemble I'-0N.A(0,A + B,2A) selon les valeurs
possibles de u et v.

On pose wy 1= %@A) puis Wi := w4+ - -+wy et Wk =14+Wi+- - +W;
pour tout k > 1. L’inégalité (13) s’écrit Vk,[ > 1 wiy; < W x W, et entraine
successivement Wi, < WkWZ puis Wk+1 < V~Vk17V1. La suite (W,,)n est donc
sous-multiplicative et on a

im SV p .y L2 W
n——+00 n n>1 n

Lexposant de convergence de la série 3. o W,e™™" est donc égal a L et
ona W, = e, sibien 3. o W,e ! = +00. On déduit immédiatement du
Lemme 2.3 que les séries > o, W,e™ et Y. o, wye™™" admettent aussi L
comme exposant de convergence et qu’elles divergent en L puisque L > 0.
L’exposant de convergence de ) ., np(n, A)e™" est donc L+ 0 = o(I') et
cette série diverge en 6(I'). [

—sn

Nous retrouvons en particulier le résultat suivant du a D. Sullivan [35] et
K. Corlette & A. Iozzi [8]:

COROLLAIRE 5.3. Tout groupe kleinien géométriquement fini d’un espace
symétrique de rang 1 est divergent.

Preuve. 11 suffit de vérifier que les sous-groupes paraboliques bornées
sont divergents; cela découle d’un calcul direct effectué dans [2] dans le cas
de I’espace hyperbolique et étendu au cas général dans [8]. []

5.2 ESTIMATION DE LA FONCTION DE CROISSANCE

En combinant les arguments des démonstrations des Théorémes 2.4 et 5.2,
on obtient de fagon élémentaire I’estimation suivante de Np(R) :

THEOREME 5.4. [13] Pour tout groupe kleinien géométriquement fini T’

satisfaisant la propriété de trou critique, on a Np(R) =< ¢’TE,

Preuve. D’apres la démonstration du Théoreme 5.2, nous avons Wn - eln
Ln . . . .y
et donc W, = 97 puisque la suite (Wp); est croissante. Nous allons utiliser
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de facon cruciale I’estimation (6), qui entraine W, < W eln pour un
certaine constante W > 0; nous imposerons W > 1 dans ce qui suit. Pour
montrer que W, = e, raisonnons par 1’absurde et supposons qu’il existe
une suite strictement croissante d’entiers (k,), telle que ¢, := Wk”e*Lk" —
0 lorsque n — +4o0. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer
ky — kn—1 — 400 et on pose [, := inf(%7 {_L%D ; la suite (I,), tend
vers 400 et on a k, — I, > k,_q et €, < ¢ Lh
n,m >0

. On pose alors, pour tout

We si ne{kmi+1, kn—1In—1}

W =
ememsi n € {ky — Ly, -+ kn}

Ona W, <W.<W e pour tout n > 1; il vient

Kom
e < W, < 1+ZWk
k=1
kn—ln—1
< W(l + Z eLk) + Lyene™ (puisque W > 1)
k=1
<1ttt

d’ot 'on déduit /e n

+00. ]

> 1. Ceci contredit le fait que lim,_, i ly =

On renvoit le lecteur a [34] pour une démonstration tres technique de cet
encadrement. En utilisant de fagon ingénieuse la propriété de mélange du flot
géodésique, T. Roblin a obtenu dans [29] et sous une hypothese tres générale
le résultat plus précis suivant: il existe une constante C = C(I") > O telle que

; Nr(R) c
R— 400 e5(F)R -

L’énoncé du Théoreme 5.4 reste valable pour les groupes hyperboliques au
sens de Gromov (voir [9] via l'utilisation des densités conformes) et peut
s’obtenir directement par des arguments de sous-multiplicativité comme nous
le faisons ici. L’approche que nous décrivons ici a été initiée par G. Robert
il y a une quinzaine d’années dans un texte non publié [28].
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5.3 SUR LES ISOMETRIES PARABOLIQUES D’UN GROUPE GEOMETRIQUEMENT
FINI ET SA MESURE DE BOWEN MARGULIS

Pour pouvoir décrire 1’action des isométries paraboliques de X, il faut au
préalable comprendre le lien entre la distance d(x,y) entre deux points x,y € X
situés sur une méme horosphere OH centrée en £ € 0X et I’excursion dans
I’horoboule H du segment géodésique [x,y]. On suppose que d(x,y) > 1
et on pose f, = inf{r > 0/d(&:(r), £, (1) < 1} ou di;, désigne la distance
intrinséque sur 1’horosphere OH, := {z € X/B¢(x,z) =t}. On a le

LEMME 5.5. [10] Il existe une constante ¢ = c(a,b) > 0 ne dépendant
que des bornes sur la courbure, telle que pour tout £ € 0X, toute horosphére
OH centrée en & et tous points x,y € OH tels que d(x,y) > 1, I’arc constitué
des 3 segments géodésiques [x,Ex(tcy)], [E(tc)), §(tey] et [€(tey), Y] est une
(1, ¢)-quasigéodésique; en particulier, les quantités d(x,y) et 2ty , different
d’au plus c.

Ainsi, dans 1’espace hyperbolique, en prenant £ = oco,x = i et y =
i+n,ona t, =Lnn et comprend géométriquement pourquoi la quantité
d(i,i+n)—2Lnn est bornée. Ce lemme est crucial pour construire de groupes
paraboliques convergents et expliciter ainsi des groupes géométriquement finis
convergents en courbure variable [10].

Lorsque I' est convexe-cocompact, I’ensemble () est compact; la mesure
mpy est alors finie et c’est la mesure d’entropie maximale [35]. Lorsque I" est
géométriquement fini et contient des transformations paraboliques, la question
de la finitude de mpy se pose de facon naturelle. Si I est convergent, les
mesures de Patterson i, , ne chargent que les points paraboliques et la mesure
mpy est clairement de masse infinie; lorsque I' est divergent, nous avons le

THEOREME 5.6. Si T' est un groupe kleinien géométriquement fini diver-
gent, les deux assertions suivantes sont équivalentes

® la mesure mpy est finie

—8()d(o

e ona ZpGH d(o,p-o)e #0) < 400 pour tout sous-groupe parabolique

II de T.

N

On renvoit le lecteur a [10] pour une démonstration détaillée; précisons
cependant une conséquence immédiate de ce résultat:
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COROLLAIRE 5.7. Soit T' un groupe kleinien géométriquement fini de X
satisfaisant la propriété de trou critique. Le groupe T est divergent et sa
mesure de Bowen-Margulis mpy est finie et ergodique.

5.4  MESURES DE HAUSDORFF ET DE PACKING DE L’ENSEMBLE LIMITE

Nous nous intéressons ici aux mesures et dimensions de Hausdorff et
de packing de I’ensemble limite d’un groupe kleinien géométriquement
fini vérifiant la propriété de trou critique. Dans un premier temps, nous
faisons quelques rappels théoriques sur ces notions, puis nous décrivons le
comportement local des mesures de Patterson afin de les comparer avec les
mesures de Hausdorff et de packing.

5.4.1 QUELQUES RAPPELS THEORIQUES Soit F un sous-ensemble borélien
d’un espace métrique (E,d). La mesure de Hausdorff H, de dimension s de
F est définie par

T . s
Hy(F) = lim 1nf{U€ZM(d1am U) }
ou I'infimum porte sur I’ensemble des recouvrements dénombrables de F' par
des ouverts de diametre < e. La dimension de Hausdorff de F est définie par

HD(F) = sup{s > 0 : Hy(F) = 400} = inf{s > 0 : H (F) = 0}.

Par ailleurs, la pré-mesure de packing P.; de dimension s de F est définie
par
L . s
Ps(F) = !13(1) sup{é(dlam B) }

ol le supremum porte sur I’ensemble des familles dénombrables 3 de boules
centrées en des points de F, deux a deux disjointes et de diametre < €;
rappelons que ’application P,; n’est pas une mesure car elle n’est pas o-
additive sur la tribu des boréliens. Une étape supplémentaire est nécessaire
pour construire la mesure dite de packing P; de dimension s de F en posant

PuF) = inf{ZP*S(Fj) | F C UF;,J dénombrable}
J

et la dimension de packing de F est alors donnée par
PD(F) = sup{s > 0 : Py(F) = 400} = inf{s > 0 : Py(F) = 0}.

Enfin, une famille dénombrable de points {x;} de F est dite e-séparée lorsque
les boules B(x;,€) sont deux a deux disjointes; on note s(F,e) le cardinal
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maximal des familles e-séparées de F. Les dimensions de Minkowski inférieure
MD(F) et supérieure MD(F) de I’ensemble F sont définies par
MD(F) := liminf LosF, o et MD(F) := lim sup M
0 Ln(1/e) eso Ln(l/e)
Lorsque MD(F) = MD(F), la valeur commune est appelée dimension de
Minkowski et notée MD(F). Pour tout borélien F de R, on a HD(F) <
PD(F) < MD(F).

Dans [3], C. Bishop et P.W. Jones ont montré que pour tout groupe
kleinien I' de I’espace hyperbolique on avait HD(L.(I)) = o0I) et
HD(LT)) = MD(LT)); lorsque I' est géométriquement fini, il vient
HD(L(") = PD(L(I") = MD(L(I")) = 6(I') puisque dans ce cas les points
limite non coniques sont au plus dénombrables. Ces égalités ont été étendues
en courbure variable [22].

Afin d’obtenir des estimations des mesures de Hausdorff et de packing
de certains sous-ensembles de OX, on utilisera le résultat classique suivant
de type “lemme de Frostman” et qui découle des définitions ci-dessus et du
théoreme de recouvrement de Besicovitch. Nous renvoyons le lecteur au livre
de P. Mattila [19] pour les détails.

PROPOSITION 5.8. Soient un ensemble compact E C RN, un réel s > 0
et une mesure | borélienne sur E. Il existe une constante C > 0 telle que
pour tout borélien F de E et tout a € [0,+00], on ait

e si limsup,_,, @ > a pour tout x € F alors HB) < 2x7cu(B) pour

tout borélien B de F,

e si limsup,_,, M < a pour tout x € F alors HyB) > %M(B) pour

tout borélien B de F,

e si liminf,_ @ > a pour tout x € F alors Py(B) < %,u(B) pour tout

borélien B de F,

e si liminf,_, @ < a pour tout x € F, alors Psy(B) > éu(B) pour

tout borélien B de F.

5.5 COMPORTEMENT LOCAL DE LA MESURE DE PATTERSON

Nous nous intéressons ici au comportement local d’une densité conforme
I'-invariante et de dimension ¢ ; dans le paragraphe suivant, nous spécifierons
le cas ou § = &(I') afin de comparer mesure de Patterson, de Hausfdorff et
de packing. Cette étude a ét€é menée en courbure —1 par D. Sullivan dans
[36] et précisée par B. Stramann et S.L. Velani dans [34]; ’approche de ces
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derniers été considérablement simplifiée par I’auteur du présent texte dans [23]
et étendue en courbure variable par B. Schapira [33].

Le lemme de I’ombre de Sullivan précise le comportement de la mesure
de certains ouverts de 0X, précisément les ombres de boules ouvertes de
X de rayon suffisamment grand et centrées en un point d’une orbite I - x;
nous cherchons ici a nous affranchir de la condition portant sur le centre des
boules considérées et examinons pour ce faire une autre classe d’ouverts, de
maniement plus aisé.

Dans ce qui suit, nous fixons x € X,£ € 9X et r,t > 0 et considérons les
3 familles suivantes d’ouverts de 0X :

e les boules B,(£,r) de centre £ et rayon r, relativement a la métrique d,
sur 0X ;
e ’ombre O,(£(7),r) de la boule de centre £(f) et de rayon r, vue du point

X3

e la “calotte” V(x,&,r) définie comme I’ensemble des points de 9X dont le
projeté sur le rayon géodésique [x,&) appartient a &(¢), [

Nous avons le résultat classique suivant:

LEMME 5.9. [16] [33] Il existe une constante ¢ > 0 telle que

t

By <§, ec) C O&D, 1) C Bu(&,ce™)

et
t

B, (5, ec> CV(,€,1) C Bul€, ce™).

Nous aurons besoin de contrdler la facon dont les calottes V(x, &, ) varient
en fonction de x et & :

LEMME 5.10. [33] Il existe une constante C; > 0 telle que, pour tous
XxE€X,£€0X,t>Cy et tout n €V, & t+2Cy) on ait

V(x7777t+ Cl) - V()C,é-, t) - V(xﬂ?»t_ Cl)

De plus, pour tout D > 0, il existe une constante Cy = Cy(D) > 0 telle que,
pour tous x € X, £ € 0X,t > C; et tout y € B(x,D) on ait

V(y7§7t+ C2) - V(x7§7 t) - V(y7,’77 r— CZ)



26 M.PEIGNE

Le résultat qui suit illustre clairement le fait que les “calottes” V(x,¢&, 1)
sont adaptées pour décrire 1’action des isométries paraboliques de I' sur 0X ;
il se déduit du Lemme 5.5, on en trouvera dans [33] une démonstration
détaillée :

LEMME 5.11. Fixons £ € X et K un compact de 0X ~ {{}; il existe
une constante C > 0 telle que, pour toute isométrie parabolique p fixant &,
tout t > 0 et tout point n € K, on ait

e si d(o,p-0)>2t alors p-K C V(o,&,t —C) et

|Bpn (£, p - £(1)) — d(o,p - 0) + 21| < 2C,
e si dlo,p-0) <2t alors p-KNV(@©0,,,t+C)=C et
|Bpy (0, p - €) | < 2C.

L’énoncé qui suit précise la mesure au sens d’une densité conforme I'-
invariante et de dimension § d’une calotte V(o,&,1) en fonction des positions
des points £(7) et & :

THEOREME 5.12. Soit T' un groupe kleinien géométriquement fini et
v = (Vy)wex une densité conforme T -invariante et de dimension § > 6(I),
sans atome et de support L(I'). Fixons des représentants 1l;,--- 1I; des
classes de conjugaison des sous-groupes paraboliques maximaux de T', de
points fixes respectifs £1,--- & et notons CoUC ... UC; une décomposition
du coeur de Nielsen N(I') de la forme (12) et Hi,...,H; les horoboules
correspondantes. 1l existe alors des constantes A, K > 0 telles que, pour tout
Ee LX) et tout t >0, on ait
o s5i £@t) € Co alors e:‘& < VU(V(O,E,I)) < Ae™ 0,
e sinon il existe i € {1,--- I} et v €T tel que £(t) € v-H; et on a
— lorsque ~ - & € V(0,&,1)

e~ 0t=1
S etero <y, (Vio,€,1)

A
pEM; _
d(o,p-0)>21+K

SAe—(s(z—?) Z e—éd(om-())
pE;
d(o,p-0)>2i—K
— lorsque v - & ¢ V(0,&,1)

8—6(t+i)

Nri, (2 — K) < v, (V(0.£,1)) < Ae™ DN, 27 + K).
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avec 1T:=d@®),T - 0).

Preuve. Notons tout d’abord que la quantité B,(0,&(t)) —t est bornée
uniformément en 1 € V(o,&,1); il vient VO(V(O,E,I)) = e"”ug(,)(V(o,g,t))
et il nous suffit d’estimer Vg(,)(V(o,g, t)).

Considérons tout d’abord le cas ou &(f) € 50; il existe alors v € I' tel
que d(&(t),v-0) < A ou A désigne le diametre de Cp, si bien que

Ve (V(0,6,0)) = 14.6(V(0,€,0) < v,(V(y™" 0,771+ &,1)).

Cette derniére quantité est majorée par 1 puisque v, est une mesure de
probabilité. Elle est aussi minorée par une constante non nulle: en effet,
d’apres la définition des métriques d, sur 90X et le lemme 5.9, il existe € > 0
tel que

Bo(’y_l ! 5;6) C B’y*l.u (7_1 ‘57 %) = V(A/_l : 077_1 ~£,l)

dott v, (V(y™" - 0,77" - &,0) > infrerr) vo(B,(1, €)) > 0.

Considérons a présent le cas ou &£(f) se projette sur la partie mince de
N(@); il existe donc i € {1,---,I} et v € T tel que &(r) € v-H;. Nous
allons décomposer 1’étude en plusieurs cas, selon les positions relatives de &
et de v-&;.

1. Supposons tout d’abord que & = v-&;. Considérons dans une premier temps
le cas ou v = Id et donc & = &;. On fixe un domaine fondamental borélien
et relativement compact D; pour I’action de II; sur L(IT)\{¢}. La mesure
v étant sans atome et de support L(I'), on a v(0X) = V(L(F) ~ {fi}) si

bien que
Z vew® - D) < vey (V(0,€, 1) < Z Vew(P - Di).
pEIL; PET;
pDiCV(0,§,0) p-DiNV(0,§,N#2

En appliquant le lemme 5.11 avec K = D;, on obtient
14 > vo@ D) <vep(Vo,60) < > v D).
rell; pEI;
d(o,p-0)>2t42C d(o,p-0)>2t—2C

De la méme fagon, on obtient

(15)
Y @ D)< ve (XN V(0,60) < Y v D).
pEIL; PEIL;

d(o,p-0)<2t—2C d(o,p-0)<2t+2C

Estimons a présent vg(p - D;) ; par conformité et invariance sous I', on a
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Ve (p - Di) = / e aEOPED ()
D;

et du Lemme 5.11 on déduit vey(p - Di) X vgq(Dy)e?di—0dero <

eH=0doro) Jorsque d(o,p - 0) > 2t et ve(p - Di) X ve(Di) < e

lorsque d(o,p - 0) < 2t. En injectant ces estimations dans les inégalités

(14) et (15), on obtient finalement

e&l Z e—&d(o,p~o) < Ve (V(O, g, I)) < eét Z e—&l(o,p-o)

pEIL; pEI;
d(o,p-0)>2t4+2C d(o,p-0)>2t—2C

et
e OINm, (2t — 2C) = vy (0X N V(0,€,0) =< e Ny, (21 + 20).

Il nous reste a considérer le cas ou ~ # Id; le point £(¢f) appartient a
v-H,; et, quitte a remplacer -y par -yp pour un choix judicieux de p € II;,
on peut supposer que 7y-o se trouve a distance < A du rayon géodésique
[0,€). On en déduit I’existence d’une constante C > 0 telle que, en posant
s;i =d(o,v - H;), on ait

V(’Y'Oafvl‘_si—c)c V(Oagvt)c V(’y'oafat_si—"c);

I’estimation annoncée découle alors de 1’étude précédente en notant que 7
et t — s; different d’une constante.
. Supposons a présent que £(t) € v-H;, 1 <i <1 et &# v-&. Comme
ci-dessus, nous nous ramenons au cas ol y = Id et distinguons 3 sous-cas
(la constante C; a venir est celle qui apparait dans le lemme 5.10):

e Cas ou & € V(o,&,t+ 2C1) On a alors

V(o,&i, 1+ C1) C V(0,81 C V(x,&,1 — Cy)
d’ou I'on déduit
Ve (V(0,&i 1+ C1) = vey(V(0,€,0) = v (Vio, &, — Cy)).
On conclut en appliquant les estimations obtenues en 1. et en notant
que d&(@®),I -0) et d(&(), T - o) different d’au plus une constante.
e Cason & ¢ V(o,&,t—2C) Dans ce cas, le point & est plus proche du
point antipodal de & par rapport a o, noté ¢; le rayon géodésique
[£(7),&) sort de I’horoboule #H; en un point o := [£(¢),€) N OH;

et nous posons 7 := d(£(f),0). On a V(o,&,1) = 0X ~ V(5,&,1) et
& € V(©,E,T+ C)) si bien que

0X V(a,{i,f —C) C V(O,f,t) C OX V((_J,fi,f—F Cy).
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Il nous faut donc, aux constantes pres, estimer ve (0X \ V(0,&;,1)).
Notons 7'-o0 le point de T"-o le plus proche de 0; on a d(0,7'-0) < A
et d’apres le lemme 5.10, il existe C; = C2(A) tel que

aX\V(7/'035i7;_C1 _C2) C V(07£7l) - aX\V(7/'07§i7;+C1 +C2)

Soit (f_(s)szo le rayon [y -0,&). Comme & € V(5,67 + 2C) et
d®,7 -0) < A, les points £(f) et £(7) sont a distance bornée 1’'un de
I’autre; il vient

VEG—Ci—Cs) (8X V@ 0,6,T—C) — Cz)) =< VE(,)(V(O,f,t))
et

Vﬁ(t)(v(07 ga t)) = V€(7+C]+C2) (ax N V(’}/ "0, fia i+ Cl + CZ))7

on conclut en appliquant les estimations obtenues précédemment et en
notant que d(£(¢),T" - o) differe de 7 d’au plus une constante.

e Cas ou & € V(o,&,t —2C) \ V(o,&,t + 2Cy) 11 suffit de poser
th = t—4Cy,t, = t+ 4C, et de se ramener aux deux sous-cas
précédents (en remplacant respectivement ¢ par #; puis f,) puisque
&€ V(o &, 11 +2C)) et & ¢ V(0,61 —2C).

0

Il n’y a malheureusement pas d’espoir de comparer en toute généralité

les quantités e > ,om, e 0UOPO) et e"”NH,.(Zf) comme on peut s’en
d(o,p-0)>21
convaincre aisément; ceci devient cependant possible dés que 1’on suppose une

certaine “homogénéité” dans les cusps qui se traduit par le fait que les fonctions
de croissance des sous-groupes paraboliques de I' fluctuent peu. Rappelons
que, contrairement au cas des groupes kleiniens non élémentaires, on peut
avoir liminf,_, ;o §LnNm,(R) < limsup,_, , . % LnNi,(R) pour un tel sous-

groupe; les quantités RS> . 74P et ¢=RNY (2R) peuvent avoir
d(o,p-0)>2R
alors des comportements tout a fait distincts lorsque R — +o0c. Dans 1’énoncé

qui suit, nous proposons une condition générale qui permet de contréler la
mesure ¢-conforme des calottes de 0X.

Introduisons tout d’abord I’hypothese d’homogénéité cuspidale suivante:
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DEFINITION 5.13. Soit T' un groupe kleinien géométriquement fini
possédant / > 1 classes de conjugaison de sous-groupes paraboliques

maximaux, de représentants respectifs II;,.--- II;. On dit que I' satisfait
I’hypothése H s’il existe des fonctions py,--- ,p; de RT dans R*T de classe
C, telles que, pour tout i € {1,---,I}
/
(¢
nr (0,1, 1) < M pi(r) et P _ 0

1400 pi(1)
Le théoréeme 5.12 admet alors le

COROLLAIRE 5.14. Soit ' un groupe kleinien géométriquement fini
satisfaisant la propriété de trou critique et I’hypothése H. Soit v = (Vy)xex
une densité conforme I -invariante, de dimension 6 > §(I'), sans atome et de
support L(I'). On a alors

(16) RN Moo < RNy (2R)
PEIL;
d(o,p-0)>2R

si bien que pour tout & € L(I') et t > 0 on peut écrire

V(,(V(O,f,t)) = e % lorsque §(I)EC~0,

vo(V(0,&,0) = €200 N~ o0 < om0 NY (21)
pEM;
d(o,p-0)>2t

lorsque &() € 5,-, 1<i<l, avect:=d&@®),T -0).

Preuve. 11 nous suffit de vérifier que sous les hypotheses ci-dessus on a

N, (R) < e?R> oy, e7%4@r9)  nous utiliserons le
d(o,p-0)>R

LEMME 5.15. Soit p une fonction de classe C; de RY dans R*V telle

que lim,_, oo 29 = 0. On a alors lim,_, | o % =0 et, pour tout € > 0,

p(t)
o [ petdr = [ p(edt = p(R)e,

o [T pe<dr = [ poye=cldt < p(R)e=R.

Preuve. Pour tout 7 > 0, on a —7np(r) < p'(f) < np(t) pourvu que ¢ soit
assez grand; on en déduit que le taux de croissance exponentielle de p est nul.
Par ailleurs, il existe C > 1 tel que, pour tout R > 1 et tout r € [R — 1,R],
on ait 22 < f,ff ,p(tdt < Cp(r) (d’o 'on déduit 22 < p(r) < Cp(r) pour
tout r,r € [R— 1,R]); en effet
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R R t
/ p(0)dt = p(r) + / ( / () du) dt = p(r) + q(r)
R r

—1 R—1

p'w

C f:_lp(t)dt; on conclut en

R
avec |q(r)| S fR—] |p/(l,{)|du S supR—lSLlSR‘

p'w
p(u)

= 0. Fixons alors ¢ > 0; d’apres ce

notant que limg—, o0 SUPR_1<,<g
qui précede, on a
R R
P e < / p(Deds < Cp(R)e™,
¢ R-1
d’ou I'on déduit immédiatement ’estimation annoncée. Le cas des intégrales

f,f“p(t)e*“dt et f;oop(t)e’“dt se traite de fagon analogue. [

Fort de ce résultat, démontrons a présent 1’encadrement suivant
NH;(R) = e5R Z e—éd(o,pm)).
p€EIl;
d(0,p-0)>R
Notons pour simplifier 6(I;) = §;; puisque d; > 0, on peut appliquer le
lemme et écrire
R
Na@® = Y b= [ poeta = pmet,
0<n<R 0

Par ailleurs, puisque 0 > ¢;, la derniere estimation du lemme nous donne

Z e—éd(o,p.o) - Z nn,-(l% 1)6—511
0<n<R

—+oo
/ iD= dr
R

PiR)EOR.

Il vient N, (R) < e®R>" ., e70dero [
d(o,p-0)>R

pEIL;
d(o,p-0)>R

)

X

Soulignons que sous les hypotheses du Corollaire 5.14, on a nécessairement
O(I1;) = limg_y 4 oo %LnNH,.(R), d’apres la premiere assertion du Lemme 5.15.

EXEMPLE 5.16. Explicitons quelques exemples “classiques” de variétés
d’Hadamard satisfaisant ces hypotheses :
e lorsque X est ’espace hyperbolique HY,N > 2, les fonctions p; sont
constantes et les conclusions du corollaire sont valides; il en est de méme
pour les espaces symétriques de rang 1.
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e Lorsque les fonctions p; sont de la forme p;(f) = t*,a; € R*, on a bien
pi(®)/pi(t) = 0 lorsque r — +oo. Notons que si tous les «; sont > —1,
les groupes II; sont divergents et I'" vérifient donc la propriété de trou
critique; a contrario, lorsque «; < —1, le groupe 1I; devient convergent
et ’hypothese de trou critique doit étre faite explicitement dans ce cas.

e B. Schapira a considéré dans [33] le cas ol la fonction p; est de la
forme eV?, illustrant ainsi par un exemple exotique une condition faible
sous laquelle le flot horocyclique d’une surface de type fini et a courbure
négative pincée s’équidistribue.

5.6 COMPARAISONS ENTRE LES MESURES DE PATTERSON, DE HAUSDORFF ET
DE PACKING

Nous étendons ici en courbure variable les résultats de D. Sullivan [36].

THEOREME 5.17. Soit T' un groupe kleinien géométriquement fini satis-

faisant la propriété de trou critique et I’hypotheése H. Alors

1. si 6(II;) > 6(I")/2 pour tout i € {1,--- ,1}, on a p,, = Psr),

2. sl existe i € {1,---,1} tel que S(II;)) > 06(I")/2, la mesure Hsr) est
nulle sur tout sous-ensemble de L(I') de p, ,-mesure positive,

3. si 6(IL;) < 6(T)/2 pour tout i€ {1,--- I}, on a py, = Hsr)

4. s’il existe i € {1,---,1} tel que 0(II;) < 6(I')/2, la mesure Psr) est
infinie sur tout sous-ensemble de L(I') de n, ,-mesure positive.

Preuve. Simplifions les notations en posant § = 6(I).

(1) Supposons que O6(II;)) > 6/2 pour tout i € {I,---,I}. D’apres les
estimations précédentes, il existe ¢ > 0 tel que W > ¢ pour tout point
¢ € L(T'). Par ailleurs, la mesure de Bowen-Margulis étant ergodique pour
I’action du flot géodésique sur T'M il vient

limsup 17 (g9 -v) =1 mpy(dv) —p.s.

1—400
puisque mpy(T'Co) > 0. Par conséquent, pour i, ,-presque tout point
§ € L), on a limsup,_,,  1c,(£@) =1; d’apres le corollaire 5.14, il
existe donc C > 0 tel que liminf, o W < C pour i, ,-presque
tout point £ € L(I'). D’apres la Proposition 5.8, il existe alors K > 1 tel que
%7’5 < o,0 < KPs. La mesure Pjs étant conforme de dimension ¢ sur L(I')
elle coincide nécessairement avec [i,, par unicité d’une telle mesure.

(2) Supposons maintenant qu’il existe i € {1,--- I} tel que 6(II;) > §/2;
par ergodicité de la mesure de Bowen-Margulis on a comme précédemment
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limsup, ., d(7(g; - v),0)lpc (g - v) = +oo mpy(dv) — p.s. et comme

,un,o(Br(gar))

O(II;) > 6, il vient limsup, 5 =*=5>"= = 400  [ly,o(d§) —p.s. Une nouvelle
fois, la Proposition 5.8 permet de conclure.
Les cas 3 et 4 se traitent de facon analogue. [
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