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Corrigés

Exercice 1.

1.

3.

4.

Les variables aléatoires X; prennent les valeurs 0 ou 1 et 'on a

Hw = (wi)i<i<n € Q/w; = 1} _ 2t 1

10 on

P[XZ = 1] = }P’n{w = (wi)lgign S Q/w, = 1} =

elles suivent donc une loi de Bernouilli 5(1/2). Un jeu de Pile ou F consiste en la répétition
de n épreuves ayant deux issues possibles, et lorsque la piece est équilibrée, la probabilité
d’obtenir telle ou telle suite de jets ne dépend pas de la suite; les variables X;..., X,
modélisent donc bien ce jeu.

. La variable S,, est une somme de n termes valant 0 ou 1; elle est a valeurs dans {0,--- ,n}.

De plus on a

Hwih<icn €Q/ Y wi =k} _ G}

2n A

Vk e {0, ,n} Pn[S, =k =

On a E[S,] =Y} _oCFk/2" = n/2 et Var(S,) = E[S,]? — (n/2)? = n/4 (ce qui s’obtient
par exemple en dérivant 1 et 2 fois Pexpression (1 + z)" = >}, Ck2F et en posant
r=1/2).

n t 1 n
On a L,(t) = Z CFeFtjon = (6 ; ) par la formule du binéme de Newton.
k=0

(a) Pour tout k € {0,...,n}, on aP,[S, = k] = P,[S, = n— k] si bien que P,,[S,, —n/2 <
ne] = P, [S, —n/2 > ne et donc Py[|S, —n/2| > ne] = 2P, [S, —n/2 > ne|. L'inégalité
ci-dessus s’obtient alors en remarquant que P,,[Sn, —n/2 > ne| = En[l(s, —n/2-ne>0]]

et que, pour tout réel t > 0 on a 15, /2 _ne>o) < et(Sn—n/2—ne)

(b) Posons he(t) = (3 + €)t +1og 2 —log(1 +€) ; cette fonction est croissante sur [0,¢] et

142
décroissante sur [te, +-oo[ avec t. = log 1 + 26 (pour € < 1/2). On obtient l'inégalité
— 2e¢
annoncée en écrivant P, [|S,, — n/2| > ne] < 2e~ <) ot en remarquant que he(t.) =
He.

(a) Posons k = [n(3 +¢)] + 1; il suffit de remarquer d’une part que l'on a [S, = k] C
[Spn—n/2 > ne| et [S, =n—k| C [S,—n/2 < —ne| et que d’autre part P,,[S,, = k] =
P, [Sn = n — K].

(b) Comme dans la question précédente, on pose k = [n(% +¢€)] + 1 et, puisque k — 400
quand n — +o0, la formule de Stirling donne

Bulsn = [t + o+ 1= 2 (1) (7)o 80



1 n 1
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(d ou l'on tire aussi la minoration

\/n— ¢+e+(§)

pour € < 1/2 et n assez grand ) ; I'inégalité cherchée suit immédiatement.

Concluons a présent. D’apres la réponse a la question 4.(b), on a
1

hlrnurlf—fhrl(IED [|Sn —n/2| > ne]) > H.,.

n—-4o00
Par ailleurs, d’apres ce qui précede, on a

1 1 1
limsup—fln<IP’n[|Sn —n/2| > ne]) < limsup —— ln(]P’n[Sn =[n(z+¢e)]+ 1]) < H,,
n—+oo N n—4oo N 2
d’ou le résultat souhaité.
6. Comme H, > 0 on a

n .
ZIP’[|Sn—§\ > ne| §226 nHe © 4o

n>0 n>0

si bien que, en utilisant par exemple le théoreme de convergence monotone, on a

ED Ly 1png) = D Ellysa_15q] < +oo.

n>0 n>0

En particulier, la variable aléatoire Z 1[\3*" C1p> est P-presque-siirement finie et donc,
n 21=
n>0
pour P-presque tout w € 2 on a 1[\5”(“)*l|>€] = 0 a partir d’un certain rang. Autrement
n 21=
dit, en prenant € = 1/k, il existe Qi C Q,P[Qx] = 1, tel que pour tout w € Q on ait
|S"T(‘“) — %| < 1/k a partir d’'un certain rang. On pose alors Qy = Ng>18 ; pour tout € > 0

et tout w € Qg on a |S"T(w) — 1| < € & partir d’'un certain rang (dépendant de € et w), ce

qui signifie que la suite (S, /n), converge presque-sirement vers 1/2 lorsque n — +00.

Exercice 2. Développons de fagon formelle en série entiere en 0 la fonction G(z) = 1 —

2n)!
V1— 22 Puisque v1—u = 1 — T; on _(17;()2nn!)2u” des que |u| < 1, on obtient G(z) =

D on>1 %z%, série entiere de la forme ngzk avec g > 0 et ng = 1. C’est donc
k>0 k>0

bien la transformée de Laplace d’une variable aléatoire N a valeurs dans N. Notons que le rayon

de convergence de G vaut 1 ( on vérifie en effet que 92’"% — 1 lorsque n — +00.)

Pour |z] < 1,onaG'(z) = \/17 si bien que hmo<s<1 G'(s) = +oosor G'(s) = oy kgrst —
et >
> k>1kgr = E[N] lorsque s — 1. Il vient E[N] = oo,

Exercice 3.



1. La modélisation du jeu de pile ou face, sans que le nombre de jets de la piece soit spécifié,
est délicat et nécessite la mise en oeuvre de la théorie de la mesure. Nous pouvons utiliser
par exemple une suite (X, ),>1 de variables aléatoires indépendantes & valeurs dans { P, F'},
définies sur un espace probabilisé (£2,7,P) que nous n’explicitons pas, en supposant que
I’événement le i°™¢ tirage est pile correspond & [X; = 1]. Pour tout n > 1 on a donc

Pl =n] = PXy=F, -, Xp1=FX,=P]
= PX;=F]x---xPX,_1 =F] xP[X,, =P] parindépendance des X;
= (P[X1=F)""'P[X, = P] = (1/2)".

2. La propriété de perte de mémoire appliquée a n > 0 quelconque et m = 1 donne

PX > n+1]

PX>n+1/X >n] = X >

= P[X > 1],

douP[X >n+1] = (IP[X > 1])n Posons ¢ := P[X > 1]; pour tout k > 1, il vient

PIX = k] =P[X >k—1] - P[X >k =¢" — """ =1—¢)¢"".

Ainsi, X suit une loi géométrique de parametre p =1 —P[X > 1] = P[X =1].

Exercice 4.

1. On a, en notant p la loi de Y et en utilisant le théoreme de Funini

E[|Y]] =/R\y!du(y) =/R(/Oyl dt)du(y)=/0+oo</_t du(y)+/t+oodu(y))dt

—00

dou E[|Y]] = / P[|ly| > t]dt. La fonction ¢t — P[|y| > t] est décroissante, la comparaison
R

de son intégrale avec une série donne le résultat escompté.

S
2. Soit Qg C 2, de P-mesure 1, tel que Vw € Qg lim Sn(w) = X(w) eR.

n—-+oo n
(a) Siomega € Qp, puisque X (w) € R, on voit que
Xn(w) n4+1841(w)  Sp(w)

n n N+1 T — X(w) = X(w) =0 lorsque n — +oc.

X
(b) La suite = converge P-p.s. vers 0 et donc, pour P-presque tout w, on a | X, (w)| <1 a

partir d’un certain rand (dépendant de w) ; autrement dit P[liminf,_, [|Xpn| < n] =

1, ce qui donne le résultat escompté en passant au complémentaire. La suite ([| X, | > n])n

étant une suite d’événements indépendants, on obtient Z P[|X,,| > n] < 400 en ap-
n>1

pliquant la réciproque du théoréme de Borel-Cantelli.

(c) Les variables X7, Xo,--- ayant la méme loi, on a donc Z P[|X1]| > n] < 400 et donc

n>1

E|X1]] < 400 d’apres la question 1. On peut alors appliquer la loi forte des grands

nombres a la suite (Sp)n>1 et conclure que X = E[X;].



3.

(a)

(b)

C’est encore une application de la loi du 0 — 1 de Kolmogorov, I’événement C} ne
dépendant en fait que des variables X,,, X411, pour tout entier n et étant donc
un élément de la tribu asymptotique.

2

Siw € Cf, on a limsup < k et donc

n—-+00

S,
"(w)‘ < k + 1 a partir d'un certain

n

X n+1.5 S.

rand n,,, dépendant de w. L’égalité —— = e entraine alors
n n n+1 n

’ Xn(w)

'§3(k+1)

Xn(w)

n

pour n > n,, pourvu que ”;’Z—jl < 2. Autrement dit w € lim inf H ‘ <k+ 1}.

n—-+o0o

L . Sy L » . s
L’événement |limsup |—| < 4o0| est la réunion croissante des événements | J;~ [hm SUD;, 4 o0 }7‘ <

n—-+o0o

S,
il existe donc kg > 1 tel que P [lim sup ’n‘ < k} > 0, soit P[C,] > 0 et donc
n

n—-+00
P[C,] = 1 d’apres la question (a).
s \ L1 .. Xn(w) .
D’apres le (b), on en déduit que P[hm 1nf[ ————=| < 3(ko+ 1)” =1 soit

n—-+oo n

Xn(w) 0.

P {lim sup [

n—-+o0o

’ > 3(ko + 1)”

La réciproque du théoreme de Borel-Cantelli, valide pour des événements indépendants,

X
entraine alors g P [ 1> 3(ko + 1)] < +o0.
n>1

Sh .
< ool = )1
" ‘ < oo] [Hnsup

E>1 n—-+o0o

0 alors ZIP)HXM > 3n(ko + 1)] < +oo c’est-a-dire E(|X,,|) < +oo. Par conséquent,
n>1

n

n

n

n

< k] et on a montré que si P {lim sup < —i—oo] >

n—-+o0o

Ona [lim sup

n—-4o0o

lorsque E(|X,|) = 400, on a limsup =+o0 P—ps..

n—-+00

OnaE[|V1|] =E[| X1 —X}|] = / E[|z —2'||du(x)du(z’), 1la loi de (X1, X}) étant p& p’

’ S

et 'on conclut aisément. On a E[|X|] = 400 et donc E[|X; — z|] = +00 pour tout
réel x, d’ou E[|Y}|] = 400 d’apres la formule précédente.

L’événement C, est mesurable par rapport & la tribu engendrée par (X,,)n>1 et CJ,
par rapport a celle engendrée par (X )n>1; ces deux suites étant indépendantes et
de méme loi, il en est de méme pour C, et C,. De plus, si w € C, N Cy, les suites

S"T(w) — an‘ et % — an‘ sont bornées et il en est de méme pour la différence
’ . L Y w + cee 4 Y w N . . oy
S"T(“)) — S"T(w)’ ; ainsi lim sup 1) n(w) < +oo d’ou l'inclusion souhaitée.
n—-+oo n

Si P(C,) > 0, on a P[C,] =1 d’apres la loi du 0-1 de Kolmogorov; il en est de méme
pour P[Cy/] et donc, d’apreés la question précédente
Yi+---+ Yn

P [lim sup
n

n—-+o0o

<+oo} =1.



Mais ceci contredit la partie 3 de I'exercice puisque E[|Y| = +oo !

Exercice 5.

1. On a P[T < +o0] = Z}P’ n] =1 et donc ST—ZSkl[T %] P-p.s. Il vient
n>1 k>1
k
1S7] = ISklr—i < Z(Z \Xn|>1[T:k:] = Z(Z 1[T:k}) X = [ Xl Lrsn)-
k>1 k>1 n=1 n>1 k>n n>1
n—1 c
Par ailleurs [T > n| =[T <n — 1] = (U T = k]) appartient & F,_1, puisque chaque

k=1

événement [T = k|,1 < k < n, appartient a Fj,_1.
A noter que puisque
(a) La variable X,, étant indépendante de la tribu F,,_1, on a
E[|Xn[lir>n]] = E[|Xn|] P[T" = n]
et donc

E(S7] < ) E[Xall PIT 2 n] = E[|[Xu[] ) PIT > n] = E[|X1[] x E[T] < +oc.

n>1 n>1

(b) D’apres ce qui précede, puisque ), -, E[|X,|] P[T" > n] < 400, on peut appliquer le
théoreme de Fubini pour obtenir

= E[X,] P[T > n] =E[X1] Y _P[T >n] =E[X1] x E[T].
n>1 n>1

C’est l'identité de Wald.

2. (a) Comme précédemment, en utilisant 1’égalité Sy = Z Sk1li—k) P-p.s., on obtient
k>1

[ (32 1) ]

—E|Y SHp—y] <
k>1 E>1 n=1
= E[Z(zk:Xﬁ—i—Q Z |XnXm’>1[T:k]}
k>1 n=1 1<n<m<k

= ZE[X,%Zl[T:k]} +2 Z ]E[\XnXmlzl[T:k]}
n>1 k>1 1<n<m<+oo k>m

— ZIE[X?Ll[TZH]] +2 ) EUXTLXm‘l[TZm]}
n>1 1<n<m<+oo

Malheureusement, il s’avere délicat de montrer que le second terme du membre de
droite dans cette derniere inégalité est fini, ce qui est nécessaire pour pouvoir s’af-
franchir ensuite des signes | - |.



Pour établir ’égalité souhaitée, on va supposer dans un premier temps que 1" est
P-p.s. bornée : il existe N > 1 tel que P[T' < N] = 1. Par linéarité de ’espérance, on
obtient alors

> st = 2[L (35 1
s

— [ (f:XZ+2 > XnXm>1[T:k]:|

E[S}] = [

k=1 n=1 1<n<m<k
N
n=1 1<n<m<N

N
= EXIY PTzn+2 Y E[ansz]} % E[Xom)]

n=1 1<n<m<N

la derniere égalité utilisant le fait que les variables X, et 17>, sont indépendantes
puisque [T' > n] € F,_1. Comme E[X,,,] = 0 on obtient E[S7] = E[T] x E[X?].
Lorsque 7' n’est par borné, on fixe un entier N quelconque et on remplace T par
T AN (qui est encore un temps d’arrét); d’apres ce qui précede on a E[SZ, \] =
E[T A N] x E[X?], ce qui s’écrit encore

E[SF1ir<n] + NP[T > NIE[X]] = E[T' A N] x E[X7] (1)
puisque ]E[STA ~) = E[SFLrany + S¥ 1> n] = E[SF1r<nj] + NPT > NIE[X?).
Comme E[T] = ZP[T > n| < 400 et que la suite (P[T" > N])ny>1 est décroissante,

n>0

on a NP[T' > N| — 0 quand N — +o0. En passant alors a la limite dans 1’égalité
(1), on obtient, pour tout temps d’arrét T’

E[S2] = E[T] x E[X3].

(b) L’inégalité voulue a été établie dans la question précédente.

(¢) D’apres ce qui précede, les variables X, étant centrée, on a montré que

Var(St) = Var(X1) x E[T].

Exercice 6.
1. D’apres le théoréme de la limite centrale, les variables X; étant centrées et réduites (i-e

S
E[X;] = 0 et var(X;) = 1), la suite <n> converge en loi vers une loi normale N (0, 1).
n>1

NG

2. On fixe un réel ¢ > 0 quelconque. On a

. Sn : Sn 1 [t e
P[hmsup[—ZcH thsupIP’[—Zc] = — e 2dt>0
n—+o0o \/ﬁ n—+00 \/ﬁ c



et comme [lim sup [—n > c} est un événement asymptotique, on a

n—-+00 \/ﬁ

P[limsup[\s/yl > CH =1

n—-+oo n
et donc
]P’[limsup& - +oo] =P[ limsup[& > k:” —1
n—+00 \/ﬁ E>1 Vot \/ﬁ N
X Vs .. O s
Il en est de méme pour I’ événements [hm inf — = —oo] (et a fortiori [hm sup S, = +00
n—+00 \/ﬁ n—-+o0

et [liminf S, = —oo] ).

n—-+00
3. la marche (S,)n>1 oscille donc entre —oo et +00 P-presque stirement! Chacun de ses pas
étant d’amplitude 1, elle visite le site 1 une infinité de fois, avec probabilité 1.
4. (a) On a [T:n] = [51 75 1,5 75 1, , 5.1 75 1,5, = 1] EU(Xl,-” ,Xn).
(b) Remarquons d’abord que P[T" < +o00] = 1 d’apres la question 3; donc St est bien
définie. De plus, par définition de T', on a Sp = 1 P-p.s. la loi de St est donc la masse
de Dirac en 1, et son espérance vaut 1.

(¢) On a E[S7] =1 = E[X;] X E[T]; comme E[X;] = 0, on a nécessairement E[T] = 4o0.

Exercice 7. Comme dans le cours, on suppose que la marche (5,),>1 est adaptée sur

z4.
1. Fixons x € F'; on pose Ty :=inf{n >1: 5, =z} et N, := Z 1423(Sn)- On a,
n>0
S Po[Su = 2] = 13,(0) + Eo [Nz(Sn)} = 114y(0) + Eo [ 3 1{1}(5*”)].
n>0 n>Ty

Or Eg [ Z 1{z}(Sn)} = ZEO [1[Tx:k} Z L0} (Sn — Sk)] ; en utilisant d’une part le fait
n>Ty k>1 n>k
que les variables i,y et S, — Sk, n > k, sont indépendantes et d’autre part le fait que

L(Sy, — Sk) = L(S,—_k), on obtient

o [ 3 1{96}(5“)} - (;1 Po [T, = k:]) X (Z Po[S, = 0]) < 1% (Eg[No] —1) = Eg[Np] — 1.

n>Ty n>1

Ainsi E[N,] = Z Po[Syn = 2] = E[Ng] — 1 pour z # 0. On conclut en écrivant

n>0
> PolSn e Fl=Y Y Po[Sn =] < cardF x Eo[No]. (2)
n>0 ze€F n>0

La marche est transiente si et seulement si on a E[Ny] < 400 (et dans ce cas E[NV,] < +o0

pour tout = € Z¢, d’apres le cours). Sous cette condition, on a alors Z Py[Sy, € F] < 40
n>0

pour tout enesmble fini F'; d’apres 'inégalité (2). La réciproque est immédiate.



2. (a) La positivité est immédiate ; pour la croissance il suffit de noter que, pour = < y, on
a
[15n] < 2] C [[Sal <yl

S,
(b) Comme (—n) converge vers 0 en probabilité, on a, pour tout z > 0
n/n

S
lim pp(nz) = lim PU—"‘ > ac] =1.
n

n—-4o0o n—-—4oo

N

1
On obtient Nlirilm N g 1 pn(nz) =1 en appliquant le théoréeme de Césaro.
n=

(¢) D’apres la question (1), on a, pour tous entiers n,m > 1

+oo +00 +oo oo
> pa(m) =) Pl-m < Sy <m] <2m Y P[S, =0]=2m x > pa(1).
n=1 n=1 n=1 n=1

+oo “+o0o
. 1 . .
11 vient g 1pn(l) > 5 E 1pn(m). Par ailleurs, si n < am, on a m > n/a et donc
n= n=

pn(m) > };n(n/a) ; en sommant sur n € {1,--+ ,am}, on obtient

“+oo am am
an(m) > an(m) > an(n/a).
n=1 n=1 n=1

Il vient alors

+oo am am
S )2 5> palnfa) = 5 (=3 paln/a)
n=1 n=1 n=1

am

avec lim — an(n/a) = 1. Le membre de gauche dans I'inégalité ci-dessus ne
m—+00 am 1
+00 a
dépendant pas de m, il vient Z pn(l) > —.
2
n=1
+00
(d) En faisant tendre a vers +o00, on obtient Z pn(1) = 400, ce qui signifie que la marche
n=1
aléatoire (Sy)n>1 est récurrente.
Exercice 8. On pose n := a + b. Un dépouillement correspond a une suite w = (wy, -+ ,wp)

de chiffres —1 et 1, le chiffre w; correspondant au résultat du i¢™¢ bulletin extrait : w; = 1 si ce
bulletin est A et —1 si c’est B. Pour 1 < k < n, la somme wy + --- + wy, représente “I’avance”
(positive ou négative) a 'instant k du candidat A sur le candidat B.

Si l'on extrait d’abord tous les bulletins favorables & A puis ceux favorables a B, la suite
correspondante est wg = (1,---,1,—1,--- — 1), avec a fois le chiffre 1 et b fois le chiffre —1. la



: .. . b . . < N . :
suite wg est donc choisie parmi les (a : ) suites possibles (c¢’est-a-dire celles o apparait a fois

le 1 et b fois le —1) ; la probabilité d’obtenir une telle suite est donc 1/ (a ;r b).

k
On s’intéresse ensuite aux suites w telles que Zwi > 0 pour tout k € {1,--- ,n}; on note
A Densemble de ces suites. Si w € A, on a nécessz;i:rlement wy = 1, ensemble A est donc inclus
dans ’ensemble P des suites commencant par 1 et contenant a fois le chiffre 1 et b fois le chiffre
—1; soulignons que card(P) = (a :f; 1).
Pour dénombrer A, il est plus facile de compter les suites de P qui n’appartiennent pas

k
a A, c’est-a-dire pour lesquelles il existe k € {2,---a + b} tel que Zwi =0 (*). On pose
i=1
Z:=P\ A;siw €7, on note k, le plus petit entier > 2 satisfaisant I’égalité (x). On considere
alors 'application 7 définie sur Z par

T(W) = (_wla W2,y TWE, Wk, 41, 7wn)-

On vérifie aisément que 7 est injective, donc bijective de Z sur 7(Z). De plus, toute suite w’ € 7(7)

n
est de la forme ' = (w], - ,w)) avec wj = —1 et Zw; = a — b+ 1; autrement dit, la
k=2
sous-suite (w])a<;<n comprend a — 1 termes égaux a 1 et b termes égaux a —1, si bien que
b—1
card(Z) = <a +a )

On a finalement

erbol)_(arboly_(etbobi

a—1 a a! b!

card(A) = card(P) — card(Z) = (

si bien que
_card(A) a—1b
P(A) = card(P) a-+b

La démonstration repose donc sur la mise en oeuvre de 'application 7; c’est le principe de
symétrie du mathématicien André.

Lorsque I’on s’intéresse aux dépouillement A’ qui donne toujours une majorité large au can-
didat A, on applique la formule précédente en remplacant a par a+ 1. En effet, & une trajectoire
w de longueur n qui donne toujours la majorité large a A au cours du temps correspond de
fagon bi-univoque la trajectoire w’ = (1,wy, -+ ,wy) de longueur n + 1 qui donne cette fois-ci
une majorité stricte & A au cours du temps puisque le premier pas est +1. On a donc

a+1-0
PA) = ———.
(A) a+1+b
Exercice 9.
+oo +oo 1
1. On a E[|X4])] = QZnu(n) = 2¢q Z — < +0o0 si et seulement si @ > 1.

n
n=1 n=1



Lorsque a > 1, les variables X; sont donc intégrables et centrées; on a vu en cours que
dans ce cas la marche aléatoire (S,)n>1 est récurrente sur Z.

2. Pour tout ¢t € R, la variable X1 est bornée donc intégrable et ’on peut donc écrire

. 1 —costn sintn
L=at) = ca Z ot - Z |n|a+1
nez* nez*

1 —costn
= 2c |t\o‘Jrl _—
° % (Jtln)e T

la derniere égalité provenant du fait que la fonction cos est paire et la fonction sin est
impaire.

Pour t > 0, on note f; la fonction en escalier définie par

1 —costn
VueR  fi(u) = Z W Lint, (ny1)e((w)-
neN
— costn +oo . :
On a |t| Z () a+1 = fi(u)du. Par ailleurs, la famille (f;);~o converge presque
neN* 0
1 —cosu
partout (au sens de la mesure de Lebesgue) vers la fonction u — —ag7 o et cette
u

1
convergence est dominée par la fonction intégrable u +— ——=1_1 ) + —=1_1 1)c. On
uozfl ) uoz+l )
conclut en utilisant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue. et en remarquant
que
3. D’apres ce qui précede, on a
Re(5—) ~ 7
e\~ )~ 2
L—p(t)/ e~
au voisinage de l'origine, avec ¢ > 0. Cette fonction est donc intégrable si et seulement si
a < 1. D’apres le critére vu en cours, la marche aléatoire (S,)n>1 est transiente lorsque

a < 1 et récurrente lorsque @ > 1 (et en particulier lorsque « > 1, mais on le savait déja
grace a la question 1).

4. Pour vérifier que la suite (S, /na ), converge en loi, on utilise le théoréeme de Levy et 1'on
montre que la suite des fonctions caractéristiques associées converge au voisinage de 0
ponctuellement vers une fonction continue en 0. On en en effet, pour tout réel ¢

o (1 0)) ~esp(=5)

ce qui prouve bien la convergence en loi annoncée (au facteur ¢ pres!) On utilise alors
I’argument développé en cours, repris dans l'exercice 6 et basé sur la loi du 0 — 1 de
Kolmogorov pour conclure.

it N
Ele a]:/L(m) :exp<nln(1—

Exercice 10.

1. (a) wp est adaptée sur Z car 1 = 3—1—1 appartient au groupe engendré par son support,
groupe qui n’est donc autre que Z. Elle n’est pas apériodique car S, = {—1,3} C
—1+4%Z



(b)

2 est adaptée sur Z car —1 appartient a S,,, et le groupe engendré par S,,, est donc
égal & Z. Cette mesure est aussi apériodique : en effet, 1 = 0 — (—1) € S, — S, si
bien que le groupe engendré par S,, — S, est encore égal a Z.

p3 est adaptée car 1 € S, ; elle n’est pas apériodique car Sy, C 1+ 2Z.

@y n'est pas adaptée (et a fortiori pas apériodique) sur Z? car G wh =L x 2.

Les vecteurs —i et j sont dans Suév donc i et jappartiennent aG 1 d’ou G wy = 72 (ie
wh est adaptée). Elle est aussi apériodique car i=0— (—Z) et j = j — 0 appartiennent
a Sy, — Sy si bien que le groupe engendré par cet ensemble est égal a 72.

(s est adaptée car ie Sy, et j=i+j—ie G-

Par ailleurs Sué, — Sug contient —f et i — 2;; le groupe engendré par cet ensemble

contient donc j et i = (Z— 2;) + 27 et est donc égal & Z2.

Exercice 11.0u l'on précise le théoréme limite local du cours pour la marche au plus proche
voisin sur 7 et 7>
Onap=3(6+6_1).

1. (a)

(b)

Comme S, C —1 + 2Z, la marche de loi p ne visite des sites pairs qu’a des instants
pairs et des sites impairs qu’a des instants impairs. Donc P(S,, = ) = 0 lorsque z+n
est impair.

:H" pair. Pour atteindre le site z a I'instant n, il faut aussi imposer

1/n
7 (m> (on peut
2

On impose donc

|z| < n et effectuer 3= pas +1 et 5% pas —1 d'ou P(S, = z) =

alors oublier la condition |z| < n avec la convention que <Z) = 0 lorsque k£ < 0 ou
n <0.
On utilise la formule de Stirling qui stipule que n! = n"e™"v/27n(1 + o(n)) lorsque

n — +o00; la valeur z étant fixée, onaaussik:%ﬁ—i-oo et n—k="5% — +o0

lorsque n — —+o00, ce qui donne

1 F( (

()R e +2)("5*
2+0( )

n+l+4x n+l—x

\/%(Mr%) ’ (172) :

\_/
~—

(Pestimation de ’énoncé s’en déduit immédiatement, mais avec un reste oz(n), qui
1+ o(n) )

T+ =3)

dépend donc de x puisqu’il provient du facteur



Exercice 12.

: . (S .
1. (a) D’apreslaloi forte des grands nombres, la suite <—") converge P-presque stirement
n /n>1
vers m.

(b) Puisque m > 0, la suite (Sy),>1 converge P-presque sirement vers +oo : il existe
donc Qp C Q,P(20) = 1 tel que pour tout w € Qo on ait lim, o0 Sp(w) = +o0.
En particulier, si w € o, il existe ng, > 1 tel que Sy (w) >t des que n > ngy, d'ont
Ni(w) < npy < 400. Ainsi [Ny < +o0] C Q.

(c) Les variables S,,n > 0, sont toutes P-presque surement finies; en d’autres termes
P[S, < +oo] = 1 pour tout n > 0 et il en est donc de méme pour leur intersection
(dénombrable).

Siw e ﬂ [Sn < 400], on a N¢(w) > n deés que t > Sp(w), S1(w), -+, Sp(w), ce qui
n>0
prouve que Ny(w) — 400 lorsque ¢t — +o0.

(d) D’apres ce qui précede, il existe 1 C 2 de mesure 1 tel que pour tout w € 4, on ait

S, S w
Snlw) — m et Ni(w) — 1 lorsque n — 400 et t — +00; la suite M est donc
n Ni(w)
S,
extraite de M et converge vers m.
n
(e) Pour tout w € ©; on a
Shiw) ot - i)+t | Ni(w) +1
Ni(w) = Ne(w) — Ne(w)+1 Ni(w)
SNt(w) Nt(w)+1 t
avec — 1 et ———— — 1. On conclut — m.
Ni(w) Ni(w) Ni(w)
2. (a) 1. Les variables X7, -+, X/ sont indépendantes et suivent la méme loi de Bernoulli

de parametre p; S;, suit donc une loi B(n,p). De plus, puisque X; > cX/ pour
tout ¢ > 1, on a bien S,, > ¢S!, > 0.

ii. Ona{n >0: S, (w) <t} C{n>0:cS,(w) <t} car cSiw) < S,(w) pour
tout n > 0 et P-presque tout w € . On en déduit que Ny(w) < N{(w) P-presque
stirement..

N, 2
iii. Ainsi, pour tout x > 0, si ( tt(w)) > x,on a Ny(w) > ty/z dot Nj(w) > t\/z >

[t\/z] et donc Sft\/a < L. On obtient donc

[

iv. D’apres ce qui précede et 'inégalité de grande déviations de 1’énoncé, on a (at-

2
tention K (c,x,t) < —p[t\/z]/2 < 0 deés que = > (%) + 1) et t > 1 ce que l'on

(p
2
-

< B[S}, 5 — pitVE) < L itV

suppose ici)

< CEGkGK(C’x’t) < Cee—kep[t\/aﬂ/Z




si bien que

Ny

2
30, k > 0,Vt > 1,Vz > 0 P[(t) >a| < Ce kv

v. D’apres ce qui précede, on a, pour ¢t > 1

B3] = [l sz e

(b) i. D’apres la question 1.e, on sait qu’il existe 2y C €2 de mesure 1 tel que pour tout

o Ny(w 1 -
w € Qg on ait lim (w) = —;onaalorsaussi lim 1
n—+oco ¢ m n—+o0 [%SM

} (w) = 1des que

M > % d’oti la convergence P-p.s. annoncée. La convergence L! s’en déduit, via

Ne(w
le théoreme de convergence dominée et la majoration 0 < ti)l } < M.

s
ii. L’inégalité de Markov nous donne
Ny 1
E|—1 < —E
SRR

iii. On a, pour tout M > % fixé

A 1
— < —supk
<t>]_Mt>Il)

N, 1 N, 1 N, 1 [N,
E[—t——] < E[\—t——\l }HE[Jl }+—P[J>M}
t m tooml [ sen] v [sesu] ] Tm L
N, 1 1 NN 1IN
< E[———l } — supE | [ = 4@[— M]
< ‘t m [%SM} +M§12111) [(t) + 7 >

= I(t, M)+ J(M) + K(t, M)

Pour € > 0 fixé, on choisit d’abord M > % tel que J(M) < €/3, puis t assez
grand pour que I(t, M) < €/3 (ce qui est possible d’apres la question 2.b.i) et
K(t,M) < €/3 ( ce qui découle de la convergence P-p.s. 1.e).



