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HOMOLOGIE DES GEODESIQUES FERMEES SUR DES
VARIETES HYPERBOLIQUES AVEC BOUTS CUSPIDAUX

PAR MARTINE BABILLOT ET MARC PEIGNE!

ABSTRACT. — The presence of cusps in hyperbolic manifolds has an influence on the homological
behavior of closed geodesics. This phenomenon is studied here for a class of geometrically finite manifolds
obtained as quotients of the hyperbolic space by free products of abelian groups acting in a Schottky way.
We get in particular an exact estimate for the number of closed geodesics in a fixed homology class which
depends in a peculiar way of the Hausdorff dimension of the limit set with a transition at certain half-integer
values.d 2000 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

RESUME. — La présence de bouts cuspidaux dans une variété hyperbolique affecte le comportement
en homologie des géodésiques de la variété. Ce phénomene est étudié pour une classe de variétés
géométriquement finies obtenues en quotientant I'espace hyperbolique par des produits libres de groupes
abéliens opérant de fagon Schottky. On donne en particulier un asymptotique précis du nombre de géo-
désiques fermées dans une classe d’homologie fixée et on met en évidence un phénomeéne de bifurcation
lorsque la dimension de Hausdorff de I'ensemble limite prend certaines valeurs demi-enti@@30
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Introduction

L'ensemblelr,,. des géodésiques fermées d’'une variété riemannienne comgagteourbure
négative vérifie un théoreme similaire a celui des nombres premiers : si I'otM{ddde nombre
de géodésiques fermées sdrdont la longueur est inférieurela on a [36] :

hL
N(L)~ eh_L lorsquel — 400

ou le nombreh mesure le taux de croissance exponentiel du volume des boules dans le
revétement universel d&/. Notons que ce résultat, initialement di a Selberg et Huber [50,27]
pour des variétés de courbure constanfereste encore vrai pour des variétés hyperboliques
non-compactes, comme les variétés de volume fini [25,38] et plus généralement les variétés
géométriquement finies [32,16,22,46].

Par analogie avec les théoréemes de Cebotarev en théorie des nombres, Adachi et Sunada ont
posé le probléme de I'asymptotique du nombi€ L) de géodésiques fermées dans une classe

1Durant la rédaction de cet article, M. Peigné a bénéficié d’un détachement au Centre National de la Recherche
Scientifique, URA 305.
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d’homologie fixée: de M [3]. Phillips et Sarnak ont alors obtenu, pour une variété hyperbolique
réelle compacte, un développement asymptotiqu¥de), et en particulier I'estimée :
hL

t
Ne(L)~C* [i+d/2

lorsquel — 400

oud =dim H(M,R) est le premier nombre de Betti dé [43]. Celle-ci fut ensuite étendue aux
variétés compactes de courbure négative [31,33,41], et plus généralement aux variétés portant un
flot hyperbolique ayant un attracteur compact [42,52]. C'est ainsi le cas des variétés obtenues en
quotientant 'espace hyperboligte’ +* par un groupe d’'isométrigs agissant de fagon convexe
et co-compacte ; dans ce cas, I'entropie topologigueincide avec la dimension de Hausdorff
de I'ensemble limite dé’. Toutefois, les résultats de C. Epstein sur les variétés hyperbotigues
volume finimettaient en évidence un phénomeéne nouveau, puisque cette derniére estimée était
affectée par I'existence de bouts cuspidaux dans la valiétéais ce uniquement en dimension
2 et 3[19].

Le théme du présent travail est de mieux comprendre l'influence des transformations paraboli-
gues du groupe fondamentalde la variété sur I'estimée asymptotiquedg(L), lorsquel” est
un groupe géométriquementfini. Pour cela, nous détaillons ici I'étude des variétés hyperboliques
HN+1/T lorsquel” est un groupe de Schottky, ou encore un produit libre de groupes abéliens
opérant de fagon Schottky (nous renvoyons aux Sections 1.2 et 5.2 pour une description précise
de ces groupes). Considérons tout d’abord le cas d’un groupe de Schottky.

THEOREME A. — SoitI" un groupe de Schottky engendré pafp > 1) transformations pa-
raboliques ety transformations hyperboliques opérant sur I'espace hyperbolique de dimension
N + 1. Notons$ la dimension de Hausdorff de 'ensemble limite deet N.(L) le nombre de
géodésiques fermées de longuguk dans une classe d’homologieOn a:

si6 <3/2 P(L)= Lr/@8—D+a/2
avec si6 =3/2 P(L)=(LlogL)/?L4/?
si6>3/2 P(L)= Lwta/?

6L

€

pour une constanté' = C'(I") > 0 indépendante de la classe d’homologigonnée.

Notons que dans ces exemples, le premier nombre de Betti de la variété estégal-ag ;
I'estimée obtenue est donc la méme que celle du cas compact lofsguB2. Toutefois, le
Théoreme A met en évidence un phénomeéne de bifurcation pour la nature de I'asymptotique
de N.(L) lorsque la dimension de Hausdorff de I'ensemble limite deprend la valeur
3/2. Linterprétation géométrique de cette valeur apparait plus clairement dans I'étude de
groupes plus généraux. Dans le Théoréme A, tous les bouts cuspid&likdeg " étaient de
rang 1. Examinons le cas d’'une variété hyperbolique possédant un bout cuspidal de rang
L'asymptotique deV.(L) devient alors :

THEOREMEA'. —SoitI" le produit libreZ* « Z x - . - x Z opérant de fagon Schottky sdf¥ 1,
ouZF¥ opére par transformations paraboliqueskt - - -+ Z par g transformations hyperboliques.
Pour toute classe d’homologiedansH; (M, Z), lorsqueL tend vers I'infini,

Si6<1+k/2 P(L)= L/ @—krta/2

avec q sié=1+#k/2 P(L)=(LlogL)/2L/?
si6 >1+k/2 P(L)= L*+a/2

6L

&

pour une constanté' = C'(I") > 0 indépendante de la classe d’homologigonnée.
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Nous avons également étudié des exemples de graligesur lesqueldH™*1/I" contient
des bouts cuspidaux de rang arbitrairek Siésigne le rang maximal de ces bouts, la nature de
I'asymptotique deV.(L) change pous = 1+ k/2 et également pour=1/2 + k/2, lorsquel’
contient des bouts cuspidaux de rang 1 (voir Théoréme A, en Section 5).

Méme si la signification géométrique précise de ces valeurs particuliéres pour la dimension
de Hausdorff d'un ensemble limite reste trés mystérieuse, remarquons que le phénoméne de
bifurcation mis en évidence rejoint le résultat d’Epstein : en effet, en volume fini, les deux
nombres: eté coincident avec la dimensia¥i du bord de I'espace hyperbolique, et la condition
6 <1+ k/2 redonne la conditioiV < 2 ou encore dind/ < 3.

On peut également s’intéresser a la distribution des géodésiques ferméds Bans les
variétés que nous considérons, I'ensemble non-errant du flot géodésique est non-compact et il
existe des géodésiques fermées qui “tendent vers I'infini” au sens ou les mesures de probabilités
supportées par ces géodésiques convergent vaguement vers 0. Cependant, comme dans le ca:
des variétés compactes [8,57], nous montrons que les géodésiques fermées s’équidistribuent “en
moyenne” suivant la mesure de Bowen—Margulis dans le fibré tangent unitalie dece avec
ou sans contraintes homologiques::

THEOREME B. —Sous les hypothéses du Théoréme A, notehgresp.mZ) le barycentre
des mesures de Dirac supportées par les géodésiques fermédsdielongueur< L (resp.
dans une classe d’homologie fiyéAlors m’ et m’ convergent vaguement vers la mesure de
Bowen—Margulis dg1 M.

Il estvraisemblable que ces résultats pourront étre étendus dans le contexte général des variétés
géométriquement finies. La propriété importante des groupes de Schottky que nous utilisons ici
est que leur ensemble limite peut étre codé a l'aide d’un alprddraimbrablelLa restriction
du flot géodésique del’¥*+1/I" a son ensemble non-errant est alors semi-conjuguée a un flot
spécial au-dessus d’'une transformation dilatdfitpossédant une infinité dénombrable de
branches inverses (pour la surface modulaire, cette application est la transformation de Gauss des
fractions continues, [2,51]). Notre étude se relie donc aux travaux concernant les transformations
dilatantes de I'intervalle avec partition de Markov dénombrable, [47,6,4,12], ou encore a I'étude
de transformations avec des points fixes neutres [44,28-30,49,56].

On peut penser que les théorémes ci-dessus pourraient étre aussi obtenus par une méthode
reposant sur des extensions de la formule des traces de Selberg, comme dans [25,43,19] et [22].
Notons cependant que cette approche n’est pour l'instant utilisable que lorsque la dimdension
vérifie 'hypotheése restrictived > N /2, assurée par exemple lorsqu’il existe un bout cuspidal de
volume fini. Les méthodes de dynamique symbolique que nous employons ici nous permettent
de nous affranchir de cette hypothese.

Nos résultats sont également & mettre en paralléle avec ceux obtenus par Guivarc'h et Le
Jan concernant I'existence de lois stables dans le théoréme Central Limite pour I'enroulement
des géodésiques sur la surface modulaire [21], ainsi que les résultats de Enriquez, Franchi
et Le Jan pour certaines variétés hyperboliques géométriquement finies [17,18,20]. Pour les
variétés considérées ici, il est probable qu'un théoréme limite avec convergence vers une
loi stable d’indicea = max(2,2 — k) puisse étre prouvé. Ceci fera I'objet d’un prochain
travail.

Plan de l'article.  Afin d’alléger les notations, nous avons choisi de détailler les démons-
trations lorsquel” est un groupe de Schottky, en indiquant brievement dans la Partie 5 les
modifications a apporter lorsque la variété contient des bouts cuspidaux de rang arbitraire.
Pour montrer les Théoremeset B, nous adoptons une démarche similaire a celle développée
pour I'étude des flots Axiomel [42] : dans la Partie 1, nous représentons le flot géodésique
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surT*M comme un flot spécial au dessus d’un systéme dynamique (mesurablement) isomorphe
a un systéme symbolique ; on étudie alors dans la Partie 2 une famille d'opérateurs de transfert
naturellement associée a cette représentation, ce qui permet de décrire les singularités de la
fonction Zé&ta dynamique (Partie 3) et par un théoréme taubérien d’'une part, et une estimée de
grands écarts d'autre part, de prouver les Théoremes A et B (Partie 4).

Cependant, la présence de transformations paraboliques dans le groapeene des
modifications importantes dans la mise en ceuvre de cette approche. Ainsi, I'actiorsue
son ensemble limitel se conjugue a priori a une transformation avec points fixes neutres. Pour
retrouver une dynamique dilatante, il faut itérer cette transformation, et pour cela introduire
une partition dénombrable dé& [16]. L'application de Poincaré devient alors non-bornée, et
il nous faut les estimées précises du Lemme 1.1 afin de contrbler sa taille sur chacun des
éléments de la partition. De méme, la fonction prenant en compte 'homologie des géodési-
gues n’'est pas intégrable dans certains cas et ceci rend plus complexe 'étude de la régularité
de la famille d'opérateurs de transfert associée a cette représentation. Pour relier la fonction
Zéta Dynamique a la “trace" de ces opérateurs, nous vérifions que I'argument téléscopique
de Haydn [24] s’adapte dans ce contexte, ce qui permet de transporter la faible régularité
de la famille des opérateurs de Ruelle a une singularité de type Holder de la fonction Zéta.
Celle-ci n’étant plus méromorphe, nous proposons enfin une démonstration d’'un théoréeme
taubérien adapté a la nature de ces singularités, afin de revenir au probléme de dénombrement
initial.

1. Groupes de Schottky

Cette section est principalement consacrée a des préliminaires. Tout d’abord, nous donnons
une estimée précise pour le jacobien des itérés d’'une transformation non elliptique de I'espace
hyperbolique. Puis nous considérons un groupe de Schdttlet rappelons le codage du
flot géodésique dé"\H"+?! suivant [16]. Grace a ce codage, les géodésiques fermées de la
variété sont en correspondance avec les orbites des points périodiques d’'une transformation
dilatante T sur le bord de I'espace hyperbolique. Nous construisons ensuite une mesure
invariante pour?’ et décrivons son comportement local au voisinage des points fixes des
générateurs.

1.1. Lespace hyperbolique

Pour les éléments de géométrie hyperbolique que nous utilisons ici, nous renvoyons aux livres
de J.B. Ratcliffe et de B. Maskitt [45,35].

On considérera deux modeéles de I'espace hyperboktftie!. Le premier est celui de la
boule unité dRN*1: BN+1 = {x € RV+1 ||x|| < 1} avec la métrique &f = dx?/4(1— ||x||?)2.
On notera alorg la distance hyperbolique sV et o l'origine de BN+, Le bordgHN +1
s'identifie avec la sphére unit€" munie de la métrique euclidienhe. Pour un point: de S%,
on définit lafonction de Buseman®,(.) par : 8,(x) = limy_., d(x,y) — d(o,y). Ses surfaces de
niveau,les horosphérgsont des sphéres tangentes’a au pointz.

On obtient le modéle du demi-espace en considérant, paus”, I'inversion s, de centre
x et de rapport 2 définie par,(x) = Z\XX:—fp + x : c’est une transformation conforme &é'+!
qui envoie le pointz a I'infini et 'intérieur de la boule unité sur le demi-espaced RV,
x.z < 0}. Dans ce modéle, le bord de I'espace hyperbolique est la réunion de I'hypdiplan
orthogonal & et du point & I'infini.

Le groupe d’lisométries’ = SOV + 1,1) deHN*1 agit transitivement suH" 1. Cette
action se prolonge en une action conforme sur le bord &*. Dans le modéle de la sphére, le
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coefficient de conformité est donné par:

@) =e 0

o, pour une isométrig de G et un pointz de SV, on a posé :

b(y,x) = Bo(y ".0).

Soity une isométrie déiV+1 sans point fixe dan8” . Alors, elle admet un ou deux points
fixes surS™. Dans le premier cas, elle est djgarabolique et siz., désigne son unique point
fixe, |[7'(z,)| = 1. Apres conjugaison par I'inversion. , elle devient une similitude directe de
RN+ fixant+oo : il existe une rotation affing., et une translatiofi’, de H, non-nulle telles
ques, oyos,, = R,oT,=T,oR,. Lanorme (euclidienne) du vecteur de la translation sera
notéer(y).

Dans le deuxiéme cas, elle est ditgperbolique On note anrSc;r son point fixe attracteur
(|fy’(:c;f)| < 1) etz son pointfixe répulsiflt’(z>)[ > 1). L'axe dey, c’est-a-dire la géodesique
joignantz_; ém;f estinvariante pay et si I'on notel(v) := infy d(X, yx) ladistance de translation
de~, on ad(x,~.X) = I(~) pour tout pointx de cet axe. Ainsil(v) = b(y,x;r) =—b(v,z5).

Dans I'étude de I'action d’un groupE sur le bord de I'espace hyperbolique, les estimées
|(Y™)'|(z) = O(e~™ ™) si v est hyperbolique, ol(y™)’ |(x) = O(1/n?) siy est parabolique, sont
importantes. Nous aurons besoin ici d'un résultat plus précis :

LEMME 1.1.- -
i) Si~y est hyperbolique, la suit®(y", z) — nl(y))»>1 converge verg log———— pour tout
(i) Siv esthyperbolique, la sui®(r", ) —nl(7))n> 2log "

pointz deS™ —{z '} .
(if) Siv estparabolique, la suiteh(v", z) — 2logn),>1 converge verg log(r(v)|z — z+|/2)
pour tout pointr € SN — {x,}.
Ces convergences sont uniformes sur les compac$é'dee contenant pas; (resp.z,).

La démonstration de ce lemme repose sur l'identité suivante [54, p. 183 ghiéé des
accroissements finis

pourz,y € SN |y —yyl? =Y (@) W W) = -yl
En effet, lorsquey est hyperbolique, nous obtenons :

T — X,

b(y" @) — nl(7) =b(y", ) + b(y",x}) =2 log|7”|,
e — 2y |

et I'on conclut en remarquant que la suitg* (z),>1 converge ver&j, uniformément sur les

compacts de&s™V ne contenant pag, . Lorsquey est parabolique, on a de méme :

|z — 24

' Y

Or, en notant I'inversion de centrer, et de rapport 2 ef le vecteur de la translation associée
a sys on obtient :

2 2
|symx — x| |RI(sz)+nT — 1,

V' — x| =
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etn|7||y".x — z.,| converge uniformément vers 2 sur les compact®de la propriété (i) du
lemme en découle.

1.2. Groupes de Schottky et codage de I'ensemble limite

On se donne un ensemifReconstitué de isométries paraboliques ¢V 1, un ensembl&
de q isométries hyperboliques et pour chaguéansA = P U Q, deux fermésB; et B, dans
SN tels quea envoie I'extérieur deB; dansB;}. Sia € P est parabolique, ces deux fermés
contiennent le point,, tandis que si. € Q est hyperbolique, on peut choisir ces deux fermés
disjoints et contenant respectivemefitetz, . Nous poson#, = B, U B, et nous supposons
gueles ensembleB, sont deux a deux disjointst donc a distance strictement positive les uns
des autres. L’ensembl[ga# B, x B, est ainsi relativement compact dasi® x S privé de la
diagonale.

Le groupel” engendré pard est par définition urgroupe de Schottk{d5]. Lorsque les
ensembles3;" et B, sont des boules euclidiennds,est appelé@roupe de Schottky classique
et en dimensionV + 1 = 3, il existe une borne supérieure strictement inférieure a 2 pour la
dimension de Hausdorff de I'ensemble limite [15]. Pour cette raison, nous autorisons ici les
bassins d’attractio3, a étre des fermés arbitraires.

D’apres le lemme du tennis de table de Klein, le grodipest un groupe libre d& = cardA
générateurs, opérant proprement discontiniment$ur!. La variété quotienf/ = HV+1/1
possede alorg bouts de type cuspidal et son premier groupe d’homoléfiig/, Z) s'identifie
avec I'abélianisd”/[I", I'] de I', soit ici le groupez.

L' ensemble limitele I, noté A, est 'adhérence darfs de I'orbite I'.o. Le lemme du tennis
de table permet également de montrer que, pour toute syite.{ formée d’éléments del
ou de leurs inverses aveg,; # a;l, la suite de points de I'espace hyperbolique-( - ax.0)x
converge. On obtient ainsi une application

(a;)iz1—x=limag---ax.0

dont les valeurs décrivent tout I'ensemble limitePour des groupes de Schottky sans éléments
paraboliques, elle est bi-univoque, et permet une correspondance bi-Lipschitz entre un espace
symbolique et 'ensemble limite [9,32]. Mais ceci n’est plus vrai dans notre cas puisque pour
un élément parabolique € P, on a par exemple z, = lim,, a™.0 = lim,, a~".0. De plus, le
décalage sur cet ensemble de suites induit une transformatiohcuirn’est pas (strictement)
dilatante : sur 'ensemble des points dont la premiére lettre esP, cette transformation agit
para~! et son jacobien peut-&tre arbitrairement proche de 1.

Pour remédier a cette lacune, I'approche de [16] (voir aussi [13]) consiste aretirer a 'ensemble
A les points fixes des générateurs deainsi que leurs orbites sous; nous notonsA°®
I'ensemble ainsi obtenu—il suffirait en fait d’'6ter les points paraboliques, mais nous préférons
cette définition de1® pour des raisons d’nomogénéité de notation. Les pointd dent codés par
des suites qui ne sont pas constantes a partir d’un certainrang, de sorte que I'ernSestitein-
tenant en bijection avec I'espace symboligui€ = {(a;*)r>1; ar € A, np € Z*, apy1 # akﬂ}
[16, p. 759]. Il apparait ainsi une partition dénombrableAfe: pour a € A, on noteA
I'ensemble des points da® dont la premiére lettre différe de ou a1, et pourn € Z*, on
pose:

Aan = an/lao.

Alors les sous-ensemblefls,» poura € A etn € Z* sont d’adhérences disjointes deux a deux et
leur réunion est égale 4°.
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Lespace symboliquéZ™ est muni d’une transformation naturelle, le décalage, qui consiste a
enlever a la suitea;*),>1 le premier groupe de lettreg™. Celui-ci induit une transformation
T sur A° qui agit para—™ en restriction &1,~. Observons que I'ensemblg,o est contenu dans
U#a By, et il est par conséquent “loin” de,, tandis que poun # 0, chague sous-ensemble
Aqn est contenu danB,. C'est grace a ce fait que I'on peut montrer que les branches inverses
deT posseédent la propriété de contraction uniforme suivante [16, p. 761] :

LEMME 1.2. Il existe un réel0 < r < 1 et une constant€’ > 0 tels que pour toute suite
finie (a;")i=1,..x aveca; 1 # a;l et tous points;, y de 'ensemble limite d€' dont la premiére
lettre différe deuy, on a:

Nk

ny ni
‘al ceay, .

x—aytapt oy <Crf lz -yl
Ainsi, dans le modéle géométriqué¥ |.|), la transformatiorf” est une dilatation, et ceci sera
essentiel dans la suite pour utiliser les méthodes d’opérateurs de transfert.

1.3. Le codage du flot géodésique et les géodésiques ferméedde

A
Si E est un sous-ensemble €', on noterall x E le sous-ensemblE x E privé des points
de la diagonale.

Identifions le fibré unitaire tangefit'tH¥ +1 de I'espace hyperbolique aveéd’ ¥ SN xRen
associant a un vecteur unitaire tangeriiasé erp le triplet (z=,z7,r) ouz~ etz sont les
extrémités de la géodésique passantipatr = (3,+(p). Dans ces coordonnées I'action d'une
isométriey de I" est donnée par

vz, zT,r) = ('y.xiy.x*, r—b(y, :ch))
tandis que le flot géodésiqué ).cr agit surT*HY*1 par
gz, at )= (@2t r = 1)

Cette action d® sur la troisiéme composante commute avec cell€ @¢ définit par passage au
quotient leflot géodésiquéy;);cr SUrT*M ~ M\THN+L,

Si 'une des deux extrémités d’'une géodésique n'appartient pas a I'ensemble limite, celle-
ci se projette sur une géodésique qui part a l'infini dans la variété quotient. On restreint donc
I'étude du flot géodésique a I'ensemble non-err@nt T1M du flot géodésique défini par :

A
2=TI\Ax A x R. Dans le cas d'un groupe convexe co-compécégst un attracteur compact.
Ici, il ne I'est plus, mais sa projection dans la vari@t€est contenue dans une sous-variété de
volume fini appelée leceur de Nielsede M.

Introduisons le sous-ensemble invariaft = 1"\ A° % A% x R de £2. Nous allons conjuguer
le flot géodésique (en restriction @°) a un flot spécial au dessus de I'extension naturelle
du systeme A°, 7). Soit ¥ = {(ayF)kez; ai € A, np € Z%, ajy1 # a,fl}, I'espace dessuites
bilatéreset I'application qui associe a une suite Hde couple ¢,z 1) de A° x A° défini par

+

. H 71,1'” ngk — . H —no'” —MNk
"= lim af a.* .o, z” = lim ag a;"*.o.

k——+oo k——oo

L'image deX' par cette application est 'ensemble

=) U Am xAar

a#b n,meZ*
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et le décalage sut induit une transformatioff de D° définie par :

Tz ,z")=(a"z",a "z") lorsquex™ € Agn.

A
On obtient ainsi une équivalence d'orbites entre I'action /desur A% x A° et celle de la
transformatior?” surD°. De plus, I'égalités"(z~, 2", r) = (a™ "2, a ".at,r —b(a™",z™))
conduit a introduire I'extensiofi; deT' définie surD® x R par :

Ti(@ ,at,r)= (T, ah),r+ f(=T))

f@T)y=—bla ", z7)=ba",a "a") sizt € Ay

et qui refléte l'action dé” surD® x R. La fonction plafondf est égale au temps de retour du flot
géodésique sur la sectid® x {0} et nous obtenons donc le lemme suivant :

LEMME 1.3.-— R
(i) L'espace?’=1\A%x A° x R est en bijection aveP? x R/(T}).
(i)) Le flot géodésique su® est conjugué au flot spécial si°® x R/(T}).

Remarquons qu¢ coincide avec le logarithme du jacobien’BHeet qu’elle est non-bornée
d’'aprésle Lemme 1.1.

Une géodésique ferméede M est la projection de I'axe d’'un élément hyperboliquee " ;
salongueut(yp) est le nombré(y). Elle se reléve dans le fibré unitaifé M en une orbite fermée
pour le flot géodésique. Si elle différe de la projection de I'axe d’une puissance d’'un générateur
hyperbolique, ce que nous supposerons dans toute la suite, elle correspond a une orbite fermée
pour le flot spécial agissant sB¥ x R/(T). Il existe donc un point{~,z*) appartenant ®°
et un entierk > 1 tels que

k—1
TFa™ 2P =(@@",z") et l(p)= Zf(T%ﬁ).
i=0
Notons que les pointB(z—,z1),..., T 1(z~,2T) donnentlieu & la méme orbite périodique, de
sorte que les géodésiques ferméedflsont en bijection avec les orbites des points périodiques
pourT.

Il suffit en fait de considérer les poinf&-périodiques surl® : un couple ¢, z71) fixé par
T* est codé par une suite bilatérg'();cz invariante pak décalages, et par conséquent le point
x T, qui est codé paraf*);en, est fixé pariT’®. Observons que les points{,z™) associés a la
suite périodiqued'');cz ne sont autres que les points fixes de l'isoméjrie a]* - - -a;*, et la
géodésique fermée correspondante est la projection de I'axeyde

La classe d’homologig]] de p est alors égale & l'image dedansl"\[I", I']. Pour touta € A,
considérons la fonctiofl,, définie surA° et a valeurs entiéres définie par :

Hy(z)=n size€ Agn.

Alors, sip est associée a I'orbite du poiftpériodiquer nous avons :

[p] = 3 SkH,()[d]

acA

oulonaposéS,H=H+HoT +---+HoT+1
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Le dénombrement des geodésiques fermées est donc lié a celui desippi@todiques.
Il nous faut ainsi étudier le systéme dynamiqud,(l’) et tout d’abord exhiber une mesure
invariante poufl’. Pour cela, rappellons la construction de la mesure de Bowen—Margulis.

1.4. Mesure de Bowen—-Margulis, et mesures invariantes pour et 7'

La mesure de Bowen—Margulis a été décrite par Sullivan [54, p. 431] pour les variétés
hyperboliques de la fagcon suivante : on considére tout d’abondelsure de Pattersom’est-
a-dire I'uniqgue mesure de probabilitg supportée par I'ensemble limite de, et 6-conforme
sous l'action dd™ :

d -1
@) = @)

ou 6 est la dimension de Hausdorff die(Voir aussi [40]).

pour toutx de A

o . - . o A
L'égalité des accroissements finis montre ensuite que la masigénie surd x A par :

p(d, dy) = 0L 7W)

|z —yl
est invariante sous I'action diagonale fie La mesureu ® dt sur T*H? est donc invariante
par les deux actions de et del". Aprés passage au quotient, elle indaitmesure de Bowen—
Margulism sur 2.

Comme la mesure de Patterson est diffuse [55, p. 264] el gaéncide avect® & un ensemble
dénombrable prés, nous pouvons restreindren une mesure non-nulle s@’. Le lemme
suivant donne I'expression de lorsque(2° est identifié &D° x R/(T}) :

LEMME 1.4. -

(i) En restriction &D°, la mesureu induit une mesure, encore notéede masse totale finie
et invariante parT .

(i) Lamesurg:®dt surDP x R estT invariante et induit par passage au quotient la mesure
de Bowen—Margulis: sur 2°. Celle-ci est également de masse finie.

Les assertions de ce lemme découlent directement de ce qui précéede, excepté la finitude de
u(DO) et celle den(£2°). Pour montrer que(D°) est fini, il suffit d’observer qu®® est contenu

dansUa;éb B, x B, est qu'il est donc également relativement compact dﬁ\ﬁ§ SN,

La finitude de la mesure de Bowen—Margulis a été montrée par Sullivan pour tout groupe géo-
métriquement fini [55, p. 269]. Pour les groupes de Schottky considérés ici, on peut également
vérifier directement que la fonctiofiest intégrable relativemena[16, p. 762].

1.5. Le systéme dynamiquéA®, T, )

Revenons au systéme dynamiqu&,(l’). La projectionp: (z—,z%) — 2t de D° sur A°
conjugue les transformatioris et T' et par conséquent, 'image de par p est finie etT-
invariante. On notera la probabilité correspondante.

Cette mesure est absolument continue par rapport a la mesure de Patterson et sa klensité
est donnée par

1 o(dz™)
wDO) J o —x—|?
A

0

Yae A, Ve € Agn  h(x)=

a

Le lemme suivant étudie le comportementidau voisinage des points fixes des générateurs
derl.
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LEMME 1.5.—Pour touta € A etn € N on av(A,») = v(A,-»). De plus, pour tout, € A,
il existe une constant€,, strictement positive telle que lorsqueend vers+oo,

U(Agn) ~ Cre ™) sj g est hyperbolique,
U(Agn) ~ Cyn ™2 si a est parabolique.
Démonstration. -Par définition, on a :

W(Ago X Agn)
1(D°)

Linvariance deu par les isométries d€ nous donne :

V(Agn) =

M(Aao X Aa") = N(a_n(/lao X Aa")) = /-‘(Aa*" X Aao)'

Légalité v(A4n) = v(A,—») résulte alors de linvariance de par la symétrie £=,27) —
(zT,z7). De plus

v(Agn) = h(z) o(dx)
]
- / h(a™.x) ‘(a”)’(x)rs o(dz) par invariance conforme de

Ao

a

1 (@) @)°
S e L LCY

A ogxA

a

0

a

Les estimées du Lemme 1.1 donnent I'équivalent annoncé, avec :

1 AR
o= | (|x—ma||y—m:|) olde)oldy)

0xX A0

a a

si a est hyperbolique et

2
Ca= T(a)%lu(m) ( / (|x \—/ial)%a(dx))

Aao

si a est parabolique.
Ceci complete la démonstration du lemmed

Remarque— Comme} "\ v(Aqn) = v(, Aan) < +00, le lemme montre que I'exposant
6 est strictement supérieur &/ Ceci est en fait est toujours vrai pour les groupes
géométriquement finis contenant des transformations paraboliques [5].

2. Opérateurs de Ruelle

Un flot spécial au dessus d'un décalagsur un espace symbolique s’étudie classiquement
en considérant le systeme facteir'(, o) des suites unilatéres. On introduit alors 'opérateur de
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transfertC :

Lypx)="Y e TWo(y)
oy=x
associé a la fonction plaforflet on analyse le spectre dg sur des espaces fonctionnels conve-
nables [42]. Cette section est consacrée a I'étude d’'une famille d’'opérateurs de transfert associés
au systeme/°, T',v) et aux fonctiong et H = (H,).c.4 introduites précedemment :

poura € e (o) = ~a"a) et Hio)— {1 SP=0

2.1. Définition des opérateurs de Ruelle

Soit C(A) I'espace des fonctions continues stira valeurs dan€, muni de la norme de
la convergence uniforme|.. Pour tout nombre complexe, et toutv = (vg)eeca du tore
d-dimensionneT ¢, identifié canoniquement au groupe dualde nous considérons I'opérateur
L., défini formellement par

sipe C(A) L..é(z) = Z e HWITHIHW) ().
y/Ty=x

Nous noterong, I'opérateurL. o, en remarquant qué, ,¢ = L. (e*"1H () ¢).
Lorsquex appartient al,0, un antécédent de par7 est de la forme; = a™.z. On a donc
Ffly)=—=bla=",y) =bla", ) et H,(y) = n, ce qui permet d’écrire encore :

£Z’1,¢(l‘) = Z 1Aao (,1:) Z e—zb(a",x)-‘rim;a, qb(a”a:)

acA nez*

Cette derniére égalité implique qu& ,¢(x) est fini lorsque Ref) > 1/2, puisque d’apres le
Lemme 1.1 les seriey,, ;. le=2b(@".®)| sont convergentes dans ce cas. Elle montre également
que la fonction . , ¢, qui n’est définie a priori que sut® = | J 4,0, s’étend par continuité a tout
I'ensemble limiteA = | J A,0. Dans la suite, 'opérateut. , sera donc défini sur I'espace des
fonctions continues sur tout 'ensemble limite

Dans ce paragraphe, nous allons montrer en particuliecgyepére suC(A) ; néanmoins,
afin de contrbler précisement son spectre, nous allons considérer sa restriction au sous-espace
L(A) de C(A) défini par

L) ={peC)] ¢l = ¢l +[¢] < +o0}

ou le coefficient de Lipschitz d¢ est ici défini par

[#] = sup sup M

a€A z,y€A o |J) - y'

L'espace {(4),]].|]) est unC-espace de Banach et l'injection canonique @é/(, ||.||) dans
(C(A),|.|o) €St COMPpacte.

Notonsp. ,(a", z) le poidsl, ,(z)e =""#) T  Sa taille et sa régularité sont données par
le lemme suivant :

LEMME 2.1.-Si a est parabolique(resp. hyperboliquela suite (n?R¢®||p, ,(a™, .)|)n>1
(resp.(e™@ReB)||p_ (", .)||)n>1) €St bOrnée pour chaque, v) appartenant &C x T<.
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Démonstration. +e fait que les suites

(nZRe(Z)‘pz,v(a", ')‘oo)n)l et (enl(a)Re(z) |Pz,v(a”, ')|oo)n>1
soient bornées lorsque est respectivement parabolique et hyperbolique est une conséquence
directe du Lemme 1.1. Afin de contréler le coefficient de Lipschitpdga™,.), nous devons
estimerp, ,(a™, x) — p..(a™,y) lorsquez et y appartiennent au méme sous ensemble
Comme le pointz—".0 est proche de3, pourn grand, il existe une constante> 0 telle que
|b(a™, ) — b(a™, y)| < A|z — y| pour tous pointg;, y € Ao et toutn € Z* [16, p. 779]. Grace a
linégalité |eZ — 1| < 2| Z|elRe@)! satisfaite pour tout nombre compleXe on obtient

|efzb(a",m) _ efzb(a",y)‘ < 2A|Z|62A\Re(z)| |(E _ y| efRe(z)b(a",m)'

Ainsi le coefficient de Lipschitz vérifiepl ,(a™,.)] < C|pree)o0(a™ .)|s pOUr une constante
C = C(z) > 0, ce qui compléte la démonstration du lemmel

2.2. Le spectre deC, ,, sur L(A)

D’aprés le lemme 2.1, l'opérateut, , est borné sud.(A) lorsque Ref) > 1/2. On notera
p(z,v) son rayon spectral. Rappelons les résultats obtenus dans [16, pp. 788-796] lorsque
z =06+ it etv =0. Le rayon spectrgh(6 + it,0) de I'opérateur’s;; est inférieur ou égal a
1, avec égalité si et seulementtsk 0. Dans ce cas, la fonction introduite en 1.5 appartient
a L(A), vérifie Lsh = h, et 1 est valeur propre simple isolée dans le spectré€ dd.orsque
d = p+ q > 3, toute autre valeur spectrale est de modulke Lorsquel = 2, il n’existe que deux
bassins d'attractionB, et By, ce qui introduit une périodicité d’ordre 2 dans le jeu du tennis de
table; ceci implique que-1 est également valeur propre isolée, et les autres valeurs spectrales
sont de module< 1. De plus, la mesure de Patterson est invariante geuro(Ls¢) = o(¢)
pour toutp € C(A). La proposition suivante prolonge cette étude aux valeurs,dg {elles que
Re(z) est proche dé etv est quelconque dans le tore :

PROPOSITION 2.2. —=Soit L, ,, 'opérateur de transfert introduit e2.1 et p(z,v) son rayon
spectral surL(A).
(i) Il existe un voisinagd/y de (§,0) dansC x T? et pg €]0, 1] tel que pour tout(z,v)
appartenant &Jg, on ait p(z,v) > po €t:

— sip+ g > 3alors L., aune unigue valeur propra(z,v) de modulep(z,v), cette
valeur propre est simple et proche dlest le reste du spectre d&, ,, est inclus dans
un disque de rayopo.

— Sip+qg=2alors L., a deux valeurs propres simplegz,v) et A~ (z,v) proches
del et —1respectivement et le reste du spectrefdg est inclus dans un disque de
rayon po.

(ii) Pour tout réelA > 0, il existee(A) > 0 et un nombrey; < 1 tel quep(z,v) < p1 dés que
(z,v) ¢ Up vérifieRe() > 6 — e(A) et]Im(2)| < A.

La démonstration de cette proposition se décompose en 3 étapes.

Etape 1. Le rayon spectral essentiel dg , sur L(A). Nous allons tout d’abord établir une
inégalité de contraction pour les opérateurs ité1§§. Pour cela, écrivons

@)=Y peo(r,2)e(y.2)

~eI(k)
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ou I'(k) désigne I'ensemble des éléments- a;* - --a;* de longueurk dansI” (aveca;;1 #
ait), etp.. (v, ) lafonction qui vaue—=b0r)+ivIlD) sur/,e etquiest nulle ailleurs. Observons
quep. (v, z) est lek-produit[ T ; p. . (a]", a; (1" - - ap* @)

Fixonsa € Aetx,y € Ap.Ona:

ck ,o(@) — L5 ,00)| < D |pew(2)] |6(v-2) — d(v-p)| + Y [Py )] 18lsclz — yl.

yEI'(K) yEI'(K)

D’aprés le Lemme 1.2 il exist€ > 0 et 0< r < 1 tels que~y.z —v.y| < Cr¥ |z — y|. On obtient
ainsi l'inégalité :

() [£E 0] <rild] + Ri|olo
avecry = Crk |£’§e(z)1|oo etRy => [pz0(7, )]
Notons que

limsupr/* = rlim sup|£§e(z)l\iik =rpo (REE)) Ol pos (RER))
k k

est le rayon spectral de I'opérateur (positife(,) surC(A).

Une inégalité de ce type apparait dans [14]. Elle est a la base du théoréme de lonescu—
Tulcea—Marinescu sur les opérateurs quasi-compacts. Une version améliorée de ce théoréme
due & Hennion [26] nous donne ici que le rayon spectral essenti&] gdeur L(A) est inférieur
ou égal arp~.(Re(z)), autrement dit que toute valeur spectrale de module strictement supérieur
arps.(Re()) est valeur propre isolée de multiplicité finie dans le spectré de

Ceci implique en particulier que(z,v) < poo(Rek)). En effet, I'existence d’une valeur
spectraleA de module strictement supérieur (&,(Re(z)), entrainerait, d’apres le résultat
précédent, celle d’'une fonctiop avecL. ,¢ = A¢. On aurait alorgA||¢| < Lree)|¢| et donc
|A| € po(Re)), d’ou une contradiction.

Etape 2. Spectre deCs1 it CoOnsidérons maintenant I'opératelyy ;... Commep, () =
1, son rayon spectral sur(A) est inférieur ou égal & 1 et toute valeur spectrale de madule
est valeur propre, d’aprés I'étape 1. Montrons g+ it,v) < 1 si (¢, v) # (0, 0). Supposons
p(6 + it,v) = 1. Il existe alors une fonction € L(A) et € R tels queLs.y..(¢) = ¢*¢ d’ou
|p] < Ls|p]. CommesLs = o, on obtientCs|¢|(x) = |p|(x) pourc-presque tout ; les fonctions
¢ et Lo étant continues sut et le support de étantA, cette derniére égalité est en fait vérifiée
pour toutz dans/ et I'on en déduit quey| est proportionnelle &. L'égalité L 1., (¢) = e ¢
peut alors s'écrire

Z h(a™.z)ps,o(a”, x)La ) eithla” @)tinva _ 10 ¢(z)

1
h(z) h(a™.z) h(z)

ac€AnezZ*

avec|¢| proportionnelle &. Commes Lsh = 1, ceci n'est possible que si

¢(anx) eitb(a", z)+inve _ eie ¢($)

(%) Va€ A, Vo € Ay, VneZ h(a" ) h(x)

et par conséquent

¢(an+l.$) h(anx) it(b(a™ Tt @)—b(a™, x))+ivg -1
¢(a™.z) h(a"tl.x) '
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Sia est parabolique, on a
lim bt z) —b(a", z) =
n—-4oo

et doncv, = 0. Comme de plus ligL. . b(a™, ) = +0o0, 'ensemble H(a™,x) — b(a™, ) |
n,m € Z*} est dense danR si bien quet = 0; il vient

Hza) _ io H2)
W) h(x)

pour toutz € A d’ol e =1 et¢ € Ch. L'égalité (x) entrainee™’= = 1 poura hyperbolique
soitv, = 0. Finalementp(é + it,v) n'est égal & 1 que lorsque ¢) = (0, 0).

Remarque— Rappelons que la propriétds + it,0) < 1, c’est a dire I'absence de valeurs
propres de module 1 pour I'opératety, ;; lorsquet # 0, équivaut au mélange topologique de la
suspension, ou ici a la non-arithméticité du spectre des longueurs [23]; ceci implique également
le mélange du flot géodésique pour la mesure de Bowen—Margulis [4, p. 171].

Etape 3. Régularité de la fonctionz(v) — L., Fixons un pointz € A, etv € T9. La
fonctionz — p. ,(a™, z) est analytique, et

0! 1
wpz(a",x) = (—b(a",x)) pzo(a”, x).

Comme au Lemme 2.1, on voit gu’il existe une constantelle que

: n (logn)!
|2t < S
lorsquea est parabolique et
o' nt

H ﬁpz,v(an! )H < Cenl(a)RE(Z)
lorsquea est hyperbolique. L’opérate%ﬁm est donc bien défini sut(A) pour toute valeur
del si Reg) > 1/2, ce qui montre l'analyticité de— L. ,, sur ce domaine.

De plus, pour toutv € T¢ nous avons||L.., — L..|| < 2||L. — L.| car L..,¢ =
L. HO) gy et || HOD || < 2||¢]|; ainsi, la fonctionz — L., est analytique sur 4 €
C; Re(z) > 1/2} uniformément par rapportac T<.

Enfin,

||£Z,U, — ﬁZ,U” <2 Z sz(an, .)H|einu; _ ¢inva ,
a€A nezZ*

sibienque lim/_, || £, — L..|| = 0. De l'inégalité
Hﬁz’,v’ - ZUH ||£z ol T £z,'u’|| + H‘cz,'u’ - £z,'u||
résulte la continuité de I'application (v) — L. ,, sur {Re@) > 1/2} x T<.
La Proposition 2.2 s’obtient alors pour Rg¢froche dej par perturbation continue du cas
Re(z) = 6 décrit a I'étape 2. Lorsque R8(> 6, on utilise la stricte décroissance gle> p.(s)
pour obtenir ;p(z,v) < poo(ReR)) < 1.
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2.3. Régularité de la valeur propre dominanteA(z, v)

Il découle de la théorie des perturbations d’opérateurs que l'applicatian & A(z,v),
définie au voisinage dé (0) par la Proposition 2.2 posséde la méme régularitégue & L., ,,.
Elle est donc analytique en et continue en. Nous allons maintenant étudier le degré exact de
régularité env. Contrairement a ce qui se passe dans le cas de sous-décalages de type fini, nous
verrons qu'il n’'y a plus analyticité en, mais une régularité de type Holder l#if*. Avant cela,
établissons le lemme suivant :

LEMME 2.3. -l existe un voisinag& = U; x U, de(é,0) dansC x T< tel que:
(a) pour toutv € U, la fonction analytiqué. — A(., v) a un unique zéra(v) sur Uy,
(b) la fonction

1—A(z,v)
z— z(v)

est non-nulle et analytique sdf;, uniformément en € Uy,
(c) l'application v — z(v) est continue sut/.

Démonstration. -Rappelons tout d'abord que 1 est valeur propregdeavecLsh = h. Par
conséquent & \(.,0) s'annule erd. Montrons que est un zéro simple de-1 A(.,0). Pourz
suffisamment proche dg il existe une unique fonctioh, avecL. h, = A\(z,0)h, normalisée
parc(h.) = 1. De la théorie des perturbations, il résulte que h, est également analytique, et
nous noterons — h’, sa dérivée. On a alors

Loh, + L0, =N (z,0)h, + Xz, 0)h.
Observons qué’ ¢ = —L.(f$). Lorsquez = 6, cette égalité devient
—Ls(fh) + Lshs = N (6,0)h + h.

En intégrant par rapport a la mesure de Pattersprt en utilisant la relation d’invariance
oLs = o, on obtient\'(6,0)= —o(fh) = —v(f) ou v est la probabilité/-invariante introduite
dans la Section 1.5. Of = log(1”) et (une puissance dd) est strictement dilatante sut®.
Par conséquent(f) > 0 et \'(6,0) est non-nul. Ainsi$ est zéro simple de £ A(.,0), et par
analyticité, il est isolé.
Par continuité, pour suffisamment proche de 0, la fonctior-\(., v) est proche de X (., 0)
et satisfait aux hypothéses du théoreme de Rouché [48]. Par conséquent, elle admet également
un zéro simple et isolé. Le lemme en résulte

Le théoréme suivant décrit le comportementzge) lorsquewv est proche de 0. Il y a une
différence essentielle suivant les coordonnées “paraboliques” ou “hyperboliquesstdeous
poserons donc :

Siv=(Va)aen €T v= Up+ Vg avecu, = (Vg)acp € TP €tvg = (V4)aco € T
THEOREME 2.4. —Soitz(v) 'unique zéro del — A(., v) défini pourv € U, au Lemme2.3.
(@) si6>3/2, 2(v) =6 — Qs(v) +0o(v|?) :

ol Qs est une forme quadratique définie positive Bdt

(b) si6<3/2,2(v) = 6§ — Ps(vp)(1+ 0(1))+ Q5(vg)(1 + 0(1))+ Rs(v) ou:
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Pyv) — > aep Dalva]® ™2 lorsques < 3/2
b =Y wep Dalval?log|vs| lorsques = 3/2

pour des constante®, > 0,
(i) Qs estune forme quadratique définie positive Rdr
(iii) |Rs(v)| < CRsa(v,) Rs2(v) avec

Daep Va7 sil/2<s<1
R(S'l(’l)p) = - ZGE'P |va| |Og|va| sid=1 et R&,Z(Uq) = Z |'Ua|.
> aep lval sil<6<3/2 a€Q

Démonstration du Théoréme 2.4Neus avons
Mz, v) = A(6,v) — v(f)(z — 6) (1 + £(2,v))
avec lim; ,)—s.0)€(z,v) = 0; en particulier
)\(z(v),v) =1=X(6,v) —v(f) (z(v) — 6) (1+ 5(1}))
avec lim,_ge(v) = 0 ce qui s’écrit encore

AS,v)— 1
v(f)

Le comportement de la fonctior{v) au voisinage de 0 est donc gouverné par celui@dev).

2(v) =6+ (1+¢e(v)).

Premier cas § > 3/2. Dans ce cas, d'aprés le Lemme Xd € A, la série}, _,. nps(a™,.)
est normalement convergente ddr{sl) et donc la fonction — L5, est de classe au moiGg.
La fonctionv — \(6,v) I'est donc également et nous allons expliciter ses dérivées premiéres et
secondes. Pour cela, notohs I'unique fonction propre des,, associée a(6,v) et telle que
o(h,) = 1. Remarquons tout d’abord que I'égalfé _,h, = \(6,v) h, impliqueh, = h_, et
A(6,v) = A6, —v). En particulier, les dérivées de — h, env = 0 sont imaginaires pures, et
nous poserond, h, |,—o = igs, €N notanv, la dérivation partielle par rapport.4.

Nous avons\(§,v) = o(Ls . hy) = o(e*“H#0) b,) care estinvariante pafs. En dérivant cette
égalité par rapport &, nous obtenons :

(1) AuN(B,v) = io (" HD H b)) + o (e V1HD 9, p,)
soit pourv =0:

0uM(6,0)=i0(Hy h) +i0(ga)-

Puisquer(h,) est identiquement égal a d(g,) est nul. D'autre part,

o(Hoh) =v(Hy) = > nv(Agn) =0

nez*
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puisquev(Ag4n) = v(A,-») d'aprés le Lemme 1.5. Finalement :
0aA(6,0)=0.

Dérivons a présent I'égalité (1). On obtient de la méme facon peu® :

8()8(1/\(51 O): _U(Hath + Hugp + Hbga)
=—v(H.Hy+ H,Gy» + HyG,) oul'onaposé g, = hG,.

Il nous reste a montrer qué 9, A(6, 0)) est définie négative. Admettons pour l'instant I'égalité :
2) UGy oT Ha)=v((Gy — GyoT) Ga).

Elle nous permet d'écrire}_ 9,0, \(6, O)v vy = —v({(v|H + G — G o T')?). Or si pour un vecteur
v, cette derniére expression était nulle, on aurditl + G — G o T') = 0 dv(z)-p.s. Les fonctions
h, H et G étant continues sut® on a(v|H(x)) = (v|G o T(z) — G(x)) pour toutz € A° et en
particulier(v| 3>, H o T'(x)) = 0 pour tous les points € A° tels queT*z = z. Doncv = 0.
Montrons (2). Rappellons qug¢ o T%)) = o(¢ Ls1)) pour toute fonction etq) surA° (c’est
une conséquence de l'identi® ((¢ o T)y) = ¢Ls1) et de I'invariance der). Or, en dérivant
I'égalité Ls ,h, = A(6,v)h,, on obtient pouw = 0 la relationLs(Hyh) = go — Lsg,- On adonc

v(poTH,)=0(poTH.h)= U((b(ga - Eéga)) = U((‘b —¢o T)ga) = V((¢ —¢o T)Ga)-

L'affirmation (2) en découle aveg = G;,. Ceci compléte la démonstration du théoréme lorsque
6>3/2.

2éme cas § < 3/2.

(a) Soulignons tout d’abord que sous la condithog 3/2 la série} . n?ps(a™,.) diverge
lorsquea est parabolique ; la fonction— L, n’est donc plus de clas&? surT¢. Néanmoins
sarestriction &9 = {v = v, +v4/ v, = 0} reste de class€>°. Comme dans 'étape précédente,
nous avons donca\(6,v,) =1— %Q(s(vq) +0(|vy|?) pour une forme quadratiqu@; définie
positive surR?.

(b) Etudions maintenant la fonctian — \(6,v,) ; les égalitésrLs = o eta(h,) = o(h) = 1
nous donnenk(d,vp) = o(Lsv, k) + 0((Ls, — Ls)(hy, — h)). De plus

O'(ﬁgﬂ,ph) —1= V(ei(“f"}”) _1

=3 3 slan)em — 1)

a€P neZ*
=2 ) (cosnvg — 1) v(Aan) carv(Agn) =v(A,-n).
a€P n>1

Le calcul qui suit apparait lorsque I'on recherche la régularité de la fonction caractéristique
d’une probabilité symétrique sidrdans le domaine d’attraction d’une loi stable, voir [53, p. 87].
Donnons-en les grandes lignes. Les estimées du Lemme 1.5. impliquent I6rs@/@ :

1 - cosnv, cosnv, — 1
Z(comva —Du(Ayn)=—-C, Z R — + C, Z Tsa(n)

n>1 n>1 n>1

—+oo

_ 1-—cosr
:—Ca|’Ua|26 1 /de(l‘f' 0(1))

0
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et, lorsques = 3/2
> (cosnvg — 1p(Aan)
n>1

_ ¢, [l/zvf] 1+ (nva)Z/Z cosnv,

(l—l—aa(n))
n=1
[1/]vall
Ca 5 1+e4(n) 1+¢e,(n)
71} T—I—ZCG Z -7

+
a n3

n=1 n>[1/|val]

1
1+ 22/2 — cosx
= _20a|va|2/%dx(l+o(l))
0

— C2.2 (10gval) (1+ 0(1) + 20,02 (1 + 0(1)

- —C—v 2log|va|(1+0(1)).

Nous obtenons ainsi le terme “paraboliqug’{v,) annoncé dans le Théoréme 2.4.
Afin de contréler le terme résidue((Ls,., — £5)(h., — h)), €nongons tout d'abord le lemme
suivant dont la démonstration est donnée en fin de paragraphe :

LEMME 2.5. -l existe un voisinag®” de O et une constanté’ telle que pour touv € V on
ait ||hy — || < Cl|Lsn — L.

Or,
(Low, — L)o@ = D (™ = ps(a”,2) $(a” ).
a€P, neZ*
Par conséquent
nuv 7|einva — 1|
Loy = Lsll < D le™ =1|ps@™, )| <C > w25
a€EP, nel* a€EP, nel*

Un calcul analogue au précédent nous donne alors

>aep lval®t sil/2<6<1
|Ls0, — Lsl| < CRs(vp) 0OU Rs(vp) =19 Doep —IvallOglva| sio=1
S op vl si6> 1.

CommeR;(v,)? = 0(Ps(v,)), on obtient\(§,v,) = 1 + Ps(v,)(1+ £(v,)).
(c) Pour conclure, écrivons

A6, 0) — 1= A6, vp) — L+ A6, vg) — 1+ As(v)

avecAs(v) = A(0,v) — A(6,vp) — A(6,vq) + 1. En utilisant I'égaliteCs , — L5, = L5, — Ls
on obtient

As(v) = U((ﬁé,v — Ls)(hy — th)) + U((‘cé,v - Eé,vq)(th - h)) - U((ﬁé,vp - £6)(hvp - h))
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Ainsi
|[As()| < [ Lo,0 — Lsl[[ho — ho, | + |1 £6,0 — Lo w, [/ v, — A
+1£6,0, = Lsll[[ 7, — b
< cste([| Lo, — Lsl® + | £50, — L1 £6.0, — Lsll)
d’ou la majoration souhaitée.

Démonstration du Lemme 2.5Rappelons que 1 est valeur propre simple et isolé€ det
que la fonctiorw — L5, est continue suf?. Il existe donc dan€ un disque ouverD centré
en 1 et un ouvert relativement compart_ C — D tels que poup assez proche de 0 I'ouvelt
contienne\(4, v) et que le reste du spectre dg,, soit inclus dan€). Notonsrs ., le projecteur
de L(A) surCh, tel queLs s, = 5., Ls = A(0,v) s, ; NOUS AVONS

1
Top = o / (ZI — Ls,) " tdZ
i
oD

et donc||ms,, — ms|| < cstd|Ls., — Ls||. Par ailleurs on & ,,(h) = Cy, h,, avecC, = o(ms,(h)) ;
commeCp =1 on aC, # 0 lorsquev est proche de 0. Notons que

|Gy = 1] < |o(ms,0(R)) — o (B)| < [lo||l|7s,0 — mell[| ]
si bien que
17— ho|| < [[R[[[1 =1/ Co| + 750 — 76 /|Co| < CStE|ms,0 — 7| < CStEl| L5 — Ls]|-
Ceci complete la démonstration du Lemme 2.5, ainsi que celle du Théorémea=2.4.

2.4. Homogénéité dé — z(v) sous I'action d’une famille de dilatations de R

Le Théoréme 2.4 sera utilisé au travers des deux corollaires qui suivent concernant le
comportementdé— z(v) lorsquev est proche de 0. Le premier est simple et consiste a comparer
6 — z(v) avec la partie principal& (v) de son développement. Notons quév) = Qs(v) est
quadratique s§ > 3/2,U(v) = Ps(vp) + Qs(vq) €St une somme de termes homogénéssB/2,
et

U(U) = ZDa|Ua|2 |09|Ua| + Qé(vq)
sio=3/2.
COROLLAIRE 2.6. Il existe une constant€ > 0 et un voisinage dé dans le toreT? sur
lequelé — Re(z(v)) > CU(v).

Démonstration. -€’est évident sb > 3/2. Lorsqued < 3/2, on utilise I'inégalité de Holder
pour majorer le terme résiduéis(v) par R'(v,)® + R"(v,)”? (avec Ya + 1/4=1) olia < 2
est choisi suffisamment proche de 2 pour dtiév,)“ soit négligeable devarfs(v,). Comme
R"(v,)? estalors négligeable devait(v,), on peut, & une constante prés, mineérerRe(z(v))
par Ps(vp) + Qs(vq) pourv suffisamment proche de 0. Pdue 3/2, le terme résiduel est majoré
par une somme de termes de la forfag|vy| poura € P,b € Q. Chacun d’entre eux est petit
devantiv,|?|10gv.| + |vs|?. En effet, sijvy| < |va|+/[10g]va]|, alors

|[Va|vp] < |Ua|2 ||09|Ua|‘ = 0(|Ua|2||09|va|‘)’
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tandis que sjuy| > |v.|+/]10g|v,]|, @lors

[vallos] < [vs]?/ 4/ [log [val| < elup|.

Ceci complete la démonstration du corollairel

La deuxieme conséquence est une propiadiémogénéitéle 6 — z(v) pour I'action d’'une
famille (k,.),~1 de transformations suR?. Notons que lorsqué # 3/2, cette famille de
transformations est un semi-groupe et respecte I'hnomogénéité du terme priti¢ipalPar
contre, lorsqué = 3/2, ce n’est plus un semi-groupe, et elle fait apparaitre un tquadratique
qui remplacel/ (v). Pour décrire cette propriété, on identifie un voisinage de 0 @&n& un
voisinage de 0 darR? de sorte que — z(v) est définie maintenant au voisinage de 0 dafs

COROLLAIRE 2.7.—Pourr > 1, notonsk, la transformation deR? définie par

o rF1 sif<3/2
kr(vp,vq)—(w’;),ﬁ> avec d(r)=q \/rlogr sié=23/2
VT sié>3/2.

Pour toutv € R?, r (§ — z(k,(v)) converge lorsque — +oco vers une limitd/ (v) non-nulle qui
coi ncide aved/(v) si 6 # 3/2 et quivaut V(v) =3, p Dalval?/2+ Qs(vy) si 6 =3/2,

La démonstration est une simple vérification.
Signalons dés a présent que l'inverse du jacobieh, d®urnira précisément le terme(L)
dans I'asymptotique du Théoreme A.

3. Lafonction Zéta dynamique

L'objet de cette section est I'étude de la régularité de la foncfiodéfinie pourz € C et
ve T par

Z(z,v) 1= Z e~ 2R +ivllpl)
©E€Per

Dans le cas d'une variété hyperbolique compacte, la fonction Zéta).-¢ (,(z) := expZ(z,v)
est une fonction méromorphe enc C et analytique en € T? [43]. Ici, ce n'est plus le cas;
cependant, nous allons montrer que, comme fonction ééle reste méromorphe sur un ouvert
contenant §; Re(z) > 6}, et posséde un pdle er{v) pour chaque valeur deproche de 0. De ce
comportement, nous pourrons déduire dans la section suivante I'asymptotique précis du nombre
de géodésiques fermées dans une classe d’homologie fixée.

Observons tout d’abord que grace a la représentation symbolique du flot géodésique, nous
pouvons écrire

Z’ )
Z(z,v)zZl(z,v)—i—Z k(]j V)
k>2
avec .
Zi(z,0) = Z e~ 28k f(@)+i{v| S H(z))

€A%, Thx=x
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sik > 2. Le termeZi(z,v) prend en compte les géodésiques fermées associées aux générateurs
hyperboliques dd"; le nombre de telles géodésiques croit au plus polynomialement avec la
longueur, et dans la suite, nous négliger@n&, v).

3.1.

Chacun des terme, est une série et il nous faut dans un premier temps décrire son domaine
de convergence::

LEMME 3.1.-La série
Zz)= Y e SHE IS
€N, Thx=x
est absolument convergente lorsdqRe(z) > 1/2 pour toutv € T¢.

Afin de prouver ce lemme, nous avons besoin de quelques notations et remarques prélimi-
naires. Soit > 2 un entier fixé, ef’(k) 'ensemble des mots dE de longueulk. Poura € A,
nous noterong’(k,a) 'ensemble des mots de longugudont la derniere lettre coincide avec
une puissance non-nulle deSi~ € I'(k,a), posons :

/17 = ’yAao.

Alors, la famille (1,; v € I'(k)) forme une partition de1® en sous-ensembles d’adhérences
deux & deux disjointes. Rappelons que nous avons défini (cf. Section 2.2) :

poury € I'(k,a)  p.o(y,.) = e 20r)FiwhD 1a,
de sorte que
ﬁ;v(ﬁ(.ﬁ) = Z 1Au.0 (.13) Z pz,v(')/yx)(b(’}’--f)

acA vyeI'(k,a)
pour toute fonction continué sur A. En particulier, sty € I'(k, a), nous avons :

Aclzﬁyvl/h, = pz,'u(’Ya )

Pour chaque élément= a7* - - -a™ deI'(k,a), on a l'alternative suivante :
— soita; # a, alors /A, contient le point fixe attracteur, de~. Dans ce ca§*z., = z.,, et
x~, appartient également,o,
— soita; = a et A, ne contient pas de point fixe par.
Fixons un pointy, dans chaque sous-ensemilg et posons’, = z., = .7, dans le premier
cas, etr), = 7.y, dans le deuxieme cas. Notons que I'on a toujatrs A,.

Démonstration du Lemme 3.1L'ebservation-clef, due a Haydn pour des sous-décalages de
type fini [24], est la suivante£® 1, (z/)=0des quéF’“a:; # z!, ce qui permet d’écrire :

Z,v

Zi(zv)= > L, 14 ().
~yeI'(k)

Par conséquent,

| Z1(z, )| < Z ‘ﬁi,lewLoé Z ‘pRe(z),O('V! ~)‘OO
yel'(k) yel'(k)
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et la sérieZ;, converge pour tout complexe avec Ref) > 1/2, d'aprés les estimées sur
IPRe),0(7s ) oo du Lemme 2.1. O

3.2. Laformule des traces de Haydn

Nous allons maintenant comparer chacun des tetfeavec la valeur propre de plus haut
module duk-ieme itéré de I'opérateur de transfert :

THEOREME 3.2. —

(a) Il existe un nombre < 1 et un voisinagé/ de (8, 0) dansC x T¢ sur lequel
(i) sid>3alors|Zy(z,v) — Mz, v)¥| < Cp*,
(i) sid=2alors|Zx(z,v) — Mz, v)¥ — A~ (z,v)*| < Cp*.

(b) Pour tout réelA > 0, il existe un nombre, < 1 tel que|Zx(z,v)| < Cp5 pour tout(z,v)
en dehors dé/ avecRe() > ¢ et|Im(z)| < A.

La démonstration du Théoréme 3.2 suit de prés I'approche de Haydn ([24],[42, Chapter 10]).
Cependant, en certains endroits, I'existence d'une partition dénombrable au lieu d’'une partition
finie provoque des difficultés nouvelles. Pour les lever, nous utiliserons pleinement le fait que la
transformatior?” envoie la partition {,», a € A, n € Z*) sur la réuniorfinie |, 4 Aqo-

(a) Le terme principal pou(z,v) proche dg(é, 0). On fixe un voisinage dé (0) dansC x T4
comme dans la Proposition 2.2 et ¢) dans ce voisinage. Dans ce qui suit, nous supposons
d > 3, la démonstration étant similaire pati= 2. Alors £, a une seule valeur propvéz, v)
de module maximal. De plus, le projecteur spectral, sur le sous-espace propre associé a
A(z,v) opére de la fagon suivante :

'/Tz,'U(QS) =0z (d)) hz,'u

ou h,, est l'unique fonction propre pour la valeur proptg:, v) telle queo(h. ) =1, eto,,

est une forme linéaire continue siifA) vérifianto, ., (h.,) = 1. Nous notonsV le projecteur

N =Id -, ,. D'apres I'expression obtenue pad dans la démonstration du Lemme 3.1, nous
pouvons écrire :

Zi(zv) = Y mewl a @)+ > NLE, 1, ()
vel'(k) vel'(k)
= I(z,v) + ll(z,v).
Le terme principal (z,v) s'écrit encore

I(z,v) = Z Oz (pz,v('Yu )) hz,v(x;) =0zp < Z hz,v(xfy)pz,v('}/u ))

~yeIl'(k) yeI'(k)

puisque la série = Zwep(k) hv(2)) P20(7,.) €st normalement convergente ddi(sl). Nous
allons compare® a £* 1, et pour cela estimer la norme de- £* h_ . Tout d'abord,

zv'Yz00

D) — €5 @] < S Lae@ Y enlel) = hen(r:2)]| [pn ()
acA yeI'(k,a)

< CT’k[hz,U] Z |pRe(z),O('Ya )‘OO
~yer(k)

puisquer’, et~.z appartiennent tous deux/& . Par conséquent,

@ — L5 Bl o SOTF|Liey 1|

zw!%zv
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ce qui est inférieur &'p* pour tout réep > rp(2). Si Rek) est suffisamment proche dep
peut étre pris strictement inférieur a 1.
De plus, I'égalité :

(é(x) - ‘C].:'u hz U(x)) - (@(y) - ﬁlj v hz,v(y))
=3 1a,@) D (hew(@l) = by (1.2)) (P21 2) = P2o(1,9))

acA vyeIl'(k,a)
( 2o(7Y) = hew(y- x))pz o(7, )

montre que le coefficient de Lipschitz de— £* est majoré par

z,v Z’U

C'r¥hzn] D [P )]

yEI'(K)

Or, comme dans la démonstration du Lemme 2.1, on trouve une consténkeelle que
P20y, ) < C(z)|pRe(Z) o(7, )|, de sorte que pourz(v) proche de {,0) le coefficient de
Lipschitz de® — L% h, , est encore majoré parr*| L. 1o < Cp* pour une constante’

indépendante de. Finalement, comme.,(LX , h, ) = \(2,v) 0.4(h=) = A¥(z,0), nous
trouvons :

|I(z,v) — )\k(z,v)} <Cp*
pour tout ¢, v) proche de{, 0).
(b) Le terme résiduel [k, v) si (z,v) est proche dé€6, 0). Pour étudier
(z,0)= > NLE 14 (2)

~verI(k)

lorsque ¢, v) est proche ded( 0), nous introduisons les fonctios, définies par :
X, = ezb(%ya)—i(vlhDﬁ’;v]_/lv — ezb(%ya)—zb(%)lAao siy € I'(k, a).

Comme dans le Lemme 2.1, on vérifie uE, || < D pour une constant® indépendante de
k,~ etz. Nous avons donc

(2, 0) = Z Z e—zb(’Yyya)+i(U|[’Y]>NX,y(xfy) =1(z,v) + ll2(z,v)
a€A vel'(k,a)

avec :

Il1(z,v) = Z Z o~ 2b(rya)+ilv|[V]) (NX,(2)) = NXy(7.94))-
a€A ~vel'(k,a)

Alors :

[z, 0)| < DIN| 7% DY > e REEOv) < DN 7% Y | Lk 1va)|

acA vel'(k,a) acA

et par conséquent] 1(z, v)| est inférieur &*|LE, 1] < p* & une constante pres.
Nous allons majorer

(2, v) = Z Z e_Zb(W'y“)"’i(“lhDNXV('y.ya)

ac€A vel'(k,a)
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parC(k + 1)p".
Poury = af*- akk etj variant de 0 ak on poseyo = v = e, v° = v, = ~, puis pour
1<j <k, yj=ay*---a}’ ety) = a;lfll .On conS|dere les fonctions.,; définies par :

X, = et 'y“)‘Zb(Vj")lAao siy e I'(k,a).
Ona:X,o=X,, X,» =1etpourtout0< j <k, [[X,;[| < D.De plus, larelation :

Xi- 1(x)—exp(zb( a;’ 7y’ ya)—zb( a; Iy x))Xw(x)

permet de verifier que la norme de la fonctiBpy := X,,-+ — X; est, a une constante prées,
majorée par*~7, puisque les points’.z et+7 .y, sont & distance r*7.
En écrivant X, = Y271 Y., (avecY, .1 = 1), on obtient:

k+1

a(z,0) =" 3" 3 e Al NV (.,).

j=1 ac A veI'(k,a)
Or:

Z e—zb(v,ya)+1i(v\[v]>Nyw (.ya)
YEL(ka)
— Z =200 rv’~ya)—zb(v’,ya)+7i(v\[7.7]>+71(v\[7j]>Nyw (V57 )

v v

_ Z e~ 2007 ya)+i(vl[v]) (ﬁi,vNYw ) (Y .ya).
v el (k—j.a)

On utilise maintenant que I'opérated¥ ,N = NLJ , est de rayon spectral inférieur ou
égal apg < 1 lorsque £,v) est proche ded(0) (voir Proposition 2.2), et par conséquent,
L1 ,NY.,;|| < Cpirt—i dés quep > po. Ainsi,

Z e POV HCIOD N (7.y,)| < pPrh Z e—Re@b(r ya)
~yeI'(k,a) vyiel(k—j,a)

<prte j‘ﬁRe(z) |

Finalement, dés que> max(p..(Re()), po), on obtientll 5(z,v)| < Cd(k + 1)p*.

(c) Le comportement d€(z,v) pour (z,v) loin de (6, 0). Fixons un réeld > 0 arbitraire.
D’aprés la Proposition 2.2, il existe un rée] < 1 qui majore le rayon spectral dé, ,
lorsque ¢,v) n'appartient pas au voisinage d& @) mais satisfait aux conditions R ¢
et|Im(z)| < A. Lestimée deZ;, dans ce cas est alors identique a celle du terme rédiduel)
et donne la majoration annoncée ayec= max(, p1). Ceci complete la démonstration du
Théoréme 3.2.

3.3. Propriétés de la fonction Zéta

Nous pouvons maintenant décrire les propriétés de la fongtien) |, 7. /k au voisinage de
son axe de convergence. En effet, paunj loin de (¢, 0) et Reg) > 6, la série définissant
converge normalement. Par contre, au voisinage'd®) (Z posséde une singularité de I'ordre
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de —log(1 — A(z,v)) (notons que dans le cas= 2, la série}", A~ (z,v)*/k converge pour
(z,v) # (6,0) vers—log(1— A~ (z,v)) et se prolonge en une fonction réguliére &r0j puisque
A7(6,0)= —1). En utilisant le fait que\(z,v) < 1 lorsque £,v) # (6,0) et Reg) > 6 ainsi que
la factorisation - \(z,v) = (z — 2(v))Q(z,v) du Lemme 2.3, nous obtenons le :

COROLLAIRE 3.3.-La sérieZ(z,v) = Ek>2 %Zk(z, v) est absolument convergente des que
Re(z) > 6. De plus, pour tou(t,v) # (0, 0), la limite de Z(s + it,v) lorsques \, 6 existe, et
définit une fonctior (6 + it,v) telle que:

(a) pour (t,v) proche de(0,0), I'application (t,v) — Z(6 + it,v) + log(é + it — z(v)) se
prolonge en(0, 0) en une fonction continue em et analytique ent uniformément par
rapport av.

(b) pour(t,v) en dehors d’un voisinage d6, 0), la fonction(t, v) — Z(6 + it, v) est continue
env et analytique ernt uniformément par rapport a.

Terminons cette section avec un résultat sur l'intégrabilitéZden (¢, 0) qui nous sera utile
dans la suite :

LEMME 3.4.-Les fonctions

1

) = ]

et (t,v) — Z(6+it,v)

sont intégrables au voisinage @@, 0)dansR x T<.

Démonstration. Vérifions tout d’abord que Ait + U (v)| est intégrable au voisinage de (0, 0)
ouU (v) est le terme principal dans le développement de:(v) au voisinage de 0{(v) = Q(v)
si§ > 3/2 etU(v) = Ps(vp) + Qs(v,) Si 1/2 < § < 3/2, voir 2.4). Pour cela, notons que pour
toutes les valeurs dg U(v) est réel et minoré pa¥|v|2. Commeit + U(v)| > U(v) = C|v|? si
v est proche de 0, la fonctiory it + U(v)| est intégrable en (0,0) dés qde> 3. Sid =2, on
choisita avec 0< a < 1 et on minoréit + U (v)| parC|t|*|v|?>~2*, dont I'inverse est intégrable
en (0,0) suR x R2.

Gréce au Lemme 2.6, nous pouvons comparerRe(z(v)) & son terme principal, ce qui
permet de minorelit + 6 — z(v)| parU(v) en dimensionl > 3 et parC|t — Im z(v)|¥|U (v)|1~
en dimension 2. Le lemme suit.O

4. Démonstrations des Théorémes A et B

Dans cette section, nous considérons comme précédemment un groupe de Jcbpttkant
sur I'espace hyperbolique ™ *2, et nous nous intéressons au nombre et & la répartition des
géodésiques fermées de la varidte= I'/HV+1. Nous donnons ainsi la démonstration des
Théorémes A et B énoncés dans l'introduction.

Pour prouver le Théorém#, il nous faut estimer lorsque est grand la quantité

NC(L): Z 1l(g3)§L 1[g3]:c-
©EPer

Nous allons voir que sa transformée de Heavyside
(z,0) — 2 / e~ #b+ivla N (L) dL de
RxZd
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n'est autre que la fonctiot étudiée précédemment. Dans un cadre classique, I'utilisation

du théoréme taubérien de Delange (cf. [42, p. 195]) permet de déduire le comportement
asymptotique deV.(L) lorsque L — +oc a partir de la connaissance de la régularitéZde
Comme il n’existe a notre connaissance pas de théoréme taubérien adapté au type de singularités
rencontrées ici, nous introduisons une famillerdesures de comptad@/*(L,.), L > 0) et
adaptons I'approche de [7], afin de déduire le comportement asymptotiqh&’ @&, .) de la
description deZ donnée dans le Corollaire 3.2.

4.1. Démonstration du Théoréme A

Fixons un élément dansI'/[I',I']. En omettant les géodésiques fermées associées aux
puissances des générateurs hyperboliquds,dmus avons I'égalité suivante :

1
NC(L):ZE Y Lsufw-r<o sy =

k=22  x€A0, Thky=x

Pour tout réek > 0, et toutZ > 0 notonsM (L, .) la mesure suR définie, pour toute fonction
g:R—R, par:

, 1 ,
MS(L,g):ZE S e Og(Skf(@) - L)L, Hay=c-

k22 zeA0, Tkx=zx

Notons queM*(L,g) < oo Si g a un support compact, puisqu'’il existe un nombre fini de
géodésiques fermées de longueur bornée, etMagl., g) coincide avea %N, (L) lorsque
g(t) = e&]—tgo-

Soit P(L) la fonction décrite dans le Théoréme A. Si nous montrons que, pour toute fonction
g a support compact,

(’Ste
(4 ML)~ Thes [ o)
R

il suffira d’écrire No(L) = e*X Y .y M?(L, €*' Lin4-1)a ,na) @veca < O arbitraire pour obtenir
I'’énoncé du Théoréme A. Or, pour prouver la convergence vague des mése(esM (L, .),
il suffit, grace a un résultat de Stone [11, p. 218], de vérifier GEEL)M (L, g) est fini et
converge siL — +oo vers [, g(x)dz lorsqueg n’est plus supposée a support compact, mais
admet une transformée de Fourier réguliere et & support compact.

Précisément, il suffit de considérer la clagtg desfonctions tesy du typeg(z) = e go(x)
out varie danR et g varie dans I'ensemble des fonctions positiveRd#ansR, intégrables, et
dont la transformée de Fourier est a support compact et de clédss&eatier n est choisi assez
grand pour qud.P(L)/L™ tende vers 0 sL — +oc.

Pour une fonctiory dans la class@(,,, nous pouvons écrire par inversion de Fourier :

_ 1 it.x 1 i(c—ylv)
g(x) = 277/ g(=t)dt et 1,_.= (zﬂ)d/e dv
R Td

et par conséquent :

M (L g) G )dJrle Z // itL —z(c\v)g( f,)

k
The=z gy Ta
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(3.1) w e~ (5T f(@)+i(v|SkH(=) gt dy.

Nous voyons apparaitre le logarithme de la fonction Zéta dynanfiguey) = >, Zi(z,v)/k
dont nous savons qu’elle converge normalement pour tout compkeyec Ref) > 6 (Corollaire
3.3) et Imz dans le support (compact) gePours > §, nous avons donc :

1 ] —i(c|v) A .
M?*(L,g) = W // et e Helv) g(—) Z (s + it,v) dt dv.
RxTd

Nous savons que la fonctios est intégrable au voisinage dg Q) (Lemme 3.4). Grace au fait
gue la transformée de Fourier gex un support compact, nous pouvons utiliser le théoreme de
convergence dominée et écrire :

. 1 ) .
l@éMS(L, q)= P! / / e e g(—t) Z(6 + it,v) dt dv.
RxTd

Par le théoréme de convergence monotone,est positive A/ *(L, g) converge vers\/®(L, g)
lorsques \, . Ceci montre en particulier que pour toute fonction tegtositive, M?(L, g)

est fini, puisqueZ est intégrable (Lemme 3.4). Si maintenantest une fonction test de
signe quelconqueyg| est encore une fonction tesy/°(L, |g|) est fini et I'égaliteM?(L, g) =

limgs s M?*(L, g) découle cette fois du théoréme de convergence dominée. Nous avons obtenu,
pour toute fonction test :

1 . )
ML, g)= paste / / et e Helv) () Z(6 + it, v) dt dv.
RxTd
Le Théoréme A sera démontré si 'on montre :

PROPOSITION 4.1. —Pour toute fonction tesj, LP(L)M?(g, L) converge vers' fR g(z)dx
lorsque L — +oco, pour une constanté' > 0, ou P(L) est la fonction décrite dans I'énoncé du
ThéorémeA.

Démonstration de la proposition.©n se donne une fonction de troncatig(,v) =
p1(t)p2(v) réguliére, valant identiguement 1 sur un voisinage de (0,0) &arsT? et nulle
sur un voisinage légerement plus grand, et I'on écrit

M?®(L,g)= A(L)+ B(L) + C(L)
avec .

A(L) = Wdlﬂ / / e e g(—t)p(t,v)log(6 + it — z(v)) dt dv

RxTd

B(L) = Wldﬂ / / et e el g(—t)p(t,v) (Z(5 + it,v) +log (6 + it — z(v))) dtdv,

RxTd
1 . : . .
cL)= 2T / / e e g(—1) (1 - p(t,v)) Z(8 + it,v) dt do.
RxTd
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Les termes3(L) etC(L) sont négligeables devant(L P(L)). En effet, ce sont les transformées
de Fourier de fonctions qui sont de classe au moihet uniformément erv (Corollaire 3.3)

et & support compact. Leurs dérivéestesont toujours intégrables s x T¢ et le lemme de
Riemann-Lebesgue montre gléB(L) et L"C(L) tendent vers 0 lorsque — +oo.

Le lemme suivant, appliqué a la fonctidt, v) = p1()§(—t)p2(v)e <) donne I'équivalent
pourL grand deA(L) :

LEMME 4.2. —Pour toute fonctiond(t, v) = ¢(t)1(v) supportée dans un voisinage (& 0),
de classeC™ ent et continue en,

S(Q,L) = Wldﬂ // e'th |Og(6 + it — z(v))(P(t,v) dt dv

RxR?
$(0,0)
CLP(L) orsque ~+o00

Démonstration. -NotonsS’(®, L) la fonctionelle

@(t )
§(@1):= (2r )d+1 // s it— ) F

RxTd

Cette fonctionelle est bien définie d’aprés le Lemme 3.4. La dérivéelert, v) — log(é + it —
z(v)) étantintégrable au voisinage de (0, 0), elle coincide avec sa dérivée au sens des distributions
et I'on peut intégrer par parties pour obtenir :

S'@.L) , S@.L)
L L

_S@L) [ § 8000, S@0.1)

7 kAL ¢ IR

S(@,L)=

k=1

avecd®) = ¢ @ 1. Dans cette sommes’(®, L) donne I'équivalent annoncé : nous allons
voir que P(L)S'(®,L) — C®(0,0) lorsqueL tend vers l'infini si¢ est classe T Nous
verrons également au cours de la démonstration que est seulement supposée de classe
Cn~*, alors sup_, . L"~17*5'(®, L) est fini. En appliquant cette remarque aux termes du type
S'(@™, L)/ L*+1 nous voyons que ces termes sont majorés paf et donc négligeables devant
1/(LP(L)). Comme de plus sypS(¢™, L) est fini, le dernier terme est également négligeable
devant ¥(LP(L)).

De I'égalité I/w = f0+°° e~ v dR satisfaite pour tout nombre complexedont la partie réelle
est strictement positive, il résulte que :

+oo
s’(qﬁ,L):Wld+l / / / et () (v)e - RO==0) g dy dR

RxTd 0

= )d / #(L — R) / Pp)e e dudR.

4® SERIE— TOME 33 — 2000 N° 1



HOMOLOGIE DES GEODESIQUES FERMEES 109

Posons K(R) = [, ¢(v)e =D dv. Alors :

L/2 +00
S'(®,L)= / d;(L — R)K(R)dR + / (i;(L — R)K(R)dR.
0 L2

Commeg est de classe'Ca support compact, le nombre= sup, |x|”|¢3(x)| est fini. Par con-
séquentg(L — R) < A/(L — R)" < 2"A/L™ si R < L/2. Le premier terme se majore par
Asupg K(R)2"~1/L"~1 et il est petit devant AP(L). Notons que s est seulement de classe
C"~*, on obtient de méme une majoration du premier term€ ghn—+-1,

Pour étudier le deuxiéme terme, on utilise ’lhomogénéit&-de(v) sous I'action de la famille
de transformationg(.) décrite au Corollaire 2.6. En effet, le changement de variablé r (w),
nous donne :

1
K(R) = m /w(ij(w))e_R(é—Z(kR(’w)) dw
Rd

puisque ¥ P(R) est précisément le jacobien de la transformatignD’apreés le Corollaire 2.7,
lorsque R tend vers linfini, (kg (w))e F6—2kr) converge simplement verg(0)e " ®)

qui est intégrable suR?. Il nest pas difficile de voir en utilisant le Corollaire 2.6 que cette
convergence est dominée. Par conséquéfiR) est équivalent &'(0)/ P(R) lorsqueR tend

vers I'infini. On en déduit alors que le deuxiéme terme, qui s'écrit enﬁfnﬁeé(R)K(L —R)dR

est équivalent & [, ¢(x)dz (0)/P(L), i.e., a¥(0,0)/(LP(L)). Notons enfin que pour ce
dernier terme, seule I'intégrabilité de est nécessaire pour pouvoir le majorer P&rP(L).
Celle-ci est assurée giest de classe au moing @uisque dans ce cas, §qp1|2|q5(x)| < 4-o00.

Le lemme est démontré, ce qui compléte la démonstration de la Proposition 4.1 et celle du
Théoréme A. O

4.2. Démonstration du Théoréeme B

Soit G une fonction définie suT’*M & valeurs réelles &f son relévement FIHN+1 ~

A —
SN x SN x R. Alors, G estI-invariante, et donc sa restrictior% x R estT-invariante. Si
© est une géodésique fermée B, associée a un point(,z ™) fixé parT* et de longueur
I(p) = Si.f(zT) (voir Section 1.3) nous avons :

Skf(fr/+) k—1

/G: / Gz~ ,z",—s) dSZZQ(Ti(a:_,Jﬁ'))
© 0 =0

ou I'on a posé :

flz™h)
gla™,2") = / Gz~ ,z", —s)ds.
0

Tout d’abord, remplacons la fonctignpar une fonction ne dépendant quexde:
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LEMME 4.3. —Supposons qué est une fonction bornée et Lipschitzienne Bt/ . Alors, il
existe une fonction mesurabte D° — R et une fonctiony: A° — R telles que

g™, 2") =g@®) + ¢la™,a") = o T(a™,a").

De plus, il existe une constantételle que
() lgz )| < C|f(zt)|+ C, pour tout pointzt de A°,
(i) |g(a™.x) — g(a™.y)| < Clx —y|*? pour touta € A, n € Z* et tous points:, y de A o.

Démonstration du Lemme 4.3Neus adaptons la démonstration du lemme analogue pour les
sous-shifts de type fini [42, Chapter 1], en vérifiant que le fait que la fongtimmit non-bornée
sur A% ne géne pas.

Notons tout d’abord que I'application qui a{,z",r) associe le vecteur tangent correspon-
dant deT*M est une application différentiable. Comme I'ensenibfex {0} est relativement
compact dang*HV 1, il existe une constants telle que

dist((x_,x+,0); W .yt O)) < A(|a:+ —yt+ ]z — y_|)
pour tout ¢—,2") et (y—,y™) dansDy. On en déduit I'inégalité pour tout> 0 :
@) dist((m*,ﬁ, —s);(y ",z —s)) <Bte S|z —y |
pour —,z71) et (y—,zT) dansDP, puisque la distance entre deux vecteurs tangents pointant

vers le méme point a I'infini est contractée par un facteur ®)par le flot géodésique,. On a
de méme:

(D) dist((z~, 2%, —s5); (= ",y ", —s)) < B e’lat —y 7.

Fixons un pointy, dans chaque sous-ensemblg, et notonsp(x) = y, Si = € Un?éo/lan.
L'inégalité (C) montre que la fonctiog : Dy — R définie par :

+oo
dz™,zh) = / G‘(xix*,—s)—G(p(xﬂ,x*,—s) ds
0

est finie dés qué&/ est une fonction Lipschitzienne. On vérifie alors que :
Pz, a") =gla",2") — gla") + ¢po T(x™,a™)
sil'on pose :

f@h) +o0
gzt = / C_?(p(a:+),x+,—s) — / G(p(Tm+),Tx+, —s) — G(T(p(a:ﬂ,x*‘),—s) ds.
0 0
La majoration (i) dey est alors claire. Posons maintenant= a™.z ety = a™.y oliz ety sont
deux points del . Il nous suffit de montrer la majoration (i) lorsqueet y sont suffisamment

proches. On peut en particulier supposer qu'ils appartiennent au méme ensgmglﬂbm, et
nous avons alors :
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fl@™) fly™)
o) — gly) = /‘G@mx+rsy—é@myt—ads—(/ Glyary™—s)ds
0 flxzt)

+o0o
- / G(yp, z,—8) — G(a™ "Ya, 7, —35) — G(yp, y, —5) + G(@"Ya,y, —s) Us.
0

+y — —
D’apres l'inégalité D), l'intégrale fof(”” )G(ya,x+, —58) — G(ya,y ™, —s)ds est majorée a une
constante prés patie/@ )|z — yt, soit par [7]e?@"?|a".z — a”.y|. Commel|b(a™, z) —
b(a™,y)| est uniformément borné enpourz,y € A0, I'égalité des accroissements finis montre

que cette derniére quantité est majorée@dr — y|.
+ —~ - 2 B - 7
Le termefff(g’ﬂ) G(ya,y+, —s)ds se majore quant a lui pa&| .| f(zT) — f(y™)| qui est égal
a|Gls|b(a™, z) — b(a™, y)| et donc inférieur &5s|x — y|.
La perte de régularité deprovient du troisieme terme ; pour I'étudier, on le découpe en deux
suivants < .S ous > .S pour un réelS a déterminer. On a d’'une part :

S
/‘G(yba% _S) - G(yb:ya _S)| + |é(a_nya1y1 —S) - G(a_"yayxy —S)‘ ds
0

<2[G]B~ |z —yle®

d’'aprés l'inégalité D) et d’autre part :

+oo

/ |é(yb1 Zz, _S) - G(a‘_nyav J)), —S)‘ + ‘G(ybv Y, _S) - G(G_nya, y)v —S)‘ ds

S

<2[G]1BYe™"

d’aprés (). La majoration (ii) s’obtient en minimisant ehl’expressionB~ |z —y|eS + BTe™%.
Ceci compléte la démonstration du lemmesa

En conséquence, l'intégrale désur une géodésique fermée peut s'écrire comme la somme
Skg(z™) ouz™ est un point périodique po(r. Ceci va nous permettre de montrer le résultat de
grandes déviations suivant :

PROPOSITION 4.4. —SoitG : T*M — R comme dans le lemme précédent. Supposon&que
soit d'intégrale strictement positive pour la mesure de Bowen Margulis; seft7) > 0. Alors,
il existee > 0 tel que le nombreN (L) de géodésiques ferméegde longueur< L telles que
fp G < 0 vérifie:

Ng(L) < 09T,

Démonstration. Notons que sila mesure est normalisée et quegi A° — R est la fonction
associée & par le Lemme 4.3, nous avonsG) = v(g)/v(f), ouv est la mesur-invariante
sur A% introduite en Section 1.5. Ainsi(g) > 0. Il nous faut estimer la quantité :

1
Ne(L)=Y_ % Y Lswgw<o Lt

k>2 Tkyx=x
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Pour cela, considérons I'opérateur de transfert défini pouiO, 5 > 0 par:

£aﬁ¢($) _ Z efaf(y)*ﬁg(y)(é(y) — Z 1Aa0 (z) Z efaf(a”.m)fﬁg(a”.z)(b(an.x).

Ty=x acA nez*

D’apres la majoration:] du Lemme 4.3 et les estimées du Lemme 1.1, cet opérateur est bien
défini lorsquen — C3 > 1/2 (ouC est la constante donnée par le Lemme 4.3) et en particulier
pour tout ¢, 5) dans un voisinage de,0). Grace a I'estimée (ii) du lemme, on vérifie que
'opérateur(, s opére sur I'espace des fonctions continuesAwat Holdériennes d’exposant
1/2. Supposons maintenapt+ ¢ > 3 (le casp + ¢ = 2 se traite de maniére analogue); par
perturbation continue du caa,(3) = (6, 0), on obtient que, pour toud(3) suffisamment proche

de ¢, 0), le spectre d&€,, g sur cet espace est constitué d'une valeur propre réelle simple proche
de 1 que nous noteronga, 3) (en espérant que que cela ne créera pas de confusion avec la
notation antérieura(z, v)) et d’'une partie contenue dans un disque de rayon strictement inférieur
amin(1,\(«, 8)). Lapplication , 5) — A(«, ) est analytique et vérifie : (voir la démonstration

du Lemme 2.3)

A(6,0)=1, 2—2(5,0):—1/(f)<0 et 2—2(5,0):—1/(g)<0.

Par conséquent, il existe D o < ¢ et > 0 tels quei(«, 5) < 1. On peut alors choisip
strictement compris entog«, 3) et 1 tel quq\ﬁ’gﬂH < p* pour tout entiek: suffisamment grand.
En reprenant les arguments du Lemme 3.1 nous obtenons la majoration :

Z e~ Sk f(x)=BSkg(x) < pk

Tkr=z

et donc la convergence de la série

1
Z(a’ﬁ):ZE Z e_(yskf(x)_ﬁskg(f/).

k>2 Tkr=x

Commel, <o < e~ on afinalement :

1
Ng(L) < Z - Z e~ Sk f(@)—L)=BSkg(x) < Z(a,ﬁ)e(’L.

k=22  Tkg=x

La Proposition 4.4 en résulte.

Pour démontrer le Théoréme B, on peut se restreindre aux fonciidrmenées et Lipschit-
ziennes suf’*M . En appliquant la Proposition 4.4 aux fonctiaiis- a etb — G ol les nombres
réelsa etb vérifienta < m(G) < b, on trouves; ete, strictement positifs tels que

Card{@; /G <al(p), l(p) < L} < elomenk
©

et

Cal’d{p; /G > bl(p), l(p) < L} < 6(5752)L'
©
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Finalement, pour touj > 0, il existee > 0 tel que

cardk o; i/G—m(G) >, (p) < Lp <el9L,
()
©

Comme par ailleursV (L) := card{p; I(p) < L} ~ °F/(6L) [16] on en déduit la convergence

de YN(L)> . yo<r 1/l(p)ngG vers m(G). De maniére analogue, on obtient grace au
Théoreme A la convergence versdu barycentre des mesures supportées par les géodésiques
fermées dans une classe d’homologie fixée. Le Théoréme B est prouve.

5. Variétés avec bouts cuspidaux abéliens de rarg 2

Nous avons considéré jusqu'a présent des groupes de Schottky, c’est-a-dire une classe
particuliere de produits libres de groupes élémentaires. Les groupes paraboliques étaient
cycliques et nous allons & présent aborder le cas de groupes paraboliques isom@fphesc
k>2.

5.1. Exemple d’une variété avec un bout cuspidal de rang, 2< k< N

Pour décrire le groupe que nous allons considérer ici, nous utilisons le modele du demi-espace
HN*L = {(z,y); z € RN, y € R**}; le fait de considérer des pointes de rahg 2 impose
N > 2. Fixons une base; ..., 7y) deRY , et notons{;, ..., 7% ) la base duale d™V définie
par les égalités;|7;) = ¢;; pour touti, j =1,..., N.

On considére leg transformations paraboliques, . .., a; fixant le point & l'infini et dont
I'action surHY*1 est donnée par

ai(z,y) = (T + 7i, y)-

L'ensemble

N
D, = {x e gHNFL: $=Z$1¢ﬁ: avec 0< 21, ..., x5 < 1}
=1

est un domaine fondamental du groupg engendré pany,...,a;. Fixons alors 2 fermés
disjoints B~ et B+ contenus dans l'intérieur dB, et une transformation hyperboliqéequi
envoie I'extérieur deéB~ sur l'intérieur deB™T. Le groupel” engendré pady, . .. ay, b est discret
isomorphe au produit libre d€, et du groupe cycliqué; engendré pab; nous noterong/
la variété quotienHN+1/I". Le groupel’, étant abélien de rang, on dit queM contient une
pointe de rangk. Rappelons que la dimension de Hausdértfe 'ensemble limitel” vérifie
6>k/2.

Nous allons démontrer le résultat suivant.

THEOREME 5.1. —Pour toute classe d’homologie dans Hy(M,Z), lorsque L tend vers
I'infini,
Si6<14k/2 P(L)= LF/@-k+1/2
avec < sié=1+k/2 P(L)=(LlogL)*/2L/?
si6>1+k/2 P(L)=Lk+D/2

€6L
Ne(L) ~ CLP(L)

pour une constanté' = C'(I") > 0 indépendante de la classe d’homologigonnée.
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Cet énoncé correspond au Théoremel@l'introduction dans le cag= 1 ; I'extension au cas
g quelconque est immédiate.

Nous donnons seulement les grandes lignes de la démonstration de ce théoréme, en
développant les aspects nouveaux dus a la présence d’'une pointe dexra&ng

Etape 1. Codage des points dé et action del” sur 9HN 1, Notonsz, le point fixe de
I, surS™N et (xb‘,x;“) les deux points fixes die Soit A° le complémentaire dans des orbites
des pointsr,, 7, etz ; en utilisant le lemme du tennis de table de Klein, on associe & chaque
point z de A° une unique suiteng);>1 formée d’éléments dé, U I}, telle quey; 41 € Iy, Si
et seulement si; € I, et limg_, 100 71+ yk.0 = ; Uune telle suite de lettres sera dit€, (13)-
admissible

Soit A0 (resp.A,0) 'ensemble des points dé° dont la premiére lettre appartienf 3 (resp.

I,). LensembleA® est maintenant la réunion dénombrable des ensembigsety’ A0 lorsque
~ et~’ décrivent respectivement, — {id} et I}, — {id}.

Lopérateur de décalagey§;>1 — (7i+1)i>1 sur 'ensemble des suites de lettrds, ([3)-
admissibles induit une transformati@hsur /g définie sur chacun degA o (resp.y’ Ay) par
I'action dey~?! (resp.y/~1). Comme ces sous-ensembles sont d’adhérences disjointes deux a
deux, on montre comme dans [16] que la transformafi@st dilatante sun®.

La mesure de Pattersan en restriction a1° permet encore de construire une mesure de
probabilitér = ho invariante pafl’ en posant :

o(dy) o(dy)
h( )_ 6 W Sl xr e AaD et h(l‘) C / | |26 Slx € Abo

50
ou C est la constante de normalisation

_ o(dz) o(dy)
A
Aa0><Ab0

Rappellons qu’est associé a un élément paraboligael’, de vecteur de translatiofi =
Zlemﬁ, le nombrer(v) := |7]. Il suit du Lemme 1.1 qué(y, z) — 2 logr(v) converge lorsque
~ tend vers l'infini dand,, uniformément erx € A0, et queb(y, z) — I(y) converge lorsque
~ tend vers I'infini dand’},, uniformément erx € A. On en déduit, comme au Lemme 1.5 le
comportement de au voisinage des poinis, eta:bi :

Ca

v(yAyo) ~ W

lorsquey tend vers I'infini dand,
et
Chp o
v(yAgo) ~ 510 lorsquey tend vers I'infini dandy,
pour des constanté€s,, Cj, strictement positives.
Comme dans la Partie |, les orbites des points périodiquésoderespondent aux géodésiques
fermées dé\/ qui ne représentent pas la classe de conjugaison d’une puissainc®i aeest un

point périodique de période codé par la suitey;);>1, la longueur de la géodésique fermege
qui lui est associée est donnée [ = Sk f(x) ou f est la fonction définie maintenant par

f(@) =b(y1,7; ")
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Par ailleurs, le groupd” étant égal au produit libre des groupes abéliéhset I3, on a
Hi(M,Z)=Z" + Z. Lorsquey € I, a pour vecteur de translatiah= Zlenﬁi, sa classe
d’homologie f] est I'élément 4, ...,n;) deZ*. De méme {'] = m si~’ = b™. On introduit
les fonctionst,, et H, définies sur1® par :

H,(x)=[y] et Hy(x)=[y] lorsquez € y.ApoN~ . Ayp avecye I, €TIy.

La classe d’homologie dg est alors donnée pap] = (S, Hp(z), Sk Hy(x)).

Etape 2. Spectre des opérateurs de Ruelle. &it) 'espace des fonctions continues sur
avaleurs dan€, muni de la norme de la convergence uniforimg . Pour tout nombre complexe
z et tout point ¢,, v,) du torek + 1-dimensionneT* x T!, identifié au groupe dual d&* + Z,
on considere l'opérateur de Ruellg ,,, ,, défini pourg € C(A) par :

L, 0,0(x) = Z e*Zf(y)Jri(vlep(y))Jri(vqIHq(y)>¢(y)
y/Ty=z

=1, ,(2) Z e~ 2Ot 0N gy 1) + 1, () Z et gy ).
a b
v€l vl

Commelaseérig . . () =2 converge si et seulementssi> k /2, il découle du comportement
asymptotique dé(v, ) lorsquey tend vers l'infini que 'opérateut . ,, ., est bien définilorsque

Re(z) > k/2. Introduisons le sous-espatél) de C(A) formé des fonctions Lipschitziennes sur
A le spectre des opérateuts,,, ., en restriction & (A) est décrit dans la proposition suivante :

TkPR?rPOSITION 5.2. —Pour tout nombre complexe tel queRe() > k/2 et tout (v,,v,) €
"x T
(@ L..,v, st un opérateur borné suf(A) et son rayon spectrap(z,v,,v,) Vveérifie
l'inégalité p(z,v,, vq) < p(Re),0,0);de plus,p(6,0,0)= 1.
(b) Il existe un réepo < 1 et un voisinagd/ de(s,0,0)dansC x T* x T sur lequel’l. ., v,
a deux valeurs propres simplaséz, vy, vq) et A~ (z,v,, v,) proches respectivement det
—1, le reste du spectre dg. ,, ., €tantinclus dans un disque de rayom
(c) Pour tout réelA > 0, il existes(A) > 0 etp; < 1tel quep(z, vy, vq) < p1Si (2, vp,vq) ¢ U
vérifieRe() > § — ¢ et|Im(z)| < A.

Les arguments pour prouver ce résultat sont similaires a ceux de la Proposition 2.2.

Etape 3. Régularité de la fonctionz(v,,v,) — A(z,v,,v,). La fonctionz — L., €st
analytique sur le domaine:{e C; Re(z) > k/2}, uniformément par rapport a,v,) € T* x T
et il en est donc de méme pour la fonctier- A\(z,v,,v,). Nous allons décrire a présent la
régularité eny, etv, de cette fonction. Pour cela, s} = (v;)1<i<k € [0, 27]%, on noterguv,| la
norme euclidienne du vecte@f’:1 vy

PROPOSITION 5.3. —Il existe un voisinag® de(0,0)dansT* x T et une fonction continue
z(vp, vq) définie surl telle que la fonction

1—X(z,vp,74)

2 —
z — 2(vp, vg)

est analytique sur un voisinage deuniformement par rapport &v,,v,) € V. De plus, le
comportement de(v,,v,) pour (vp,ve) proche de(0,0) est, a des termes d’'ordre supérieur
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preés, le suivant

6 — Qvp, vg) Si6>1+k/2
z(vp,vg) = 6+ Dqlvy|?log|v,| — va(zl Si6=1+k/2
8 = Dalvp|*~* — Dyv? Si6<1+k/2

ol Q est une forme quadratique définie positive Rlir® et D, et D, des constantes 0.

La démonstration de cette proposition est presqu’identique a celle du Lemme 2.3 et du
Théoréme 2.4; le seul point nouveau concerne le cas QU + k/2 et plus particuliérement
la regularité au voisinage de 0 de la fonctign— A(6,v,, 0) — 1. Rappelons que I'on a

A(8,vp,0) = 1= 0(Ls,,,00) = 1+ 0 ((Lsw,.0 — L6)T5,0,,0 — 1))

ol hs v, 0 €st I'unique fonction propre associeée @, vy, 0) vérifianto(hs ., 0) = 1. Le terme
principal estr(Ls,,, 0h) —1;0na

(Lo, oh) — / (Csa,0~ L)) oda) = [ (070 )ha) o)
A
_ Z il — 1)1y, A go) = Z (cos(vp|[7]) = 1)v(y.Ay0).
YEL, Y€l

La connaissance d’'un équivalentdg . A,0) lorsquey est grand permet de se ramener a I'étude
de la sérigk-dimensionnelle

Z 1—cos} v | Y niTi)
| > ni7i |

(n1,...,nk)EZF

lorsque |v,| tend vers 0. Un calcul comparable & celui indiqgué dans la démonstration du
Théoreme 2.4 conduit au terme principal annoncé.

Etape 4. Fin de la démonstration. Considérons la fonction Zéta :

Z(zvpvg) = Y e ATl
PEPer

La Proposition 5L permet de montrer que pour toute valeunde (v,,v,) € T**1, la fonction
Co(2) = expZ(z,vp, vq) €St méromorphe sur un ouvert contenant {Ref ¢} uniformément en
v. De plus, lorsque est dans un voisinage de @, a un pole simple er = z(v,,v4). On en
déduit que {, v, vq) — Z(6 + it, vy, vg) @ une singularité au voisinage de (0, 0, 0) de I'ordre de
log(it + & — 2(v,,v,)), et quelle y est intégrable.

Soitk, la transformation d&*+* définie par :

rEE sif<1+k/2

q — HF -
ke (vp,vg) = ( a0’ \/_) avec d(r) = \; ogr z:iéé; 114:L lck//z2
r .

La Proposition 5.3 montre que la limite d@ — z o k. (v, v,)) €st non degénérée lorsqre-
+o00. En utilisant les arguments développés dans la Partie 4, on vérifie enfin que c’est le jacobien
1/P(r) de I'applicationk,. qui donne la décroissance d&(L) énoncée au Théoreme 5.1.
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5.2. Produit de groupes abéliens en position Schottky

SoientIy,..., I}, une famille den groupes discrets et sans torsion du groupe d’isométries de
HN+1 Ces groupes sont die position Schottkg'il existe n fermés non vides3s, ..., B,, de
la sphéreS™ deux a deux disjoints tels que(SY — B;) C B; pourtouti =1,...,n.

Sin groupes sont en position Schottky, le groupgu’ils engendrent est égal & leur produit
libre et opére librement et discontinuement By 1.

Considérons a présent= p + ¢ groupes élémentairdsy, ..., I, en position Schottky ; nous
supposons que lgs premiers groupes sont des groupes abéliens opérant par transformations
paraboliques surl N+ tandis que leg derniers sont cycliques et opérent par transformations
hyperboliques. Dans ce cas, le groupengendré pafy,. .., I}, est géométriguementfini, et si
I'on note k le rang maximum des groupes paraboliqligs .., I}, la dimension de Hausdorff
6 de I'ensemble limite dd” coincide avec I'exposant de convergence de la série de Poincaré
associée & et satisfait 'inégalités > k/2 [5].

Les pointst de I'ensemble limite dé’ pourront ainsi étre codés par une suite de lettygs{(1
formée d’'éléments d&y U - -- U I, et telles que deux lettres successives n'appartiennent pas au
méme groupe élémentaire. Cette suite de lettre est unique désmappartient pas a I'orbite
sous!” des points fixes de chaque groupg. .., I,.

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu que la présence d’une pointe abélienne de rang
k surM = HN*1/T" n’affecte le comportement asymptotiqueNg(L) que lorsque appartient
a lintervalle Jx/2, 1+ k/2]; par conséquent, seules les pointes de rfaegk — 1 auront une
réelle influence sur le comportement 8&(L). Il suffit de réécrire les arguments des parties
précédentes pour obtenir le résultat suivant qui illustre la complexité des phénomenes liés a la
présence de bouts cuspidaux de rang divers sur la vadété

THEOREMEA'. —SoitI" un groupe d’isométries dd ¥ 1 engendré pap groupes parabo-
liques abéliens ef groupes hyperboliques en position Schottky. On kdéerang maximun des
groupesly, ..., I}, et pourl < k < k, on notepy, le nombre de groupes paraboliques de rang
On introduit les trois dimensionBo = kpj, , puis D1 = (k — 1)pj_4 etenfinD, = S5~ 2 kpy, de
sorte que le premier nombre de Betti de la variété= HV+1/I" vaut Do + D1 + Dy + q.

Le nombreN.(L) de géodésiques fermées de longu€ur dans une classe d’homologie fixée
vérifie
e&L

ste
Ne(L)~C Lita+a/2|og’ L

lorsquel tend vers l'infini avec

D, D1 Do B R D
=% Tmrhr1 o P70 5'56]2 2+2[
Dy D Do Dy . k1

R R R T =g STt

Dy Dy Do B : E 1 k
()5—74-74‘26_]% et =0 SI(SE]§+§ §+1[
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Dy D1 Do Do ..k
o=t T et A= sit=5+1
D, D1 Dy B _ k
—2+2+2 et =0 S|56}2+1 N[.

De méme, le Théoréme B sur I'équirépartition des géodésiques fermées s’étend sans difficulté
pour les groupes du type considéré ici.
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