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HOMOLOGIE DES GÉODÉSIQUES FERMÉES SUR DES
VARIÉTÉS HYPERBOLIQUES AVEC BOUTS CUSPIDAUX

PAR MARTINE BABILLOT ET MARC PEIGNÉ1

ABSTRACT. – The presence of cusps in hyperbolic manifolds has an influence on the homological
behavior of closed geodesics. This phenomenon is studied here for a class of geometrically finite manifolds
obtained as quotients of the hyperbolic space by free products of abelian groups acting in a Schottky way.
We get in particular an exact estimate for the number of closed geodesics in a fixed homology class which
depends in a peculiar way of the Hausdorff dimension of the limit set with a transition at certain half-integer
values. 2000 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

RÉSUMÉ. – La présence de bouts cuspidaux dans une variété hyperbolique affecte le comportement
en homologie des géodésiques de la variété. Ce phénomène est étudié pour une classe de variétés
géométriquement finies obtenues en quotientant l’espace hyperbolique par des produits libres de groupes
abéliens opérant de façon Schottky. On donne en particulier un asymptotique précis du nombre de géo-
désiques fermées dans une classe d’homologie fixée et on met en évidence un phénomène de bifurcation
lorsque la dimension de Hausdorff de l’ensemble limite prend certaines valeurs demi-entières. 2000
Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Mots Clés:Flot géodésique; Géodésiques fermées; Variétés hyperboliques géométriquement finies

Introduction

L’ensemblePer des géodésiques fermées d’une variété riemannienne compacteM à courbure
négative vérifie un théorème similaire à celui des nombres premiers : si l’on noteN (L) le nombre
de géodésiques fermées surM dont la longueur est inférieure àL, on a [36] :

N (L)∼ ehL

hL
lorsqueL→+∞

où le nombreh mesure le taux de croissance exponentiel du volume des boules dans le
revêtement universel deM . Notons que ce résultat, initialement dû à Selberg et Huber [50,27]
pour des variétés de courbure constante−1 reste encore vrai pour des variétés hyperboliques
non-compactes, comme les variétés de volume fini [25,38] et plus généralement les variétés
géométriquement finies [32,16,22,46].

Par analogie avec les théorèmes de Cebotarev en théorie des nombres, Adachi et Sunada ont
posé le problème de l’asymptotique du nombreNc(L) de géodésiques fermées dans une classe

1 Durant la rédaction de cet article, M. Peigné a bénéficié d’un détachement au Centre National de la Recherche
Scientifique, URA 305.
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d’homologie fixéec deM [3]. Phillips et Sarnak ont alors obtenu, pour une variété hyperbolique
réelle compacte, un développement asymptotique deNc(L), et en particulier l’estimée :

Nc(L)∼Cste ehL

L1+d/2
lorsqueL→+∞

oùd= dimH1(M ,R) est le premier nombre de Betti deM [43]. Celle-ci fut ensuite étendue aux
variétés compactes de courbure négative [31,33,41], et plus généralement aux variétés portant un
flot hyperbolique ayant un attracteur compact [42,52]. C’est ainsi le cas des variétés obtenues en
quotientant l’espace hyperboliqueHN+1 par un groupe d’isométriesΓ agissant de façon convexe
et co-compacte ; dans ce cas, l’entropie topologiqueh coïncide avec la dimension de Hausdorff
de l’ensemble limite deΓ . Toutefois, les résultats de C. Epstein sur les variétés hyperboliquesde
volume finimettaient en évidence un phénomène nouveau, puisque cette dernière estimée était
affectée par l’existence de bouts cuspidaux dans la variétéM , mais ce uniquement en dimension
2 et 3 [19].

Le thème du présent travail est de mieux comprendre l’influence des transformations paraboli-
ques du groupe fondamentalΓ de la variété sur l’estimée asymptotique deNc(L), lorsqueΓ est
un groupe géométriquement fini. Pour cela, nous détaillons ici l’étude des variétés hyperboliques
HN+1/Γ lorsqueΓ est un groupe de Schottky, ou encore un produit libre de groupes abéliens
opérant de façon Schottky (nous renvoyons aux Sections 1.2 et 5.2 pour une description précise
de ces groupes). Considérons tout d’abord le cas d’un groupe de Schottky.

THÉORÈME A. – SoitΓ un groupe de Schottky engendré parp (p> 1) transformations pa-
raboliques etq transformations hyperboliques opérant sur l’espace hyperbolique de dimension
N + 1. Notonsδ la dimension de Hausdorff de l’ensemble limite deΓ etNc(L) le nombre de
géodésiques fermées de longueur6L dans une classe d’homologiec. On a:

Nc(L)∼C eδL

LP (L)
avec


si δ < 3/2 P (L) = Lp/(2δ−1)+q/2

si δ = 3/2 P (L) = (L logL)p/2Lq/2

si δ > 3/2 P (L) = L(p+q)/2

pour une constanteC =C(Γ )> 0 indépendante de la classe d’homologiec donnée.

Notons que dans ces exemples, le premier nombre de Betti de la variété est égal àd= p+ q ;
l’estimée obtenue est donc la même que celle du cas compact lorsqueδ > 3/2. Toutefois, le
Théorème A met en évidence un phénomène de bifurcation pour la nature de l’asymptotique
de Nc(L) lorsque la dimension de Hausdorff de l’ensemble limite deΓ prend la valeur
3/2. L’interprétation géométrique de cette valeur apparaît plus clairement dans l’étude de
groupes plus généraux. Dans le Théorème A, tous les bouts cuspidaux deHN+1/Γ étaient de
rang 1. Examinons le cas d’une variété hyperbolique possédant un bout cuspidal de rangk.
L’asymptotique deNc(L) devient alors :

THÉORÈMEA ′. – SoitΓ le produit libreZk ∗Z ∗ · · · ∗Z opérant de façon Schottky surHN+1,
oùZk opère par transformations paraboliques etZ∗· · ·∗Z parq transformations hyperboliques.
Pour toute classe d’homologiec dansH1(M ,Z), lorsqueL tend vers l’infini,

Nc(L)∼C eδL

LP (L)
avec


si δ < 1 + k/2 P (L) = Lk/(2δ−k)+q/2

si δ = 1 + k/2 P (L) = (L logL)k/2Lq/2

si δ > 1 + k/2 P (L) = L(k+q)/2

pour une constanteC =C(Γ )> 0 indépendante de la classe d’homologiec donnée.
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Nous avons également étudié des exemples de groupesΓ pour lesquelsHN+1/Γ contient
des bouts cuspidaux de rang arbitraire. Sik̄ désigne le rang maximal de ces bouts, la nature de
l’asymptotique deNc(L) change pourδ = 1+ k̄/2 et également pourδ = 1/2+ k̄/2, lorsqueΓ
contient des bouts cuspidaux de rangk̄− 1 (voir Théorème A′′, en Section 5).

Même si la signification géométrique précise de ces valeurs particulières pour la dimension
de Hausdorff d’un ensemble limite reste très mystérieuse, remarquons que le phénomène de
bifurcation mis en évidence rejoint le résultat d’Epstein : en effet, en volume fini, les deux
nombres̄k etδ coïncident avec la dimensionN du bord de l’espace hyperbolique, et la condition
δ 6 1+ k̄/2 redonne la conditionN 6 2 ou encore dimM 6 3.

On peut également s’intéresser à la distribution des géodésiques fermées surM . Dans les
variétés que nous considérons, l’ensemble non-errant du flot géodésique est non-compact et il
existe des géodésiques fermées qui “tendent vers l’infini” au sens où les mesures de probabilités
supportées par ces géodésiques convergent vaguement vers 0. Cependant, comme dans le cas
des variétés compactes [8,57], nous montrons que les géodésiques fermées s’équidistribuent “en
moyenne” suivant la mesure de Bowen–Margulis dans le fibré tangent unitaire deM , et ce avec
ou sans contraintes homologiques :

THÉORÈME B. – Sous les hypothèses du Théorème A, notonsmL (resp.mL
c ) le barycentre

des mesures de Dirac supportées par les géodésiques fermées deM de longueur6 L (resp.
dans une classe d’homologie fixée). AlorsmL etmL

c convergent vaguement vers la mesure de
Bowen–Margulis deT 1M .

Il est vraisemblable que ces résultats pourront être étendus dans le contexte général des variétés
géométriquement finies. La propriété importante des groupes de Schottky que nous utilisons ici
est que leur ensemble limite peut être codé à l’aide d’un alphabetdénombrable. La restriction
du flot géodésique deHN+1/Γ à son ensemble non-errant est alors semi-conjuguée à un flot
spécial au-dessus d’une transformation dilatanteT possédant une infinité dénombrable de
branches inverses (pour la surface modulaire, cette application est la transformation de Gauss des
fractions continues, [2,51]). Notre étude se relie donc aux travaux concernant les transformations
dilatantes de l’intervalle avec partition de Markov dénombrable, [47,6,4,12], ou encore à l’étude
de transformations avec des points fixes neutres [44,28–30,49,56].

On peut penser que les théorèmes ci-dessus pourraient être aussi obtenus par une méthode
reposant sur des extensions de la formule des traces de Selberg, comme dans [25,43,19] et [22].
Notons cependant que cette approche n’est pour l’instant utilisable que lorsque la dimensionδ
vérifie l’hypothèse restrictive :δ >N/2, assurée par exemple lorsqu’il existe un bout cuspidal de
volume fini. Les méthodes de dynamique symbolique que nous employons ici nous permettent
de nous affranchir de cette hypothèse.

Nos résultats sont également à mettre en parallèle avec ceux obtenus par Guivarc’h et Le
Jan concernant l’existence de lois stables dans le théorème Central Limite pour l’enroulement
des géodésiques sur la surface modulaire [21], ainsi que les résultats de Enriquez, Franchi
et Le Jan pour certaines variétés hyperboliques géométriquement finies [17,18,20]. Pour les
variétés considérées ici, il est probable qu’un théorème limite avec convergence vers une
loi stable d’indiceα = max(2, 2δ − k̄) puisse être prouvé. Ceci fera l’objet d’un prochain
travail.

Plan de l’article. Afin d’alléger les notations, nous avons choisi de détailler les démons-
trations lorsqueΓ est un groupe de Schottky, en indiquant brièvement dans la Partie 5 les
modifications à apporter lorsque la variétéM contient des bouts cuspidaux de rang arbitraire.
Pour montrer les ThéorèmesA etB, nous adoptons une démarche similaire à celle développée
pour l’étude des flots AxiomeA [42] : dans la Partie 1, nous représentons le flot géodésique
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surT 1M comme un flot spécial au dessus d’un système dynamique (mesurablement) isomorphe
à un système symbolique ; on étudie alors dans la Partie 2 une famille d’opérateurs de transfert
naturellement associée à cette représentation, ce qui permet de décrire les singularités de la
fonction Zêta dynamique (Partie 3) et par un théorème taubérien d’une part, et une estimée de
grands écarts d’autre part, de prouver les Théorèmes A et B (Partie 4).

Cependant, la présence de transformations paraboliques dans le groupeΓ amène des
modifications importantes dans la mise en œuvre de cette approche. Ainsi, l’action deΓ sur
son ensemble limiteΛ se conjugue a priori à une transformation avec points fixes neutres. Pour
retrouver une dynamique dilatante, il faut itérer cette transformation, et pour cela introduire
une partition dénombrable deΛ [16]. L’application de Poincaré devient alors non-bornée, et
il nous faut les estimées précises du Lemme 1.1 afin de contrôler sa taille sur chacun des
éléments de la partition. De même, la fonction prenant en compte l’homologie des géodési-
ques n’est pas intégrable dans certains cas et ceci rend plus complexe l’étude de la régularité
de la famille d’opérateurs de transfert associée à cette représentation. Pour relier la fonction
Zêta Dynamique à la “trace" de ces opérateurs, nous vérifions que l’argument téléscopique
de Haydn [24] s’adapte dans ce contexte, ce qui permet de transporter la faible régularité
de la famille des opérateurs de Ruelle à une singularité de type Hölder de la fonction Zêta.
Celle-ci n’étant plus méromorphe, nous proposons enfin une démonstration d’un théorème
taubérien adapté à la nature de ces singularités, afin de revenir au problème de dénombrement
initial.

1. Groupes de Schottky

Cette section est principalement consacrée à des préliminaires. Tout d’abord, nous donnons
une estimée précise pour le jacobien des itérés d’une transformation non elliptique de l’espace
hyperbolique. Puis nous considérons un groupe de SchottkyΓ et rappelons le codage du
flot géodésique deΓ\HN+1 suivant [16]. Grâce à ce codage, les géodésiques fermées de la
variété sont en correspondance avec les orbites des points périodiques d’une transformation
dilatante T sur le bord de l’espace hyperbolique. Nous construisons ensuite une mesure
invariante pourT et décrivons son comportement local au voisinage des points fixes des
générateurs.

1.1. L’espace hyperbolique

Pour les éléments de géométrie hyperbolique que nous utilisons ici, nous renvoyons aux livres
de J.B. Ratcliffe et de B. Maskitt [45,35].

On considèrera deux modèles de l’espace hyperboliqueHN+1. Le premier est celui de la
boule unité deRN+1 : BN+1 = { x ∈RN+1, ‖x‖< 1} avec la métrique ds2 = dx2/4(1− ‖x‖2)2.
On notera alorsd la distance hyperbolique surBN+1 et o l’origine deBN+1. Le bord∂HN+1

s’identifie avec la sphère unitéSN munie de la métrique euclidienne| . |. Pour un pointx deSN ,
on définit lafonction de Busemannβx(.) par :βx(x) = limy→x d(x,y)− d(o,y). Ses surfaces de
niveau,les horosphères, sont des sphères tangentes àSN au pointx.

On obtient le modèle du demi-espace en considérant, pourx ∈ SN , l’inversion sx de centre
x et de rapport 2 définie parsx(x) = 2 x−x

|x−x|2 + x : c’est une transformation conforme deRN+1

qui envoie le pointx à l’infini et l’intérieur de la boule unité sur le demi-espace {x ∈ RN+1,
x.x < 0}. Dans ce modèle, le bord de l’espace hyperbolique est la réunion de l’hyperplanHx

orthogonal àx et du point à l’infini.
Le groupe d’isométriesG = SO(N + 1, 1) deHN+1 agit transitivement surHN+1. Cette

action se prolonge en une action conforme sur le bord deHN+1. Dans le modèle de la sphère, le
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coefficient de conformité est donné par :

|γ′(x)|= e−b(γ,x)

où, pour une isométrieγ deG et un pointx deSN , on a posé :

b(γ,x) = βx(γ−1.o).

Soit γ une isométrie deHN+1 sans point fixe dansBN . Alors, elle admet un ou deux points
fixes surSN . Dans le premier cas, elle est diteparabolique, et sixγ désigne son unique point
fixe, |γ′(xγ)|= 1. Après conjugaison par l’inversionsxγ , elle devient une similitude directe de
RN+1 fixant +∞ : il existe une rotation affineRγ et une translationTγ deHxγ non-nulle telles
quesxγ ◦ γ ◦ sxγ =Rγ ◦Tγ = Tγ ◦Rγ . La norme (euclidienne) du vecteur de la translation sera
notéeτ (γ).

Dans le deuxième cas, elle est ditehyperbolique. On note alorsx+
γ son point fixe attracteur

(|γ′(x+
γ )|< 1) etx−γ son point fixe répulsif (|γ′(x−γ )|> 1).L’axe deγ, c’est-à-dire la géodésique

joignantx−γ àx+
γ est invariante parγ et si l’on notel(γ) := infx d(x,γx) la distance de translation

deγ, on ad(x,γ.x) = l(γ) pour tout pointx de cet axe. Ainsi,l(γ) = b(γ,x+
γ ) =−b(γ,x−γ ).

Dans l’étude de l’action d’un groupeΓ sur le bord de l’espace hyperbolique, les estimées
|(γn)′|(x) = O(e−nl(γ)) si γ est hyperbolique, ou|(γn)′|(x) = O(1/n2) si γ est parabolique, sont
importantes. Nous aurons besoin ici d’un résultat plus précis :

LEMME 1.1. –
(i) Siγ est hyperbolique, la suite(b(γn,x)−nl(γ))n>1 converge vers2 log

|x−x−γ |
|x+
γ−x−γ |

pour tout

pointx deSN − {x−γ } .
(ii) Siγ est parabolique, la suite(b(γn,x)− 2 logn)n>1 converge vers2 log(τ (γ)|x− xγ |/2)

pour tout pointx ∈ SN − {xγ} .
Ces convergences sont uniformes sur les compacts deSN ne contenant pasx−γ (resp.xγ ).

La démonstration de ce lemme repose sur l’identité suivante [54, p. 183], diteégalité des
accroissements finis:

pourx,y ∈ SN |γ.x− γ.y|2 = |γ′(x)| |γ′(y)| |x− y|2.

En effet, lorsqueγ est hyperbolique, nous obtenons :

b(γn,x)− nl(γ) = b(γn,x) + b(γn,x−γ ) = 2 log
|x− x−γ |
|γn.x− x−γ |

et l’on conclut en remarquant que la suite (γn.x)n>1 converge versx+
γ , uniformément sur les

compacts deSN ne contenant pasx−γ . Lorsqueγ est parabolique, on a de même :

b(γn,x) = 2 log
|x− xγ |
|γn.x− xγ |

.

Or, en notants l’inversion de centrexγ et de rapport 2 et~τ le vecteur de la translation associée
à sγs on obtient :

|γn.x− xγ |=
2

|sγn.x− xγ |
=

2
|Rnγ (sx) + n~τ − xγ |
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et n|~τ ||γn.x− xγ | converge uniformément vers 2 sur les compacts deRN ; la propriété (ii) du
lemme en découle.

1.2. Groupes de Schottky et codage de l’ensemble limite

On se donne un ensembleP constitué dep isométries paraboliques deHN+1, un ensembleQ
deq isométries hyperboliques et pour chaquea dansA= P ∪Q, deux fermésB+

a etB−a dans
SN tels quea envoie l’extérieur deB−a dansB+

a . Si a ∈ P est parabolique, ces deux fermés
contiennent le pointxa, tandis que sia ∈ Q est hyperbolique, on peut choisir ces deux fermés
disjoints et contenant respectivementx+

a etx−a . Nous posonsBa =B+
a ∪B−a et nous supposons

queles ensemblesBa sont deux à deux disjoints,et donc à distance strictement positive les uns
des autres. L’ensemble

⋃
a6=bBa×Bb est ainsi relativement compact dansSN × SN privé de la

diagonale.
Le groupeΓ engendré parA est par définition ungroupe de Schottky[35]. Lorsque les

ensemblesB+
a etB−a sont des boules euclidiennes,Γ est appelégroupe de Schottky classique

et en dimensionN + 1 = 3, il existe une borne supérieure strictement inférieure à 2 pour la
dimension de Hausdorff de l’ensemble limite [15]. Pour cette raison, nous autorisons ici les
bassins d’attractionBa à être des fermés arbitraires.

D’après le lemme du tennis de table de Klein, le groupeΓ est un groupe libre àd = cardA
générateurs, opérant proprement discontinûment surHN+1. La variété quotientM = HN+1/Γ
possède alorsp bouts de type cuspidal et son premier groupe d’homologieH1(M ,Z) s’identifie
avec l’abélianiséΓ/[Γ ,Γ ] deΓ , soit ici le groupeZd.

L’ ensemble limitedeΓ , notéΛ, est l’adhérence dansSN de l’orbiteΓ.o. Le lemme du tennis
de table permet également de montrer que, pour toute suite (ai)i>1 formée d’éléments deA
ou de leurs inverses avecai+1 6= a−1

i , la suite de points de l’espace hyperbolique (a1 · · ·ak.o)k
converge. On obtient ainsi une application

(ai)i>1 7→ x= lim a1 · · ·ak.o

dont les valeurs décrivent tout l’ensemble limiteΛ. Pour des groupes de Schottky sans éléments
paraboliques, elle est bi-univoque, et permet une correspondance bi-Lipschitz entre un espace
symbolique et l’ensemble limite [9,32]. Mais ceci n’est plus vrai dans notre cas puisque pour
un élément paraboliquea ∈ P , on a par exemple :xa = limn a

n.o = limn a
−n.o. De plus, le

décalage sur cet ensemble de suites induit une transformation surΛ qui n’est pas (strictement)
dilatante : sur l’ensemble des points dont la première lettre esta ∈ P , cette transformation agit
para−1 et son jacobien peut-être arbitrairement proche de 1.

Pour remédier à cette lacune, l’approche de [16] (voir aussi [13]) consiste à retirer à l’ensemble
Λ les points fixes des générateurs deA ainsi que leurs orbites sousΓ ; nous notonsΛ0

l’ensemble ainsi obtenu—il suffirait en fait d’ôter les points paraboliques, mais nous préférons
cette définition deΛ0 pour des raisons d’homogénéité de notation. Les points deΛ0 sont codés par
des suites qui ne sont pas constantes à partir d’un certainrang, de sorteque l’ensembleΛ0est main-
tenant en bijection avec l’espace symboliqueΣ+ = {(ankk )k>1; ak ∈A, nk ∈ Z∗, ak+1 6= a±1

k }
[16, p. 759]. Il apparait ainsi une partition dénombrable deΛ0 : pour a ∈ A, on noteΛa0

l’ensemble des points deΛ0 dont la première lettre diffère dea ou a−1, et pourn ∈ Z∗, on
pose :

Λan := anΛa0.

Alors les sous-ensemblesΛan poura ∈A etn ∈ Z∗ sont d’adhérences disjointes deux à deux et
leur réunion est égale àΛ0.
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L’espace symboliqueΣ+ est muni d’une transformation naturelle, le décalage, qui consiste à
enlever à la suite (ankk )k>1 le premier groupe de lettresan1

1 . Celui-ci induit une transformation
T surΛ0 qui agit para−n en restriction àΛan . Observons que l’ensembleΛa0 est contenu dans⋃
b6=aBb, et il est par conséquent “loin” dexa, tandis que pourn 6= 0, chaque sous-ensemble

Λan est contenu dansBa. C’est grâce à ce fait que l’on peut montrer que les branches inverses
deT possèdent la propriété de contraction uniforme suivante [16, p. 761] :

LEMME 1.2. –Il existe un réel0< r < 1 et une constanteC > 0 tels que pour toute suite
finie (anii )i=1,...,k avecai+1 6= a−1

i et tous pointsx,y de l’ensemble limite deΓ dont la première
lettre diffère deak, on a:∣∣an1

1 · · ·a
nk
k . x− an1

1 · · ·a
nk
k . y

∣∣6Crk |x− y|.
Ainsi, dans le modèle géométrique (Λ0, |.|), la transformationT est une dilatation, et ceci sera

essentiel dans la suite pour utiliser les méthodes d’opérateurs de transfert.

1.3. Le codage du flot géodésique et les géodésiques fermées deM

SiE est un sous-ensemble deSN , on noteraE
P
×E le sous-ensembleE ×E privé des points

de la diagonale.

Identifions le fibré unitaire tangentT 1HN+1 de l’espace hyperbolique avecSN
P
×SN ×R en

associant à un vecteur unitaire tangentv basé enp le triplet (x−,x+,r) où x− et x+ sont les
extrémités de la géodésique passant parv et r = βx+(p). Dans ces coordonnées l’action d’une
isométrieγ deΓ est donnée par

γ(x−,x+,r) =
(
γ.x−,γ.x+,r− b(γ,x+)

)
tandis que le flot géodésique (g̃t)t∈R agit surT 1HN+1 par

g̃t(x−,x+,r) = (x−,x+,r− t).

Cette action deR sur la troisième composante commute avec celle deΓ et définit par passage au
quotient leflot géodésique(gt)t∈R surT 1M ' Γ\T 1HN+1.

Si l’une des deux extrémités d’une géodésique n’appartient pas à l’ensemble limite, celle-
ci se projette sur une géodésique qui part à l’infini dans la variété quotient. On restreint donc
l’étude du flot géodésique à l’ensemble non-errantΩ ⊂ T 1M du flot géodésique défini par :

Ω = Γ\Λ
P
×Λ×R. Dans le cas d’un groupe convexe co-compact,Ω est un attracteur compact.

Ici, il ne l’est plus, mais sa projection dans la variétéM est contenue dans une sous-variété de
volume fini appelée lecœur de NielsendeM .

Introduisons le sous-ensemble invariantΩ0 = Γ\Λ0
P
×Λ0 × R deΩ. Nous allons conjuguer

le flot géodésique (en restriction àΩ0) à un flot spécial au dessus de l’extension naturelle
du système (Λ0,T ). SoitΣ = {(ankk )k∈Z ; ai ∈ A, nk ∈ Z∗, ak+1 6= a±1

k }, l’espace dessuites
bilatèreset l’application qui associe à une suite deΣ le couple (x−,x+) deΛ0×Λ0 défini par

x+ := lim
k→+∞

an1
1 · · ·a

nk
k .o, x− := lim

k→−∞
a−n0

0 · · ·a−nkk .o.

L’image deΣ par cette application est l’ensemble

D0 =
⋃
a6=b

⋃
n,m∈Z∗

Λbm ×Λan
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et le décalage surΣ induit une transformation̄T deD0 définie par :

T̄ (x−,x+) = (a−nx−,a−nx+) lorsquex+ ∈Λan .

On obtient ainsi une équivalence d’orbites entre l’action deΓ sur Λ0
P
×Λ0 et celle de la

transformation̄T surD0. De plus, l’égalitéa−n(x−,x+,r) = (a−n.x−,a−n.x+,r− b(a−n,x+))
conduit à introduire l’extensionTf deT̄ définie surD0×R par :

Tf (x−,x+,r) =
(
T̄ (x−,x+),r+ f (x+)

)
où

f (x+) =−b(a−n,x+) = b(an,a−n.x+) six+ ∈Λan
et qui reflète l’action deΓ surD0×R. La fonction plafondf est égale au temps de retour du flot
géodésique sur la sectionD0× {0} et nous obtenons donc le lemme suivant :

LEMME 1.3. –

(i) L’espaceΩ0 = Γ\Λ0
P
×Λ0×R est en bijection avecD0×R/〈Tf〉.

(ii) Le flot géodésique surΩ0 est conjugué au flot spécial surD0×R/〈Tf〉.
Remarquons quef coïncide avec le logarithme du jacobien deT , et qu’elle est non-bornée

d’après le Lemme 1.1.
Une géodésique fermée℘ deM est la projection de l’axe d’un élément hyperboliqueγ deΓ ;

sa longueurl(℘) est le nombrel(γ). Elle se relève dans le fibré unitaireT 1M en une orbite fermée
pour le flot géodésique. Si elle diffère de la projection de l’axe d’une puissance d’un générateur
hyperbolique, ce que nous supposerons dans toute la suite, elle correspond à une orbite fermée
pour le flot spécial agissant surD0×R/〈Tf〉. Il existe donc un point (x−,x+) appartenant àD0

et un entierk > 1 tels que

T̄ k(x−,x+) = (x−,x+) et l(℘) =

k−1∑
i=0

f
(
T ix+

)
.

Notons que les points̄T (x−,x+), . . . , T̄ k−1(x−,x+) donnent lieu à la même orbite périodique, de
sorte que les géodésiques fermées deM sont en bijection avec les orbites des points périodiques
pourT̄ .

Il suffit en fait de considérer les pointsT -périodiques surΛ0 : un couple (x−,x+) fixé par
T̄ k est codé par une suite bilatère (anii )i∈Z invariante park décalages, et par conséquent le point
x+, qui est codé par (anii )i∈N, est fixé parT k. Observons que les points (x−,x+) associés à la
suite périodique (anii )i∈Z ne sont autres que les points fixes de l’isométrieγ = an1

1 · · ·a
nk
k , et la

géodésique fermée℘ correspondante est la projection de l’axe deγ.
La classe d’homologie [℘] de℘ est alors égale à l’image deγ dansΓ\[Γ ,Γ ]. Pour touta ∈A,

considérons la fonctionHa définie surΛ0 et à valeurs entières définie par :

Ha(x) = n si x ∈ Λan .

Alors, si℘ est associée à l’orbite du pointT -périodiquex nous avons :

[℘] =
∑
a∈A

SkHa(x) [a]

où l’on a poséSkH =H +H ◦ T + · · ·+H ◦ T k−1.
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Le dénombrement des géodésiques fermées est donc lié à celui des pointsT -périodiques.
Il nous faut ainsi étudier le système dynamique (Λ0,T ) et tout d’abord exhiber une mesureν
invariante pourT . Pour cela, rappellons la construction de la mesure de Bowen–Margulis.

1.4. Mesure de Bowen–Margulis, et mesures invariantes pour̄T et Tf

La mesure de Bowen–Margulis a été décrite par Sullivan [54, p. 431] pour les variétés
hyperboliques de la façon suivante : on considère tout d’abord lamesure de Patterson, c’est-
à-dire l’unique mesure de probabilitéσ supportée par l’ensemble limite deΓ , et δ-conforme
sous l’action deΓ :

pour toutx deΛ
dγ−1σ

dσ
(x) =

∣∣γ′(x)
∣∣δ

où δ est la dimension de Hausdorff deΛ (Voir aussi [40]).

L’égalité des accroissements finis montre ensuite que la mesureµ définie surΛ
P
×Λ par :

µ(dx, dy) =
σ(dx)σ(dy)
|x− y|2δ

est invariante sous l’action diagonale deΓ . La mesureµ ⊗ dt sur T 1Hd est donc invariante
par les deux actions deR et deΓ . Après passage au quotient, elle induitla mesure de Bowen–
Margulism surΩ.

Comme la mesure de Patterson est diffuse [55, p. 264] et queΛ coïncide avecΛ0 à un ensemble
dénombrable près, nous pouvons restreindrem en une mesure non-nulle surΩ0. Le lemme
suivant donne l’expression dem lorsqueΩ0 est identifié àD0×R/〈Tf 〉 :

LEMME 1.4. –
(i) En restriction àD0, la mesureµ induit une mesure, encore notéeµ, de masse totale finie

et invariante parT̄ .
(ii) La mesureµ⊗dt surD0×R estTf invariante et induit par passage au quotient la mesure

de Bowen–Margulism surΩ0. Celle-ci est également de masse finie.

Les assertions de ce lemme découlent directement de ce qui précède, excepté la finitude de
µ(D0) et celle dem(Ω0). Pour montrer queµ(D0) est fini, il suffit d’observer queD0 est contenu

dans
⋃
a6=bBb ×Ba est qu’il est donc également relativement compact dansSN

P
×SN .

La finitude de la mesure de Bowen–Margulis a été montrée par Sullivan pour tout groupe géo-
métriquement fini [55, p. 269]. Pour les groupes de Schottky considérés ici, on peut également
vérifier directement que la fonctionf est intégrable relativement àµ [16, p. 762].

1.5. Le système dynamique(Λ0,T ,ν)

Revenons au système dynamique (Λ0,T ). La projectionp : (x−,x+) → x+ de D0 sur Λ0

conjugue les transformations̄T et T et par conséquent, l’image deµ par p est finie etT -
invariante. On noteraν la probabilité correspondante.

Cette mesureν est absolument continue par rapport à la mesure de Patterson et sa densitéh
est donnée par

∀a ∈A, ∀x ∈Λan h(x) =
1

µ(D0)

∫
Λa0

σ(dx−)
|x− x−|2δ .

Le lemme suivant étudie le comportement deν au voisinage des points fixes des générateurs
deΓ .
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LEMME 1.5. –Pour touta ∈ A et n ∈ N on aν(Λan) = ν(Λa−n). De plus, pour touta ∈ A,
il existe une constanteCa strictement positive telle que lorsquen tend vers+∞,

ν(Λan)∼Cae−nδl(a) si a est hyperbolique,

ν(Λan)∼Can−2δ si a est parabolique.

Démonstration. –Par définition, on a :

ν(Λan) =
µ(Λa0 ×Λan )

µ(D0)
.

L’invariance deµ par les isométries deΓ nous donne :

µ(Λa0 ×Λan ) = µ
(
a−n(Λa0 ×Λan)

)
= µ(Λa−n ×Λa0).

L’égalité ν(Λan) = ν(Λa−n) résulte alors de l’invariance deµ par la symétrie (x−,x+) →
(x+,x−). De plus

ν(Λan ) =

∫
Λan

h(x)σ(dx)

=

∫
Λ
a0

h(an.x)
∣∣(an)′(x)

∣∣δ σ(dx) par invariance conforme deσ

=
1

µ(D0)

∫
Λ
a0×Λa0

|(an)′(x)|δ
|y− an.x|2δ σ(dx)σ(dy).

Les estimées du Lemme 1.1 donnent l’équivalent annoncé, avec :

Ca =
1

µ(D0)

∫
Λ
a0×Λa0

(
|x+
a − x−a |

|x− x−a ||y− x+
a |

)2δ

σ(dx)σ(dy)

si a est hyperbolique et

Ca =
1

τ (a)2δµ(D0)

( ∫
Λa0

( √
2

|x− xa|

)2δ

σ(dx)

)2

si a est parabolique.
Ceci complète la démonstration du lemme.2
Remarque. – Comme

∑
n∈N ν(Λan ) = ν(

⋃
nΛan) < +∞, le lemme montre que l’exposant

δ est strictement supérieur à 1/2. Ceci est en fait est toujours vrai pour les groupes
géométriquement finis contenant des transformations paraboliques [5].

2. Opérateurs de Ruelle

Un flot spécial au dessus d’un décalageσ sur un espace symboliqueΣ s’étudie classiquement
en considérant le système facteur (Σ+,σ) des suites unilatères. On introduit alors l’opérateur de

4e SÉRIE– TOME 33 – 2000 –N◦ 1



HOMOLOGIE DES GÉODÉSIQUES FERMÉES 91

transfertLf :

Lfφ(x) =
∑
σy=x

e−f (y)φ(y)

associé à la fonction plafondf et on analyse le spectre deLf sur des espaces fonctionnels conve-
nables [42]. Cette section est consacrée à l’étude d’une famille d’opérateurs de transfert associés
au système (Λ0,T ,ν) et aux fonctionsf etH = (Ha)a∈A introduites précedemment :

pourx ∈Λan f (x) =−b(an,x) et Hb(x) =
{
n si b= a,
0 si non.

2.1. Définition des opérateurs de Ruelle

Soit C(Λ) l’espace des fonctions continues surΛ à valeurs dansC, muni de la norme de
la convergence uniforme|.|∞. Pour tout nombre complexez, et tout v = (va)a∈A du tore
d-dimensionnelTd, identifié canoniquement au groupe dual deZd, nous considérons l’opérateur
Lz,v défini formellement par

si φ ∈C(Λ) Lz,vφ(x) =
∑

y/Ty=x

e−zf (y)+i〈v|H(y)〉φ(y).

Nous noteronsLz l’opérateurLz,0, en remarquant queLz,vφ= Lz(ei〈v|H(.)〉φ).
Lorsquex appartient àΛa0, un antécédent dex parT est de la formey = an.x. On a donc

f (y) =−b(a−n,y) = b(an,x) etHa(y) = n, ce qui permet d’écrire encore :

Lz,vφ(x) =
∑
a∈A

1Λ
a0 (x)

∑
n∈Z∗

e−zb(a
n,x)+invaφ(an.x).

Cette dernière égalité implique queLz,vφ(x) est fini lorsque Re(z) > 1/2, puisque d’après le
Lemme 1.1 les séries

∑
n∈Z∗ |e−zb(a

n,x)| sont convergentes dans ce cas. Elle montre également
que la fonctionLz,vφ, qui n’est définie a priori que surΛ0 =

⋃
Λa0, s’étend par continuité à tout

l’ensemble limiteΛ =
⋃
Λa0. Dans la suite, l’opérateurLz,v sera donc défini sur l’espace des

fonctions continues sur tout l’ensemble limiteΛ.
Dans ce paragraphe, nous allons montrer en particulier queLz,v opère surC(Λ) ; néanmoins,

afin de contrôler précisement son spectre, nous allons considérer sa restriction au sous-espace
L(Λ) deC(Λ) défini par

L(Λ) =
{
φ ∈C(Λ) | ‖φ‖= |φ|∞ + [φ] <+∞

}
où le coefficient de Lipschitz deφ est ici défini par

[φ] = sup
a∈A

sup
x,y∈Λ

a0

|φ(x)− φ(y)|
|x− y| .

L’espace (L(Λ),‖.‖) est unC-espace de Banach et l’injection canonique de (L(Λ),‖.‖) dans
(C(Λ), |.|∞) est compacte.

Notonspz,v(an,x) le poids1Λa0 (x)e−zb(a
n,x)+inva . Sa taille et sa régularité sont données par

le lemme suivant :

LEMME 2.1. –Si a est parabolique(resp. hyperbolique) la suite (n2Re(z)‖pz,v(an, .)‖)n>1

(resp.(enl(a)Re(z)‖pz,v(an, .)‖)n>1) est bornée pour chaque(z,v) appartenant àC× Td.
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Démonstration. –Le fait que les suites(
n2Re(z)

∣∣pz,v(an, .)
∣∣
∞
)
n>1

et
(
enl(a)Re(z)

∣∣pz,v(an, .)
∣∣
∞
)
n>1

soient bornées lorsquea est respectivement parabolique et hyperbolique est une conséquence
directe du Lemme 1.1. Afin de contrôler le coefficient de Lipschitz depz,v(an, .), nous devons
estimerpz,v(an,x) − pz,v(an,y) lorsquex et y appartiennent au même sous ensembleΛa0.
Comme le pointa−n.o est proche deBa pourn grand, il existe une constanteA > 0 telle que
|b(an,x)− b(an,y)|6A|x− y| pour tous pointsx,y ∈ Λa0 et toutn ∈ Z∗ [16, p. 779]. Grâce à
l’inégalité |eZ − 1|6 2|Z|e|Re(Z)| satisfaite pour tout nombre complexeZ , on obtient∣∣e−zb(an,x) − e−zb(an,y)

∣∣6 2A|z|e2A|Re(z)| |x− y| e−Re(z)b(an ,x).

Ainsi le coefficient de Lipschitz vérifie [pz,v(an, .)] 6 C|pRe(z),0(an, .)|∞ pour une constante
C =C(z)> 0, ce qui complète la démonstration du lemme.2
2.2. Le spectre deLz,v sur L(Λ)

D’après le lemme 2.1, l’opérateurLz,v est borné surL(Λ) lorsque Re(z) > 1/2. On notera
ρ(z,v) son rayon spectral. Rappelons les résultats obtenus dans [16, pp. 788–796] lorsque
z = δ + it et v = 0. Le rayon spectralρ(δ + it, 0) de l’opérateurLδ+it est inférieur ou égal à
1, avec égalité si et seulement sit = 0. Dans ce cas, la fonctionh introduite en 1.5 appartient
à L(Λ), vérifie Lδh = h, et 1 est valeur propre simple isolée dans le spectre deLδ . Lorsque
d= p+ q> 3, toute autre valeur spectrale est de module< 1. Lorsqued= 2, il n’existe que deux
bassins d’attractionsBa etBb, ce qui introduit une périodicité d’ordre 2 dans le jeu du tennis de
table ; ceci implique que−1 est également valeur propre isolée, et les autres valeurs spectrales
sont de module< 1. De plus, la mesure de Patterson est invariante pourLδ : σ(Lδφ) = σ(φ)
pour toutφ ∈C(Λ). La proposition suivante prolonge cette étude aux valeurs de (z,v) telles que
Re(z) est proche deδ et v est quelconque dans le tore :

PROPOSITION 2.2. –SoitLz,v l’opérateur de transfert introduit en2.1 et ρ(z,v) son rayon
spectral surL(Λ).

(i) Il existe un voisinageU0 de (δ, 0) dansC × Td et ρ0 ∈]0, 1[ tel que pour tout(z,v)
appartenant àU0, on aitρ(z,v)> ρ0 et :

– si p+ q > 3 alorsLz,v a une unique valeur propreλ(z,v) de moduleρ(z,v), cette
valeur propre est simple et proche de1 et le reste du spectre deLz,v est inclus dans
un disque de rayonρ0.

– si p+ q = 2 alors Lz,v a deux valeurs propres simplesλ(z,v) et λ−(z,v) proches
de1 et−1 respectivement et le reste du spectre deLz,v est inclus dans un disque de
rayonρ0.

(ii) Pour tout réelA> 0, il existeε(A)> 0 et un nombreρ1 < 1 tel queρ(z,v)< ρ1 dès que
(z,v) /∈ U0 vérifieRe(z)> δ− ε(A) et |Im(z)|6A.

La démonstration de cette proposition se décompose en 3 étapes.

Étape 1. Le rayon spectral essentiel deLz,v surL(Λ). Nous allons tout d’abord établir une
inégalité de contraction pour les opérateurs itérésLkz,v. Pour cela, écrivons

Lkz,vφ(x) =
∑

γ∈Γ (k)

pz,v(γ,x)φ(γ.x)
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où Γ (k) désigne l’ensemble des élémentsγ = an1
1 · · ·a

nk
k de longueurk dansΓ (avecai+1 6=

a±1
i ), etpz,v(γ, .) la fonction qui vaute−zb(γ,.)+i〈v|[γ]〉 surΛa0

k
et qui est nulle ailleurs. Observons

quepz,v(γ,x) est lek-produit
∏n
i=1 pz,v(a

ni
i ,ani+1

i+1 · · ·a
nk
k .x).

Fixonsa ∈A etx,y ∈ Λa0. On a :∣∣Lkz,vφ(x)−Lkz,vφ(y)
∣∣6 ∑

γ∈Γ (k)

∣∣pz,v(γ,x)
∣∣ ∣∣φ(γ.x)− φ(γ.y)

∣∣+ ∑
γ∈Γ (k)

[
pz,v(γ, .)

]
|φ|∞|x− y|.

D’après le Lemme 1.2 il existeC > 0 et 0< r < 1 tels que|γ.x− γ.y|6Crk|x− y|. On obtient
ainsi l’inégalité : [

Lkz,vφ
]
6 rk[φ] +Rk|φ|∞(∗)

avecrk =Crk |LkRe(z)1|∞ etRk =
∑

[pz,v(γ, .)].
Notons que

lim sup
k

r
1/k
k = r lim sup

k

∣∣LkRe(z)1
∣∣1/k
∞ = rρ∞

(
Re(z)

)
oùρ∞

(
Re(z)

)
est le rayon spectral de l’opérateur (positif)LRe(z) surC(Λ).

Une inégalité de ce type apparaît dans [14]. Elle est à la base du théorème de Ionescu–
Tulcea–Marinescu sur les opérateurs quasi-compacts. Une version améliorée de ce théorème
due à Hennion [26] nous donne ici que le rayon spectral essentiel deLz,v surL(Λ) est inférieur
ou égal àrρ∞(Re(z)), autrement dit que toute valeur spectrale de module strictement supérieur
à rρ∞(Re(z)) est valeur propre isolée de multiplicité finie dans le spectre deLz,v .

Ceci implique en particulier queρ(z,v) 6 ρ∞(Re(z)). En effet, l’existence d’une valeur
spectraleλ de module strictement supérieur àρ∞(Re(z)), entrainerait, d’après le résultat
précédent, celle d’une fonctionφ avecLz,vφ = λφ. On aurait alors|λ||φ| 6 LRe(z)|φ| et donc
|λ|6 ρ∞(Re(z)), d’où une contradiction.

Étape 2. Spectre deLδ+it,v . Considérons maintenant l’opérateurLδ+it,v . Commeρ∞(δ) =
1, son rayon spectral surL(Λ) est inférieur ou égal à 1 et toute valeur spectrale de module> r
est valeur propre, d’après l’étape 1. Montrons queρ(δ + it,v)< 1 si (t,v) 6= (0, 0). Supposons
ρ(δ + it,v) = 1. Il existe alors une fonctionφ ∈ L(Λ) et θ ∈ R tels queLδ+it,v(φ) = eiθφ d’où
|φ|6 Lδ|φ|. CommeσLδ = σ, on obtientLδ|φ|(x) = |φ|(x) pourσ-presque toutx ; les fonctions
φ etLφ étant continues surΛ et le support deσ étantΛ, cette dernière égalité est en fait vérifiée
pour toutx dansΛ et l’on en déduit que|φ| est proportionnelle àh. L’égalitéLδ+it,v(φ) = eiθφ
peut alors s’écrire

1
h(x)

∑
a∈A n∈Z∗

h(an.x)pδ,0(an, x)
φ(an.x)
h(an.x)

eitb(a
n, x)+inva = eiθ

φ(x)
h(x)

avec|φ| proportionnelle àh. Comme1
hLδh= 1, ceci n’est possible que si

∀a ∈A, ∀x∈ Λa0, ∀n ∈ Z∗
φ(an.x)
h(an.x)

eitb(a
n, x)+inva = eiθ

φ(x)
h(x)

(∗)

et par conséquent

φ(an+1.x)
φ(an.x)

h(an.x)
h(an+1.x)

eit(b(a
n+1,x)−b(an, x))+iva = 1.
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Si a est parabolique, on a

lim
n→+∞

b(an+1,x)− b(an,x) = 0

et doncva = 0. Comme de plus limn→+∞ b(an,x) = +∞, l’ensemble {b(an,x) − b(am,x) |
n,m∈ Z∗} est dense dansR si bien quet= 0 ; il vient

φ(xa)
h(xa)

= eiθ
φ(x)
h(x)

pour toutx ∈ Λ d’où eiθ = 1 etφ ∈ Ch. L’égalité (∗) entraîneeinva = 1 poura hyperbolique
soitva = 0. Finalement,ρ(δ+ it,v) n’est égal à 1 que lorsque (t,v) = (0, 0).

Remarque. – Rappelons que la propriétéρ(δ + it, 0)< 1, c’est à dire l’absence de valeurs
propres de module 1 pour l’opérateurLδ+it lorsquet 6= 0, équivaut au mélange topologique de la
suspension, ou ici à la non-arithméticité du spectre des longueurs [23] ; ceci implique également
le mélange du flot géodésique pour la mesure de Bowen–Margulis [4, p. 171].

Étape 3. Régularité de la fonction (z,v) 7→ Lz,v Fixons un pointx ∈ Λa0 et v ∈ Td. La
fonctionz→ pz,v(an,x) est analytique, et

∂l

∂zl
pz(an,x) =

(
−b(an,x)

)l
pz,v(an,x).

Comme au Lemme 2.1, on voit qu’il existe une constanteC telle que∥∥∥∥ ∂l∂zl pz,v(an, .)

∥∥∥∥6C (logn)l

n2Re(z)

lorsquea est parabolique et ∥∥∥∥ ∂l∂zl pz,v(a
n, .)

∥∥∥∥6C nl

enl(a)Re(z)

lorsquea est hyperbolique. L’opérateur∂
l

∂zlLz,v est donc bien défini surL(Λ) pour toute valeur
del si Re(z)> 1/2, ce qui montre l’analyticité dez→Lz,v sur ce domaine.

De plus, pour toutv ∈ Td nous avons‖Lz′,v − Lz,v‖ 6 2‖Lz′ − Lz‖ car Lz,vφ =
Lz(ei〈v|H(.)〉φ) et ‖ei〈v|H(.)〉φ‖ 6 2‖φ‖ ; ainsi, la fonctionz 7→ Lz,v est analytique sur {z ∈
C; Re(z)> 1/2} uniformément par rapport àv ∈ Td.

Enfin,

‖Lz,v′ −Lz,v‖6 2
∑

a∈A n∈Z∗

∥∥pz(an, .)
∥∥|einv′a − einva |,

si bien que limv′→v ‖Lz,v′ −Lz,v‖= 0. De l’inégalité

‖Lz′,v′ −Lz,v‖6 ‖Lz′,v′ −Lz,v′‖+ ‖Lz,v′ −Lz,v‖

résulte la continuité de l’application (z,v) 7→ Lz,v sur {Re(z)> 1/2} × Td.
La Proposition 2.2 s’obtient alors pour Re(z) proche deδ par perturbation continue du cas

Re(z) = δ décrit à l’étape 2. Lorsque Re(z)> δ, on utilise la stricte décroissance des→ ρ∞(s)
pour obtenir :ρ(z,v)6 ρ∞(Re(z))< 1.
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2.3. Régularité de la valeur propre dominanteλ(z,v)

Il découle de la théorie des perturbations d’opérateurs que l’application (z,v)→ λ(z,v),
définie au voisinage de (δ, 0) par la Proposition 2.2 possède la même régularité que (z,v)→Lz,v.
Elle est donc analytique enz, et continue env. Nous allons maintenant étudier le degré exact de
régularité env. Contrairement à ce qui se passe dans le cas de sous-décalages de type fini, nous
verrons qu’il n’y a plus analyticité env, mais une régularité de type Hölder en|v|α. Avant cela,
établissons le lemme suivant :

LEMME 2.3. –Il existe un voisinageU = U1×U2 de(δ, 0) dansC× Td tel que:
(a) pour toutv ∈ U2, la fonction analytique1− λ(., v) a un unique zéroz(v) surU1,
(b) la fonction

z→ 1− λ(z,v)
z − z(v)

est non-nulle et analytique surU1, uniformément env ∈U2,
(c) l’application v→ z(v) est continue surU2.

Démonstration. –Rappelons tout d’abord que 1 est valeur propre deLδ, avecLδh = h. Par
conséquent 1− λ(. , 0) s’annule enδ. Montrons queδ est un zéro simple de 1− λ(. , 0). Pourz
suffisamment proche deδ, il existe une unique fonctionhz avecLzhz = λ(z, 0)hz normalisée
parσ(hz) = 1. De la théorie des perturbations, il résulte quez→ hz est également analytique, et
nous noteronsz→ h′z sa dérivée. On a alors

L′zhz +Lzh′z = λ′(z, 0)hz + λ(z, 0)h′z.

Observons queL′zφ=−Lz(fφ). Lorsquez = δ, cette égalité devient

−Lδ(fh) +Lδh′δ = λ′(δ, 0)h+ h′δ.

En intégrant par rapport à la mesure de Pattersonσ, et en utilisant la relation d’invariance
σLδ = σ, on obtientλ′(δ, 0)=−σ(fh) = −ν(f ) où ν est la probabilitéT -invariante introduite
dans la Section 1.5. Orf = log(T ′) et (une puissance de)T est strictement dilatante surΛ0.
Par conséquent,ν(f ) > 0 etλ′(δ, 0) est non-nul. Ainsi,δ est zéro simple de 1− λ(. , 0), et par
analyticité, il est isolé.

Par continuité, pourv suffisamment proche de 0, la fonction 1−λ(.,v) est proche de 1−λ(. , 0)
et satisfait aux hypothèses du théorème de Rouché [48]. Par conséquent, elle admet également
un zéro simple et isolé. Le lemme en résulte.2

Le théorème suivant décrit le comportement dez(v) lorsquev est proche de 0. Il y a une
différence essentielle suivant les coordonnées “paraboliques” ou “hyperboliques” dev et nous
poserons donc :

siv = (va)a∈A ∈ Td v = vp + vq avecvp = (va)a∈P ∈ Tp etvq = (va)a∈Q ∈ Tq.

THÉORÈME 2.4. –Soitz(v) l’unique zéro de1− λ(.,v) défini pourv ∈ U2 au Lemme2.3.
(a) si δ > 3/2, z(v) = δ−Qδ(v) + o(|v|2) :

oùQδ est une forme quadratique définie positive surRd.
(b) si δ 6 3/2, z(v) = δ− Pδ(vp)(1+ o(1))+Qδ(vq)(1+ o(1))+Rδ(v) où :
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(i)

Pδ(vp) =

{∑
a∈PDa|va|2δ−1 lorsqueδ < 3/2

−
∑
a∈PDa|va|2 log|va| lorsqueδ = 3/2

pour des constantesDa > 0,
(ii) Qδ est une forme quadratique définie positive surRq,
(iii) |Rδ(v)|6CRδ,1(vp)Rδ,2(vq) avec

Rδ,1(vp) =


∑
a∈P |va|2δ−1 si 1/2< δ < 1

−
∑
a∈P |va| log|va| si δ = 1∑

a∈P |va| si 1< δ 6 3/2

et Rδ,2(vq) =
∑
a∈Q
|va|.

Démonstration du Théorème 2.4. –Nous avons

λ(z,v) = λ(δ,v)− ν(f )(z− δ)
(
1+ ε(z,v)

)
avec lim(z,v)→(δ,0) ε(z,v) = 0 ; en particulier

λ
(
z(v),v

)
= 1 = λ(δ,v)− ν(f )

(
z(v)− δ

)(
1+ ε(v)

)
avec limv→0 ε(v) = 0 ce qui s’écrit encore

z(v) = δ+
λ(δ,v)− 1
ν(f )

(
1 + ε(v)

)
.

Le comportement de la fonctionz(v) au voisinage de 0 est donc gouverné par celui deλ(δ,v).

Premier cas: δ > 3/2. Dans ce cas, d’après le Lemme 2.1,∀a ∈A, la série
∑

n∈Z∗ n
2pδ(an, .)

est normalement convergente dansL(Λ) et donc la fonctionv 7→ Lδ,v est de classe au moinsC2.
La fonctionv→ λ(δ,v) l’est donc également et nous allons expliciter ses dérivées premières et
secondes. Pour cela, notonshv l’unique fonction propre deLδ,v associée àλ(δ,v) et telle que
σ(hv) = 1. Remarquons tout d’abord que l’égalitéLδ,−vhv = λ(δ,v) hv impliquehv = h−v et
λ(δ,v) = λ(δ,−v). En particulier, les dérivées dev→ hv en v = 0 sont imaginaires pures, et
nous poserons∂ahv|v=0 = iga en notant∂a la dérivation partielle par rapport àva.

Nous avonsλ(δ,v) = σ(Lδ,vhv) = σ(ei〈v|H(.)〉hv) carσ est invariante parLδ . En dérivant cette
égalité par rapport àv, nous obtenons :

∂aλ(δ,v) = iσ
(
ei〈v|H(.)〉Hahv

)
+ σ
(
ei〈v|H(.)〉∂ahv

)
(1)

soit pourv = 0 :

∂aλ(δ, 0)= iσ(Ha h) + iσ(ga).

Puisqueσ(hv) est identiquement égal à 1,σ(ga) est nul. D’autre part,

σ(Hah) = ν(Ha) =
∑
n∈Z∗

nν(Λan) = 0
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puisqueν(Λan ) = ν(Λa−n) d’après le Lemme 1.5. Finalement :

∂aλ(δ, 0)= 0.

Dérivons à présent l’égalité (1). On obtient de la même façon pourv = 0 :

∂b∂aλ(δ, 0)=−σ(HaHbh+Hagb +Hbga)

=−ν(HaHb +HaGb +HbGg) où l’on a posé :ga = hGa.

Il nous reste à montrer que (∂a∂bλ(δ, 0)) est définie négative. Admettons pour l’instant l’égalité :

ν(Gb ◦ T Ha) = ν
(
(Gb −Gb ◦ T )Ga

)
.(2)

Elle nous permet d’écrire :
∑
∂a∂bλ(δ, 0)vavb =−ν(〈v|H+G−G◦T 〉2). Or si pour un vecteur

v, cette dernière expression était nulle, on aurait〈v|H+G−G◦T 〉= 0 dν(x)-p.s. Les fonctions
h,H etG étant continues surΛ0 on a〈v|H(x)〉 = 〈v|G ◦ T (x)−G(x)〉 pour toutx ∈ Λ0 et en
particulier〈v|

∑k
l=1H ◦ T l(x)〉= 0 pour tous les pointsx ∈ Λ0 tels queT kx= x. Doncv = 0.

Montrons (2). Rappellons queσ(φ ◦Tψ) = σ(φ Lδψ) pour toute fonctionφ etψ surΛ0 (c’est
une conséquence de l’identitéLδ((φ ◦ T )ψ) = φLδψ et de l’invariance deσ). Or, en dérivant
l’égalitéLδ,vhv = λ(δ,v)hv, on obtient pourv = 0 la relationLδ(Hah) = ga−Lδga. On a donc

ν(φ ◦ THa) = σ(φ ◦ THah) = σ
(
φ(ga −Lδga)

)
= σ

(
(φ− φ ◦ T )ga

)
= ν
(
(φ− φ ◦ T )Ga

)
.

L’affirmation (2) en découle avecφ=Gb. Ceci complète la démonstration du théorème lorsque
δ > 3/2.

2ème cas: δ 6 3/2.
(a) Soulignons tout d’abord que sous la conditionδ 6 3/2 la série

∑
n∈Z∗ n

2pδ(an, .) diverge
lorsquea est parabolique ; la fonctionv 7→ Lδ,v n’est donc plus de classeC2 surTd. Néanmoins
sa restriction àTq = { v = vp+vq/ vp = 0} reste de classeC∞. Comme dans l’étape précédente,
nous avons doncλ(δ,vq) = 1− 1

2Qδ(vq) + o(|vq|2) pour une forme quadratiqueQδ définie
positive surRq.

(b) Étudions maintenant la fonctionvp 7→ λ(δ,vp) ; les égalitésσLδ = σ etσ(hv) = σ(h) = 1
nous donnentλ(δ,vp) = σ(Lδ,vph) + σ((Lδ,vp −Lδ)(hvp − h)). De plus

σ(Lδ,vph)− 1 = ν
(
ei〈vp|H〉

)
− 1

=
∑
a∈P

∑
n∈Z∗

ν(Λan)(einva − 1)

= 2
∑
a∈P

∑
n>1

(cosnva − 1)ν(Λan ) carν(Λan) = ν(Λa−n).

Le calcul qui suit apparaît lorsque l’on recherche la régularité de la fonction caractéristique
d’une probabilité symétrique surZ dans le domaine d’attraction d’une loi stable, voir [53, p. 87].
Donnons-en les grandes lignes. Les estimées du Lemme 1.5. impliquent lorsqueδ < 3/2 :∑

n>1

(cosnva − 1)ν(Λan) =−Ca
∑
n>1

1− cosnva
n2δ

+Ca
∑
n>1

cosnva − 1
n2δ

εa(n)

=−Ca|va|2δ−1

+∞∫
0

1− cosx
x2δ

dx
(
1+ o(1)

)
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et, lorsqueδ = 3/2∑
n>1

(cosnva − 1)ν(Λan)

=−Ca
[1/|va|]∑
n=1

1 + (nva)2/2− cosnva
n3

(
1+ εa(n)

)

+
Ca
2
v2
a

[1/|va|]∑
n=1

1 + εa(n)
n

+ 2Ca
∑

n>[1/|va|]

1+ εa(n)
n3

=−2Ca|va|2
1∫

0

1 + x2/2− cosx
x3

dx
(
1 + o(1)

)
− Ca

2
v2
a

(
log|va|

)(
1 + o(1)

)
+ 2Cav

2
a

(
1 + o(1)

)
=−Ca

2
v2
a log|va|

(
1+ o(1)

)
.

Nous obtenons ainsi le terme “parabolique”Pδ(vp) annoncé dans le Théorème 2.4.
Afin de contrôler le terme résiduelσ((Lδ,vp −Lδ)(hvp − h)), énonçons tout d’abord le lemme

suivant dont la démonstration est donnée en fin de paragraphe :

LEMME 2.5. –Il existe un voisinageV de0 et une constanteC telle que pour toutv ∈ V on
ait ‖hv − h‖6C‖Lδ,v −Lδ‖.

Or,

(Lδ,vp −Lδ)φ(x) =
∑

a∈P , n∈Z∗
(einva − 1)pδ(an,x) φ(an.x).

Par conséquent

‖Lδ,vp −Lδ‖6
∑

a∈P , n∈Z∗
|einva − 1|

∥∥pδ(an, .)
∥∥6C ∑

a∈P , n∈Z∗

|einva − 1|
n2δ .

Un calcul analogue au précédent nous donne alors

‖Lδ,vp −Lδ‖6CRδ(vp) où Rδ(vp) =


∑
a∈P |va|2δ−1 si 1/2< δ < 1∑
a∈P −|va| log|va| si δ = 1∑
a∈P |va| si δ > 1.

CommeRδ(vp)2 = o(Pδ(vp)), on obtientλ(δ,vp) = 1 + Pδ(vp)(1+ ε(vp)).
(c) Pour conclure, écrivons

λ(δ,v)− 1 = λ(δ,vp)− 1 + λ(δ,vq)− 1 +Aδ(v)

avecAδ(v) = λ(δ,v)− λ(δ,vp)− λ(δ,vq) + 1. En utilisant l’égalitéLδ,v − Lδ,vq = Lδ,vp − Lδ
on obtient

Aδ(v) = σ
(
(Lδ,v −Lδ)(hv − hvq )

)
+ σ
(
(Lδ,v −Lδ,vq )(hvq − h)

)
− σ
(
(Lδ,vp −Lδ)(hvp − h)

)
.
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Ainsi

|Aδ(v)|6 ‖Lδ,v −Lδ‖‖hv − hvq‖+ ‖Lδ,v −Lδ,vq‖‖hvq − h‖
+ ‖Lδ,vp −Lδ‖‖hvp − h‖

6 cste
(
‖Lδ,vp −Lδ‖2 + ‖Lδ,vp −Lδ‖‖Lδ,vq −Lδ‖

)
d’où la majoration souhaitée.

Démonstration du Lemme 2.5. –Rappelons que 1 est valeur propre simple et isolée deLδ et
que la fonctionv 7→ Lδ,v est continue surTd. Il existe donc dansC un disque ouvertD centré
en 1 et un ouvert relativement compactO ⊂C−D tels que pourv assez proche de 0 l’ouvertD
contienneλ(δ,v) et que le reste du spectre deLδ,v soit inclus dansO. Notonsπδ,v le projecteur
deL(Λ) surChv tel queLδ,vπδ,v = πδ,vLδ,v = λ(δ,v) πδ,v ; nous avons

πδ,v =
1

2iπ

∫
∂D

(ZI −Lδ,v)−1 dZ

et donc‖πδ,v − πδ‖6 cste‖Lδ,v −Lδ‖. Par ailleurs on aπδ,v(h) =Cvhv avecCv = σ(πδ,v(h)) ;
commeC0 = 1 on aCv 6= 0 lorsquev est proche de 0. Notons que

|Cv − 1|6
∣∣σ(πδ,v(h))− σ(h)

∣∣6 ‖σ‖‖πδ,v − πδ‖‖h‖

si bien que

‖h− hv‖6 ‖h‖|1− 1/Cv|+ ‖πδ,v − πδ‖/|Cv|6 cste‖πδ,v − πδ‖6 cste‖Lδ,v −Lδ‖.

Ceci complète la démonstration du Lemme 2.5, ainsi que celle du Théorème 2.4.2
2.4. Homogénéité deδ− z(v) sous l’action d’une famille de dilatations de Rd

Le Théorème 2.4 sera utilisé au travers des deux corollaires qui suivent concernant le
comportement deδ−z(v) lorsquev est proche de 0. Le premier est simple et consiste à comparer
δ − z(v) avec la partie principaleU (v) de son développement. Notons queU (v) = Qδ(v) est
quadratique siδ > 3/2,U (v) = Pδ(vp)+Qδ(vq) est une somme de termes homogènes siδ < 3/2,
et

U (v) =−
∑

Da|va|2 log|va|+Qδ(vq)

si δ = 3/2.

COROLLAIRE 2.6. –Il existe une constanteC > 0 et un voisinage de0 dans le toreTd sur
lequelδ−Re(z(v))>CU (v).

Démonstration. –C’est évident siδ > 3/2. Lorsqueδ < 3/2, on utilise l’inégalité de Hölder
pour majorer le terme résiduelRδ(v) parR′(vp)α + R′′(vq)β (avec 1/α + 1/β=1) oùα < 2
est choisi suffisamment proche de 2 pour queR′(vp)α soit négligeable devantPδ(vp). Comme
R′′(vq)β est alors négligeable devantQδ(vq), on peut, à une constante près, minorerδ−Re(z(v))
parPδ(vp)+Qδ(vq) pourv suffisamment proche de 0. Pourδ = 3/2, le terme résiduel est majoré
par une somme de termes de la forme|va||vb| poura ∈ P ,b∈Q. Chacun d’entre eux est petit
devant|va|2| logva|+ |vb|2. En effet, si|vb|6 |va|

√
| log|va||, alors

|va||vb|6 |va|2
√∣∣log|va|

∣∣= o
(
|va|2

∣∣log|va|
∣∣),
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tandis que si|vb|> |va|
√
| log|va||, alors

|va||vb|6 |vb|2
/√∣∣log|va|

∣∣6 ε|vb|2.
Ceci complète la démonstration du corollaire.2

La deuxième conséquence est une propriétéd’homogénéitéde δ − z(v) pour l’action d’une
famille (kr)r>1 de transformations surRd. Notons que lorsqueδ 6= 3/2, cette famille de
transformations est un semi-groupe et respecte l’homogénéité du terme principalU (v). Par
contre, lorsqueδ = 3/2, ce n’est plus un semi-groupe, et elle fait apparaître un termequadratique
qui remplaceU (v). Pour décrire cette propriété, on identifie un voisinage de 0 dansTd à un
voisinage de 0 dansRd de sorte quev→ z(v) est définie maintenant au voisinage de 0 dansRd.

COROLLAIRE 2.7. –Pour r > 1, notonskr la transformation deRd définie par:

kr(vp,vq) =

(
vp
d(r)

,
vq√
r

)
avec d(r) =


r

1
2δ−1 si δ < 3/2√
r logr si δ = 3/2√
r si δ > 3/2.

Pour toutv ∈Rd, r (δ− z(kr(v)) converge lorsquer→+∞ vers une limiteV (v) non-nulle qui
coï ncide avecU (v) si δ 6= 3/2 et qui vaut: V (v) =

∑
a∈P Da|va|2/2+Qδ(vq) si δ = 3/2.

La démonstration est une simple vérification.
Signalons dès à présent que l’inverse du jacobien dekr fournira précisément le termeP (L)

dans l’asymptotique du Théorème A.

3. La fonction Zêta dynamique

L’objet de cette section est l’étude de la régularité de la fonctionZ définie pourz ∈ C et
v ∈ Td par

Z(z,v) :=
∑
℘∈Per

e−zl(℘)+i〈v|[℘]〉.

Dans le cas d’une variété hyperbolique compacte, la fonction Zêta : (z,v)→ ζv(z) := expZ(z,v)
est une fonction méromorphe enz ∈ C et analytique env ∈ Td [43]. Ici, ce n’est plus le cas ;
cependant, nous allons montrer que, comme fonction dez, elle reste méromorphe sur un ouvert
contenant {z; Re(z)> δ}, et possède un pôle enz(v) pour chaque valeur dev proche de 0. De ce
comportement, nous pourrons déduire dans la section suivante l’asymptotique précis du nombre
de géodésiques fermées dans une classe d’homologie fixée.

Observons tout d’abord que grâce à la représentation symbolique du flot géodésique, nous
pouvons écrire

Z(z,v) = Z1(z,v) +
∑
k>2

Zk(z,v)
k

avec :

Zk(z,v) =
∑

x∈Λ0, Tkx=x

e−zSkf (x)+i〈v|SkH(x)〉.
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si k > 2. Le termeZ1(z,v) prend en compte les géodésiques fermées associées aux générateurs
hyperboliques deΓ ; le nombre de telles géodésiques croit au plus polynomialement avec la
longueur, et dans la suite, nous négligeronsZ1(z,v).

3.1.

Chacun des termesZk est une série et il nous faut dans un premier temps décrire son domaine
de convergence :

LEMME 3.1. –La série

Zk(z,v) =
∑

x∈Λ0, Tkx=x

e−zSkf (x)+i〈v|SkH(x)〉

est absolument convergente lorsqueRe(z)> 1/2 pour toutv ∈ Td.

Afin de prouver ce lemme, nous avons besoin de quelques notations et remarques prélimi-
naires. Soitk > 2 un entier fixé, etΓ (k) l’ensemble des mots deΓ de longueurk. Poura ∈ A,
nous noteronsΓ (k,a) l’ensemble des mots de longueurk dont la dernière lettre coïncide avec
une puissance non-nulle dea. Si γ ∈ Γ (k,a), posons :

Λγ := γΛa0.

Alors, la famille (Λγ ; γ ∈ Γ (k) ) forme une partition deΛ0 en sous-ensembles d’adhérences
deux à deux disjointes. Rappelons que nous avons défini (cf. Section 2.2) :

pourγ ∈ Γ (k,a) pz,v(γ, .) = e−zb(γ,.)+i〈v,[γ]〉 1Λa0

de sorte que

Lkz,vφ(x) =
∑
a∈A

1Λ
a0 (x)

∑
γ∈Γ (k,a)

pz,v(γ,x)φ(γ.x)

pour toute fonction continueφ surΛ. En particulier, siγ ∈ Γ (k,a), nous avons :

Lkz,v1Λγ = pz,v(γ, .).

Pour chaque élémentγ = an1
1 · · ·ank deΓ (k,a), on a l’alternative suivante :

– soita1 6= a, alorsΛγ contient le point fixe attracteurxγ deγ. Dans ce casT kxγ = xγ , et
xγ appartient également àΛa0,

– soita1 = a etΛγ ne contient pas de point fixe parT k.
Fixons un pointya dans chaque sous-ensembleΛa0 et posonsx′γ = xγ = γ.xγ dans le premier
cas, etx′γ = γ.ya dans le deuxième cas. Notons que l’on a toujoursx′γ ∈ Λγ .

Démonstration du Lemme 3.1. –L’observation-clef, due à Haydn pour des sous-décalages de
type fini [24], est la suivante :Lkz,v1Λγ (x′γ) = 0 dès queT kx′γ 6= x′γ ce qui permet d’écrire :

Zk(z,v) =
∑

γ∈Γ (k)

Lkz,v1Λγ (x′γ).

Par conséquent, ∣∣Zk(z,v)
∣∣6 ∑

γ∈Γ (k)

∣∣Lkz,v1Λγ
∣∣
∞ 6

∑
γ∈Γ (k)

∣∣pRe(z),0(γ, .)
∣∣
∞
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et la sérieZk converge pour tout complexez avec Re(z) > 1/2, d’après les estimées sur
|pRe(z),0(γ, .)|∞ du Lemme 2.1. 2
3.2. La formule des traces de Haydn

Nous allons maintenant comparer chacun des termesZk avec la valeur propre de plus haut
module duk-ième itéré de l’opérateur de transfert :

THÉORÈME 3.2. –
(a) Il existe un nombreρ < 1 et un voisinageU de(δ, 0) dansC× Td sur lequel

(i) si d> 3 alors |Zk(z,v)− λ(z,v)k|6Cρk,
(ii) si d= 2 alors |Zk(z,v)− λ(z,v)k − λ−(z,v)k|6Cρk.

(b) Pour tout réelA> 0, il existe un nombreρ2 < 1 tel que|Zk(z,v)|6Cρk2 pour tout(z,v)
en dehors deU avecRe(z)> δ et |Im(z)|6A.

La démonstration du Théorème 3.2 suit de près l’approche de Haydn ([24],[42, Chapter 10]).
Cependant, en certains endroits, l’existence d’une partition dénombrable au lieu d’une partition
finie provoque des difficultés nouvelles. Pour les lever, nous utiliserons pleinement le fait que la
transformationT envoie la partition (Λan , a ∈A, n ∈ Z∗) sur la réunionfinie

⋃
a∈AΛa0.

(a)Le terme principal pour(z,v) proche de(δ, 0). On fixe un voisinage de (δ, 0) dansC× Td

comme dans la Proposition 2.2 et (z,v) dans ce voisinage. Dans ce qui suit, nous supposons
d> 3, la démonstration étant similaire pourd= 2. AlorsLz,v a une seule valeur propreλ(z,v)
de module maximal. De plus, le projecteur spectralπz,v sur le sous-espace propre associé à
λ(z,v) opère de la façon suivante :

πz,v(φ) = σz,v(φ) hz,v

où hz,v est l’unique fonction propre pour la valeur propreλ(z,v) telle queσ(hz,v) = 1, etσz,v

est une forme linéaire continue surL(Λ) vérifiantσz,v(hz,v) = 1. Nous notonsN le projecteur
N = Id−πz,v. D’après l’expression obtenue pourZk dans la démonstration du Lemme 3.1, nous
pouvons écrire :

Zk(z,v) =
∑

γ∈Γ (k)

πz,vLkz,v1Λγ (x′γ) +
∑

γ∈Γ (k)

NLkz,v1Λγ (x′γ)

:= I(z,v) + II (z,v).

Le terme principalI(z,v) s’écrit encore

I(z,v) =
∑
γ∈Γ (k)

σz,v
(
pz,v(γ, .)

)
hz,v(x

′
γ) = σz,v

( ∑
γ∈Γ (k)

hz,v(x
′
γ)pz,v(γ, .)

)

puisque la sérieΦ=
∑

γ∈Γ (k) hz,v(x′γ) pz,v(γ, .) est normalement convergente dansL(Λ). Nous
allons comparerΦ àLkz,vhz,v, et pour cela estimer la norme deΦ−Lkz,vhz,v. Tout d’abord,∣∣Φ(x)−Lkz,vhz,v(x)

∣∣6∑
a∈A

1Λ
a0 (x)

∑
γ∈Γ (k,a)

∣∣hz,v(x
′
γ)− hz,v(γ.x)

∣∣ ∣∣pz,v(γ,x)
∣∣

6Crk[hz,v]
∑

γ∈Γ (k)

∣∣pRe(z),0(γ, .)
∣∣
∞

puisquex′γ etγ.x appartiennent tous deux àΛγ . Par conséquent,∣∣Φ−Lkz,vhz,v

∣∣
∞ 6Cr

k
∣∣LkRe(z)1

∣∣
∞,
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ce qui est inférieur àCρk pour tout réelρ > rρ∞(z). Si Re(z) est suffisamment proche deδ, ρ
peut être pris strictement inférieur à 1.

De plus, l’égalité :(
Φ(x)−Lkz,v hz,v(x)

)
−
(
Φ(y)−Lkz,v hz,v(y)

)
=
∑
a∈A

1Λ
a0 (x)

∑
γ∈Γ (k,a)

(
hz,v(x′γ)− hz,v(γ.x)

)(
pz,v(γ,x)− pz,v(γ,y)

)
+
(
hz,v(γ.y)− hz,v(γ.x)

)
pz,v(γ,y)

montre que le coefficient de Lipschitz deΦ−Lkz,vhz,v est majoré par

C′rk[hz,v]
∑
γ∈Γ (k)

∥∥pz,v(γ, .)
∥∥.

Or, comme dans la démonstration du Lemme 2.1, on trouve une constanteC(z) telle que
‖pz,v(γ, .)‖ 6 C(z)|pRe(z),0(γ, .)|∞, de sorte que pour (z,v) proche de (δ, 0) le coefficient de
Lipschitz deΦ − Lkz,vhz,v est encore majoré parCrk|LkRe(z)1|∞ 6 Cρk pour une constanteC
indépendante dez. Finalement, commeσz,v(Lkz,v hz,v) = λk(z,v) σz,v(hz,v) = λk(z,v), nous
trouvons : ∣∣I(z,v)− λk(z,v)

∣∣6Cρk
pour tout (z,v) proche de (δ, 0).

(b) Le terme résiduel II(z,v) si (z,v) est proche de(δ, 0). Pour étudier

II (z,v) =
∑

γ∈Γ (k)

NLkz,v1Λγ (x′γ)

lorsque (z,v) est proche de (δ, 0), nous introduisons les fonctionsXγ définies par :

Xγ = ezb(γ,ya)−i〈v|[γ]〉Lkz,v1Λγ = ezb(γ,ya)−zb(γ,.)1Λ
a0 si γ ∈ Γ (k,a).

Comme dans le Lemme 2.1, on vérifie que‖Xγ‖ 6D pour une constanteD indépendante de
k,γ et z. Nous avons donc

II (z,v) =
∑
a∈A

∑
γ∈Γ (k,a)

e−zb(γ,ya)+i〈v|[γ]〉NXγ(x′γ) = II 1(z,v) + II 2(z,v)

avec :

II 1(z,v) =
∑
a∈A

∑
γ∈Γ (k,a)

e−zb(γ,ya)+i〈v|[γ]〉(NXγ(x′γ)−NXγ(γ.ya)
)
.

Alors : ∣∣II 1(z,v)
∣∣6D‖N‖ rk ∑

a∈A

∑
γ∈Γ (k,a)

e−Re(z)b(γ,ya) 6D‖N‖ rk
∑
a∈A

∣∣LkRez1(ya)
∣∣

et par conséquent,|II 1(z,v)| est inférieur àrk|LkRe(z)1|∞ 6 ρk à une constante près.
Nous allons majorer

II 2(z,v) =
∑
a∈A

∑
γ∈Γ (k,a)

e−zb(γ,ya)+i〈v|[γ]〉NXγ(γ.ya)
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parC(k+ 1)ρk.
Pourγ = an1

1 · · ·a
nk
k et j variant de 0 àk, on poseγ0 = γk = e, γ0 = γk = γ, puis pour

16 j < k, γj = an1
1 · · ·a

nj
j etγj = a

nj+1

j+1 · · ·a
nk
k . On considère les fonctionsXγj définies par :

Xγj = ezb(γ
j ,ya)−zb(γj ,.)1Λ

a0 si γ ∈ Γ (k,a).

On a :Xγ0 =Xγ ,Xγk = 1 et pour tout 06 j 6 k, ‖Xγj‖6D. De plus, la relation :

Xγj−1(x) = exp
(
zb
(
a
nj
j ,γj.ya

)
− zb

(
a
nj
j ,γj.x

))
Xγj (x)

permet de vérifier que la norme de la fonctionYγj := Xγj−1 −Xγj est, à une constante près,
majorée parrk−j , puisque les pointsγj.x etγj.ya sont à distance6 rk−j .

En écrivant :Xγ =
∑k+1
j=1 Yγj (avecYγk+1 = 1), on obtient :

II 2(z,v) =
k+1∑
j=1

∑
a∈A

∑
γ∈Γ (k,a)

e−zb(γ,ya)+i〈v|[γ]〉 NYγj (γ.ya).

Or : ∑
γ∈Γ (k,a)

e−zb(γ,ya)+i〈v|[γ]〉NYγj (γ.ya)

=
∑
γj γj

e−zb(γj ,γj.ya)−zb(γj ,ya)+i〈v|[γj ]〉+i〈v|[γj ]〉NYγj (γj .γ
j.ya)

=
∑

γj∈Γ (k−j,a)

e−zb(γ
j ,ya)+i〈v|[γj ]〉(Ljz,vNYγj

)
(γj .ya).

On utilise maintenant que l’opérateurLjz,vN = NLjz,v est de rayon spectral inférieur ou
égal àρ0 < 1 lorsque (z,v) est proche de (δ, 0) (voir Proposition 2.2), et par conséquent,
‖Ljz,vNYγj‖6Cρjrk−j dès queρ > ρ0. Ainsi,∣∣∣∣ ∑

γ∈Γ (k,a)

e−zb(γ,ya)+i〈v|[γ]〉NYγj (γ.ya)

∣∣∣∣6 ρjrk−j ∑
γj∈Γ (k−j,a)

e−Re(z)b(γj ,ya)

6 ρjrk−j
∣∣Lk−jRe(z)1

∣∣
∞.

Finalement, dès queρ >max(rρ∞(Re(z)),ρ0), on obtient|II 2(z,v)|6Cd(k+ 1)ρk.
(c) Le comportement deZk(z,v) pour (z,v) loin de (δ, 0). Fixons un réelA > 0 arbitraire.

D’après la Proposition 2.2, il existe un réelρ1 < 1 qui majore le rayon spectral deLz,v

lorsque (z,v) n’appartient pas au voisinage de (δ, 0) mais satisfait aux conditions Re(z) > δ
et |Im(z)|6A. L’estimée deZk dans ce cas est alors identique à celle du terme résiduelII (z,v)
et donne la majoration annoncée avecρ2 = max(r,ρ1). Ceci complète la démonstration du
Théorème 3.2.

3.3. Propriétés de la fonction Zêta

Nous pouvons maintenant décrire les propriétés de la fonctionZ =
∑

kZk/k au voisinage de
son axe de convergence. En effet, pour (z,v) loin de (δ, 0) et Re(z)> δ, la série définissantZ
converge normalement. Par contre, au voisinage de (δ, 0),Z possède une singularité de l’ordre
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de− log(1− λ(z,v)) (notons que dans le casd = 2, la série
∑
k λ
−(z,v)k/k converge pour

(z,v) 6= (δ, 0) vers− log(1− λ−(z,v)) et se prolonge en une fonction régulière en (δ, 0) puisque
λ−(δ, 0)=−1). En utilisant le fait queλ(z,v)< 1 lorsque (z,v) 6= (δ, 0) et Re(z)> δ ainsi que
la factorisation 1− λ(z,v) = (z − z(v))Q(z,v) du Lemme 2.3, nous obtenons le :

COROLLAIRE 3.3. –La sérieZ(z,v) =
∑

k>2
1
kZk(z,v) est absolument convergente dès que

Re(z) > δ. De plus, pour tout(t,v) 6= (0, 0), la limite deZ(s + it,v) lorsques↘ δ existe, et
définit une fonctionZ(δ+ it,v) telle que:

(a) pour (t,v) proche de(0, 0), l’application (t,v)→ Z(δ + it,v) + log(δ + it − z(v)) se
prolonge en(0, 0) en une fonction continue env et analytique ent uniformément par
rapport àv.

(b) pour (t,v) en dehors d’un voisinage de(0, 0), la fonction(t,v)→Z(δ+ it,v) est continue
env et analytique ent uniformément par rapport àv.

Terminons cette section avec un résultat sur l’intégrabilité deZ en (δ, 0) qui nous sera utile
dans la suite :

LEMME 3.4. –Les fonctions

(t,v)→ 1
|δ+ it− z(v)| et (t,v)→Z(δ+ it,v)

sont intégrables au voisinage de(0, 0)dansR× Td.

Démonstration. –Vérifions tout d’abord que 1/|it+U (v)| est intégrable au voisinage de (0, 0)
oùU (v) est le terme principal dans le développement deδ−z(v) au voisinage de 0 (U (v) =Q(v)
si δ > 3/2 etU (v) = Pδ(vp) + Qδ(vq) si 1/2< δ 6 3/2, voir 2.4). Pour cela, notons que pour
toutes les valeurs deδ, U (v) est réel et minoré parC|v|2. Comme|it+U (v)|> U (v)>C|v|2 si
v est proche de 0, la fonction 1/|it+ U (v)| est intégrable en (0, 0) dès qued > 3. Si d= 2, on
choisitα avec 0<α< 1 et on minore|it+U (v)| parC|t|α|v|2−2α, dont l’inverse est intégrable
en (0, 0) surR×R2.

Grâce au Lemme 2.6, nous pouvons comparerδ − Re(z(v)) à son terme principal, ce qui
permet de minorer|it+ δ− z(v)| parU (v) en dimensiond> 3 et parC|t− Imz(v)|α|U (v)|1−α
en dimension 2. Le lemme suit.2

4. Démonstrations des Théorèmes A et B

Dans cette section, nous considérons comme précédemment un groupe de SchottkyΓ opérant
sur l’espace hyperboliqueHN+1, et nous nous intéressons au nombre et à la répartition des
géodésiques fermées de la variétéM = Γ/HN+1. Nous donnons ainsi la démonstration des
Théorèmes A et B énoncés dans l’introduction.

Pour prouver le ThéorèmeA, il nous faut estimer lorsqueL est grand la quantité

Nc(L) =
∑
℘∈Per

1l(℘)6L 1[℘]=c.

Nous allons voir que sa transformée de Heavyside

(z,v)→ z

∫
R×Zd

e−zL+i〈v|c〉Nc(L) dL dc
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n’est autre que la fonctionZ étudiée précédemment. Dans un cadre classique, l’utilisation
du théorème taubérien de Delange (cf. [42, p. 195]) permet de déduire le comportement
asymptotique deNc(L) lorsqueL→ +∞ à partir de la connaissance de la régularité deZ .
Comme il n’existe à notre connaissance pas de théorème taubérien adapté au type de singularités
rencontrées ici, nous introduisons une famille demesures de comptage(Ms(L, .), L > 0) et
adaptons l’approche de [7], afin de déduire le comportement asymptotique deM δ(L, .) de la
description deZ donnée dans le Corollaire 3.2.

4.1. Démonstration du Théorème A

Fixons un élémentc dansΓ/[Γ ,Γ ]. En omettant les géodésiques fermées associées aux
puissances des générateurs hyperboliques deΓ , nous avons l’égalité suivante :

Nc(L) =
∑
k>2

1
k

∑
x∈Λ0, Tkx=x

1Skf (x)−L60 1SkH(x)=c.

Pour tout réels > 0, et toutL> 0 notonsM s(L, .) la mesure surR définie, pour toute fonction
g : R→R, par :

M s(L,g) =
∑
k>2

1
k

∑
x∈Λ0, Tkx=x

e−sSkf (x)g
(
Skf (x)−L

)
1SkH(x)=c.

Notons queM s(L,g) < ∞ si g a un support compact, puisqu’il existe un nombre fini de
géodésiques fermées de longueur bornée, et queM δ(L,g) coïncide avece−δLNc(L) lorsque
g(t) = eδt1t60.

SoitP (L) la fonction décrite dans le Théorème A. Si nous montrons que, pour toute fonction
g à support compact,

M δ(L,g)∼ cste

LP (L)

∫
R

g(x) dx(∗)

il suffira d’écrireNc(L) = eδL
∑
n∈NM

δ(L,eδt1](n+1)α ,nα] ) avecα < 0 arbitraire pour obtenir
l’énoncé du Théorème A. Or, pour prouver la convergence vague des mesuresLP (L)M δ(L, .),
il suffit, grâce à un résultat de Stone [11, p. 218], de vérifier queLP (L)M δ(L,g) est fini et
converge siL→ +∞ vers

∫
R g(x) dx lorsqueg n’est plus supposée à support compact, mais

admet une transformée de Fourier régulière et à support compact.
Précisément, il suffit de considérer la classeHn desfonctions testg du typeg(x) = eit.xg0(x)

où t varie dansR etg0 varie dans l’ensemble des fonctions positives deR dansR, intégrables, et
dont la transformée de Fourier est à support compact et de classe Cn. L’entier n est choisi assez
grand pour queLP (L)/Ln tende vers 0 siL→+∞.

Pour une fonctiong dans la classeHn, nous pouvons écrire par inversion de Fourier :

g(x) =
1

2π

∫
R

eit.xĝ(−t) dt et 1y=c =
1

(2π)d

∫
Td

ei〈c−y|v〉 dv

et par conséquent :

M s(L,g) =
1

(2π)d+1

∑
k>2

1
k

∑
x, Tkx=x

∫ ∫
R×Td

eitLe−i〈c|v〉ĝ(−t)
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× e−(s+it)Skf (x)+i〈v|SkH(x)〉 dtdv.(3.1)

Nous voyons apparaître le logarithme de la fonction Zêta dynamiqueZ(z,v) =
∑
k Zk(z,v)/k

dont nous savons qu’elle converge normalement pour tout complexez avec Re(z)> δ (Corollaire
3.3) et Imz dans le support (compact) deĝ. Pours > δ, nous avons donc :

M s(L,g) =
1

(2π)d+1

∫ ∫
R×Td

eitLe−i〈c|v〉ĝ(−t)Z(s+ it,v) dtdv.

Nous savons que la fonctionZ est intégrable au voisinage de (δ, 0) (Lemme 3.4). Grâce au fait
que la transformée de Fourier deg a un support compact, nous pouvons utiliser le théorème de
convergence dominée et écrire :

lim
s↘δ

M s(L,g) =
1

(2π)d+1

∫ ∫
R×Td

eitLe−i〈c|v〉ĝ(−t)Z(δ+ it,v) dtdv.

Par le théorème de convergence monotone, sig est positive,M s(L,g) converge versM δ(L,g)
lorsques ↘ δ. Ceci montre en particulier que pour toute fonction testg positive,M δ(L,g)
est fini, puisqueZ est intégrable (Lemme 3.4). Si maintenantg est une fonction test de
signe quelconque,|g| est encore une fonction test,M δ(L, |g|) est fini et l’égalitéM δ(L,g) =
lims↘δM

s(L,g) découle cette fois du théorème de convergence dominée. Nous avons obtenu,
pour toute fonction test :

M δ(L,g) =
1

(2π)d+1

∫ ∫
R×Td

eitLe−i〈c|v〉ĝ(−t)Z(δ+ it,v) dtdv.

Le Théorème A sera démontré si l’on montre :

PROPOSITION 4.1. –Pour toute fonction testg, LP (L)M δ(g,L) converge versC
∫

R g(x) dx
lorsqueL→+∞, pour une constanteC > 0, oùP (L) est la fonction décrite dans l’énoncé du
ThéorèmeA.

Démonstration de la proposition. –On se donne une fonction de troncationρ(t,v) =
ρ1(t)ρ2(v) régulière, valant identiquement 1 sur un voisinage de (0, 0) dansR × Td et nulle
sur un voisinage légèrement plus grand, et l’on écrit

M δ(L,g) =A(L) +B(L) +C(L)

avec :

A(L) =
−1

(2π)d+1

∫ ∫
R×Td

eitLe−i〈c|v〉ĝ(−t)ρ(t,v) log
(
δ+ it− z(v)

)
dtdv

B(L) =
1

(2π)d+1

∫ ∫
R×Td

eitLe−i〈c|v〉ĝ(−t)ρ(t,v)
(
Z(δ+ it,v) + log

(
δ+ it− z(v)

))
dtdv,

C(L) =
1

(2π)d+1

∫ ∫
R×Td

eitLe−i〈c|v〉ĝ(−t)
(
1− ρ(t,v)

)
Z(δ+ it,v) dtdv.
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Les termesB(L) etC(L) sont négligeables devant 1/(LP (L)). En effet, ce sont les transformées
de Fourier de fonctions qui sont de classe au moins Cn ent uniformément env (Corollaire 3.3)
et à support compact. Leurs dérivées ent sont toujours intégrables surR× Td et le lemme de
Riemann–Lebesgue montre queLnB(L) etLnC(L) tendent vers 0 lorsqueL→+∞.

Le lemme suivant, appliqué à la fonctionΦ(t,v) = ρ1(t)ĝ(−t)ρ2(v)e−i〈c|v〉 donne l’équivalent
pourL grand deA(L) :

LEMME 4.2. –Pour toute fonctionΦ(t,v) = φ(t)ψ(v) supportée dans un voisinage de(0, 0),
de classeCn ent et continue env,

S(Φ,L) :=
1

(2π)d+1

∫ ∫
R×Rd

eitL log
(
δ+ it− z(v)

)
Φ(t,v) dtdv

∼ C
Φ(0, 0)
LP (L)

lorsqueL→+∞.

Démonstration. –NotonsS′(Φ,L) la fonctionelle

S′(Φ,L) :=
1

(2π)d+1

∫ ∫
R×Td

eitL
Φ(t,v)

δ+ it− z(v)
dtdv.

Cette fonctionelle est bien définie d’après le Lemme 3.4. La dérivée ent de (t,v) 7→ log(δ+ it−
z(v)) étant intégrable au voisinage de (0, 0), elle coïncide avec sa dérivée au sens des distributions
et l’on peut intégrer par parties pour obtenir :

S(Φ,L) =
S′(Φ,L)

L
+ i

S(Φ′,L)
L

=
S′(Φ,L)

L
+

n−1∑
k=1

ik
S′(Φ(k),L)
Lk+1

+ in
S(Φ(n),L)

Ln

avecΦ(k) := φ(k) ⊗ ψ. Dans cette somme,S′(Φ,L) donne l’équivalent annoncé : nous allons
voir que P (L)S′(Φ,L) → CΦ(0, 0) lorsqueL tend vers l’infini si φ est classe Cn. Nous
verrons également au cours de la démonstration que siφ est seulement supposée de classe
Cn−k, alors supL→∞L

n−1−kS′(Φ,L) est fini. En appliquant cette remarque aux termes du type
S′(Φ(k),L)/Lk+1 nous voyons que ces termes sont majorés par 1/Ln et donc négligeables devant
1/(LP (L)). Comme de plus supL S(Φ(n),L) est fini, le dernier terme est également négligeable
devant 1/(LP (L)).

De l’égalité 1/w=
∫ +∞

0 e−Rw dR satisfaite pour tout nombre complexew dont la partie réelle
est strictement positive, il résulte que :

S′(Φ,L) =
1

(2π)d+1

∫ ∫
R×Td

+∞∫
0

eitLφ(t)ψ(v)e−iRt−R(δ−z(v)) dtdvdR

=
1

(2π)d

+∞∫
0

φ̂(L−R)
∫
Td

ψ(v)e−R(δ−z(v)) dvdR.
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Posons :K(R) =
∫

Td ψ(v)e−R(δ−z(v)) dv. Alors :

S′(Φ,L) =

L/2∫
0

φ̂(L−R)K(R) dR+

+∞∫
L/2

φ̂(L−R)K(R) dR.

Commeφ est de classe Cn à support compact, le nombreA= supx |x|n|φ̂(x)| est fini. Par con-
séquent,φ̂(L − R) 6 A/(L − R)n 6 2nA/Ln si R 6 L/2. Le premier terme se majore par
AsupRK(R)2n−1/Ln−1 et il est petit devant 1/P (L). Notons que siφ est seulement de classe
Cn−k, on obtient de même une majoration du premier terme enC/Ln−k−1.

Pour étudier le deuxième terme, on utilise l’homogénéité deδ−z(v) sous l’action de la famille
de transformations (kr) décrite au Corollaire 2.6. En effet, le changement de variablev = kR(w),
nous donne :

K(R) =
1

P (R)

∫
Rd

ψ
(
kR(w)

)
e−R(δ−z(kR (w)) dw

puisque 1/P (R) est précisément le jacobien de la transformationkR. D’après le Corollaire 2.7,
lorsqueR tend vers l’infini,ψ(kR(w))e−R(δ−z(kR(w)) converge simplement versψ(0)e−V (w)

qui est intégrable surRd. Il n’est pas difficile de voir en utilisant le Corollaire 2.6 que cette
convergence est dominée. Par conséquentK(R) est équivalent àCψ(0)/P (R) lorsqueR tend

vers l’infini. On en déduit alors que le deuxième terme, qui s’écrit encore
∫ L/2
−∞ φ̂(R)K(L−R) dR

est équivalent àC
∫

R φ̂(x) dx ψ(0)/P (L), i.e., àΦ(0, 0)/(LP (L)). Notons enfin que pour ce

dernier terme, seule l’intégrabilité dêφ est nécessaire pour pouvoir le majorer parC/P (L).
Celle-ci est assurée siφ est de classe au moins C2 puisque dans ce cas, supx |x|2|φ̂(x)|<+∞.
Le lemme est démontré, ce qui complète la démonstration de la Proposition 4.1 et celle du
Théorème A. 2
4.2. Démonstration du Théorème B

Soit G une fonction définie surT 1M à valeurs réelles et̄G son relèvement àT 1HN+1 '
SN

P
×SN ×R. Alors, Ḡ estΓ -invariante, et donc sa restriction àD0 × R estTf -invariante. Si

℘ est une géodésique fermée deM , associée à un point (x−,x+) fixé par T̄ k et de longueur
l(℘) = Skf (x+) (voir Section 1.3) nous avons :

∫
℘

G=

Skf (x+)∫
0

Ḡ(x−,x+,−s) ds=

k−1∑
i=0

ḡ
(
T̄ i(x−,x+)

)

où l’on a posé :

ḡ(x−,x+) =

f (x+)∫
0

Ḡ(x−,x+,−s) ds.

Tout d’abord, remplaçons la fonction̄g par une fonction ne dépendant que dex+ :
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LEMME 4.3. –Supposons queG est une fonction bornée et Lipschitzienne surT 1M . Alors, il
existe une fonction mesurableφ :D0→R et une fonctiong :Λ0→R telles que:

ḡ(x−,x+) = g(x+) + φ(x−,x+)− φ ◦ T̄ (x−,x+).

De plus, il existe une constanteC telle que
(i) |g(x+)|6C|f (x+)|+C, pour tout pointx+ deΛ0,
(ii) |g(an.x)− g(an.y)|6C|x− y|1/2 pour touta ∈A, n ∈ Z∗ et tous pointsx,y deΛa0.

Démonstration du Lemme 4.3. –Nous adaptons la démonstration du lemme analogue pour les
sous-shifts de type fini [42, Chapter 1], en vérifiant que le fait que la fonctionf soit non-bornée
surΛ0 ne gène pas.

Notons tout d’abord que l’application qui à (x−,x+,r) associe le vecteur tangent correspon-
dant deT 1M est une application différentiable. Comme l’ensembleD0 × {0} est relativement
compact dansT 1HN+1, il existe une constanteA telle que

dist
(
(x−,x+, 0); (y−,y+, 0)

)
6A

(
|x+ − y+|+ |x− − y−|

)
pour tout (x−,x+) et (y−,y+) dansD0. On en déduit l’inégalité pour touts > 0 :

dist
(
(x−,x+,−s); (y−,x+,−s)

)
6B+e−s|x− − y−|(C)

pour (x−,x+) et (y−,x+) dansD0, puisque la distance entre deux vecteurs tangents pointant
vers le même point à l’infini est contractée par un facteur O(e−s) par le flot géodésiquegs. On a
de même :

dist
(
(x−,x+,−s); (x−,y+,−s)

)
6B−es|x+ − y+|.(D)

Fixons un pointya dans chaque sous-ensembleΛa0, et notonsp(x) = ya si x ∈
⋃
n6=0Λan .

L’inégalité (C) montre que la fonctionφ :D0→R définie par :

φ(x−,x+) =

+∞∫
0

Ḡ(x−,x+,−s)− Ḡ
(
p(x+),x+,−s

)
ds

est finie dès queG est une fonction Lipschitzienne. On vérifie alors que :

φ(x−,x+) = ḡ(x−,x+)− g(x+) + φ ◦ T̄ (x−,x+)

si l’on pose :

g(x+) =

f (x+)∫
0

Ḡ
(
p(x+),x+,−s

)
−

+∞∫
0

Ḡ
(
p(Tx+),Tx+,−s

)
− Ḡ

(
T̄
(
p(x+),x+

)
,−s

)
ds.

La majoration (i) deg est alors claire. Posons maintenantx+ = an.x ety+ = an.y oùx ety sont
deux points deΛa0. Il nous suffit de montrer la majoration (ii) lorsquex et y sont suffisamment
proches. On peut en particulier supposer qu’ils appartiennent au même ensemble

⋃
m 6=0Λbm , et

nous avons alors :
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g(x+)− g(y+) =

f (x+)∫
0

Ḡ(ya,x+,−s)− Ḡ(ya,y+,−s) ds−
f (y+)∫
f (x+)

Ḡ(ya,y+,−s) ds

−
+∞∫
0

Ḡ(yb,x,−s)− Ḡ(a−nya,x,−s)− Ḡ(yb,y,−s) + Ḡ(a−nya,y,−s) ds.

D’après l’inégalité (D), l’intégrale
∫ f (x+)

0 Ḡ(ya,x+,−s)− Ḡ(ya,y+,−s) ds est majorée à une

constante près par [G]ef (x+)|x+ − y+|, soit par [G]eb(a
n,x)|an.x − an.y|. Comme|b(an,x)−

b(an,y)| est uniformément borné enn pourx,y ∈ Λa0, l’égalité des accroissements finis montre
que cette dernière quantité est majorée parC1|x− y|.

Le terme
∫ f (y+)
f (x+) Ḡ(ya,y+,−s) ds se majore quant à lui par|G|∞|f (x+)− f (y+)| qui est égal

à |G|∞|b(an,x)− b(an,y)| et donc inférieur àC2|x− y|.
La perte de régularité deg provient du troisième terme ; pour l’étudier, on le découpe en deux

suivants6 S ou s > S pour un réelS à déterminer. On a d’une part :

S∫
0

∣∣Ḡ(yb,x,−s)− Ḡ(yb,y,−s)
∣∣+ ∣∣Ḡ(a−nya,y,−s)− Ḡ(a−nya,x,−s)

∣∣ds
6 2[G]B−|x− y|eS

d’après l’inégalité (D) et d’autre part :

+∞∫
S

∣∣Ḡ(yb,x,−s)− Ḡ(a−nya,x),−s)
∣∣+ ∣∣Ḡ(yb,y,−s)− Ḡ(a−nya,y),−s)

∣∣ds
6 2[G]B+e−S

d’après (C). La majoration (ii) s’obtient en minimisant enS l’expressionB−|x−y|eS+B+e−S .
Ceci complète la démonstration du lemme.2

En conséquence, l’intégrale deG sur une géodésique fermée peut s’écrire comme la somme
Skg(x+) oùx+ est un point périodique pourT . Ceci va nous permettre de montrer le résultat de
grandes déviations suivant :

PROPOSITION 4.4. –SoitG : T 1M →R comme dans le lemme précédent. Supposons queG
soit d’intégrale strictement positive pour la mesure de Bowen Margulis, soit: m(G)> 0. Alors,
il existeε > 0 tel que le nombreNG(L) de géodésiques fermées℘ de longueur6 L telles que∫
℘
G6 0 vérifie :

NG(L)6 e(δ−ε)L.

Démonstration. –Notons que si la mesurem est normalisée et que sig :Λ0→R est la fonction
associée àG par le Lemme 4.3, nous avonsm(G) = ν(g)/ν(f ), oùν est la mesureT -invariante
surΛ0 introduite en Section 1.5. Ainsi,ν(g)> 0. Il nous faut estimer la quantité :

NG(L) :=
∑
k>2

1
k

∑
Tkx=x

1Skg(x)60 1Skf (x)6L.
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Pour cela, considérons l’opérateur de transfert défini pourα > 0, β > 0 par :

Lα,βφ(x) =
∑
Ty=x

e−αf (y)−βg(y)φ(y) =
∑
a∈A

1Λ
a0 (x)

∑
n∈Z∗

e−αf (an.x)−βg(an.x)φ(an.x).

D’après la majoration (i) du Lemme 4.3 et les estimées du Lemme 1.1, cet opérateur est bien
défini lorsqueα−Cβ > 1/2 (oùC est la constante donnée par le Lemme 4.3) et en particulier
pour tout (α,β) dans un voisinage de (δ, 0). Grâce à l’estimée (ii) du lemme, on vérifie que
l’opérateurLα,β opère sur l’espace des fonctions continues surΛ et Höldériennes d’exposant
1/2. Supposons maintenantp + q > 3 (le casp + q = 2 se traite de manière analogue) ; par
perturbation continue du cas (α,β) = (δ, 0), on obtient que, pour tout (α,β) suffisamment proche
de (δ, 0), le spectre deLα,β sur cet espace est constitué d’une valeur propre réelle simple proche
de 1 que nous noteronsλ(α,β) (en espérant que que cela ne créera pas de confusion avec la
notation antérieureλ(z,v)) et d’une partie contenue dans un disque de rayon strictement inférieur
à min(1,λ(α,β)). L’application (α,β)→ λ(α,β) est analytique et vérifie : (voir la démonstration
du Lemme 2.3)

λ(δ, 0)= 1,
∂λ

∂α
(δ, 0)=−ν(f )< 0 et

∂λ

∂β
(δ, 0)=−ν(g)< 0.

Par conséquent, il existe 0< α < δ et β > 0 tels queλ(α,β) < 1. On peut alors choisirρ
strictement compris entreλ(α,β) et 1 tel que‖Lkα,β‖6 ρk pour tout entierk suffisamment grand.
En reprenant les arguments du Lemme 3.1 nous obtenons la majoration :∑

Tkx=x

e−αSkf (x)−βSkg(x) 6 ρk

et donc la convergence de la série

Z(α,β) :=
∑
k>2

1
k

∑
Tkx=x

e−αSkf (x)−βSkg(x).

Comme1x606 e−x on a finalement :

Ng(L)6
∑
k>2

1
k

∑
Tkx=x

e−α(Skf (x)−L)−βSkg(x) 6Z(α,β)eαL.

La Proposition 4.4 en résulte.2
Pour démontrer le Théorème B, on peut se restreindre aux fonctionsG bornées et Lipschit-

ziennes surT 1M . En appliquant la Proposition 4.4 aux fonctionsG− a etb−G où les nombres
réelsa et b vérifienta <m(G)< b, on trouveε1 et ε2 strictement positifs tels que

card

{
℘;
∫
℘

G6 al(℘), l(℘)6 L
}
6 e(δ−ε1)L

et

card

{
℘;
∫
℘

G> bl(℘), l(℘)6 L
}
6 e(δ−ε2)L.
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Finalement, pour toutη > 0, il existeε > 0 tel que

card

{
℘;

∣∣∣∣ 1
l(℘)

∫
℘

G−m(G)

∣∣∣∣> η, l(℘)6 L
}
6 e(δ−ε)L.

Comme par ailleursN (L) := card{℘; l(℘)6 L} ∼ eδL/(δL) [16] on en déduit la convergence
de 1/N (L)

∑
℘; l(℘)6L 1/l(℘)

∫
℘G vers m(G). De manière analogue, on obtient grâce au

Théorème A la convergence versm du barycentre des mesures supportées par les géodésiques
fermées dans une classe d’homologie fixée. Le Théorème B est prouvé.

5. Variétés avec bouts cuspidaux abéliens de rang> 2

Nous avons considéré jusqu’à présent des groupes de Schottky, c’est-à-dire une classe
particulière de produits libres de groupes élémentaires. Les groupes paraboliques étaient
cycliques et nous allons à présent aborder le cas de groupes paraboliques isomorphes àZk avec
k > 2.

5.1. Exemple d’une variété avec un bout cuspidal de rangk, 26 k 6N
Pour décrire le groupe que nous allons considérer ici, nous utilisons le modèle du demi-espace

HN+1 = {(x,y); x ∈ RN , y ∈ R∗+} ; le fait de considérer des pointes de rangk > 2 impose
N > 2. Fixons une base (~τ1, . . . ,~τN ) deRN , et notons (~τ∗1 , . . . ,~τ∗N ) la base duale deRN définie
par les égalités〈~τi|~τ∗j 〉= δij pour touti,j = 1,. . . ,N.

On considère lesk transformations paraboliquesa1, . . . ,ak fixant le point à l’infini et dont
l’action surHN+1 est donnée par

ai(x,y) = (x+ ~τi,y).

L’ensemble

Da =

{
x ∈ ∂HN+1; x=

N∑
i=1

xi~τi avec 06 x1, . . . ,xk < 1

}
est un domaine fondamental du groupeΓa engendré para1, . . . ,ak. Fixons alors 2 fermés
disjointsB− etB+ contenus dans l’intérieur deDa et une transformation hyperboliqueb qui
envoie l’extérieur deB− sur l’intérieur deB+. Le groupeΓ engendré para1, . . .ak,b est discret
isomorphe au produit libre deΓa et du groupe cycliqueΓb engendré parb ; nous noteronsM
la variété quotientHN+1/Γ . Le groupeΓa étant abélien de rangk, on dit queM contient une
pointe de rangk. Rappelons que la dimension de Hausdorffδ de l’ensemble limiteΓ vérifie
δ > k/2.

Nous allons démontrer le résultat suivant.

THÉORÈME 5.1. –Pour toute classe d’homologiec dansH1(M ,Z), lorsqueL tend vers
l’infini,

Nc(L)∼C eδL

LP (L)
avec


si δ < 1+ k/2 P (L) = Lk/(2δ−k)+1/2

si δ = 1+ k/2 P (L) = (L logL)k/2L1/2

si δ > 1+ k/2 P (L) = L(k+1)/2

pour une constanteC =C(Γ )> 0 indépendante de la classe d’homologiec donnée.
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Cet énoncé correspond au Théorème A′ de l’introduction dans le casq = 1 ; l’extension au cas
q quelconque est immédiate.

Nous donnons seulement les grandes lignes de la démonstration de ce théorème, en
développant les aspects nouveaux dus à la présence d’une pointe de rangk > 2.

Étape 1. Codage des points deΛ et action deΓ sur ∂HN+1. Notonsxa le point fixe de
Γa surSN et (x−b ,x+

b ) les deux points fixes deb. SoitΛ0 le complémentaire dansΛ des orbites
des pointsxa, x−b et x+

b ; en utilisant le lemme du tennis de table de Klein, on associe à chaque
point x deΛ0 une unique suite (γi)i>1 formée d’éléments deΓa ∪ Γb telle queγi+1 ∈ Γa si
et seulement siγi ∈ Γb et limk→+∞ γ1 · · ·γk.o= x ; une telle suite de lettres sera dite (Γa,Γb)-
admissible.

SoitΛa0 (resp.Λb0) l’ensemble des points deΛ0 dont la première lettre appartient àΓb (resp.
Γa). L’ensembleΛ0 est maintenant la réunion dénombrable des ensemblesγΛa0 etγ′Λb0 lorsque
γ etγ′ décrivent respectivementΓa − {id} et Γb − {id}.

L’opérateur de décalage (γi)i>1 7→ (γi+1)i>1 sur l’ensemble des suites de lettres (Γa,Γb)-
admissibles induit une transformationT surΛ0 définie sur chacun desγΛa0 (resp.γ′Λb0) par
l’action deγ−1 (resp.γ′−1). Comme ces sous-ensembles sont d’adhérences disjointes deux à
deux, on montre comme dans [16] que la transformationT est dilatante surΛ0.

La mesure de Pattersonσ en restriction àΛ0 permet encore de construire une mesure de
probabilitéν = hσ invariante parT en posant :

h(x) =
1
C

∫
Λb0

σ(dy)
|x− y|2δ si x ∈Λa0 et h(x) =

1
C

∫
Λa0

σ(dy)
|x− y|2δ si x ∈ Λb0

oùC est la constante de normalisation

C =

∫
Λ
a0×Λb0

σ(dx)σ(dy)
|x− y|2δ .

Rappellons qu’est associé à un élément paraboliqueγ ∈ Γa de vecteur de translation~τ =∑k
i=1ni~τi, le nombreτ (γ) := |~τ |. Il suit du Lemme 1.1 queb(γ,x)−2 logτ (γ) converge lorsque

γ tend vers l’infini dansΓa, uniformément enx ∈ Λa0, et queb(γ,x)− l(γ) converge lorsque
γ tend vers l’infini dansΓb, uniformément enx ∈ Λb0. On en déduit, comme au Lemme 1.5 le
comportement deν au voisinage des pointsxa etx±b :

ν(γΛb0)∼ Ca
τ (γ)2δ

lorsqueγ tend vers l’infini dansΓa

et

ν(γΛa0)∼ Cb
eδl(γ)

lorsqueγ tend vers l’infini dansΓb,

pour des constantesCa, Cb strictement positives.
Comme dans la Partie I, les orbites des points périodiques deT correspondent aux géodésiques

fermées deM qui ne représentent pas la classe de conjugaison d’une puissance deb. Si x est un
point périodique de périodek codé par la suite (γi)i>1, la longueur de la géodésique fermée℘
qui lui est associée est donnée parl(℘) = Skf (x) oùf est la fonction définie maintenant par

f (x) = b(γ1,γ
−1
1 .x).
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Par ailleurs, le groupeΓ étant égal au produit libre des groupes abéliensΓa et Γb, on a
H1(M ,Z) = Zk + Z. Lorsqueγ ∈ Γa a pour vecteur de translation~τ =

∑k
i=1ni~τi, sa classe

d’homologie [γ] est l’élément (n1, . . . ,nk) deZk. De même [γ′] = m si γ′ = bm. On introduit
les fonctionsHp etHq définies surΛ0 par :

Hp(x) = [γ] et Hq(x) = [γ′] lorsquex ∈ γ.Λa0 ∩ γ′.Λb0 avecγ ∈ Γa,γ′ ∈ Γb.

La classe d’homologie de℘ est alors donnée par [℘] = (SkHp(x),SkHq(x)).

Étape 2. Spectre des opérateurs de Ruelle. SoitC(Λ) l’espace des fonctions continues surΛ
à valeurs dansC, muni de la norme de la convergence uniforme|.|∞. Pour tout nombre complexe
z et tout point (vp,vq) du torek+ 1-dimensionnelTk × T1, identifié au groupe dual deZk + Z,
on considère l’opérateur de RuelleLz,vp,vq défini pourφ ∈C(Λ) par :

Lz,vp,vqφ(x) =
∑

y/Ty=x

e−zf (y)+i〈vp|Hp(y)〉+i〈vq |Hq(y)〉φ(y)

= 1Λ
a0 (x)

∑
γ∈Γa

e−zb(γ,x)+i〈vp|[γ]〉φ(γ.x) + 1Λ
b0 (x)

∑
γ∈Γb

e−zb(γ,x)+i〈vq|[γ]〉φ(γ.x).

Comme la série
∑

γ∈Γa τ (γ)−2s converge si et seulement sis > k/2, il découle du comportement
asymptotique deb(γ,x) lorsqueγ tend vers l’infini que l’opérateurLz,vp,vq est bien défini lorsque
Re(z)> k/2. Introduisons le sous-espaceL(Λ) deC(Λ) formé des fonctions Lipschitziennes sur
Λ ; le spectre des opérateursLz,vp,vq en restriction àL(Λ) est décrit dans la proposition suivante :

PROPOSITION 5.2. –Pour tout nombre complexez tel queRe(z) > k/2 et tout (vp,vq) ∈
Tk × T :

(a) Lz,vp,vq est un opérateur borné surL(Λ) et son rayon spectralρ(z,vp,vq) vérifie
l’inégalité ρ(z,vp,vq)6 ρ(Re(z), 0, 0) ;de plus,ρ(δ, 0, 0)= 1.

(b) Il existe un réelρ0 < 1 et un voisinageU de(δ, 0, 0)dansC× Tk × T sur lequelLz,vp,vq
a deux valeurs propres simplesλ(z,vp,vq) etλ−(z,vp,vq) proches respectivement de1 et
−1, le reste du spectre deLz,vp,vq étant inclus dans un disque de rayonρ0.

(c) Pour tout réelA> 0, il existeε(A)> 0 etρ1 < 1 tel queρ(z,vp,vq)< ρ1 si (z,vp,vq) /∈ U
vérifieRe(z)> δ− ε et |Im(z)|6A.

Les arguments pour prouver ce résultat sont similaires à ceux de la Proposition 2.2.

Étape 3. Régularité de la fonction (z,vp,vq) 7→ λ(z,vp,vq). La fonctionz 7→ Lz,vp,vq est
analytique sur le domaine {z ∈C; Re(z)> k/2}, uniformément par rapport à (vp,vq) ∈ Tk × T
et il en est donc de même pour la fonctionz 7→ λ(z,vp,vq). Nous allons décrire à présent la
régularité envp et vq de cette fonction. Pour cela, sivp = (vi)16i6k ∈ [0, 2π]k, on notera|vp| la
norme euclidienne du vecteur

∑k
i=1 vi~τ

∗
i .

PROPOSITION 5.3. –Il existe un voisinageV de(0, 0)dansTk ×T1 et une fonction continue
z(vp,vq) définie surV telle que la fonction

z 7→ 1− λ(z,vp,vq)
z − z(vp,vq)

est analytique sur un voisinage deδ uniformément par rapport à(vp,vq) ∈ V . De plus, le
comportement dez(vp,vq) pour (vp,vq) proche de(0, 0) est, à des termes d’ordre supérieur
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près, le suivant:

z(vp,vq) =


δ−Q(vp,vq) si δ > 1 + k/2

δ+Da|vp|2 log|vp| −Dbv
2
q si δ = 1 + k/2

δ−Da|vp|2δ−k −Dbv
2
q si δ < 1 + k/2

oùQ est une forme quadratique définie positive surRk+1 etDa etDb des constantes> 0.

La démonstration de cette proposition est presqu’identique à celle du Lemme 2.3 et du
Théorème 2.4 ; le seul point nouveau concerne le cas oùδ 6 1 + k/2 et plus particulièrement
la régularité au voisinage de 0 de la fonctionvp 7→ λ(δ,vp, 0)− 1. Rappelons que l’on a

λ(δ,vp, 0)− 1 = σ(Lδ,vp,0h)− 1 + σ
(
(Lδ,vp,0−Lδ)(hδ,vp,0− h)

)
où hδ,vp,0 est l’unique fonction propre associée àλ(δ,vp, 0) vérifiantσ(hδ,vp,0) = 1. Le terme
principal estσ(Lδ,vp ,0h)− 1 ; on a

σ(Lδ,vp,0h)− 1 =

∫
Λ

(Lδ,vp,0−Lδ)h(x)σ(dx) =

∫
Λ

(
ei〈vp|Hp(.)〉)h(x)σ(dx)

=
∑
γ∈Γa

(
ei〈vp|[γ]〉 − 1

)
ν(γ.Λa0) =

∑
γ∈Γa

(
cos〈vp|[γ]〉 − 1

)
ν(γ.Λa0).

La connaissance d’un équivalent deν(γ.Λa0) lorsqueγ est grand permet de se ramener à l’étude
de la sériek-dimensionnelle ∑

(n1,...,nk)∈Zk

1− cos〈
∑
vi~τ
∗
i |
∑
ni~τi〉

|
∑
ni~τi|2δ

lorsque |vp| tend vers 0. Un calcul comparable à celui indiqué dans la démonstration du
Théorème 2.4 conduit au terme principal annoncé.

Étape 4. Fin de la démonstration. Considérons la fonction Zêta :

Z(z,vp,vq) =
∑
℘∈Per

e−zl(℘)+i〈v|[℘]〉.

La Proposition 5.1 permet de montrer que pour toute valeur dev = (vp,vq) ∈ Tk+1, la fonction
ζv(z) = expZ(z,vp,vq) est méromorphe sur un ouvert contenant {Re(z)> δ} uniformément en
v. De plus, lorsquev est dans un voisinage de 0,ζv a un pole simple enz = z(vp,vq). On en
déduit que (t,vp,vq) 7→ Z(δ + it,vp,vq) a une singularité au voisinage de (0, 0, 0) de l’ordre de
log(it+ δ− z(vp,vq)), et qu’elle y est intégrable.

Soitkr la transformation deRk+1 définie par :

kr(vp,vq) =

(
vp
d(r)

,
vq√
r

)
avec d(r) =


r

1
2δ−k si δ < 1 + k/2
√
r logr si δ = 1 + k/2
√
r sii δ > 1 + k/2.

La Proposition 5.3 montre que la limite der(δ − z ◦ kr(vp,vq)) est non dégénérée lorsquer→
+∞. En utilisant les arguments développés dans la Partie 4, on vérifie enfin que c’est le jacobien
1/P (r) de l’applicationkr qui donne la décroissance deNc(L) énoncée au Théorème 5.1.
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5.2. Produit de groupes abéliens en position Schottky

SoientΓ1, . . . ,Γn une famille den groupes discrets et sans torsion du groupe d’isométries de
HN+1. Ces groupes sont ditsen position Schottkys’il existen fermés non videsB1, . . . ,Bn de
la sphèreSN deux à deux disjoints tels queΓi(SN −Bi)⊂Bi pour touti= 1,. . . ,n.

Si n groupes sont en position Schottky, le groupeΓ qu’ils engendrent est égal à leur produit
libre et opère librement et discontinuement surHN+1.

Considérons à présentn= p+ q groupes élémentairesΓ1, . . . ,Γn en position Schottky ; nous
supposons que lesp premiers groupes sont des groupes abéliens opérant par transformations
paraboliques surHN+1 tandis que lesq derniers sont cycliques et opèrent par transformations
hyperboliques. Dans ce cas, le groupeΓ engendré parΓ1, . . . ,Γn est géométriquement fini, et si
l’on note k̄ le rang maximum des groupes paraboliquesΓ1, . . . ,Γp, la dimension de Hausdorff
δ de l’ensemble limite deΓ coïncide avec l’exposant de convergence de la série de Poincaré
associée àΓ et satisfait l’inégalitéδ > k̄/2 [5].

Les pointsx de l’ensemble limite deΓ pourront ainsi être codés par une suite de lettres (γi)i>1

formée d’éléments deΓ1 ∪ · · · ∪ Γn et telles que deux lettres successives n’appartiennent pas au
même groupe élémentaire. Cette suite de lettre est unique dès quex n’appartient pas à l’orbite
sousΓ des points fixes de chaque groupeΓ1, . . . ,Γn.

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu que la présence d’une pointe abélienne de rang
k surM = HN+1/Γ n’affecte le comportement asymptotique deNc(L) que lorsqueδ appartient
à l’intervalle ]k/2, 1+ k/2] ; par conséquent, seules les pointes de rangk̄ et k̄ − 1 auront une
réelle influence sur le comportement deNc(L). Il suffit de réécrire les arguments des parties
précédentes pour obtenir le résultat suivant qui illustre la complexité des phénomènes liés à la
présence de bouts cuspidaux de rang divers sur la variétéM .

THÉORÈME A ′′. – SoitΓ un groupe d’isométries deHN+1 engendré parp groupes parabo-
liques abéliens etq groupes hyperboliques en position Schottky. On notek̄ le rang maximun des
groupesΓ1, . . . ,Γp et pour16 k 6 k̄, on notepk le nombre de groupes paraboliques de rangk.

On introduit les trois dimensionsD0 = k̄pk̄ , puisD1 = (k̄− 1)pk̄−1 et enfinD2 =
∑k̄−2

k=1 kpk de
sorte que le premier nombre de Betti de la variétéM = HN+1/Γ vautD0 +D1 +D2 + q.

Le nombreNc(L) de géodésiques fermées de longueur6 L dans une classe d’homologie fixée
vérifie

Nc(L)∼Cste eδL

L1+α+q/2 logβ L

lorsqueL tend vers l’infini avec:

α=
D2

2
+

D1

2δ− k̄+ 1
+

D0

2δ− k̄
et β = 0 si δ ∈

]
k̄

2
k̄

2
+

1
2

[

α=
D2

2
+
D1

2
+

D0

2δ− k̄
et β =

D1

2
si δ =

k̄

2
+

1
2

α=
D2

2
+
D1

2
+

D0

2δ− k̄
et β = 0 si δ ∈

]
k̄

2
+

1
2

k̄

2
+ 1

[
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α=
D2

2
+
D1

2
+
D0

2
et β =

D0

2
si δ =

k̄

2
+ 1

α=
D2

2
+
D1

2
+
D0

2
et β = 0 si δ ∈

]
k̄

2
+ 1 N

[
.

De même, le Théorème B sur l’équirépartition des géodésiques fermées s’étend sans difficulté
pour les groupes du type considéré ici.
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