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Marches de Markov sur le semi-groupe
des contractions de Rd.

Cas de la marche aléatoire à pas markoviens

sur (R+)d avec chocs élastiques sur les axes

Marc PEIGNE

I.R.M.A.R., U.A. n° 305, Laboratoire de Probabilités,
Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex, France

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 28, n° 1, 1992, p. !-94. Probabilités et Statistiques

RÉSUMÉ. - Soit une chaîne de Markov définie sur un espace
localement compact à base dénombrable X, sa chaîne duale et f
une application de X dans l’espace S des contractions de Nous étudions
les propriétés contractantes de la suite ( f(Xo) 0 ... O et décrivons
le comportement sur X Rd de la chaîne (X*n, f(X*0)a)n~0,

Nous appliquons les résultats obtenus à l’étude de la marche de
Markov sur Rd avec chocs élastiques sur les axes.

ABSTRACT. - Let be a Markov chain on a L.C.B space X,
its reverse chain and f and application from X to the space S of

the contractions. We study the contractive properties of the sequence
and describe the behaviour on X Rd of the

Markov chain (~n , f (~n - ~ ) a ... ~ f ’ (~â ) a)n ~ o, We apply these
results to the study of the Markov walk ~on f~d with elastic collisions on
the axes.
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64 M. PEIGNE

1. INTRODUCTION

On munit [Rd, ~1, d’une et l’on considère une chaîne de
Markov définie sur un espace probabilisé (Q, ~ , P) et à valeurs
dans un espace localement compact à base dénombrable X. Soit f une
application mesurable de X dans l’ensemble S ([Rd) des contractions de

~) [i. e. des applications continues (p de (~d dans [Rd dont le coeffi-
cient de Lipschitz

est inférieur ou égal à 1]. On note 0 la loi de composition des applications
et l’on se propose d’étudier le comportement asymptotique des produits
de composition f ... ~ f (X") et f (X") ~ , , , ~ f (Xo), n >_ 0.

L’étude des sommes ou produits de variables aléatoires réelles ou com-
plexes a conduit à des résultats très importants dont les plus typiques sont
la loi forte des grands nombres, le théorème de la limite centrale ou encore
le théorème limite local. Les travaux réalisés sur les produits de matrices
aléatoires inversibles (citons par exemple Furstenberg et Kesten [7],
Oseledec [ 15], Tutubalin [20], Virtser [21] ou Guivarc’h et Raugi [9], [10])
peuvent être considérés comme une extension multidimensionnelle de cette
théorie, l’aspect essentiellement nouveau résidant dans la non commutati-
vité du produit des matrices. L’étude de la composée de transformations
aléatoires plus générales, non nécessairement linéaires ou bijectives, appa-
raît comme un prolongement intéressant à ces différents travaux; l’action
sur [Rd de ces produits de transformations permet en particulier de décrire
le comportement asymptotique de processus dont les accroissements ne
sont plus gouvernés par les translations (cf. marche aléatoire habituelle
sur [Rd). Ce problème a été abordé par de nombreux auteurs : citons

par exemple Leguesdron [12], Letac [14] (cas où les variables Xn sont
indépendantes), ou encore Berger et Soner [2], Barnsley et Elton [1] ] (cas
où les variables X" sont en dépendance markovienne).
Notre étude précise certains de ces travaux; les techniques utilisées

sont celles introduites par Furstenberg et Kesten [7] puis développées par
Guivarc’h et Raugi ([9] et [10]) pour l’étude des produits de matrices
aléatoires indépendantes. La non-commutativité du produit de composition
se traduit par une approche différente dans l’étude du comportement
asymptotique de la marche aléatoire droite et de la

marche aléatoire gauche f (Xn) 0 ... ~ f (Xo) sur S (f~d). Les images succes-
sives des contractions f (Xo) ~ . , . ~ f (X~) étant emboîtées, on s’intéresse
aux propriétés contractantes de cette suite de fonctions, tandis que l’étude
de la marche aléatoire gauche sur S (!Rd) ne peut se faire qu’à travers celle
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65MARCHES DE MARKOV

de son action sur tR~ : pour tout point a de on décrit le comportement
erratique du processus ( f (Xn) ~ ... ~ f (Xo) a)n > o.
Pour illustrer les résultats obtenus, considérons le cas de la « marche

aléatoire sur (~ + )d, à pas markoviens et avec réflexions sur les. axes ».
Soit P un noyau markovien sur IRd et ~‘ (f~d)~, ~d)
la chaîne de Markov canonique associée à P. On étudie le processus

défini par

ce qui revient donc à remplacer la translation de vecteur XE IRd de la
marche aléatoire habituelle (Xo + ... + par l’application fx de (~ +)a
dans définie par 1 avec I a - x ~ 1= I a~ - xi ~ .
La suite est une chaîne de Markov homogène sur f~d x (p~ +)d~
partant de (x, a) et de probabilité de transition T définie pour toute
fonction borélienne bornée 03A6 par

Cette chaîne intervient à propos d’une intéressante observation due à
H. Von Schelling dans [19] sur les câblages téléphoniques, et a été étudiée
par différents auteurs lorsque les variables Xn sont indépendantes et de
loi J.1 portée par W. Feller [6], F. B. Knight [11], J.-P. Leguesdron [12]
et Boudiba [3] pour citer les plus importants. Notons que les transforma-
tions lx, XE sont des contractions de O~d pour la norme euclidienne;
l’étude de la suite rentre donc bien dans le cadre général où nous
nous plaçons. 

-

Nous faisons les hypothèses suivantes
(Fl) Il existe à E ]0, 1] et une mesure de probabilité ~, sur f~d tels que

où Q désigne un noyau markovien sur f~d.
La chaîne est alors récurrente positive au sens de Harris, de

mesure de probabilité P-invariante 03C0 [18]. On note une version
récurrente positive au sens de Harris de la chaîne duale de et h la
densité de J.1 par rapport à ~. 

-

(F2) Les différentes marginales 1 _ k _ d, sont adaptées sur l~ (i. e.
non portées par un sous-groupe de R isomorphe à Z), et le support S k de
k vérfie S k n R* + ~ 0.
On note Ok la borne supérieure de S~k dans R.
(F3) Le noyau P admet des moments d’ordre 3 + E, E > 0 [cf. définition

(26)] et de plus x 03C0 (dx) E +)d.

Vol. 28, n° 1-1992.



66 M. PEIGNE

Nous avons le résultat suivant :
Sous les hypothèses ~F 1 ), (F2) et (F3), il existe une unique mesure de

probabilité À= T-ÍnvarÍante sur l~d x {~ +)d et une variable

aléatoire Z sur de loi f (x) Àx sous pour tout XE telle que pour
tout point a E (0, x ... x [0, 1~d1, la suite

converge Px-p. s. vers 0.
~e plus, pour tout x ~ 1~d et tout point a de la chaîne

est récurrente et proximale sur les ouverts de

(R+)d chargés par la mesure 03BBx ( . ) 1t (dx), i, e. il existe 03A9x c (Rd) 1’B1 ,

Px (03A9x) = i, tel que pour tout ro E tous points a et b de +)d et tout

ouvert V de (R+)d tel que (V) 1t (dx) > 0, on ait

et

Notons que pour 8=1 on retrouve le cas où les variables X~ sont
indépendantes et de loi J.1, cas déjà traité par J.-P. Leguesdron [12] lorsque
~ est portée par R. Comme 8 est non nul, le terme « exprime que les
variables Xn ont une certaine indépendance.

Les hypothèses de moment sur P permettent de prouver l’existence sur
(1R+)d d’une mesure de probabilité T-invariante À, l’unicité de cette

mesure étant assurée par le fait que les différentes marginales de Jl sont
adaptées sur R. Rappelons que lorsque les variables Xn sont indépendantes
et de loi  portée par Z, il existe sur plusieurs mesures T-invariantes [3].

La mesure ye =1 2(~(03B8, -1) + 1>( - 1. 0»)’ avec 6>1 vérifie évidem-

ment les hypothèses de ce théorème, d’où le résultat algébrique suivant :
Pour tout irrationnel 9> 1 , il existe une suite à valeurs dans

{(8, -1), (-1, 8) ~ et un couple (0152, tels que pour tout point
(a, 6)~(~~)~, on ait simultanément

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



67MARCHES DE MARKOV

2. DÉFINITIONS ET NOTATIONS

1. On munit d _> 1, d’une norme fI . 11 (par exemple la norme eucli-
dienne) et l’on note ~ (Rd) l’espace des fonctions continues de Rd dans

On introduit les espaces

et

où

(B, ~ . HB) et (L, )) . HL) sont des espaces de Banach sur R et toute partie
bornée de (L, ~ . ~) est relativement compacte dans (B, 11 . )~) [12].
On note S ~I~d), ou plus simplement S, l’ensemble des contractions de

~d des éléments ç IRd) dont le coefficient de Lipschitz m (ç)
est inférieur ou égal à 1] et é0 (S) la tribu des boréliens de S pour la

topologie induite par celle de (L, 11 . 
Si 03BE1 et Ç2 sont deux contractions de Rd, on note 03BE1 () Ç2 leur composée

et l’image de par l’application §1 .
2. Soit Q un noyau markovien défini sur un espace X localement

compact à base dénombrable, et PA (X)N, 0’ x) la chaîne
de Markov canonique associée à Q. Lorsqu’il existe sur X un mesure de
probabilité Q-invariante x, on note Q* l’opérateur dual de Q vis-à-vis
de 03C0 et (XN, R(X)N, (X*n)n~0, (Px)x ~ X) la chaîne de Markov canonique
associée à Q*. 

-

e désigne l’opérateur de translation sur X’~, défini par 
1 

avec

et .

Pour toute mesure de probabilité , on note S, le support de 
dans l’espace considéré. On désigne enfin par Ex la mesure de Dirac au
point x.

3. Soit f une application mesurable de (X, ~ (X)) dans (S, éW (S)).
Les images successives des contractions

étant emboîtées, on s’intéresse aux propriétés contractantes de cette suite
de fonctions; ceci nous permet alors d’étudier l’action sur Rd du produit

(o)) en décrivant le comportement erratique du pro-
cessus ( f (00» 0 ... °.Î (~4 pour a ~ !Rd.
Pour ce faire, il nous faut introduire la chaîne de Markov (Xn, 0

sur XxS(Rd) [respectivement (Xn , ~’ (X~ (~u)) ° ... °.f (X© (~)) ~)n >__ o sur
X x relativement à la filtration canonique (~n)n > ~ associée à (Xn),~ >,~

Vol. 28, n° 1-1992.
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et dont le noyau de transition R (resp. T) est défini par

resp. V (x, b) E X x b) = x 03A8 ( y, f (x) b) Q* (x, y) pour toute

fonction borélienne bornée 1> sur X x S (lRd) (resp. ~ sur X x 

3. RÉSULTATS PRINCIPAUX

A. Hypothèses

4. HYPOTHÈSE Hl . - La chaîne est récurrente positive au sens
de Harris sur X, de mesure de probabilité invariante ~.
On note une version récurrente positive au sens de Harris de

la chaîne duale de [1 8].

5. HYPOTHÈSE H2. - Il existe CE]O, 1], une mesure de probabilité v sur
X x S de marginale v1 sur X et une fonction borélienne Õ de X dans f~

vérifiant 03C0 (Õ) > 0 et 03B4 (x) > 0 v1 (dx)-p . s. tels que

1 désignant la fonction identité sur 
Notons v2 la marginale de v sur S et T~2 le semi-groupe fermé de S

engendré par le support de v2.

6. HYPOTHÈSE H3. - Il existe u E Rd et une suite d’éléments de
tels que

On dit que (~n)n > o est une suite contractante de point de contraction u.
7. HYPOTHÈSE H4. - Il existe sur X X f~d une mesure de probabilité À T-

invariante.

Lorsque ces hypothèses sont satisfaites, on dit que le couple (Q, f )
vérifie Hl, H2 [v, Õ], H3 [(~n)n > o, u] et H4 [À] (ou plus simplement Hl à
H4 lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïtés).

8. COMMENTAIRES SUR LES HYPOTHÈSES

(a) Sous H2, moyennant une modification de l’espace X, on peut rem-
placer l’hypothèse Hl par

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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HYPOTHÈSE H’l. - Il existe sur X une mesure de probabilité ~ Q-
invariante.

En effet, sous H’ 1 et H2, il existe X c X, V 1 (X) = 1 tel que la chaîne
sur X soit récurrente positive au sens de Harris. Pour exhiber X,

nous allons utiliser les techniques développées dans [18].
Pour toute fonction h de X dans [0, 1 ], on note Uh et Ih les noyaux de

transition définis, pour toute fonction ~ borélienne bornée sur X, par

et

Si h et k désignent deux fonctions de X dans [0, 1 ], avec /~~ les potentiels
Uh et Uk sont liés par la relation suivante

d’où l’on tire l’équation résolvante

ainsi que l’inégalité Uh (h)  Uk (k) _ 1 [18].
En projetant sur X l’inégalité (*) de H2, on obtient

quitte à remplacer S par 

L’équation résolvante nous donne alors

L’existence d’une mesure de probabilité 03C0 Q-invariante telle que 03C0(03B4)>0
entraîne Ug(8)==lVi-p.s. En effet, si 1 - Us (à) n’est pas v1-négligeable,
on a v 1 (8 (1 - Us (8))) = a > 0 et donc

d’où V~~1,(UJ~ 1~(1-2014) .
Vol.28,n"î-1992.
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Par conséquent

ce qui contredit l’inégalité x (3) > O. On a donc bien Us (3) =1 s.

On pose X est un ensemble de 
mesure pleine, Q-absorbant i. e. En effet, grâce à

nn a

si bien que pour la mesure Q(x, .) est portée par

{~:(l-8(~))(l-Us(8)(~))=0}, c’est-à-dire par X vue que

1-8~1-~>0.- 

2

Par conséquent, pour x ~ , (Xn)n~0 est une chaîne de Markov sur X
partant de x et vérifiant Ug(8)==l, avec 8>0 sur X. La chaîne 
est donc récurrente au sens de Harris sur X [18], 1. e. il existe sur X une
mesure positive 03C3-finie et Q-invariante mi telle que pour tout borélien A
de X, l’inégalité mi (A)>0 entraîne

la mesure V1 étant absolument continue par rapport à mi .
De plus, mi est l’unique mesure à-finie Q-excessive sur X, à une

constante multiplicative prés; l’inégalité x 1 x montre alors que mi
est une mesure bornée; en particulier on peut prendre

(b) L’hypothèse H2 est en particulier vérifiée lorsque

où  est une mesure de probabilité sur X et S une fonction positive telle

que 03C0 (ô) > 0 et 8 > 0 -p. s. ; il suffit de poser v (dx, ds) = 

Lorsque de plus 8(~)~8>0, la chaîne est récurrente

positive au sens de Harris [18].

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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(c) Dans l’énoncé de l’hypothèse H2, on peut remplacer la mesure v
par une mesure de probabilité v’ sur X x S (lRd) se désintégrant en

où t et vy désignent des mesures de probabilité sur S(Rd), le support S,
de t étant le semi-groupe fermé T,,2.

Décomposons v en v (dy, ds) = et montrons par récur-

rence que pour tout dE ]0, c] et tout entier n, il existe une mesure de

probabilité in sur S (lRd) et un réel ôn (d) 0, tels que

le support de 03C4n étant celui de la convolée d’ordre n de v2, i. e. 

En effet, pour n = 0 cette inégalité découle directement de l’équation
résolvante :

Lorsque l’inégalité (* *) est vérifiée à l’ordre n, on a, pour toute fonction
borélienne positive 03A6 sur X x S 

en posant

Quitte à modifier les constantes 1 (d), on obtient par sommation

où T est une mesure de probabilité sur S (lRd) de support 

Vol. 28, n° 1-1992.
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(d) L’hypothèse H3 est vérifiée dès qu’il existe dans TV2 une contraction
s telle que m (s)  1; 1 est alors une suite contractante (cf. théorème
du point fixe). 

-

(e) S’il existe sur X x ~d une mesure T-invariante À (cf. hypothèse H4),
la marginale sur X de cette mesure est évidemment Q*-invariante et À se
désintègre en

En utilisant alors la définition de l’opérateur Q* on montre que, pour x-
presque tout x on a

où f ( y) ~,y désigne l’image de la mesure de probabilité ~,y par l’application
f (y). 

_

B. Énoncé des résultats

9. THÉORÈME. - Sous les hypothèses Hl, H2, H3 et H4, la mesure A
est l’unique mesure de probabilité T-invariante sur X x ~d.
Pour tout x E X, la suite aléatoire de mesures de probabilité

( f (Xo) 0 ... ° f (Xn) (cf. 8 e) converge s. vers une mesure de
Dirac Ez où Z est une variable aléatoire sur de loi f (x) ~,x sous 
Pour tout x ~ X et tout point a de la suite 

converge s. vers 0.
De plus, pour tous x E X et a E le processus

( f (Xn -1) 0 ... ° f (XÓ) est proximal et récurrent sur les ouverts char-

gés par la mesure ~,y ( . ) x (dy), c’est-à-dire il existe SZx eX"", (!lx) = 1

tel que pour tout ~ E tous points a et b de [Rd et tout ouvert V tel que

r À.y (V) ~ (dy) > 0, on ait :

et

Lorsque ~2, il est parfois très difficile de prouver que les hypothèses
H3 et H4 sont satisfaites. Néanmoins, quand f (x) est de la forme

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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fi (x)O ... (x) où chaque fk (x) est une contradiction sur R, il suffit
sous certaines conditions de vérifier ces hypothèses pour chaque couple
(Q, Nous précisons cette remarque dans la proposition suivante.

10. PROPOSITION. - Supposons que b x E X, f (x) = fl (x)Q ... où

fk (x), 1  k _ d, est une contraction sur R. Lorsque (Q, f) vérfie les hypo-
thèses H l et H2, les assertions suivantes sont équivalentes : .

1. Le couple (Q, f) vérifie H3 et H4.
2. Chaque couple (Q, fk), 1  k _ d, vérifie H3 et H4.

4. DÉMONSTRATIONS

La démonstration des résultats précédents repose essentiellement sur des
techniques développées lors de l’étude des produits de matrices aléatoires
([5], [ 10]) et se fait via plusieurs lemmes.

I l . LEMME. - ( 1 ) Sous Hl et H4, pour ~,~ presque tout ~, la suite de
mesures de probabilités converge vers une mesure de

probabilité notée e (w, . ).
(2) Sous Hl, H2 et H4, pour P03C0~03BD-presque tout y, x X x S

et toute suite croissante d’entiers (ce (n, telle que
lim inf ô (XCI ~n, 00) > 0, on a .. 

-

n

Preuve. - Elle repose sur la théorie des martingales et sur une idée
utilisée dans [9] et [17].

l’espace des fonctions continues à support compact de
[Rd dans [R. Pour tout la fonction F (x, s) = s Àx (cp),
(x, s) E X x S, vérifie sous H4 l’égalité d’harmonicité

Il s’ensuit que la suite (F~(X~ forme une martingale bornée
sous P.

D’après la théorie des martingales, ce processus converge donc, P~-p. s.
et au sens [L~(X~ ~ , p >_ l, vers une variable aléatoire 0(., (p) qui
ferme la martingale :

étant séparable, considérons une suite dense 
D’après ce qui précède, il existe donc 

tel que pour tous 03C9 ~ 03A90, i ~N, la suite (F03C6i(Xn(03C9), Mn(03C9)))n~0 converge

Vol. 28, n° 1-1992.
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vers 0(., cp~). Il s’ensuit que pour tout oeQo la suite de mesures de

probabilité (Mn (00) 03BBXn(03C9))n~0 converge vers une mesure positive e (m, . )
vérifiant

En passant aux espérances, on obtient

En considérant alors une suite d’éléments qui croît vers la
fonction constante 1, on prouve que pour P03C0-presque tout co, 0(co, .) est
une mesure de probabilité sur (Rd.

D’autre part pour tous entiers N et p on a :

d’où

si bien que

Sous H2 on a alors

d’où 
’

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Par conséquent, pour P03C0~03BD-presque tout (00, y, S et toute
suite croissante d’entiers (ce (n, telle que 

n

nous avons

,. T ! 1 ~f i ... , ,. - ~-- ~ _ ~. - - _ _ _ - _ _ . _.

Remarque. - L’existence pour Px-presque tout 00 d’une suite croissante
d’entiers (oc (n, telle que lim inf 03B4 (X03B1(n, 03C9) (00»>0 découle directement

n

du fait que est récurrente positive au sens de Harris et 

12. LEMME. - Sous H2 et H4, pour P03C0-presque tout 00 et toute suite
croissan te d’en tiers (oc (n, telle que on a

n

lim sup ~M(1 (ny co) (00)  + 
n

Preuve. - Soit et suppo-
n

sons 

D’après le lemme (11) il existe 03C90~A et ( y, tels que
lim M(1 En, 0 s Ày = e «(00’ .), e «(00’ .) étant une mesure de probabi-
n

lité sur Considérons une suite telle que ~n , (000) 0 fi 
tende vers + ~. De l’inégalité ~ Mn (ro) 0~~~ Mn (ú) a~ satisfaite pour
tout entier n et tout a E ~d, il résulte 

.

si bien que pour toute fonction 

Ceci contredit le fait que e ~~o, . ) soit une mesure de probabilité sur (Rd
et par conséquent P03C0 (A) = o. 0

CONSÉQUENCE. - Pour P03C0-presque tout 00, la famille fn= ro) est
un sous-ensemble borné de (L, et donc relativement compact dans

13. LEMME. - Sous H2 et H4, il existe sur une mesure de probabilité
p telle que, pour 03C0-presque tout x 03BBx ~ c ô (x) p.

Si de plus (Q, f) vérifie H3 [(03BEn)n~0, u], on peut choisir p de support
u.

Preuve. - La première partie de ce lemme découle de l’égalité

Vol. 28, n° 1-1992.
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obtenue à partir de H4; il suffit alors d’appliquer H2 et de poser

Comme v 1 est absolument continue par rapport à x, la mesure p vérifie

l’inégalité p (da) >__ c si bien que pour toute

fonction positive 

Sous H3 T V2 contient une suite contractante de point de contraction u;
l’implication précédente devient alors

Le support de p contient donc bien Notons que est fermé

(cf. [12]). 0

14. Preuve du théorème (9) : unicité de la mesure T-invariante sur X x p~a.
Le lemme ( 11 ) établit l’existence de [JJ> 1t (go) = l, yo E X et d’une

famille (si)i dense dans le support de tels que, pour tout 00 E go et
tout entier i, les suites de mesures de probabilité Ma ~", co) (00) 0 si conver-

gent étroitement vers E> (00, .).
Soit û) un élément fixé de Qo et une valeur d’adhérence dans

de la suite (Ma ~n~ co) (cf. conséquence du lemme 12). On
a donc O (~, . ) = M (~) ~ si ~,yo ( . ), Le théorème de convergence
dominée de Lebesgue permet le passage à la fermeture si bien

que pour tout élément s du support de on a

M (~) ~ s ~,yo = O (~, . ). Ceci reste encore vrai lorsqu’on remplace s par
où ~ est un élément du support de vyo et une suite

contractante de T V2 de point de contraction u, si bien que

Par conséquent, pour P03C0-presque tout o :
(1) 0(co, .) est une mesure de Dirac Ez 
(2) Quelle que soit la suite croissante d’entiers (a (n, telle que

lim inf 03B4 (X(1 (n, 00) > 0, toute valeur d’adhérence dans de
n

envoie TV2U sur Z (m). Il en découle immédiatement que

pour tout élément a de la suite converge

P~-p. s. vers 0.
De plus, pour x-presque tout x, la loi de Z sous ~x est f (x) Àx; en effet,

pour toute fonction (p la suite forme une

martingale bornée convergeant p> 1t-p. s. vers la variable cp (Z) qui ferme
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cette martingale, i. e.

Par conséquent, pour toute fonction borélienne bornée 03A6 sur X on a,
d’une part

et d’autre part

si bien que, pour x-presque tout x cp (Z (03C9)) Px (dm) = f (x) Àx (o), i. e. la

loi de Z sous Px est f (x) Àx.
Enfin, l’existence sur X x [Rd de deux mesures de probabilité T-inva-

riantes 03BB=~x~03BBx 1t (dx) et =~x~ x03C0 (dx) entraînerait, d’après ce qui

précède, celle de variables aléatoires Z2 et Z3 de lois respectives f (x) Àx,

et f (x) 
(03BBx+ x 2) 

sous Px pour x-presque tout x, telles que

On en déduit immédiatement Z2 = Z3 [P~-p. s. si bien que À est l’unique
mesure de probabilité T-invariante sur X x D

Sous Hl à H4, il existe Qo c X~, [p> 7t (00) =1 tel que pour tout Co E 00 et
tout point a de la suite de mesures de probabilité (~,n, a, 1 converge ’
vers À. 

~ 

Preuve. - Comme À est l’unique mesure de probabilité T-invariante
sur X x l’ergodicité sous Hl de la mesure ~ permet d’établir celle du
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système dynamique x ~d, é3 X (~d), ~,~4 (da) ~,~ (dm), 9’) où e’
est défini par e’ a) = (e co, f (Xô a), V (o, a) E XN x p~d.
Pour toute fonction borélienne bornée &#x26; sur X x [R~ on a, d’après le

théorème de Birkhoff

Par conséquent, si (K;); ~ N désigne un recouvrement croissant et compact’
de X et Bi la boule centrée de Rd de rayon 1, il existe 00 oe XN, !P 1t (00) = 1
tel que V 03C9 ~ 03A90, ~ i ~ N

Fixons 03C9 E Qo et aro élément du support de (0)) tels que cette égalité soit
vérifiée. Soit une valeur d’adhérence pour la topologie de la conver-
gence vague de la suite de mesures Les applications

... °/(X~) étant des contractions sur nous avons

En faisant alors tendre n vers + oo , on obtient

ce qui permet d’affirmer est une mesure de probabilité sur X x [Rd
(en particulier, ~,a, w n’est pas dégénérée !).
Pour identifier la mesure 03BBa, 03C9, il suffit de remarquer que pour toute

fonction x et tout point a de la suite

forme un accroissement de martingale borné par 2~(p~; cette suite

converge donc P03C0-presque sûrement en moyenne de Césaro vers 0. Par
conséquent, pour tout point a de Rd et toute fonction (p de  K (X x [Rd),
il existe Qa, cp’ cp) =1, tels que l’on ait

~(~)=~(T(p).
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La séparabilité de IRd et l’uniforme continuité de (p permettent alors
d’établir l’existence de C X~, tel que

Le lemme résulte finalement de la séparabilité de  K (X x Rd) et du fait
que Â est l’unique mesure de probabilité T-invariante sur X x ~a. 0

16. LEMME. - Pour tous n > 0 et a, b ~ posons

Sous Hl à H4, il existe 03A91 c XN, P03C0(03A91) =1 tel que pour tout 03C9 ~ 03A91 et

tous points a et b de la suite de mesures de probabilités (~n, a, b, 

converge vers ~,’ = a, a> ~ (dx, 

Preuve. - Soit f’ la fonction de X dans définie par

et T’ le noyau défini par :

pour toute fonction borélienne bornée 1> sur X x 1R2d.
Pour tout élément s de S (~d), notons s Q9 S la contraction de définie

par

On montre de façon élémentaire que lorsque (Q, f ) vérifie H 1,
H2[v,8], u] et H4 [À], (Q, f’) vérifie Hl, H2 [v’, Õ],
H3 (u~ u)] et H4 >

~ ~

En reprenant la démonstration ( 14) avec le couple (Q, , f ’’j, on montre
que la mesure ~,’ est l’unique mesure T’-invariante sur X x p~2a. Le lemme
( 16) découle alors de façon immédiate du lemme ( 15).

17. Fin de la démonstration du théorème (9).
D’après le lemme ( 15), il existe Qo c X~, (Qo) =1 tel que pour tous

03C9 ~ 03A90 et a E Rd on ait
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Si V est un ouvert de [Rd tel que >0, il existe une suite

croissante de fonctions de  K (X X convergeant vers 1x ~ 1 v;
par conséquent VoeQo, 

Puisque (~(pJ)~o converge vers ~(V)7i:(~)>0, nous avons bien

Appliquons maintenant le lemme (16) à la fonction positive d définie
sur par V (x, u, , 1 ); il existe
donc 01 ~ XN, P03C0(03A91)=1 tel que pour tout 03C9 ~ 03A91 et tous points a et b de
[Rd la suite

converge en moyenne de Césaro vers 0. Cette suite étant décroissante,
nous avons en fait

18. Passage de à V x E X.

D’après ce qui précéde, il existe X’ (X’) = 1, tel que pour tout
XE X’, on ait

V E > 0,
OJ> 
x [ri lim (xn)°...°.Î (xô)a-.Î (x,*)°...°.Îixô)b~~E~~=1

a, b E Rd n

et

pour tout ouvert V de IRd tel que x (dx) > 0.

’ 
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Introduisons le temps d’arrêt T relativement à la filtration

(C’ (x0’ .... 0

La chaîne étant récurrente positive au sens de Harris, de mesure
de probabilité invariante x, on a

En utilisant la propriété de Markov, on établit les inégalités suivantes

Comme PxT[lim inf [Õ Il Mn a - Z Il I _ E]] =1, s., on a finalement
n

D’autre part, en introduisant le temps d’arrêt T* relativement à la filtration

canonique (cr (XÓ, ... , 

~ , --~ ~_,

on a V x E X, et comme précédemment on établit les

inégalités suivantes :
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et

Finalement, comme l, les résultats établis jusqu’à
présent pour P03C0-presque tout (0 sont vérifiés Px-presque sûrement, quel
que soit 
Notons alors que pour tout x E X la loi f (x) ~,x sous Px de la variable

vérifie l’équation d’invariance

19. Remarque. - Sous H I à H4, pour tous points a et b de f~d les
suites a - M,~ et (à (Xn) a - convergen t en probabilité
P vers 0.
En effet, les variables .,f’ (Xo) ° ... ° f (X,~) et f (Xn ) o... 0 f (XÓ), n ~_ 0,

sont de même loi sous par conséquent, d’après ce qui précède, la suite
converge en loi vers 0 et donc en probabilité Il en

est de même pour la suite car lorsque 
(Õ (Xn) converge s. vers 0. Il semble en fait que les
suites (Mn a - et (8 (XJ (Mn a- Z))~ ~ ~ convergent sûre-
ment vers 0, mais ceci n’est qu’une conjecture.

20. Preuve de la proposition (10). - On suppose que 
/(~)=/i(~)0...0~M où chaque h, 1 _ k -_ d, est une contrac-
tion sur R. On vérifie de façon élémentaire que l’ensemble

I ~ i ç d ~ est un fermé de S (~).
Le noyau Uc«x, I), . .), étant porté par S®~, il en est de même

pour la mesure v lorsque (Q, f) vérifie H2[v, 8].
Pour toute fonction borélienne bornée 03A6 de X x S (!?) dans R, notons

4Y~ la fonction borélienne définie sur X x S@d par
_ __ 

_ ~ ~~ 
- 

.. ~ _ i _ - 

,fi v ~ q.i

L’inégalité (*) de H2 appliquée à la fonction 03A6k nous donne alors
, , tr
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Notons que si (Q, f’) vérifie H3 [(03BEk)k~0, u], les contrac-

tions 03BEk sont nécessairement de la forme 03BEk=03BEk, 1~ ... ~03BEk, d avec

Çk, ~ S (IR), 1 _ 1 d, chaque suite (~k, i)~ > 0 étant contractante, de point de
contraction Ui. 

De même, lorsque (Q, f) vérifie H4 [À] avec À = (dx), chaque

couple (Q, fk) vérifie H4 [À (k)J où ~,~~~ est définie par ~,~’~~ = ~x xQ ~,~k~ x (dx),
~ désignant la k-ième marginale de Àx.

L’intérêt majeur de la proposition réside dans la réciproque (2) ~ ( 1 );
la démonstration se fait en deux étapes.

Première étape. - Lorsque (Q, f) vérifie Hl, H2 et que chaque couple
(Q, A) vérifie H3 et H4, nécessairement (Q, f) vérifie H4.
En effet, sous ces hypothèses, chaque couple (Q, h) vérifie Hl à H4

~(~x~~)~ E x~; par conséquent, d’après le théorème (9), les suites de mesures
de probabilités o... (Xn) ~’nk~)n>(? convergent s. vers une

masse de Dirac EZk 1 ~ k ~ d. On conclut en remarquant que la loi sous 
du couple (Xo, Z) avec Z = (Zi, ..., Zd) est T-invariante sur X x ~.

Deuxième étape. - Lorsque (Q, f) vérifie Hl, H2 et H4 et que chaque
couple (Q, vérifie H3, alors (Q, f) vérifie H3.
Notons que sous ces hypothèses, pour chaque entier ... , â ~,

7~ possède une suite (~),~, ~=~B0 ... 0~ telle que (~)~ est
contractante sur R, étant bien entendu que les suites (~~~~~~~ > ©, ne

sont pas a priori contractantes. Le but de cette étape est donc d’exhiber
une suite dont les d composantes sont simultanément contractantes
sur R.

Pour ce faire, montrons tout d’abord que la suite de mesures de proba-
bilité (Mn ÀX,)n ~ 0 converge (p> 1t -p. s. vers une masse de Dirac Ez.
En effet, sous ces hypothèses, chaque couple (Q, ~~) vérifie Hl à H4

par conséquent, les suites de mesures de probabilité
(h (Xo) o...0 f~ À~~)nf;O convergent s. vers une masse de Dirac.
D’autre part, comme (Q, f) vérifie Hl, H2 et H4, la suite

(Mn 03BBXn (03C9))n~0 converge pour P03C0-presque tout (0 vers une mesure de
probabilité 0(co, .). Pour P03C0-presque tout 00, les marginales de 0(o, .)
sont donc des masses de Dirac d’où l’existence sur {Rd d’une v. a. Z telle
que

En reprenant alors les démonstrations (14) et ( 17), on montre que pour
tout point a de (Rd la suite converge en probabilité
P~ vers 0 [cf remarque (19)]; il existe donc une suite d’entiers 
telle que (8 (X~~ ~n~) ~,~~ a - Z))n > o converge s. vers 0. Considérons
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maintenant une famille dense de points de il existe SZ1 
!P~(Qi)= 1 et une suite (a 1 d’entiers tels que 

’

Par récurrence, on construit [P~(Q~)=1 et (ak + 1 (n))n >_ o une
sous-suite de tels que : 

-

La suite 1 étant dense dans [Rd, on obtient, en posant Q’ = n Qk et~ 

ex (n) = an (n)
V a E [Rd, lim Õ (X« (n) (00» (Moe (n) (00) a - Z (00» = 0

n

Pour conclure, il suffit de remarquer que l’égalité !En [Õ (Xn)] _ ~ (Õ) > 0
entraîne l’existence de mi eQ’ telle que

lim sup 8 (001» > 0. D
n

5. EXEMPLE : CAS DE LA MARCHE ALÉATOIRE
SUR AVEC RÉFLEXIONS SUR LES AXES

On munit [Rd, ~ 1, de la norme euclidienne Il.11 I -

pour tout élément a = (ai) 1  i  a de on pose a I = () ai ~) 1  ~  a, 1
désigne la valeur absolue usuelle sur 1 a~ 1 = (a2) 1 ~2.

Soit P un noyau markovien sur [Rd et 

chaîne canonique associée à P. 
-

On introduit le noyau T défini par

pour toute fonction borélienne bornée 1> sur et l’on note

((~x(~)~ ~x(~)~ la chaîne

canonique associée à T.
Pour tout ~ 0, on a

où f (x), désigne la contraction de ( ~d, Il.11) définie par 
L’étude du processus se ramène donc à celle du
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produit de contractions f (Xn _ 1) o... 0 f (Xo) et nous allons appliquer les
résultats du paragraphe 3. Ce processus a été étudié par différents auteurs
lorsque forme une suite de variables aléatoires indépendantes de
loi  sur IR, notamment par J.-P. Leguesdron dans le cas où J.1 est adaptée
(i. e. non portée par un sous-groupe discret de R) et décentrée

i. e. x  (dx) E R* + . Dans un premier temps nous rappelons brièvement

ses résultats puis nous examinons le cas où  est centrée. Enfin, nous
étendons cette étude au cas multidimensionnel (~, portée par d> 2) et
surtout au cas markovien chaîne de Markov sur d ? 1 ).

A. Étude de la marche aléatoire sur ((~ +)d à pas indépendants de loi ~, et

avec réf lexions sur les axes

21. DÉFINITION. - On dit qu’une mesure de probabilité ~ sur ~d est

adaptée si le groupe fermé engendré par le support S  de  est égal à Rd.
Nous avons le théorème suivant, dû à J.-P. Leguesdron [12] :

22. THÉORÈME. - Soient J.1 une mesure de probabilité sur f~ et 
une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi  définies sur un
espace probabilisé (Q, ~ , [P». On suppose que ~. est adaptée [définition (21)]

et qu’elle admet un moment d’ordre 1 avec x ~, (dx) E (F~* +. On note 0 la

borne supérieure dans (l~ de S~.
Alors, il existe sur une unique mesure de probabilité T-invariante v et

une variable aléatoire Z de loi v telle que, pour tout point a de (1~+, la suite
a - Xn 1- ... - Xo I)n >_ o converge P-p. s. vers Z.
De plus, pour tout point a la chaîne a - Xo 1- ... - Xn est

proximale et récurrente sur les ouverts de [0, ~[, et l’espérance du premier
instant de réflexion en zéro, R = inf { n >- 0 : Yo - (Xo + ... + Xn)  0 ~ est

finie.

Notons que lorsque y est portée par R+, avec 0   + 00,

W. Feller [6] et F. B. Knight [11] ont vérifié que la mesure v de densité

x dy (x) [y, + oo[ par rapport à la mesure de Lebesgue sur R + est

T-invariante. Le théorème (22) étend donc ce résultat au cas d’une loi J.1

portée par ~. La difficulté essentielle rencontrée par J.-P. Leguesdron
réside plutôt dans la preuve de l’existence d’une suite contractante de

point de contraction 0; la démonstration, très technique, fait appel à la
décomposition des réels en fractions continues.
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Lorsque p est centrée i. e. x d~, (x) = 0 J. nous ne pouvons plus utiliser
les arguments développés par J.-P. Leguesdron; néanmoins, nous avons le
résultat suivant :

23. THÉORÈME. 2014 Soient  une mesure de probabilité sur R et 
une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi ~, définies sur un
espace probabilisé (Q, W, I~).
On suppose que ~, est adaptée [définition (21)] et qu’elle admet un moment

d’ordre 2, avec On note ~.1 la borne supérieure dans f~ de SIl’

Alors, la suite a - Xn 1- ... - Xo ~)~ > o s. non bornée pour tout

point a de et il n’existe donc pas sur de mesure de probabilité
T-invariante.

Par contre, pour tout point a de f~ +, la chaîne (II a - Xo 1- ... - X~ 1)n > o
est proximale et récurrente sur les ouverts de [0, 1B[, et l’espérance du premier
instant de réflexion en zéro, R = inf { n >_ 0 : Yo - (Xo + ... + Xn)  0 }, est
infinie.

Preuve. - Pour tout point a de R + , on a

si bien que, la marche aléatoire centrée (Xo + ... étant récurrente
sur ~, on a

S’il existe sur I~ + une mesure de probabilité v T-invariante, le couple
(~, f j vérifie alors les hypothèses H2 et H4 [en prenant notamment
8(x)= 1, ~ x ~ R] et l’on a d’après le lemme (12)

ce qui contredit l’égalité précédente.
Introduisons maintenant le temps d’arrêt

et définissons par récurrence la suite (Y~n~)n ~ 0 en posant
~+i)=~)+~Q~ avec r~°~ = 0 . Les variables X r~n~ + 1 + ... + Xrcn + 1 >, n >_ o,
sont indépendantes de même loi ~ et vérifient les hypothèses du théorème
(22) ([6], chap. XVIII). Par conséquent, pour tout point a de la chaîne
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est proximale et récurrente sur les ouverts de [0, A[. Il suffit alors de

remarquer que l’on a

et que pour tous points a et b de la suite

est décroissante.

Enfin, J.1 étant centrée, l’espérance du temps d’arrêt r est infinie; il en

est de même pour R, vu l’inégalité R ? r, P-p. s., V a e [RB D

Considérons maintenant le cas où la loi  est portée par [Rd avec d~2.

24. THÉORÈME. - Soient Il une mesure de probabilité sur ~‘~, d >- 2, et

o une suite de variables aléatoires indépendantes de loi  définies sur
un espace probabilisé (Q, ~ , P).

On suppose que  admet un moment d’ordre 1, et que

les différentes marginales 1 ~ k - d, de Il sont adaptées.
Alors, il existe sur (~ f )~ une unique mesure de probabilité T-invariante v

et une variable aléatoire Z de loi v, telle que pour tout point a de (f~+)~ la
suite ... - Xo ~)n > o converge P-p. s. vers Z.
De plus, pour tout point a de la chaîne (If a - ... - 

est proximale et récurrente sur les ouverts V de ((~+}‘~ chargés par v.

Preuve. - Pour tout point de la contraction f(x)
définie s’écrit f (x) = f i (x) ~ ... ~, f ’d (x),
avec fk (x) ak = ). Sous les hypothèses du théorème (24), f) vérifie
l’hypothèse H2 et chaque couple fk)’ 1  I~ ç d, vérifie les hypothèses
H3 et H4 (cf théorème 22). Par conséquent, d’après la proposition (10)
(y, f ) vérifie les conditions H2, H3 et H4. Le théorème (24) découle alors
directement des théorèmes (9) et (22). D

Notons que, même lorsque Il est portée par d> 2, on ne peut
exhiber à la façon de W. Feller et F. B. Knight sur R+ une mesure de
probabilité T-invariante. Le théorème (24) prouve donc, non seulement
l’unicité mais aussi l’existence sur d’une telle mesure. On peut aussi

prouver l’existence de la mesure v en étudiant le comportement de la
chaîne (~~ a - ~o ( - ... - Xn I)n ~ 0 aux différents instants de réflexions sur
les parois; cette technique sera développée ultérieurement dans le cas

unidimensionnel et markovien [cf. lemme (30)].
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Par ailleurs, nous avons le résultat purement algébrique suivant:

25. COROLLAIRE. - Soient a, b, c et d quatre réels strictement positifs
tel que  1= Q,  1= Q et ad - bc > O. Alors, il existe (a, fl) E (IR +)2 et une suite

c d
de ( (a, - b), ( - c, d) ) tels que

Preuve. - La condition ad-bc>O entraîne l’existence d’un réel p tel

que p si bien que l’espérance de la mesure
d 

p 
c

est un élément de (1R*+)2. Comme de plus ~ et ~ sont irrationnels, les
c d

marginales de J.1 sont adaptées sur [R. Le corollaire découle alors de façon
immédiate du théorème (24). D

Nous avons peu de renseignements sur la localisation des points de
contraction (a, néanmoins, ces points étant les éléments du support de
la mesure invariante v, on montre de façon élémentaire qu’ils ne peuvent
pas appartenir à l’ensemble

En particulier, on a (a, ~3) ~ (.0, 0).

B. - Études de la marche aléatoire sur (~ + )d à pas markoviens
et avec réflexions sur les axes

26. DÉFINITION. - On dit que le noyau markovien P sur (~d admet des

moments d’ordre k (k > o) si sup Í dy)  + 00.

Nous avons le théorème suivant :

27. THÉORÈME. - Soient P un noyau markovien sur (~ et

~ 0~ la chaîne canonique associée à P.
On suppose qu’il existe ~ E ]0, 1] et une mesure de probabilité ~ sur (~ tels

que
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La chaîne est alors récurrente positive au sens de Harris de
mesure de probabilité P-invariante ~. On note une version récurrente

positive au sens de Harris de la chaîne duale de [1 8], h la densité de
~, par rapport à ~t et A la borne supérieure dans ~ du support de J.1.

On suppose en outre que  est adaptée sur que S  n R*+ ~ 0 et que

P admet des moments d’ordre 3 + E avec 

Alors, il existe une unique mesure de probabilité À= (dx) T-

invariante sur (~ X (~+ et une variable aléatoire Z sur de loi f (x) Àx sous
Px pour tout x ~ R, telle que pour élément a de [0, A[ la suite

(h (X n ) (II I a - Xi 1- ... - xÓ 1- converge s. vers 0.

De plus, pour tout x ~ R et tout point a la suite

a - Xo 1- ... - Xn ()n >_ o est proximale et récurrente sur les ouverts V de

~ + chargés par la mesure ~,x ( . ) ~ (dx).
Preuve. - Il suffit de montrer que l’opérateur P*, dual de P vis-vis

de ~, vérifie les hypothèses Hl à H4, puis d’appliquer le théorème (9) au
couple (P*, f ).
Remarquons tout d’abord que sous l’hypothèse V x EX, P (x, . ) >_ ( . ),

la chaîne est récurrente positive au sens de Harris [ 18] et l’unique
mesure de probabilité P-invariante x vérifie 03C0~03B4 . Le théorème de Radon-

Nikodym établit donc l’existence d’une fonction positive h sur R telle que
J.1 (dx) = h (x) x (dx) et l’on a P* (x, . ) >__ b2 h (x) ~ ( . ) ~t (dx)-p. s. En posant
Õ (x) = Õ2 h (x), on obtient

avec 8 (x) > 0  (dx)-p. s. et 03C0 (Õ) > 0.
Par ailleurs, lorsque ~ est adaptée et S~ (~ I~* + ~ 0? le semi-groupe

fermé T f (~) engendré par les contractions f (x), x E S~, possède une suite
contractante de point de contraction 0 [12].

Enfin, lorsque forme une chaîne de Markov sur R, on ne peut
exhiber à la façon de W. Feller et F. B. Knight une mesure T-invariante
sur R [R+. Pour établir l’existence d’une telle mesure, nous allons nous
intéresser aux différents instants de réflexion en 0 de la suite

On introduit le temps d’arrêt
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relativement à la filtration canonique ~(X~..,XJ)~; comme
on a d’après la loi des grands nombres

et l’on peut définir par récurrence la suite de temps d’arrêt en

posant 
-

La suite forme alors une chaîne de Markov sur IR x 0~ +
de noyau de transition T R défini par (x, a) = a~ [1> pour
toute fonction borélienne bornée sur IR + . 

’

28 . LEMME. - Supposons que P vérifie l’hypothèse V XE R,
P (x, . ) >_ 8Jl ( . ) et admette des moments d’ordre 2 [c,f’. définition {26)].

Alors, pour tout réel c > o, il existe une constante 1] telle que

avec ~ ~,k  + 00.
k>_1

Preuve. - On note U le noyau markovien associé à la chaîne (Xn, 

avec S0=0 et +... +Xn et l’on pose G= un. Une étude fine
n= o

du potentiel G ([16], annexe), utilisant les arguments de la théorie du
renouvellement ([4], [8]), établit l’existence d’une constante K > 0 telle que

Le principe du maximum appliqué à G donne alors

d’où
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Par conséquent, pour tout (x, tR x 

En utilisant alors l’égalité P(jc, .)=8~(.)+(1-8)Q(~ .) où Q est un
noyau markovien sur R, on obtient

Par itération, on obtient finalement

De l’égalité P~=8u+~8(l-8)uQ~+(l-8)~Q~ satisfaite pour tout

00

entier A; ~2, on déduit l’inégalité 8 ~ (1 -8)"uQ"~7r si bien que
M=0
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Par ailleurs. comme 0  Õ  1

On pose

Les hypothèses de moments sur P permettent alors d’établir la convergence
de la série (%1,k)k > 1 . 0

La propriété forte de Markov donne alors de façon immédiate

On introduit le temps d’arrêt S = inf ~ n >__ 1 : _ c ~ relativement à la
filtration ..., o. Pour c suffisamment grand, on a 7~~  1

si bien que 
-

On peut alors définir par récurrence la suite de temps d’arrêt en
Dosant

La suite o forme une chaîne Markov sur R X [0, c] de noyau
de transition TRS défini par (x, a)= a~ pour toute

fonction borélienne bornée sur R x [R+.
En considérant une valeur d’adhérence pour la topologie de la conver-

gence vague de la suite de mesures de probabilité

on établit l’existence d’une mesure de probabilité 03BB0 TRs-invariante sur
R x [0, c]. La méthode de balayage de Harris permet alors de démontrer
les lemmes suivants

29. LEMME. - La mesure ~,1 définie par

pour tout borélien A de I~ X (I~+ est une mesure positive bornée TR-invariante
admettant un moment d’ordre 1 .
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Notons que le fait que 03BB1 possède un moment d’ordre 1 découle de

l’inégalité

30. LEMME. - Lorsque P admet des moments d’ordre 3 + E, la mesure À

définie par

pour tout borélien A de f~ x est une mesure positive bornée T-invariante.
Dans ce dernier lemme, le fait que À soit bornée découle directement

de l’hypothèse de moments sur P. En effet, pour tout (x, a) E R x R
+

Lorsque P possède des moments d’ordre 3 + E, il existe une constante A > 0
telle que

Par conséquent

Le lemme découle alors du fait que ~,1 possède un moment d’ordre 1. D

Considérons maintenant le cas où forme une chaîne de Markov

sur (~d, d> 2. Nous obtenons alors le théorème énoncé dans l’introduction
et qui généralise au cas markovien le théorème 24.
La démonstration de ce théorème se calque sur celle du théorème (24)

en s’appuyant sur la proposition (10). D
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