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1 Convexité en dimension 1

Dé�nition 1. Une application f : Df ⊂ R→ R est dite convexe lorsque l'épigraphe

Epi(f) := {(x, y) ∈ Df × R : y ≥ f(x)}, (1)

est une partie convexe de R2.

Remarque 1. Comme on a Df = π1(Epi(f)) où π1 : (x, y) ∈ R2 → x ∈ R est linéaire on
voit que Df est donc forcément un convexe. Dans ce qui suit le domaine d'une application
convexe sera désigné par I qui sera un intervalle à priori quelconque.

Exercice 1.

Montrer que le sup d'une famille de fonctions convexes est également une fonction convexe.

Proposition 1. Si on se donne f une application convexe et qu'on note

A(f) := {(α, β) ∈ R2 : ∀x ∈ Df, αx+ β ≤ f(x)}, (2)

alors on a
∀x ∈ Df, f(x) = sup

(α,β)∈A(f)
(αx+ β). (3)

Remarque 2. La notation A est utilisée pour les fonctions a�nes mais n'est pas canonique.

En utilisant la proposition précédente on peut mettre obtenir les résultats suivants.

Exercice 2 (Formule de Jensen).
Prouver que pour un entier n ∈ N∗ et une fonction convexe f on a

∀(x1, . . . , xn)∈Rn, ∀(λ1, . . . , λn)∈(R+
∗ )n,

(
n∑
i=1

λi = 1

)
⇒

(
f

(
n∑
i=1

λixi

)
≤

n∑
i=1

λif(xi)

)
.

(4)

Exercice 3 (Formule de Jensen intégrale).
Montrer que si f : R→ R est convexe et que µ est une mesure de probabilité sur R alors

f

(∫
R
xdµ(x)

)
≤
∫
R
f(x)dµ(x). (5)

Exercice 4.

Montrer que si f est convexe alors pour tout suite (xn)n≥0 d'éléments de Df convergeant vers
x̄ ∈ Df on a

f(x̄) ≤ lim inf
n→+∞

f(xn). (6)

Proposition 2. Si f : I → R satisfait

∀(x, y) ∈ I2, ∀θ ∈ [0, 1], f(θx+ (1− θ)y) ≤ θf(x) + (1− θ)f(y), (7)

alors f est une application convexe.
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Dé�nition 2. Si f : I → R est quelconque on appelle enveloppe convexe de f l'application
f∗ : R→ R dé�nie par

f∗(x) := sup
(α,β)∈A(f)

(αx+ β). (8)

Exercice 5.

Calculer l'enveloppe convexe d'une application constante par morceaux.

Proposition 3. Soit une application f : I → R alors f est convexe si et seulement si l'appli-
cation

(x, y) 7→ f(x)− f(y)

x− y
, (9)

est croissante en x et en y.
Formulé autrement on a

∀(a, b, c) ∈ I3, a < b < c⇒ f(b)− f(a)

b− a
≤ f(c)− f(a)

c− a
≤ f(c)− f(b)

c− b
. (10)

Corollaire 1. En tout x ∈
◦
I, l'application f a une dérivée à droite f ′d et une dérivée à gauche

f ′g dé�nies par

∀x ∈
◦
I,

f
′
d(x) := lim

h→0+

f(x+h)−f(x)
h ,

f ′g(x) := lim
h→0+

f(x)−f(x−h)
h ,

(11)

et on a

∀(x, y) ∈ I, x < y ⇒


f ′d(x) ≤ f ′g(y)

f ′g(x) ≤ f ′d(x)

f ′g(x) ≤ f ′g(y)

f ′d(x) ≤ f ′d(y)

(12)

Corollaire 2. Une application convexe dé�nie sur un intervalle I est continue en tout point

de l'intérieur
◦
I.

Proposition 4. Soit f : I → R une application dérivable en tout point de I. Alors f est

convexe sur
◦
I si et seulement si l'application x 7→ f ′(x) est croissante.

Proposition 5. Soit f : I → R une appication de classe C1 dont la dérivée f ′ est elle même

dérivable en tout point. Alors f est convexe sur
◦
I si et seulement si

∀x ∈
◦
I, f ′′(x) ≥ 0. (13)

Exercice 6.

On considère une application f ∈ C2(R) telle que l'on ait deux réels strictement positifs m et
M satisfaisant

∀x ∈ R, m ≤ f ′′(x) ≤M, (14)

• Étant donnés (x, y) ∈ R et θ ∈ (0, 1), encadrer alors la quantité

∆ := θf(x) + (1− θ)f(y)− f(θx+ (1− θ)y). (15)
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• Même question pour encadrer la di�érence entre les deux côtés de la formule de Jensen
à n-variables.

• Même question pour la formule de Jensen intégrale.

Théorème 1.

Si f : I → R est une application convexe alors f est dérivable sur I hormis un nombre au plus
dénombrable de points.

Les fonctions f ′d et f ′g sont croissantes et de ce fait dérivables presque partout.
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2 Premières Applications

Proposition 6. Soit n ∈ N∗ alors on l'inégalité dite Arithmético-Géométrique

∀(x1, . . . , xn) ∈ (R+
∗ )n,

(
n∏
i=1

xi

) 1
n

≤ 1

n

n∑
i=1

xi. (16)

De plus on a égalité dans (16) si et seulement si tous les xi sont égaux.

Remarque 3 (Énoncé en français). La moyenne géométrique est toujours plus petite que la
moyenne arithmétique.

Démonstration. • Preuve par la concavité de ln.

• Preuve de Cauchy par récurrence.

• Preuve de Polya via x ≤ ex−1.
• Preuve par optimisation et les extrema liés.

• Preuve de Bellman par optimisation et programmation dynamique.

Exercice 7. Démontrer l'inégalité de Cauchy-Schwarz en utilisant la programmation dyna-
mique.

Dé�nition 3. Étant donnés un entier positif n et un réel p au moins égal à 1 on dé�nit

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, ||x||p := (
n∑
i=1

|xi|p)
1
p . (17)

Dé�nition 4. Étant donné un entier n on dé�nit

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, ∀y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn, 〈x|y〉 :=

n∑
i=1

xiyi. (18)

Proposition 7 (Inégalité de Hölder).
On considère deux réels strictement positifs p et q conjugués, c'est à dire que 1

p + 1
q = 1, alors

étant donné un entier positif n, on a

∀x ∈ Rn, ∀y ∈ Rn, 〈x|y〉 ≤ ||x||p · ||y||q. (19)

Démonstration. Commencer par montrer le

Lemme 1 (Inégalité de Young).

∀(x, y) ∈ R2
+, xy ≤ xp

p
+
yq

q
. (20)

Di�érencier preuve entre
• réduction de cas (commencer par les normes valant 1)
• exploitation d'une di�érence de symétrie entre les deux côtés d'une inégalité pour l'amé-
liorer en faisant apparaître un paramètre d'un côté et en optimisant.
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Corollaire 3. On a pour tout entier n et tout réel p plus grand que 1

∀x ∈ Rn, ||x||p = sup
||y||q=1

〈x|y〉. (21)

Proposition 8. On considère un réel p plus grand que 1 est un entier n positif. On a toujours
l'inégalité de Minkowski

∀x ∈ Rn, ∀y ∈ Rn, ||x+ y||p ≤ ||x||p + ||y||p. (22)

Exercice 8.

Discuter les cas d'égalité dans les équations d'Hölder et de Minkowski.

Exercice 9.

Étant donné un entier n au moins égal à 3 déterminer pour un cercle donné le polygone à n
cotés inscrit dans le cercle de plus grande aire.

Exercice 10.

Étant donnés un entier n est des réels positifs (r1, . . . , rn) montrer que l'on a

(1 + rG)n ≤
n∏
i=1

(1 + ri) ≤ (1 + rA)n, (23)

où rA et rG sont respectivement les moyennes arithmétiques et géométrique des ri. Comment
interpréter pécunièrement cette inégalité ?

Exercice 11.

Une fonction f : I → R satisfaisant

∀(x, y) ∈ I2, f

(
x+ y

2

)
≤ f(x)

2
+
f(y)

2
, (24)

est-elle convexe ? (On pourra distinguer le cas où f est continu de celui où elle ne l'est pas)
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3 Convexité dans Rd

Dé�nition 5. Une application f : Df ⊂ Rd → R est dite convexe lorsque l'épigraphe

Epi(f) := {(x, y) ∈ Df × R : y ≥ f(x)}, (25)

est une partie convexe de Rd+1.

Remarque 4. Comme on a Df = π1(Epi(f)) où π1 : (x, y) ∈ Rd+1 → x ∈ Rd est linéaire
on voit que Df est donc forcément un convexe. Dans ce qui suit le domaine d'une application
convexe sera désigné par I qui sera un intervalle à priori quelconque.

Exercice 12.

Montrer que le sup d'une famille de fonctions convexes est également une fonction convexe.

Proposition 9. Si on se donne f une application convexe et qu'on note

A(f) := {(α, β) ∈ Rd × R : ∀x ∈ Df, 〈α|x〉+ β ≤ f(x)}, (26)

alors on a
∀x ∈ Df, f(x) = sup

(α,β)∈A(f)
(〈α|x〉+ β). (27)

Exercice 13 (Jensen).
Prouver que pour un entier n ∈ N∗ on a lorsque f est convexe

∀(x1, . . . , xn) ∈ (Rd)n, ∀(λ1, . . . , λn) ∈ (R+
∗ )n,(

n∑
i=1

λi = 1

)
⇒

(
f

(
n∑
i=1

λixi

)
≤

n∑
i=1

λif(xi)

)
. (28)

Proposition 10. Si U est un ensemble convexe de Rd et que f : U → R satisfait

∀(x, y) ∈ U2, ∀θ ∈ [0, 1], f(θx+ (1− θ)y) ≤ θf(x) + (1− θ)f(y), (29)

alors f est une application convexe.

Dé�nition 6. Si f : U → R est quelconque on appelle enveloppe convexe de f l'application
f∗ : Rd → R ∪ {+∞} dé�nie par

∀x ∈ Rd, f∗(x) := sup
(α,β)∈A(f)

(αx+ β). (30)

Proposition 11. Soit U un ouvert convexe de Rd et f : U → R une application C1 alors f
est convexe si et seulement si

∀(x, y) ∈ U2, f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x)|y − x〉. (31)

Proposition 12. Soit U un ouvert convexe de Rd et f : U → R une application C2 alors f
est convexe si et seulement si pour tout point x ∈ U la forme quadratique

h ∈ Rd 7→ 〈d2f(x)h|h〉, (32)

est positive.
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Rappel : d2f(x) est la hessienne de f en x c'est à dire la matrice des dérivées secondes,
elle est symétrique grâce au lemme de Schwarz.

Proposition 13. Soit H un espace préhilbertien. Soit U un ouvert convexe de H et f :
U → R une application convexe. Alors si f est localement bornée elle est également localement
Lipschitz.

Proposition 14. Soit f : U ⊂ Rd → R une application convexe avec U un ouvert, alors elle
est localement bornée.

Théorème 2 (Alexandrov). Soit f : U ⊂ Rd → R une application convexe avec U un ouvert.
Alors pour presque tout x de U on a un vecteur v et une matrice M symétrique positive telle
que

f(x+ h) = f(x) + 〈v|h〉+ 〈Mh|h〉+ o(||h||2). (33)

Exercice 14.

Soit Sn l'espace des matrices symétriques n × n, montrer que l'application qui à une matrice
M de Sn associe sa plus grande valeur propre est convexe.
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4 Optimisation dans Rd

Dé�nition 7. Soit f : E ⊂ Rd → R une application. Soit x0 ∈ E. On dit que f(x0) est
• un minimum global de f sur E lorsque

∀x ∈ E, f(x) ≥ f(x0), (34)

• un maximum global de f sur E lorsque

∀x ∈ E, f(x) ≤ f(x0), (35)

• un minimum local de f lorsqu'il existe r > 0 tel que

∀x ∈ E ∩B(x0, r), f(x) ≤ f(x0), (36)

• un maximum local de f lorsqu'il existe r > 0 tel que

∀x ∈ E ∩B(x0, r), f(x) ≥ f(x0). (37)

Un extremum est un minimum ou un maximum.

Proposition 15. Soit f : U → R une application avec U un ouvert. Soit x0 ∈ U Alors si
f(x0) est un extremum local et si f est dérivable en x0 alors

∇f(x0) = 0. (38)

Proposition 16. Soit f : U → R une application avec U un ouvert. Soit x0 ∈ U Alors si
f(x0) est un extremum local et si f admet un développement de Taylor à l'ordre 2 en x0 alors
on a (38) et la forme quadratique

h 7→ 〈d2f(x0)h|h〉 (39)

est positive s'il s'agit d'un minimum et négative s'il sagit d'un maximum.

Proposition 17. Soit f : U → R une application avec U un ouvert. Soit x0 ∈ U . Si f admet
un développement de Taylor à l'ordre 2 en x0 que

∇f(x0) = 0, (40)

et que la forme quadratique
h 7→ 〈d2f(x0)h|h〉 (41)

est dé�nie positive alors f(x0) est un minimum local, si elle est dé�nie négative c'est un
maximum local, et si elle est non dégénérée mais non signée ce n'est pas un extremum.

Proposition 18. Soit U un ouvert de Rd. On considère f et g deux application C1 de U dans
R alors si

f(x0) = min
g(x)=0

f(x) (42)

(ou max) on a deux réels λ, µ non tous les deux nuls tels que

λ∇f(x0) + µ∇g(x0) = 0. (43)
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Démonstration. • Par inversion locale.
• Géométriquement via plan tangent et fonctions implicites.
• Par pénalisation.

Remarque 5. Si on a une famille de contraintes g1, . . . , gn alors on en déduit l'existence de
λ, µ1, . . . µn non tous nuls tels que

λ∇f(x0) +
n∑
i=1

µi∇gi(x0) = 0. (44)

Théorème 3 (Weierstrass). Soit (X, d) un espace métrique compact et f : X → R une
fonction continue. Alors f est bornée et atteint ses bornes.

Proposition 19. Soit f : Rd → R continue telle que

f(x) →
||x||→+∞

+∞. (45)

Alors f admet un minimum global.

Proposition 20. Soit f : Rd → R une fonction convexe alors si x0 est un point de minimum
local, x0 est également un point de minimum global.

Exercice 15.

Étant donnés des nombres (x1, . . . , xn) ∈ Rn, déterminer les extremas des fonctions

L2(x) :=

n∑
i=1

(x− xi)2, L1(x) :=

n∑
i=1

|x− xi|. (46)

Puis discuter de la robustesse de ces minimas par rapports aux perturbations des (x1, . . . , xn).

Remarque 6. Les méthodes itératives de gradients pour obtenir des suites convergeant vers
un extrema local repose sur l'observation suivante. Étant donné un point xn ∈ Rd on a

f(xn + h) ∼ f(xn) + 〈∇f(xn)|h〉, (47)

pour une certaine norme N dans Rd on cherche alors un vecteur vn tel que

〈∇f(xn)|vn〉 = min
N(u)=1

〈∇f(xn)|u〉 (48)

une fois ce vecteur de direction choisi on cherche alors le pas via la minimisation locale ou
globale de

g(t) := f(xn + tvn), (49)

et une fois un tel tn choisi on pose

xn+1 = xn + tnvn. (50)

Exercice 16.

Pour une matrice inversible M donnée. Appliquer l'idée ci-dessus à la minimisation de la
fonctionnelle

J(A) := ||MA− Id||22, (51)

pour la norme ||.||2 et pour la norme ||.||1 matricielle.
Indication : on pourra commencer à montrer que

||B||2 = Tr(BTB). (52)
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5 Le cas de la dimension in�nie

5.1 Motivation

On est naturellement amener à faire de l'optimisation en dimension in�nie, plus précisé-
ment on aura une fonctionnelle J (c'est à dire une fonction prenant des fonctions en argument)
à minimiser et ce pour di�érentes raisons.

• Calcul des variations. On chercher à déterminer pour deux points (x, y) et (a, b) (avec
a < x et b > y) la courbe reliant les deux points tel qu'un point matériel glissant sans
frottement sous l'action de la seule gravité mettent le moins de temps. Si la courbe est
le graphe d'une fonction f : [a, x]→ R, le temps de parcours est égal (Exercice) à∫ x

a

√
1 + (f ′(s))2√
2g(b− f(s))

ds (53)

que l'on cherche à minimiser pour les fonctions f satisfaisant

f(a) = b, f(x) = y. (54)

• En mécanique la trajectoire d'un double pendule (masses m et M , longueurs l et L
angles θ et α) est réalisée comme extrema de l'action

A(α, θ) :=

∫ t1

t0

(M +m)L2 α̇
2

2
+ml2

θ̇2

2
+mlLα̇θ̇ cos(α− θ)

− (M +m)gL sin(α)−mgl sin(θ)dt. (55)

• En contrôle optimal on cherche des fonctions x, u minimisant

J(x, u) :=

∫ T

0
C(x(t), u(t))dt+K(x(T )), (56)

sous la contrainte
ẋ(t) = f(x(t), u(t)), x(0) = x0. (57)

On peut également être amener à introduire des méthodes itératives pour résoudre des
équations di�érentielles du type {

ÿ + p(x)y(x) = f(x)

y(0) = y(L) = 0.
(58)

En e�et comme on peut montrer (Exercice) que la solution de{
ÿ = g(x),

y(0) = y(L) = 0
(59)

est donnée par

y(x) :=

∫ L

0
N(x, s)g(s)ds (60)
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avec le noyau N dé�ni par

N(x, s) :=

{
s(x−L)
L si s < x

x(s−L)
L si s > x

(61)

Résoudre (58) revient alors à trouver y tel que

y(x) =

∫ L

0
N(x, s)(f(s)− p(s)y(s))ds. (62)

5.2 Espace de Hilbert

Dé�nition 8. Soit E un espace vectoriel un produit scalaire est une application de E2 dans
R que l'on notera (u, v) 7→ 〈u|v〉 véri�ant

• symétrie : pour tout vecteur u et v on a

〈u|v〉 = 〈v|u〉. (63)

• linéarité : pour tout vecteurs u, v et w et tous réel λ on a

〈u|v + λw〉 = 〈u|v〉+ λ〈u|w〉. (64)

(par symétrie on a linéarité aussi par rapport à l'autre variable)

• positivité : pour tout vecteur non nul u on a

〈u|u〉 > 0. (65)

Proposition 21 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
Si E est un muni d'un produit scalaire on a pour tout vecteurs u et v

〈u|v〉 ≤
√
〈u|u〉

√
〈v|v〉. (66)

Démonstration. Commencer par la preuve de Schwarz.
Puis cas général avec une matrice d'orthogonalité via d'autre méthode en dimension dé�nie

dénombrabre.
Identité de Lagrange ?

Proposition 22. Si E est un espace vectoriel muni d'un produit scalaire alors l'application

u ∈ E 7→ ||u|| := 〈u|u〉, (67)

est une norme. On dit que E est un espace préhilbertien.

Dé�nition 9. Si H est un espace préhilbertien complet on dit qu'il s'agit d'un espace de
Hilbert.

Dé�nition 10. Soit E un espace vectoriel topologique et f : F ⊂ E → R une application. On
dira que f est convexe lorsque l'épigraphe

{(x, t) ∈ F × R : f(x) ≤ t} (68)

est un convexe fermé de E × R.
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Théorème 4. Soit H un espace de Hilbert et C un convexe fermé non vide de H alors pour
tout point x dans H il existe un unique y dans C tel que

∀z ∈ C, ||x− y||H ≤ ||x− z||H . (69)

Grâce à l'unicité on introduira alors l'application qui à x associe y qu'on appelera l'opérateur
de projection sur C et qu'on notera y = pC(x).

Le projeté pC(x) peut être également caractérisé comme le seul point de C satisfaisant

∀z ∈ C, 〈z − pC(x)|x− pC(x)〉 ≤ 0. (70)

Théorème 5. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout forme linéaire continue l sur H il existe
un unique vecteur u ∈ H tel que

∀v ∈ H, l(v) = 〈u|v〉. (71)

L'application l 7→ u est de plus une isométrie de H∗ sur H.

Proposition 23. Soient H un espace de Hilbert et f : E → R une application convexe. Si on
note

T (t) := {(α, β) ∈ H × R : ∀z ∈ E, f(z) ≥ 〈α|z〉+ β}, (72)

alors on a
∀z ∈ E, f(z) := sup

(α,β)∈T (f)
〈α|z〉+ β. (73)

Proposition 24. Soit E, ||.|| un espace vectoriel normé, la boule unité est compacte si et
seulement E est de dimension �nie.

Dé�nition 11. Soit H un espace de Hilbert. On dit qu'une suite (un)n≥0 de H converge
faiblement vers u ∈ H lorsque

∀v ∈ H, 〈v|un〉 →
n→+∞

〈v|u〉. (74)

On notera alors
un ⇀

n→+∞
u. (75)

Proposition 25. Soient (un)n≥0 et v des éléments d'un Hilbert H. Si (un)n≥0 converge for-
tement vers v alors elle converge aussi faiblement.

Exercice 17. Montrer que la réciproque est en général fausse.

Proposition 26. Soient H un espace de Hilbert et f : E ⊂ H → R une application convexe
alors on a

un ⇀
n→+∞

u ⇒ f(u) ≤ lim inf
n→+∞

f(un). (76)

Exercice 18. La norme est elle continue pour la convergence faible ?

Théorème 6. Soit H un espace de Hilbert séparable et (un)n≥0 une suite de H alors si la
suite est bornée i.e. si on peut trouver R > 0 tel que

∀n ≥ 0, ||un||H ≤ R, (77)

on peut trouver un vecteur ū ∈ H et une application strictement croissante φ : N → N telle
que

uφ(n) ⇀
n→+∞

ū. (78)
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