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On s’intéresse a ’équation différentielle scalaire
Yt =90t +y(t) —y(t). (1)

la) On commence par poser X(t) := (y(t)y(t)y (t))T. On constate alors que
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(1b) On sait alors que t € R — eMtt)X; est solution de
X(to) = Xo,

pour tout choix de to dans R et Xy dans R3. Il s’agit évidemment d’une solution maximale car
elle est définie sur R, en appliquant Cauchy-Lipschitz on en déduit que c¢’est 'unique solution
maximale du probléeme de Cauchy choisi.

(1c) On vient de prouver qu'une solution maximale s’écrit forcément X : t — eM*Xy pour
un certain vecteur Xp. Si on introduit alors la base canonique e := (1, 0, 0), e; := (0, 1, 0),
e3 := (0, 0, 1) puis qu’on pose

Vie{l,2,3), VteR, fi(t):=eMle, (3)

on constate que l'on a alors X = e(Xo)f1 + e3(Xo)f2 + e3(Xo)f3. Comme f;(0) = e; on en
déduit facilement que la famille est libre en plus d’étre génératrice. On a donc trouvé une
base de ’espace des solutions maximales et celui-ci est donc un espace vectoriel de dimension
3.



(1d) On peut calculer
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On voit que les valeurs propres sont 1 et —1.

a € polynome caracteristique de l'equation est clairement x> —x~—x -+ 1 on a donc
2a) Le polynd téristique de 'équation (I)) est clai t x> —x? 1 d

1 comme racine double et —1 comme racine simple. On sait donc que la solution générale est
de la forme t — (at+b)et +cet. Cela revient a dire que t — tet, t — et et t — et forment
une base de ’espace des solutions de .

(2b) Pour déterminer une solution générale de

Y1) =9t +y(t) —y(t) + e, (4)
on va insérer l'ansatz y(t) = (ta(t) + b(t))et + c(t)e "
La premiere étape de la variation de la constante permet alors d’obtenir

(ta(t) +b(t))et+¢(t)et =0 et y(t) = (ta(t)+alt) +b(t))et —c(t)e .
La seconde étape assure
(ta(t) +a(t) +b(t))et —¢(t)e P =0 et U(t) = (ta(t)+2a(t)+b(t))et +c(t)e .
Finalement on obtient donc
Y(t) = (ta(t) +2a(t) + b(t))et + ¢(t)e  + (ta(t) + 3a(t) + b(t))et —c(t)e .
On conclut alors que satisfaire ([4)) revient & satisfaire :
e = () —§(t) —Y(t) + y(t) = (ta(t) +2a(t) + b(t))e' + ¢(t)e ™,

On s’est donc ramené au systeme

tet et et aft) 0
(t+1)et et —et|[bt)|=]0
(t+2)et et et ¢(t) et

En retranchant la premieére équation a la troisieme on obtient a(t) = 1/2. On peut alors
déterminer ¢(t) = et/4 et b(t) = —(2t + 1)/4.

On en déduit a(t) =t/2+ o, b(t) = —(t2 +t)/4 + B et c(t) = e?*/8 +y. Dont on tire la
solution générale de sous la forme

22 -2t +1
———————¢€.

y(t) = (ot + Ble' +yve '+ 3
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(3) En utilisant la question 1, on sait qu’il suffit de déterminer la solution de

(6)

y(t) =y(t) +y(t) —y(t),
y(0) =yo, y(0)=vy1, Y(0)=vya.

Or la formule générale assure que y(t) = (at+ b)et + cet, donc il faut déterminer a, b et
¢, en utilisant les données initiales de (6). On a donc le systéme

b+c=yo
a+b—c=ys (7)
2a+b+c=1y

La solution est donnée par a = ¥2590 b = 390+2}f‘_92 et ¢ = y"—_zgﬁ@.
Finalement on obtient I’identité
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eMlyr| = [ | =](t+De e et ||b (8)
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Comme Yy, Y7 et Yz sont quelconques on conclut alors

tet 3et et et et tet et et
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