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1 Rappels

On rappelle dans cette section les résultats et définitions de topologie et algébre linéaire
dont on aura besoin dans la suite du cours.

On développera le cours dans le cadre des espaces vectoriels de dimension finie. Une théorie
trés similaire peut, de fait, étre construite lorsqu’on utilise des espaces de Banach.

Définition 1. Soit E un espace vectoriel réel. Une norme sur E est une application définie
sur E a valeurs dans R (traditionnellement notée x — ||x||) qui vérifie :

Vo € E, r#0 = |z| >0,

Vee E, VAeR, |xz| =[xl (1)
V(w,y) € B% o +yll <zl +llyl.
Définition 2. Soient (E,|| - ||) un espace vectoriel normé, xo un point de E et V un sous

ensemble de E. On dit que V est un voisinage de xq lorsque
de>0, VxekE, |l —zo|| <e=ax eV

Définition 3. Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé.

o On dit qu’un sous ensemble U de E est un ouvert lorsqu’il est voisinage de chacun de
ses points. Formellement cela revient & exiger

Veg €U, Je>0, VreF, |l —xol| <e=zeV.

e Un sous ensemble C de E est dit fermé lorsque E \ C est un ouvert.
Proposition 1. Dans un espace vectoriel de dimension finie

1. toutes les normes sont équivalentes,

2. les ensembles fermés et bornés sont compacts,

3. toute application linéaire L : E — F est continue et méme lipschitzienne de constante :

IL|F = sup [|L(z)|p.

lzll z<1

Proposition 2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit ¢ = (e1,...,¢eq) une base
de E.

Alors on a

Y(oa,...,aq) €RY, e B, Vie{l,...,d}, (&) =a. (2)

De plus, Uapplication (aq,...,aq) € R? — [ € E* est un isomorphisme.
Définition 4. Soit E un espace de dimension finie. Soit ¢ = (e1,...,¢q) une base de E.

Il eziste une unique famille ¢* = (e7,...,¢;) de E* vérifiant

1 sii=j

V(i,5) € {1,...,d}?%, ¢i(e) = { (3)

0 sinon.

De plus, ¢* est une base de E* qu’on appelle la duale de e.

Attention. Il faut bien réaliser que, contrairement a ce que la notation pourrait le laisser
supposer, la forme linéaire ¢} dépend de toute la base ¢ et pas seulement du vecteur ¢;.



2 Notion de différentielle

Définition 5. Soient
o (E,|-|lg) et (F,|-|lr) des espaces vectoriels normés de dimension finie,
e 1o un point de F,
e D un sous ensemble de E contenant x,
o f une application définie sur D & valeurs dans F.
On dit que f est différentiable en xqg lorsqu’il existe une application linéaire L de E dans F

vérifiant

Ve>0, Ir>0, VreD, |z —zollg <7 =|f(x)— f(zo) — L(x —0)||F < €|lx— 0] E-
(4)

Proposition 3. Soient

o (E,|||lg) et (F,|-|lr) des espaces vectoriels normés de dimension finie,

e 1o un point de F,

o D un sous ensemble de E contenant x,

o [ une application définie sur D, & valeurs dans F, différentiable en xq,

o L et Lo deux applications linéaires vérifiant .

Si D est un voisinage de g on a
Yv € F, Ll(v) = LQ(’U).

Notation. Soient

o (E,|-llg) et (F,|-|lr) des espaces vectoriels normés de dimension finie,

e 1o un point de F,

o U un ouvert de E contenant x,

o f une application définie sur U, a valeurs dans F' et différentiable en x.
L’unique application linéaire satisfaisant sera notée df(xg). On Uappellera la différentielle
de f en xg.
Exemple 1. On commence par deuzr exemples d’applications différentiables, élémentaires mais
trés wliles.

e Soit f: E — F une application constante. Alors [ est différentiable en tout point de E
et sa différentielle en chaque point est Uapplication linéaire nulle. C’est 4 dire qu’on a

Vee E, YvekE, df(z)(v) =0.

o Soit g: E — F une application linéaire. Elle est différentiable en tout point de E. Et en
chaque point sa différentielle est g elle méme. C’est & dire qu’on a

Vee E, YveE, dg(z)(v) = g(v).



3 Premiers résultats sur la différentielle

Théoréme 1. Soient

(E,|| - llg) et (Fy| - ||F) des espaces vectoriels normés de dimension finie,

e 1o un point de F,

o U un ouvert de E contenant xo,

o f et g deur applications définies sur U, & valeurs dans F', différentiables en xg,
o « et B deur nombres réels.

L’application ¢ définie sur U par
Vo U, c(u) = af(u) + Bg(u),
est différentiable en xg et on a

Yo e E,  de(wo)(v) = adf(zo)(v) + Bdg(zo)(v). (5)

Proposition 4. Soient

(E,||-|lg) et (F,| - |lr) des espaces vectoriels normés de dimension finie,
e 1o un point de F,

o D un sous ensemble de E contenant x,

o [ une application définie sur D, d valeurs dans F et différentiable en x.

L’application f est continue en xq, c¢’est a dire que 'on a
Ve>0, Ir>0, VreD, lx —zo|lg <r=|f(x) = flxo)||r < e

Théoréme 2 (« Chain Rule » en anglais). Soient

(E, |- llg), (] -|lF) et (G,] - |lc) des espaces vectoriels normés de dimension finie,
e 1o un point de F,

o U un ouvert de E contenant xo,

o f une application définie sur U & valeurs dans F qui soit différentiable en xg.

o V un ouvert de F' contenant f(xq)

e g une application définie sur V' a valeurs dans G qui soit différentiable en f(x)

Alors Uensemble W := U N f~1(V) est un voisinage de xq et lapplication h définie sur W par
Ve e W, h(x) = g(f(x)),
est différentiable en xg. Elle vérifie
Yv e FE, dh(zo)(v) = dg(f(zo)) (df (z0)(v)). (6)
Cela revient a dire que l'on a
d(go f)(z) =dg(f(x)) o df(z),

ou, de maniére informelle, la différentielle de la composée est la composée des différentielles.



Donnons une application pratique.

Exemple 2. On considére (E, || ||g), (F,||-|r), (G, ||-||c) et (H,||-||z) des espaces vectoriels
de dimension finie.

o On se donne xg un point de E et U un ouvert de E contenant xo. St f : U — F et
g : U — G sont différentiables en xg alors Uapplication h : U — F x G définie par

veeU,  hz):=(f(z),9(z)),

est différentiable en xg. On a de plus
VoeE,  dh(zo)(v) = (df (x0)(v),dg(z0)(v)).

e Sib: F xG — H est une application bilinéaire alors elle différentiable en tout point.
On a de plus

V(z,y) € F x G, Y(u,w)€F xG, db((z,9))((u, w)) = b((z,w)) + b((u,y)).

o On peut alors déduire en utilisant le théoréme précédent que p : x — b((f(x),g(z))) est
différentiable en xo. Et de plus

VoeE,  dp(xo)(v) = b((f(x0),dg(z0)(v))) + b((df (z0)(v), g(x0)))-

Proposition 5. Soient
o F et F deux espaces vectoriels de dimension finie,
e §f=(f1,...,fn) une base de F,
e 1o un point de F,
o U un ouvert de E& contenant xg,
o f une application définie sur U a valeurs dans F'.

Alors f est différentiable en xq si et seulement si pour tout indice j € {1,...,n} Uapplication
fj o f (définie sur U a valeurs dans R) Uest. Dans ce cas on a alors

VueE,  df(zo)(u) =) _d(Fof) (zo)(w).
j=1

Remarque 1. Le résultat précédent montre que 'on peut toujours se ramener & étudier la
différentiabilité d’applications o valeurs dans R.
En particulier si ' =R" et § est la base canonique on a littéralement

Ve e U, f(x)=(fjof(x),...,f o f(z)),

c’est a dire que f; o f est la j-ieme composante de f.



4 Notion de dérivée directionnelle

Définition 6. Soient
o (E,|-|lg) et (F,|-|lr) des espaces vectoriels normés de dimension finie,
e v un vecteur de F,
e 1o un point de F,
e U un ouvert de E contenant x,
o f une application définie sur U & valeurs dans F.

On dit que f admet une dérivée directionnelle au point xo en la direction v lorsque la limite

lim f(zo +tv) — f(ﬂCO), (7)
tt?(? t

existe. On notera Dy f(xg) cette limite.

Remarque 2. De maniére plus précise, Dy f(xg) est 'unique vecteur w € F' satisfaisant

ro+tveU,
Ve>0, 3r>0, VtecR, O<[t|<r= H Fzo+tv)—f(wo) (8)

7 —wH <e.

F
Remarque 3. Considérons une fonction f : R? — F.

Notons d’abord que la notation usuelle f(x,y) est abusive. En effet, la fonction a un seul
argument qui est un élément de R x R. Il faudrait donc plutét écrire f((x,y))!

Considérons maintenant ¢1 := (1,0) et eg := (0,1) les vecteurs de la base canonique de R2.
On a de fait “f(x,y)” = f((z,y)) = f(xer + yea) pour toul couple (x,y).

On peut alors constater que les dérivées directionnelles D¢, f et Dy, f ne sont autres que
les objels % et 3—5 vues en premiére année.

La nouvelle notation est cependant moins sujette & précautions. Par exemple, la valeur de

%(az,x) est, o priori, ambigiie. S’agit il de

flx+h,z)— f(z,x)

lim

h—0 h
ou de h h
h—0 h

On verra parfois D; au liev de D, lorsqu’on est dans R™ et qu’on considére la base cano-
nique. Cela reste un peu dangereux si plusieurs espaces cartésiens de dimensions différentes
apparaissent dans le méme probléme.
Proposition 6 (Homogénéité par rapport au vecteur). Soient

o (E,|-llg) et (F,|-|lr) des espaces vectoriels normés de dimension finie,

e v un vecteur de F,

e 1o un point de F,

e U un ouvert de E contenant x,



o f une application définie sur U o valeurs dans F admettant une dérivée directionnelle
en xro sutvant v.

Alors pour tout réel s, f admet une dérivée directionnelle en xy suivant sv et

Dgy f(x) = sDy f(z).

Exemple 3. Considérons la fonction f:R?> = R définie par

0 stnon

Viey) € R fl(z,y) = {ﬁé si () # (0,0)

On constate que f admet des dérivées directionnelles en (0,0) suivant toute direction et

@ sib#0,

0 sinon

V(a,b) € R27 D(a,b)f((ov 0)) = {

L application v € R? — D, f((0,0)) n’est pas additive pour autant.

Proposition 7. Soient
o (E,|-llg) et (F,|-|lr) des espaces vectoriels normés de dimension finie,
e v un vecteur de F,
e 1o un point de F,
o U un ouvert de E contenant x,

o f et g des applications définies sur U a valeurs dans F' admettant chacune une dérivée
directionnelle en xg sutvant v,

e « el B deur nombres réels.

Alors Uapplication ¢ définie sur U par

Ve e U, c(x):=af(z)+ Bg(x),

admet une dérivée directionnelle en xg suivant v et

Dyc(zo) = aDy f(z0) + BDyg (o).



5 Accroissements finis

Théoréme 3 (Inégalité des accroissements finis 1d). Soient
e (E,| -||lg) un espace vectoriel normé,
e a et b des réels tels que a < b,

e f une fonction définie sur [a,b] & valeurs dans E dérivable en tout point, c’est o dire
qu’on a une fonction que l’on notera f': [a,b] — E vérifiant

Vit € [a,b], Ve>0, 3Ir>0, Vi€ ]la,b],
[ty —to| < = ||f(t1) — f(to) — f'(to)(t1 — to)||& < €[t1 —to|.

Alors on a

1£(b) = f(a)lle < [b—al sup [[f'(a+0(b—a))lle. (9)

0€[0,1]

Corollaire 1. Soient

(E,|| - lg) et (Fy| - ||F) deuz espaces vectoriels normés de dimension finie,
o U un ouvert de E,
e v un vecteur de F,

f une application définie sur U, a valeurs dans F, admettant des dérivées directionnelles

en tout point swivant la direction v,

e x un point de U,

0 un nombre réel tel que
Vo €10,1], z+ofv e U.

Alors on a
[ f(x+0v) — f(z)|lr < |6] sup [|Dyf(z+ cbv)|F.

oel0,1
Théoréme 4 (Inégalités des accroissement finis). Soient
o (E,||-|lg) et (F,| -|lF) deuz espaces vectoriels normés de dimension finie,
o U un ouvert de E,
o f une application définie sur U, & valeurs dans F' différentiable en tout point de U,

o C un sous ensemble convexe de U, c’est a dire vérifiant
V(z,y) € C, VO €]0,1], Oy +(1—-0)x e C.
Alors on a

V(z,y) € C? If(y) = f@)r < lly - SUIIEGZl[Bp”de(w +0(y — )| 7



6 Relation entre différentielles et dérivées directionnelles

Proposition 8. Soient
o (E,|-|lg) et (F,|-|lr) des espaces vectoriels normés de dimension finie,
e 1o un point de F,
e U un ouvert de E contenant x,
o f une application définie sur U, a valeurs dans F' et différentiable en xq.

Quelque soit le vecteur v de E, f admet une dérivée directionnelle suivant v en xo et on a

Dy f(z0) = df (o) (v). (10)

Remarque 4. La réciproque n’est absolument pas vraie, comme le montre le contre exemple
suivant

0 stx=y=0,
V(.%’,y) ER27 f(x’y) = 1 Siy:x2a
0 sinon.

La fonction f a des dérivées directionnelles (nulles) en 0 mais n’y est méme pas continue.
On a par contre le résultat suivant.

Théoréme 5. Soient
o (E,|-|lg) et (F,|-|lr) des espaces vectoriels normés de dimension finie,
o U un ouvert de E,
o (e1,...,¢e,) une base de E.
o f une application définie sur U a valeurs dans F'.
On suppose de plus que

e [application f admet des dérivées directionnelles suivant tout vecteur de la base el en
tout point de U,

o quelque soit lindice © dans {1,...,n}, Uapplication x € U — Dy, f(z) est continue.
Alors on en conclut que

1. Dapplication f est différentiable en tout point de U,

2. Uapplication x € U — df(z) € L(E, F) est continue,

3. on a légalité

VeeU, YvelkE, df(x)(v) = ZDeif(x)e;‘(v). (11)

avec {ef,... e} la base duale associée a {e1,...,e,}.

Remarque 5. La réciproque est clairement vraie grace a la Proposition[8 Dans cette situation,
on dira que f est de classe C*. On notera f € CY(U, F).
Lemme 1. Soient

o (E,|-llg) et (F,||-|lr) des espaces vectoriels de dimension finie,

o U un ouvert de F,



e v un vecteur de F,

o f une application définie sur U, & valeurs dans F et admeitant des dérivées dans la

direction v en tout point de U,
o x un point de U,
e 0 un nombre réel tel que pour tout réel o € [0,1] on a z + ofv € U.
Alors on a

If (& + 6v) = f (x) = Dy f(2)|[F < |0] sup |[Dyf(z + 06v) = Dy f(2)|r

o€[0,1]

Proposition 9 (Chain Rule). Soient
o [ F et G des espaces vectoriels de dimension finie,
o ¢ = (e1,...,¢q) une base de E,

f=(f1,...,fn) une base de F,

o U un ouvert de E,

o V un ouvert de F,
o f une application définie sur U & valeurs dans V de classe C',
e g une application définie sur V & valeurs dans G de classe C'.

Alors on a la formule de composition suivante
Ve eU, Vie{l,....d}, D¢, (go f) (2) :Zﬁ (Dezf(x))ngg(f(w))
j=1

Exemple 4. Si E = R? et F = R? munis de leurs bases canoniques :
812(1’070)7 22:(07170)3 63:(05051)7 f1:(150)7 f2:(051>

Une application f: E — F peut donc s’écrire f((z,y,2)) = (f1((z,y, 2)), f2((x,y, 2))).
Pour simplifier, on considére g : F — R.

(12)

(13)

On considére que l'on notera génériqguement (x,y, z) un élément de E et (a,b) un élément de

F.

La formule devient en notation traditionnelle
M0 I) (0,,2)) = D21, ) G (9 2)) + S (0 2) B2 (0, 2),
2D (002D = G0 D G ) + S (20D P (.2,
M) (2,,20) = S (s T (. 2) + G ) R (2,0, 2))

10



7 Passage en coordonnées vectorielles

Définition 7 (Vecteurs lignes et colonnes). Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Soit e = (e1,...,¢q) une base de E.
On considére alors les applications €, : E — Mg1(R) et € : E* — M, 4(R) vérifiant :

Ve e B,  &(z)= (e (z))i<i<a
155<1

vie B, &) = (I(ej))1<i<1
1<j<d

(14)

On constate que
e lapplication €, envoie e sur la base canonique de Mg (R),
o lapplication €} envoie ¢* sur la base canonique de My 4(R),
e ces applications sont des isomorphismes d’espaces vectoriels.
De maniére informelle, on associe les éléments de E auz « vecteurs colonnes » el les

formes linéaires sur E aux « vecteurs lignes » .

Attention. On notera que ces applications dépendent de la base. On ne peut donc pas faire
les identifications E <> Mg1(R), E* <3 My 4(R) pour deux bases distinctes en méme temps.

Exemple 5. Soient E lespace R? et ¢ la base canonique
€1 = (13070), €2 = (0,1,0), €3 = (0’07 1)

On constate alors

8

V(IL’7y7Z) eRgv Q:e((l’,y,Z)) :Q:e(x€1+y€2+263) = Yy )
z

Y(a,b,c) € R?, Ci(ael +bes +ce3)=(a b ¢).
Proposition 10. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit ¢ une base de E. Alors
V(z,l) € E x E*, l(z) = C;(1) - €e(x). (15)

Au second membre, - représente la multiplication matricielle et on a fait lidentification (ca-
nonique) entre M 1(R) et R.

Définition 8 (Gradient). Soient E un espace de dimension finie, ¢ = (e1,...,¢q) une base de
E, U un ouvert de E et f : U — R une application de classe C*.

Pour tout point x de U, on a df(x) € E*. On appelle gradient de f en = le « vecteur
ligne » associé que [’on note

Vf(z) =& (df(z)).
On notera qu’en fait on a

Vf(x) = De f(z) Depf(x) ... Deyf(2)) € Mia(R),

sans identification nécessaire car les dérivées directionnelles sont des nombres réels.
Finalement, en appliquant la Proposition (10} on constate

VeeU, YuekE, df(z)(u) = Vf(z) - Ce(u).

11



Exemple 6. En poursuivant 'ezemple précédent, on considére U un ouvert de R3 et f €
CY(U,R). On constate alors que

a
Vg € U, V(a,b,c) € R3,  df(xo)((a,b,c)) =V f(z)-|b
C

= aDy, f(.%‘()) + bDle(xO) + CDe3f(.%'0>

Remarque 6. Il peut arriver qu’on considére le gradient de f en x soit en fait le vecteur
colonne V f(x)T. Cela revient & introduire un isomorphisme 1, : E — E* défini par

VueE,  o(u) =) ef(u)e].
i=1

Cela permet une interprétation géométrique plus simple de V f(x) mais ’isomorphisme 1, est
la encore totalement dépendant de la base ¢ choisie.

Pour bien faire comprendre le sens du terme canonique donnons l'exemple de [’isomor-
phisme (qui lui est canonique) ¢ entre E et E** défini par

Vue E, VleE" d(u)(l) = l(u).

On voit qu’aucune base n'intervient dans la définition ce qui se traduit par le fait qu’on a
quelque soit la base ¢ de E la propriété

Vi € {1,...,d}, (ﬁ(E%) =¢,
Dans le cas de Y, on a par contre juste la relation
Vie{l,...,d}, () =re;,

mais G priori pas
Vie{l,...,d}, e(¢) =¢r.

Définition 9. Soient E et F' deuzr espaces vectoriels de dimension finie, ¢ = (e1,...,¢eq) une
base de E, f= (f1,...,fn) une base de F.
On introduit alors Uapplication & de L (E, F) vers My q (R) par

VLe L(E,F),  C(L):=( (L (ej)))}é;é@ (16)

1l s’agit d’un isomorphisme d’espace vectoriel et on constate que
VL e L(E,F), Vee E, &(L(x)) = Qﬁ;(L) - Ce(x). (17)
Exemple 7. On considére E = R? et F = R? munis de leurs bases canoniques :

e1 = (1,0,0), e2=(0,1,0), e3=1(0,0,1), f1=(1,0), fo=(0,1).

12



Si L est une application linéaire de E vers F on a
1(L(er)) Fi(L(e2)) f1(L(es))
& (L) = <f1( i i € Mo (R).
=B BEe) B M ®
Dit autrement si on considére les réels ai,ao, as, by, ba, by tels que
V(Jﬁ,y, Z) € E7 L((.T,y, Z)) = (al.’L’ + a2y + a3z, bix + be + b3z)7

alors
¢ _ (@1 a2 ag
fo (L) = <b1 by bg) S ./\/l273 (R) .

Définition 10 (Jacobienne). Soient
o [ et I des espaces de dimension finie,
e ¢c=(e1,...,¢q) une base de E,
o f=(fi,...,fn) une base de F,
o U un ouvert de F,
o [:U — F une application de classe C'.
Pour tout point x de U, on a df(x) € L(E,F). On appelle jacobienne de f en x la matrice

associée par L’:fe
I (2) = (4] (@),

On notera qu’en fait on a

fi (Dey f(2)) - FT (Deyf(2))

Jf(z) = € M, q(R),

fr (Der f(2) o Fi (Deyf(2))

Finalement, en appliquant la Proposition on constate
VeeU, Yuek, ¢ (df(x)(u) = If(x) - Ce(u).

Remarque 7. En relation avec la matrice jacobienne on pourra noter que par linéarité on a

I} (D, f(@)) = De, (5 © f) (2).
Proposition 11. Soient
o [ F et G des espaces vectoriels de dimension finie,
e ¢ = (e1,...,¢q) une base de E,
f=(f1,...,fn) une base de F,
e g=1(9g1,.--,0m) une base de G,

o U un ouvert de E,
o V un ouvert de F,
o [ une application définie sur U & valeurs dans V de classe C',
e g une application définie sur V & valeurs dans G de classe C'.

La regle de composition des différentielles énoncée dans le Théoréme[q devient alors :

J(go f)(x) =Jg(f(x)) - If(x), (18)

ot de maniere informelle « la jacobienne de la composée est le produit matriciel des jaco-
biennes » .

13



8 Probléme intrinséque : de I'intérét de choisir ses coordonnées

L’objectif de cette section est d’expliquer rapidement pourquoi on a construit la premiére
partie du cours avec des espaces vectoriels abstraits et des bases quelconque plutét que de
travailler directement avec I'espace cartésien R? muni de sa base canonique.

Aspect « philosophique ». L’espace cartésien est d’une certaine fagon un peu trop spécial.
Il s’agit simultanément

e d’un espace affine,

e d’un espace vectoriel,

e d’un espace euclidien.

Sa base canonique est de la méme fagon

e un repeére affine,

e une base vectorielle,

e une base orthonormée.

De plus, ces points de vue se mélangent. Ainsi lorsque ey, ..., ¢q est la base canonique de
R?, on a
Vie{l,...,d}, YuecR? e¢f(u)=(e]u).

Il devient alors compliqué de savoir ce que I'on utilise réellement lorsqu’on fait des calculs
dans un espace cartésien avec sa base canonique.

Intérét de choisir ses coordonnées. Lorsque le probléme qu’on cherche a résoudre a en
fait un sens indépendamment de tout choix de base, on dit qu’il est intrinseque. On a alors
tout intérét a choisir une base rendant les calculs les plus simples possibles.

Donnons un exemple : soient A, B et C trois points du plan, non alignés. Montrer que les
médianes du triangle ABC' sont concourantes et se coupent dans une proportion 1/3, 2/3.
On va esquisser trois facons d’aborder le probléme.

1. Commencons par une approche « Fuclidienne ». On se référera & la figure [1] page
pour suivre la construction.

On notera A (T') 'aire d’'un triangle T'. Considérons B’ et C” les milieux des segments AC
et AB. Soient I le point d’intersection des droites BB’ et CC’ et P le point d’intersection
de ATl avec BC.

Fait : P est le milieu de BC' (et donc que AP est la troisiéme meédiane).
Les triangles APB et APC partagent la méme hauteur issue de A. On en déduit alors

que
BP  A(ABP)
CP ~ A(ACP)
La méme remarque permet aussi de voir
BP  A(IBP)
CP ~ A(ICP)

14



B/

C/

B

F1GURE 1 — Construction

Une manipulation algébrique élémentaire permet alors d’obtenir

BP  A(ABP)— A(IBP) A(ABI)

CP ~ A(ACP)—A(ICP)  A(ACI)

Le méme raisonnement permet d’obtenir

CB'  A(BCI) AC'  A(CAI)

AB'  A(BAI)’ BC'"  A(CBI)’

On en conclut donc facilement que

BPCB' AC'

CP AB' BC'
Mais par définition des points B’ et C' on a CB' = AB’ et AC’ = BC’. On en conclut
alors bien BP = CP.

Fait : Les médianes se coupent dans un rapport 1/3 2/3.
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On voit avec les mémes idées que

A(AIB") = A(CIB'),
A(AIC") = A(BIC'),
A(BIP) = A(CIP),
A(ACC') = A(BCC),
A(ABB') = A(CBB'),
A(BAP) = A(CAP)

De la on voit que

A(BIA)=2A(BIP) = IA=2IP,
A(CIB)=2A(CIB") = IB=2IB, (19)
A(AIC) =2A(AIC") = IC=2IC"

Conclusion. La preuve ne reléve pas vraiment d’'une méthodologie générale. Elle s’ap-
puie beaucoup sur la figure. En particulier, il faudrait sans doute prouver ’existence des
points d’intersection I puis P, le fait que P est entre B et C, etc.

. On va maintenant esquisser une approche « Cartésienne » mais naive.

On associe au plan I'espace cartésien R2. On introduit les coordonnées A = (a,a), B =
(b,B), C = (c,7). Le fait que les points ne soient pas alignés se traduit alors par le fait
que

af + by + ca—ay—ba —cf # 0.

On peut alors calculer que A’ = (b;rc ﬂJW) B = (%€, ‘XJW) C' = (CLTH’, ‘XTJ“B>

On devra maintenant déterminer des équations cartésiennes pour les droites AA’, BB’
et CC’. On calculera ensuite les coordonnées des points d’intersection des couples de
droites. On pourra enfin prouver le résultat en montrant que les points coincident et en
calculant les distances.

Conclusion. Pour un résultat relativement élémentaire, les calculs sont relativement
lourds.
. Finissons par mentionner la « vraie » version « Cartésienne ».

Dire que A’ est le milieu de BC revient en fait & avoir la, relation vec‘gorielle BC = 2BA'.
Dire que le rapport est en 2/3, 1/3 revient & demander 3/ A’ = AA’. Le probléme est
donc clairement de nature vectorielle.

Comme les points A, B, C' ne sont pas alignés, on peut choisir comme origine A, puis
(A_B, A_C') comme base.

En passant en coordonnées, on a donc A = (0, 0), B =(1,0), C =(0,1).

On en déduit alors A’ = (1,1), B'=(0,1), C' = (3,0).

Puis on détermine, & vue, des équations de droite

AA -y =0, BB':z+2y=1, CC': 2z +y=1.
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On calcule alors instantanément

11
BB NnAA = (=, =
<3 3

11 11
"MAA = (=, = BB’ =(=,2 ).
). conan=(33). Brnce=(3;)

On appelle I = (%, %) I'intersection des trois médianes. 11 est alors clair que 2AA =
(1,1) = 3AT etc.

Conclusion. On voit qu’en choisissant une base adaptée au probléme, on a réduit les
calculs au strict minimum.

Du point de vue plus sophistiqué des actions de groupes, on a utilisé le fait que tout triangle
non dégénéré de R? est dans I'orbite du triangle de sommets (0, 0), (1,0), (0,1) sous I’action
du groupe des transformations affines.
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9 Optimisation : exemples et premiéres définitions

Exemple 8. Commencons par des exemples « concrets » de problémes d’optimisation issus
de divers domaines.

o Parmi les courbes fermées de longueur firée L, quelles sont celles qui « englobent » un
domaine d’aire maximale A ¢ On de fait l'inégalité dite isopérimétrique
L2
AL —,
T Ar
Iégalité n’étant satisfaite que pour les cercles.
Historiquement ce probleme était connu comme le « probléme de la reine Didon » .

e Etant donné deuz points A et B quelle est la courbe reliant A & B telle que le temps
de trajet d’une particule parcourant la courbe sous laction de la seule gravité soit mini-
mal. La réponse est que cette courbe qu’on qualifie de « brachistochrone » est un arc de
cycloide.

o Quel est langle que doit choisir un archer pour tirer sa fleche de telle fagon que celle-ci
retombe le plus loin possible ¢

e Etant donné un nuage de points (x1,y1),. .., (Tn,yn) quelle est la droite « représentant
le mieuz » ce nuage ¢ On se raméne ¢ minimiser la fonction J : R — R définie par

V(a,b) €R?, J((a,b)) = (yi — az; — ).

i=1
On parle de « probléeme des moindre carrés ».
o Une enlreprise posséde n entrepols contenant des quantités S1,..., S, d’'un certains pro-
duits. Elle a m clients a qui elle doit fournir des quantités Q1, ..., Q. de ce produit. Le

cout d’acheminement entre l’entrepot j et le client i est de C; ;. On cherche le meilleur

plan de transport a savoir la matrice (T; j)1<i<m vérifiant
1<j<n

V(i,7) €{1l,....m} x{1,...,n}, T;; >0,
Vie{l,...,m}, S0 T;=Q, (20)
\V/jE{l,...,TL}, Z’?ilnmj SSJ

telle que le cout total Y 1<i<m Ci;T;; soit minimal. Ici T; ; représente évidemment la
1<j<n
quantité de produit transporté de l'entrepdt j vers le client 1.

o Un consommateur doit répartir son revenu R > 0 entre deuz produits. Le premier sera
acheté en quantité qu pour un priz unitaire pi, le deuzieme en quantité gs pour un
priz unitaire pa. On considére que la satisfaction du consommateur pour une répartition
donnée sera donnée par la fonction dite d’utilité

ag? + bg3 — 2cqiqe
. .

Y(q1,q2) € R?, U((q1,92)) == aq1 + Bg2 —

On se raméne donc a trouver la plus grande wvaleur possible de la fonction U sur Uen-
semble {(q1,q2) €R? : q1 >0, g2 > 0, p1q1 + pag2 < R}.
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Définition 11. Soient
o (E,| -||lg) un espace vectoriel normé de dimension finie,
e g un point de F,
o U un ouvert de E contenant xo,
o f une application définie sur U a valeurs dans R,
o D un sous ensemble de U contenant xg.
On dit alors que xq est

o un point de minimum global pour f relativement & D lorsque
Ve e D, f(z)> f(xo),
o un point de mazimum global pour [ relativement & D lorsque
Ve e D, f(z)< f(xo),
o un point de minimum local pour f relativement ¢ D lorsque
Ir>0, VeeD, |z—xollg<r = f(x)> f(xo),
o un point de mazximum local pour f relativement & D lorsque
Ir>0, VeeD, |[z—apg<r = f(x)<f(zo).

Remarque 8. Complétons ces définitions par les faits suivant.
e Lorsque les inégalités sont strictes on parle de minimum/mazimum stricts.

e Les valeurs correspondant f(xzg) sont les minimum/mazimum pas les points ot ceuz-ci sont
atteints.

o On qualifie d’extremum un mazimum ou un MINIMUM.

o Un extremum global est aussi local.

o Lorsque on ne précise par l’ensemble D cela sous entend qu’il s’agit de l’ensemble de définition
de f.

Notation. On appelle argmaxp f l'ensemble des points ot un mazimum global de f par
rapports & D est atteint. On appelle argminp f 'ensemble des points ot un minimum global
de f par rapports a D est atteint.

Remarque 9. Si argmaxp, f # 0 alors Vg, x1 € argmaxy, f on a f(xg) = f(x1), on note
cette unique valeurs de f, maxp f. De la méme fagon si argming, f # 0 on note la valeur de
f sur cet ensemble minp f.

Exemple 9. On considére Uapplication f: R — R définie par
VreR, f(z):=2>
On considére Dy := [—1,1] et Dy := [1,2], on peut alors prouver que
e argminp, f = {0}, minp, f =0, argmaxp, f = {—-1,1} et maxp, f = 1.

e argminp, f = {1}, minp, f =1, alors que f n’admet pas de mazimum global par rapport
a Dy c’est a dire argmaxp, f = (). Par contre on a supp, f = 4.

On va dans la suite des moyens de déterminer les points de maximum /minimum.
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10 Optimisation : information d’ordre 1

Dans cette partie on va fournir des conditions nécessaires sur les extremas. Cela permettra
souvent en pratique de restreindre la recherche de ces extremas & un nombre fini de valeurs
que 'on peut ensuite évaluer manuellement.

Lemme 2. Soient € > 0 et v:[0,¢] = R une application dérivable en 0. Alors

e 51 0 est un minimum local pour v on en déduit v'(0) > 0,

e 51 0 est un mazimum local pour v on en déduit v'(0) < 0.

Définition 12. Soient
o (E,||-||lg) un espace vectoriel normé de dimension finie,
e g un point de F,
e D un sous ensemble de E contenant xg,
o v un vecteur de E.

On dit que v est tangent & D en zo lorsqu’il eziste € > 0 et une fonction v € C1([0, €], E) telle
que

7(0) = o,
~'(0)

=0 (21)
vVt € [0,¢], ~(t) € D.

Notation. On notera Ty, D [’ensemble des vecteurs tangents a D en xg.

Remarque 10. De maniére informelle, T, D représente les directions dans lesquelles on peut
bouger en partant de x tout en restant a l'intérieur de D durant un court instant.
Théoréme 6. Soient

o (E,||-||lg) un espace vectoriel normé de dimension finie,

e 1o un point de F,

o U un ouvert de E contenant xo,

o f une application définie sur U a valeurs dans R différentiable en xg,

o D un sous ensemble de U contenant xg.
Alors

1. st xg est un point de minimum local pour f relativement ¢ D on a

Vv € Ty, D, df(xzo)(v) > 0. (22)
2. st xg est un point de maximum local pour f relativement & D on a

Vo € Ty, D, df(xzo)(v) <0. (23)

Proposition 12. Soient
o (E,||-||lg) un espace vectoriel de dimension finie,

e 1o un point de F,
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o D un sous ensemble de E contenant xg.

Alors on a

0eTyD,
Yo e Ty, D, VAeRT, v € Ty, D, (24)
D woisinage de vg = T, D =FE.

Exemple 10. On va examiner plusieurs ezemples de directions tangentes.

1. On se donne deux réels a et b tels que a < b et on note D1 = [a,b]. On considére
xo €]a,b[. On a alors

TxoDl = ]Ra
T,D; = RT, (25)
TyD: =R™.

2. On considére maintenant Dy := {(z,y) € R? : 22 < 1,y? < 1}. On s’appuiera sur
lintuition visuelle de la figure @ page . On se donne xg €] — 1,1[ et yp €] — 1,1[. On

Ao

1

N ]

:

FIGURE 2 — Directions tangentes au carré
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a alors
T(Imyo)DQ = RQ’

T 140D2 =Rt xR, Ty, D2=R™ xR,

Tiwo,-1yD2 = R X RY, T 1yD2 =R xR, (26)
Ty D2 =Rt xR, T(_;3Ds =Rt xR,

Ty 1Dy =R~ xR*, TypDa=R xR

3. On considére finalement D3 := {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}. On choisit xy €]0,1]

et yo €] — 1,0[ et on définit x1 := —\/1 —y3 et y1 == —\/1 —x§. On s’appuiera sur
Uintuition visuelle de la figure [3 page [29 pour prouwver que

LA
——

.
\ | |

FIGURE 3 — Directions tangentes au disque unité

Troo) D3 = B?,
Two 1) D3 = {(u,v) € R? : uxg + vy < 0}, (27)
Tz o) D3 = {(u,v) € R? : uzy +vyo < 0}.
On notera en particulier bien linclusion de la droite de vecteur directeur (—yi1,zo) @
Tz, y0) D3 qui explique pourquot dans la déﬁm'tion on a utilisé des courbes C' et pas
Juste des droites.
Définition 13. Soient

o (E,||-|lg) et (F,| -|lF) deuz espaces vectoriels normés de dimension finie,
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e 1o un point de F,
o U un ouvert de E contenant x,
o f une application définie sur U différentiable en xq,
on dit que xo est un point critique de f lorsque df(xg) n’est pas surjective de E wvers F'.
Lorsque F =R cela revient ¢ demander & ce que df(xzg) = 0.
Corollaire 2. Soient
e (E,| -||lg) un espace vectoriel normé de dimension finie,
e g un point de F,
e U un ouvert de E contenant x,
o f une application définie sur U & valeurs dans R différentiable en xg.
Si xg est un extremum local pour f alors c¢’est aussi un point critique.
Remarque 11. La réciproque est clairement fausse comme le montre le cas de f : R — R

définie par
Vz eR, f(z):=a3,

et o =0.

23



11 Optimisation : Existence

On a, jusqu’a présent, vu des moyens de déterminer des « candidats & étre extremum ».
Cependant, il faudra commencer par montrer que ces points existent, sous peine d’aboutir &
des aberrations comme le montre le paradoxe suivant.

Remarque 12 (Paradoxe de Perron). On définit f : R — R par
Ve eR, f(x):==z,

et D :=N. Soit N = mgxf,

On en déduit N> = f(N?) < N et donc N(N — 1) < 0. Mais dela on voit que N est donc
0 oul.
On a donc apparemment montrer que

VneNn=f(n) < f(1)=1.

C’est a dire que le plus grand entier naturel serait 1.
Le probléeme est évidemment que maxp f n’existe pas.

On va maintenant donner un théoréme pratique pour prouver l'existence d’un extremum
global. Il convient de noter qu’il est de nature topologique et non différentielle.
Théoréme 7. Soient

o (E,||-||lg) un espace vectoriel normé de dimension finie,

o D un sous ensemble non vide de E, a la fois fermé et borné,

e f une application continue définie sur D a valeurs dans R.

Alors il existe deuz points x et T de D tels que
VeeD,  f(z) < f(z) < f(2) (28)

C’est a dire que
€ argmin f, T € arg max f. (29)
D D

De maniére plus informelle, « f est bornée sur D et atteint ses bornes ».

Remarque 13. Si E était de dimension infinie, il faudrait demander a ce que D soit compact,
pas seulement fermé borné.

Exemple 11. Parfois on n’applique pas directement ce théoréme mais on s’y rameéne ou on
adapte la démonstration.

On peut ainsi chercher & montrer que si f une fonction continue de R dans R telle que
lim, 100 f(2) =0 alors x — | f(x)| admet un mazimum global sur D = R.
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12 Dérivées d’ordre 2 et optimisation

Définition 14. Soient
o (E,|-|lg) et (F,|-|lr) des espaces vectoriels normés de dimension finie,
o U un ouvert de E,
o f une application définie sur U & valeurs dans F de classe C'.
On dit que f est de classe C? lorsque Uapplication df : U — L(E,F) est de classe C*.

Notation. Si f est de classe C* on notera
Ve e U, V(uw) e E?  df(x)((u,0)) = [d(df)(@)(w)] (v). (30)

On constatera facilement que pour tout x € U, Uapplication (u,v) — d2f(z)((u,v)) est bili-
néaire.
Théoréme 8. Soient

o (E,|-llg) et (F,|-|lr) des espaces vectoriels normés de dimension finie,

® ¢1,...¢q une base de F,

o U un ouvert de E,

o f une application définie sur U & valeurs dans F de classe C'.

Alors f est de classe C? si et seulement si pour tout i entre 1 et d la fonction x +— D, f(z)
définie sur U est de classe C'.
On a alors

Ve e U, Y(i,j)€{l,...,d}?%, D¢, De; f(z) = d2f(:v)((el-,ej)). (31)

Théoréme 9 (Lemme de Schwarz). Soient

(E,||-||g) et (F.|-|lr) des espaces vectoriels normés de dimension finie,
® ¢q,...¢q une base de F,

o U un ouvert de F,

o f une application définie sur U & valeurs dans F de classe C2.

Quelques soient les indices i et j entre 1 et d on a
Ve e U, De,De, f(z) = D¢, De, f (). (32)

Ce qui est équivalent & dire que pour tout point x de U, lapplication bilinéaire d?f(x) est
symétrique.
Théoréme 10. Soient

o (E,|||lg) et (F,|-|lF) des espaces vectoriels normés de dimension finie,

o U un ouvert de F,

o f une application définie sur U & valeurs dans F de classe C2.
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Alors on a
VeeU, Ve>0, FIr>0, VyeU,

2 T — T — T
ly—zllp <r = £~ £(x) - df(@)(y - ) - LB =)

2

Ir < elly — |l

(33)
ou de maniére informelle
d?f(x)((v,v
Fla+v) = £(o) + df @) + L)z (39)
Théoréme 11. Soient
o (E,| -||lg) un espace vectoriel normé de dimension finie,
e xo un point de F,
o U un ouvert de E& contenant xo,
o f une application définie sur U & valeurs dans R de classe C2.
alors
1. S0 xg est un point de mazimum local pour f on a
d =0
Yo € E, f@)(v) =0, (35)
d?f(z)((v,v)) <0
2. Si xg est un point de minimum local pour f on a
d =0,
Yo € E, / (@)(v) (36)
d*f(z)((v,v)) = 0
3. Si xq satisfait
d =0
Yo e E\ {0}, f (z0)(v) =0, (37)
d=f (zo)((v,v)) >0
c’est un minimum local.
4. Si xg satisfait
d =0
Vo e B\ {0}, f (20)(v) =0, (38)
d*f (xo)((v,v)) <0

c’est un mazimum local.

Remarque 14. Si f: U C R? — R est de classe C?, on a en un point (x,y) € U pour (u,v)
suffisamment proche de (0,0)

2 w2
F@+uy+0) = F(zy) + g‘i((az, y))u + g‘;((af, y))v + gx“é((x,y))Q
2 2 2
- gy];((xay)m + aiéfy((wvy))uv +o(u® +v%). (39)
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Et on a minimum local en (z,y) lorsque
e 3 lordre 1 :

sacf(e) = (G (@) Goi@) =0 o,

e 3 l'ordre 2 la hessienne

() 2 <<x,y>>>
N _ (o 90y
Hf((z,y)) <8igy((x’y)) (@)

est définie positive. Cela revient a demander que ses valeurs propres soit strictement
positives. Cela revient également a4 demander que sa trace et son déterminant sont positifs
(mais ce dernier résultat est spécifique a la dimension 2).
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13 Inversion locale

Théoréme 12 (dit d’inversion locale). Soient
o (E,|-|lg) et (F,|-|lr) des espaces vectoriels normés de dimension finie,
e 1o un point de F,
e Q un ouvert de ¥ contenant xg,
o f une application définie sur Q a valeurs dans F de classe C'.
Alors si df (xo) est un isomorphisme de E vers F, il existe
(i) un ouvert U de E tel que xg € U C £,
(ii) un ouwvert V de F tel que f(xg) €V,
(iii) une application p définie sur V a valeurs dans U de classe C!,

satisfaisant

VeeU, p(f(z))
YyeV, fp(y))

y. (41)

Remarque 15. De maniéere informelle : si la différentielle en un point est inversible alors
Uapplication nonlinéaire est localement inversible prés de ce point.
Notons que la régularité de la réciproque montre facilement la réciproque.

Remarque 16. En dimension finie, notons que 'hypothése implique en particulier que E et
F ont la méme dimension.

Remarque 17. Le théoréme reste vrai en dimension infinie & condition de supposer que E
et F sont des espaces de Banach et qu’un isomorphisme signifie que linverse aussi est une
application linéaire continue.

Démonstration. On va fournir un squelette de la preuve. Un excellent exercice consistera a
combler les trous.

On commence par définir yo := f(z0), puis L := df(zo)~! € L(F;E). On constate tout
de suite que L # 0 et donc que ||L||% # 0.

On considére ensuite la fonction g définie sur €2 a valeurs dans E par

Ve eQ, g(z):=z— L(f(z)). (42)

Fait 1. La fonction g est de classe C* et dg(xg) = 0.
Grace au Fait 1 et & la continuité de z — ||dg(x)||%, on considére R > 0 tel que ’
Vi € Blro, R), dg(e)|f < 5. (43)

Fait 2. Quelque soit y € B(yo, ﬁ) il existe un unique x € B(xg, R) tel que y = f(x). On
E

notera dans la suite p(y) ce point x.

v
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On pose maintenant V' := B(yp, ﬁ) et U := B(zo, R) N f~1(V).
E

Fait 3. L’ensemble V est un ouvert de F', U est un ouvert de E et p est une bijection de V'
sur U telle que

=1d
po f\U = Id|U.
v
Fait 4. T’application p est 2| L||% lipschitzienne sur V.
v

Fait 5. Pour tout = € U, l'application linéaire Id — d(g)(z) est inversible d’inverse donné
par la série (convergeant normalement sur B(zg, R))

S(x) = dg(x)* (45)

et Vapplication z € U — S(x) € L(F; E) est continue.

Fait 6. L’application p est de classe C! sur V.
v
O

Remarque 18. Les Faits 1 et 2 établissent 'existence d’une réciproque locale p construite
« point par point » .

Les Faits suivants permettent d’établir que cette réciproque a de bonnes propriétés, et ce
indépendamment de la facon dont elle a été construite.

Remarque 19. Pour une premiére démonstration alternative, on pourrait utiliser un schéma
de Newton pour établir ’existence de la réciproque. C’est & dire que pour un y proche de yy on
regarderait le comportement de la suite vérifiant la récursion :

Tptl = Tn + df(xn)il(y - f(xn))

Ceci est a contraster avec le schéma de Picard sous jacent a la preuve précédente qui est

Tptl = Tn + df(z())il(y - f(xn))

Le schéma de Newton est plus naturel par rapport au principe de linéarisation. En effet, on
peut se dire que y élant proche de yo une premiére approzimation de la solution de y = f(x)
est clairement © = xg.

On cherche ensuite & estimer l'erreur, donc o résoudre y = f(x1) = f(zo+ (x1 — z9)). En
appliquant le principe de linéarisation (car x1—xo est supposé petit), on lui substitue ’équation
f(xo) + df(zo)(x1 — o) = y. Cela produit alors

x1 =20+ df (z0) "' (y — f(20)).
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FEn itérant l'idée, on a

y=[flw2) = flar+ (2 —21)) ~ y=f(z1)+df(z1)(z2—z1) (46)
= zy=z+df(z1) " (y— f(21)), (47)
et on voit bien apparaitre le schéma de Newton.

Il convient de noter cependant que lutilisation du schéma de Newton est plus délicate a
analyser (méme si elle se simplifie un peu lorsqu’on suppose f € C2).

Remarque 20. Une deuziéme alternative consiste a construire la fonction p comme limite de
la suite de fonctions définie par

Vy € B (y(), ﬁ) ;. poly) = o,
vn =0, VyeB (yoghr). pari) = paly) + Ly — FEa)).

On montrera d’abord que la suite (pp)n>0 est bien définie dans l’espace fonctionnel

¢t (B (yo, 2H§||§> ;B(xo,m) .

Dans un second temps on monirera que ce dernier, muni de lo norme

lgli == sup  [la@)lle+  sup  |da(y)|%

cB Ovi
YER\Yoqg

est un espace de Banach. Et finalement que la suite (pn)n>, est de Cauchy dans cet espace.

Définition 15. Soient
o (E,|||lg) et (F,|-||r) des espaces vectoriels normés,
e 1o un point de F,
e U un ouvert de E contenant x,
o f une application définie sur U & valeurs dans F de classe C'.

On dit que f un difféomorphisme sur U lorsque V := f(U) est un ouvert de F, f est une
bijection de U sur V et sa réciproque est une application de classe Ct sur V.

On dit que [ est un difféomorphisme local pres de xq s’il existe un ouvert U’ de E contenu
dans U et contenant xq telle que fy est un difféomorphisme.

Remarque 21. Le théoréme d’inversion local signifie qu’il faut et qu’il suffit que la différen-
tielle d’une fonction en un point soit inversible pour que la fonction soit un difféomorphisme
local prés de ce point.

Exemple 12. La fonction C définie sur R?\ {(z,y) € R? : x =y} par
C((z,y)) = (—z —y,zy)

est un difféomorphisme local prés de tout point mais n’est pas un difféomorphisme sur son
ouvert de définition. C’est par contre un difféomorphisme sur {(x,y) € R? : x < y}. On l'a
appelé C a cause des relations coefficients car on a (X —x)(X —y) = X2+ (—z —y) X +2y.

Exemple 13. La fonction P (pour polaire) définie sur (0,400) x R et a valeurs dans R? par
P((r,0)) := (rcos(8),rsin(0)) est un difféeomorphisme local prés de tout point mais n’est pas
un difféomorphisme sur son ouvert de définition.
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14 Théoréme des fonctions implicites

Théoréme 13 (dit des fonctions implicites). Soient
o (E,||-|lg), (F\|I-1lr) et (G, - |la) des espaces vectoriels normés de dimension finie,
e (x0,y0) un point de E x F,
o Q un ouvert de E x F' contenant (z9,Yo),
o f une application définie sur Q & valeurs dans G de classe C'.
Alors si
V(u,w) e Ex G, 3FlweeF, df((zo,y0))((u,v)) = w, (48)
on en déduit l'existence
(i) d’un owvert U de E wvoisinage de xg,
(i) d’un ouwvert V de F wvoisinage de yo,
(111) d’un owvert W de G woisinage de f((xo,0)),
(iv) d’une application g définie sur U x W & valeurs dans V,

tels que

UxVcQ, (49)
V(z,y,z) e U XV x W, fl(z,y) =2 <= y=g9((z,2)). (50)

Exemple 14. Pour une fonction f : R> — R de classe C', résoudre localement z = f(z,y)
prés de (xo, Yo, 20) (vérifiant zo = f(xo,y0)) avec y = ¢(x, z) revient alors juste o vérifier
D2 f((x0,90)) # 0 (ou en notation traditionnelle %($Q,y0) #0).

En effet, le principe de linéarisation suggére qu’il est possible de résoudre z = f(x,y) pres

de (xo, Y0, 20) lorsque Uon sait résoudre la linéarisée qui est

(x — 20)D1f((%0,%0)) + (¥ — yo)D2f ((w0,%0)) = 2 — 20.
La solution est évidemment

z— 20 — (z — 20)D1f((z0, v0))
D2 f((z0,Y0)) 7

Y =1Yo+

des qu’on a la droit de diviser.

L’idée géométrique est la suivante. On regarde les graphes (d’abcisse y et d’ordonnée z)
w = f(xo,y) et w = z9. On a clairement une intersection pour l'abcisse y = yo. On a alors
deux situations.

1. Dans le cas ot on a Uhypothése Daf(xo,y0) # 0 on est dans le cas de la figure 4| page
[33. L’intersection des deuz courbes noires est « transverse » et donc méme si on bouge
un peu les deux graphes (courbes rouges), on continuera 4 avoir une intersection proche
de la premiére dont ’abcisse sera elle aussi proche : il s’agit de y = ¢(x, 2).

2. Dans le cas ou par contre Daf(xo,y0) = 0, on est dans le cas de la figure E] page .
Les courbes noires se rencontrent bien mais ne font que « s’effleurer » (elles sont en fait
tangentes). De ce fait, dés qu’on bouge les deux courbes il est possible qu’elles peuvent
ne plus se rencontrer, et ce méme st le déplacement est arbitrairement petit.
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A w= oy

— >
Yo ¢(z,y) Yy

FIGURE 4 — Do f(x0,y0) # 0

Exemple 15. On définit pour tout réel \ le polynome
Py = (1+2)X3 -3X2 201X + 1+ 24

On peut montrer qu’il existe trois fonctions ri, ro, r3 définies sur R, a valeurs dans R et de
classe C* telles que

V)€ R, 71 (/\) < 7"2()\) < 7‘3()\),
Vie{1,2,3}, VAER, Py(ri())=0.
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w ==z

w= f(z,y)

Yo Yy

FIGURE 5 — Do f(x0,y0) =0

15 Optimisation contrainte

On peut utiliser les deux précédentes parties pour compléter notre description des direc-
tions tangentes et raffiner les conditions pour obtenir un extremum sous contrainte.
Proposition 13. Soient

o (E,| -||lg) un espace vectoriel normé de dimension finie,

e xo un point de F,

e D un sous ensemble de E contenant xg,

o U un ouvert de E contenant xg.

Alors on a Uégalité
TyoD =Ty (DNU). (51)
Proposition 14. Soient

o (E,||-|lg) et (F,| - |lF) deuz espaces vectoriels normés de dimension finie,

e 1o un point de F,

o O un ouvert de E contenant xg,

e D un sous ensemble de 2 contenant x,

o f une application définie sur Q & valeurs dans F de classe C'.
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Si f est un difféomorphisme local prés de xg on en déduit

T f(a0) f(D) = df (z0) (T2, D). (52)

Théoréme 14. Soient

(E, || - ||lg) un espace vectoriel de dimension finie,
e 1o un point de F,

e Q un ouvert de E contenant xg,

n un entier strictement positif,
ci,...,cy des fonctions définies sur Q, a valeurs dans R et de classe C.

Onnote D :={xeQ :Vie{l,...,n} ci(z)=-ci(xo)}. Sila famille {dc1(zo),...,den(x0)}
est libre dans E* alors on en déduit

To,D = (] Ker(dei(z)). (53)

1<i<n

Remarque 22. Noter bien que la partie C de ne nécessite pas ’hypothése de liberté mais
est toujours vraie.

Démonstration. Une idée de preuve est d’utiliser le théoreme de la base incompléte pour
obtenir une famille {L1,..., Ly_,} d’éléments de E* (dont d est donc la dimension) telle que
la famille

{Ll, c. ,Ld,n, dC1(x0), ce ,dcn(wo)}

est une base de E*.
Ceci implique que I’application ¢ définie sur Q & valeurs R? par

Ve e Q, o(x) = (L1(x)—Li(xo),. .., Lag—n(x) — Lg_pn(x0), c1(x)—c1(x0), - .., cn(x) —cn(x0)),

est de classe C!' et a une différentielle inversible en xo. C’est donc un difféomorphisme d’un

voisinage U de xg dans E vers un voisinage V de (0,...,0) dans R
On constate finalement que ¢(UND) =V N (R x {(0,...,0)}). On appliquera ensuite
les propositions [13] et [14] O

Théoréme 15 (des extrema liés). Soient

(E,|| - lg) un espace vectoriel de dimension finie,

e 1o un point de F,

o Q) un ouvert de E contenant xg,

o f une application définie sur Q, a valeurs dans R, de classe C',

e n un entier strictement positif,

® Ci,...,c, des fonctions définies sur Q, a valeurs dans R et de classe C'.

On note D :=={zx € Q : Vi € {1,...,n} c(x) = ci(xo)} et on suppose que f admet un
extremum en xo relativement o l'ensemble D. Si la famille {dci(zg),...,den(xo)} est libre
dans E* alors on en déduit

(A1, A) R, df(zo) + Y Aidei(zo) = 0. (54)
i=1
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Remarque 23. Le théoréme précédent revient o dire qu’un extremum de la fonction f relati-
vement 4 D est en fait un point critique de la fonction L € C1(Q x R™;R) définie par

V(z,s1,...5,) € 2 xR", L((z,81,...,80)) = f(z)+ Zsl(cz(x) — ¢i(xg)). (55)
i=1

On dit que L est le lagrangien du probléme et les A1, ..., Ay les multiplicateurs de Lagrange.

Exemple 16. On considére P et S des fonctions définies sur (0,+00)" @ valeurs dans R par

{P(:Ul,...,ﬂfn) = H?:l T (56)

S(a:l, e ,J,’n) = Z?:l xX;.
Etudier le probléeme d’optimisation consistant & déterminer pour un réel positif ¢ donné

r;leag)cp(:c) ou D = {x € (0,+00)" : S(z) = c}.

En déduire que l'on a

n

n L S
v(ﬁl,,_,van)ERn, (Hx,L) S ﬂ7
i=1

Uégalité n’ayant lieu que st x1 = ... = x,.
Cette estimation est appelée l'inégalité arithmético-géométrique (la quantité a gauche de <
est la moyenne géométrique et celle a droite la moyenne arithmétique).

35



	Rappels
	Notion de différentielle
	Premiers résultats sur la différentielle
	Notion de dérivée directionnelle
	Accroissements finis
	Relation entre différentielles et dérivées directionnelles
	Passage en coordonnées vectorielles
	Problème intrinsèque: de l'intérêt de choisir ses coordonnées
	Optimisation: exemples et premières définitions
	Optimisation: information d'ordre 1
	Optimisation: Existence
	Dérivées d'ordre 2 et optimisation
	Inversion locale
	Théorème des fonctions implicites
	Optimisation contrainte

