Compléments d’intégration : Fonctions d’une variable complexe.
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1 Construction de C.

Définition 1. Sur R? on définit deux lois de compositions internes + et - par :

¥((a,), (0, 8) € (R?)?*,  (a,a)+ (b, B) := (a+b,a+ ),

(a,a) - (b, B) := (ab — afs,afp + ab).

Proposition 1. (R2 +) est un groupe abélien.
Proposition 2. (R% +,.) est un anneau commutatif unitaire.
Remarque 1. Dans la suite on désignera I’anneau (R2, +,-) par C.
Proposition 3. L’application Z : R — C définie par

Vo € R, Z(x) := (x,0)
est un morphisme d’anneau unitaire.
Définition 2. On notera dans la suite ¢ := (0, 1).
Remarque 2. Comme on a V(a,b) € C

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = Z(a) + iZ(b),

on utilisera désormais 1’abus de notation
(a,b) = a+ ib.

Définition 3. Si z € C s’écrit z = a + ib avec a et b des réels on pose

(Cette définition a un sens car (a,b) = («, 5) si et seulement a = o et b = 3)



2 Module et conjugué.

Définition 4. Si z € C on définit

z := Re(z) — ilm(2), 2] == v/Re(2)? + Im(z)2.

Proposition 4. Pour tout couple de complezes (z,w) on a

Ztw=z+w, W = Z0
Proposition 5. Pour tous nombres complexes z et w on a
2[* =22, |ew| = [z]w].

Proposition 6. C est un corps.



3 Quelques inégalités.
Proposition 7 (Inégalités triangulaires). Pous tous nombres complezes z et w on a
|2+ w| < [2] + |wl,
avec égalité si et seulement si on a un réel positif t tel que z = tw ou w = tw.
Izl = Jwl| < |2 = wl.
Démonstration. e Pour prouver la premiére inégalité on calcule de la facon suivante.
(|2] + |w|)? = |z + w|? = 22 + ww + 2|z||w| — 2Z — Wb — 20 — Fw
=2|z||w| — zw — Zw.
On calcule ensuite

2

2|z||w|)? — (20 + zw)? = 4zZwd — 220% — Z2w? — 22ZwWW

= — (2w — Zw)?
Or on voit facilement que

Re(zw_gw):zw—iw;—zw—iw:Ew—zH)ZZw—bzw:O,

mais une quantité imaginaire pure & un carré négatif donc

—(zw — zZw)* > 0,
on en déduit donc
(20 + zw)* < (2]2]|w])?,
comme en remplacant z par —z on a aussi
(—2w — Zw)* < (2]2]|w])?,
on en déduit
2w + zZw < 2|z||w|,

et donc
(2] + [w])? > |z + w]?,

puis comme ces quantités sont positives on obtient finalement 'inégalité voulue.
e Dans le cas d’égalité on voit que dans la démonstration précédente on a nécessairement

zw — zZw = 0,
or du cas trivial ot 'un des deux complexes est nul on en déduit

)

|

z
w

mais donc t = = € R. En injectant dans 1’égalité on obtient
(1T +tlw] = |z + wl = |2[ + [w]| = (1 + [t])|w],

puissit <0 on a

)

1+t=1-1¢ sil+t>0 t=20
1+t =1+t = : =
—1—t=1-t sil+t<0 -1=1

ce qui contradictoire. On en conclut donc bien que ¢t > 0.



e Pour prouver la deuxiéme inégalité on écrit

{rz|=rz—w+w|S|z—w|+w|=|z—w|+\w| j{|z|—|w|swz—w

w| = w =2+ 2] <fw = 2[ +[2] = |w — 2| + |2] = (2] = [w]) = |w| = |2 < |w = 2] = [z — |

= [l2] = |wl| < [z = wl.
O

Définition 5. Etant donné un point du plan M de coodonnées cartésiennes (x,y) on appelera affixe de M le
nombre complexe z = x + 7y.

Proposition 8. Si A et B sont deuz points du plan d’affizes a et b alors
d(A,B) = |b— al.
Soient A, B et C trois points du plan. On a alors
d(A,C) <d(A,B)+d(B,C),
et l’égalité a lieu si et seulement si le point B est sur le segment reliant A et C.
Proposition 9. Etant donnés deuz points A et B du plan d’affizes a et b, on a l'équivalence entre

i) M est sur la droite (AB)

i1) Uaffize z de M satisfait Im (2 — a> =0

—a
Proposition 10. Si P est un point du plan d’affize w € C et r un réel positif on a l’équivalence entre

i) M est sur le cercle de centre P et de rayon r

i1) laffize z de M vérifie |z — w| = r.

Proposition 11. Etant donnés un nombre compleze zy et un réel positif r, les ensembles

D(zp,7) :={2€C : |z— 2| <r}, D(zg,7) :={2€C : |z —2| <71}
sont les disques ouvert (resp. fermé) de rayon r et de centre (Re(zp),Im(z)).

Proposition 12. Soit A et B deux points distincts, alors l’ensemble des points équidistants de A et de B est
une droite.

Démonstration. On note a et b les affixes des deux points. Si My, My et M3 sont trois points équidistants de A
et de B d’affixes Z7, 29, z3 on a alors

Vi e [1,3], |zi —a| = |z — b.
En élevant au les modules au carré on en déduit
Vi € [1,3], (2 —a)(z —a) = (z; — b)(z; — b).
En développant les produits et en supprimant les Z;z; présent des deux cotés on arrive a
Vie[1,3], —za—Zia+|a* = —zb— zb+ b

et donc
Vie[1,3], zb—a+Zb—a)=|b*—|a



On a donc
z1b—a+71(b—a) = |b]* — |a|?,
20b—a+7z3(b—a) = |b]? — |al?,
z3b—a+7Z3(b—a) = |b]* — |a|?

en retranchant la premiére égalité a la deuxiéme et a la troisiéme on obtient

{(z2 —2)(b—a)+z —z(b—a) =0,
(23 —21)(b—a) + 23 — 21(b—a) =0,

mais on peut en fait reconnaitre
{2Im ((22 - zﬂ(ﬂ)) =0,2Im ((z3 — Zl)(m)) =0,

on en déduit donc 'existence de deux réels X et u tels que

iA i
(20 — 21) = — (23 —21) = —
Au final on a
23— 21 H
=-cR
22—1 A €%

ce qui montre grace & la proposition 9 que M3, My et M; sont alignés.
Proposition 13. Si i et U sont deux vecteurs représentés par les nombres complexes z et w alors

ZW + zZw
2

U-v=



4 Topologie et Continuité dans C.

Définition 6. Soit (2,,)n>0 et w des nombres complexes. On dit que la suite (2p,)p>0 converge vers w (ce qu’on
notera z, — w) lorsque

n—-+o00
Ye >0, 3IN >0, VneN, n>N=|z—w| <e
Proposition 14. Soit (z,)n>0 une suite de nombres complezes. Alors zy, _Jr w st et seulement st
- n—-—+00
Re(zn) ol Re(w), Im(zy,) o Im(w).

Définition 7. On dit qu’'un sous ensemble O de C est un ouvert lorsque pour tout complexe w € O on peut
trouver r > 0 tel que
Vz € C, |z —w| <r=2z¢€O0.

Définition 8. On dit qu’'un sous ensemble F' de C est un fermé lorsque quelque soit la suite (2p,)n>0 d’éléments
de C converge vers un élément w dans C alors w € F.

Proposition 15. Pour tout sous ensemble X de C on a équivalence entre X ouvert et C\ X est fermé.

Définition 9. Soit Q2 un ouvert de C et f: 2 — C une fonction.
e On se donne w € Q. On dit que f est continue en w lorsque pour toute suite (2,)n>0 d’éléments de Q on
a

3 WS f(zn) o f(w).

e On dit que f est continue sur € si elle I’est en chaque point.

Proposition 16. Soit Q un ouvert de C, w € Q et f: Q — C. La fonction [ est continue en w si et seulement
51
Ye>0, Ir>0, VzeQ, |z —w| <r=|f(z) — f(w)| <r

Proposition 17. La somme, le produit et la composition de fonctions continues sont continues la ou elles sont

définies.
Définition 10. On dit qu'un ensemble X C C est borné si il existe un réel R tel que X C D(0, R).

Proposition 18. Soit K un fermé borné non vide de C. On se donne (zp)n>0 une suite de K. Alors il eziste
w € K et une fonction ¢ : N — N strictement croissante telle que

Z¢(n) n—>——l>-oo w.

Proposition 19. Si f: Q — C est une fonction continue. Si K C § est un fermé borné de C alors la fonction
z = |f(2)] est bornée et atteint ses bornes.



5 Deérivabilité dans C.

Définition 11. Soient  un ouvert de C et f: Q) — C.
e Soit w un complexe dans ). On dit que f est dérivable en w lorsque il existe un nombre D tel que

1) = fw)

Ve>0, Jr>0, VzeQ\{w}, |z —w| <r=
z—w

<e.

On peut montrer que ce complexe D si il existe est unique on le note alors f/(w).
e On dit que f € C1(2) lorsque f est dérivable en tout point de et que la fonction

ffrweQ— fl(w) eC,
est continue sur 2.
Proposition 20. La somme le produit et la composition de deuz fonctions C' sont C' la 0w elles sont définies.

Définition 12. Une application v : I — C (avec I un intervalle ouvert de R) est C! lorsque pour tout t € I la

limite suivante existe

+(t) = lim V(t+e) - 'y(t)7

e—0 €

et que la fonction 7/ : I — C est continue.

Proposition 21. Siy: I CR —- U C C et f: U — C sont des fonctions C* alors fo~: I — C est également
cl.

Théoréme 1 (Accroissements Finis). Soit v : I — C une fonction C*. On se donne a,b € I et M > 0 tels que
vielab, W) <M

Alors on a
V(s t) € [a,b]?, v(t) —v(s)| < Mt — s].



6 Séries Entiéres.

Définition 13. Soit (an)n,>0 une suite de nombres complexes. On appelle rayon de convergence le réel positif
(éventuellement +00)
sup{r >0 : (Jan|r")n>0 est bornée }.

Proposition 22. Soit (a,)n,>0 une suite de nombres complezes de rayon de convergence R > 0. Alors la formule

f(z) = Zanz", (5)

n>0

définit une fonction f continue sur le disque ouvert centré en 0 et de rayon R. Et la série converge normalement
sur tout compact du disque ouvert D(0, R).

Proposition 23. Soit (an)n>0 une suite de nombres complezxes de rayon de convergence R. Alors la suite (by)n>0
définie par
Vn > 0, b, = (n+ 1)an+1,

a un rayon de convergence égal au moins a R.

Corollaire 1. La fonction f définie en (5) est C' au sens compleze sur D(0, R) et

Vz € D(0,R), f'(z) = Z (n+ Daps12".
n>0

Corollaire 2. La fonction f est en fait C*.

Proposition 24. On appelle exponentielle la fonction définie sur C par

Vz e C, exp(z) 1= Z %

n>0

Elle vérifie les propriétés suivantes.

Va,b e C, exp(a + b) = exp(a) exp(b).

Vz € C, exp(z) # 0,
vz € C, exp’(z) = exp(2).
vz e C, exp(z) = exp(2).

Proposition 25. On a la formule d’Euler suivante
Vo € R, ¥ = cos(f) + isin(6),

il s’agit de Uaffize du point du cercle unité interceptant un arc de longueur orientée (dans le sens trigonométrique)
0 depuis le point d’affize 1.



7 Isométries particuliéres du plan.

Définition 14. On appelera isométrie du plan toute application du plan dans lui méme conservant les distances.

Définition 15. On appelle translation de vecteur @ I'application 7z du plan dans lui méme qui satisfait
VM, Tz(M) =M + 4.

Proposition 26. Si le vecteur @ est représenté par le complexe w et que P et M sont deux points du plan, on
o équivalence entre

i) P = ra(M)
1) les affizes p et m de P et M satisfont p =m + w.

Définition 16. On appelle rotation de centre C et d’angle 6 I’application Rc g du plan dans lui méme qui & un

point M associe Rcog(M) tel que les vecteurs CM et CRc (M 5 sont de méme longueur et font un angle 6.

Proposition 27. S5i C est d’affize c, 0 est un réel quelconque et P et M sont deux points du plan, on a équivalence
entre

i) P=Rcg(M)
ii) les affies p et m de P et M satisfont p = € (m — ¢) + c.

Définition 17. On appelle symétrie de centre C' I'application S¢ du plan dans lui méme qui & un point M
associe le point S¢(M) tel que

CM + CSc(M) =0.
Proposition 28. Si C est un point du plan d’affize c, et P et M deux points du plan, on a équivalence entre

i) P=Sc(M)
i1) les affizes p et m de P et M satisfont p = 2c — m.

Définition 18. Etant donnés deux points distincts du plan A et B on appelle réflexion par rapport a la droite
D := (AB) l'application Sp qui a un point M associe le point Sp(M) tel que le milieu de MSp(M) est le
projeté orthogonal de M sur D.

Proposition 29. Si A et B sont deux points du plan d’affizes a et b, alors pour P et M deuz points du plan,
on a équivalence entre

i) P =Sy (M)

b
1) les affizes p et m de P et M satisfont p = 2 m+
Démonstration. On doit déterminer p tel que
lp—a| = |m —al,
[p— b = |m — b]
On éléve alors au carré et on exprime le module carré comme le produit avec le conjugué pour obtenir

pp + aa — (ap + ap) = mm + aa — (am + am),
pp + bb — (bp + bp) = mm + bb — (bm + bin),

10



Aprés simplification des termes aa et bb on a
pp — (ap + ap) = mm — (am + am),
pp — (bp + bp) = mm — (bm + bn),
On va maintenant utiliser la premiére équation pour exprimer p en fonction du reste et remplacer dans la seconde.
p(p —a) = mm+ ap — am — am,
p(p —b) = mm + pp — pm — pm,

on obtient alors - ~
(p—a)(mm+bp —bm —bm) = (p—b)(mm+ ap — am — am).

En développant on arrive a
bp® 4 p(mm — bm — bm — ab) — a(mm — bin — bm) = ap® + p(mm — am — am — ab) — b(mm — am — am),

puis
(b—a)p* — p((b— a)m + (b — a)m + ba — ba) + (b — a)mm + (ba — ba)m = 0.

En factorisant par (b — a) on arrive a

(b—a) <p2—p(z_amm+bz_ba)+Z_“mmba_b“m) —0.

—a —a —a b—a

Les points A et B étant distincts le facteur (b — @) est non nul et on a

2 b_a7
p°—p(——mm+ —)+ ——mm+ ——m =0,
b—a b—a —a b—a

Mais on peut réécrire le terme gauche en factorisant par (p — m) (ce qui s’explique facilement car p = m est
trivialement solution du systéme de départ)

ba—ba b—a
— — — — = T :O
(p m)(p A 7 m)

et finalement on en déduit bien

11



8 Classification des isométries du plan et théoréme des trois réflexions

Proposition 30. Etant donnés trois points du plan A, B et C non alignés et trois réels positifs a, b et ¢, il
existe au plus un point M tel que

MA = a, MB = b, MC =c.
Démonstration. Si on a deux points M et N distincts tels que
MA=NA, MB=NB, MC=NC
alors A, B et C sont sur la médiatrice de M et N et sont donc alignés d’aprés la proposition 12 O
Corollaire 3. La seule isométrie fizant trois points non alignés est ’identité.

Théoréme 2 (des trois réflexions). Toute isométrie du plan est le produit d’au plus trois réflexions.

Démonstration. Soient f une isométrie et A, B et C trois points non alignés.

1. On appelle A’ 'image de A par f. Supposons que A et A’ soient distincts. On appelle alors sy la réflexion
par rapport a la médiatrice de A et A’. Dans le cas contraire s; sera 'identité. On a alors

S10 f(A) = A.

2. On appelle maintenant B’ I'image de B par sy o f. Supposons que B et B’ soient distincts. On appelle
alors sy la réflexion par rapport a la médiatrice de B et B’ autrement sy sera l'identité. On a alors
clairement

sp0sy0 f(B) =B,
De plus comme s; o f est une isométrie qui fixe A on a
AB = AB'
et donc A est sur la médiatrice de B et B’ et donc est invariant par s; on a donc également
spo0s10 f(A) = A.

3. On appelle finalement C’ I'image de C par soo0s10 f. Si C et C’ sont distincts on appelle s3 la réflexion
par rapport a la médiatrice de C' et C’. On a alors

s3osg0syof(C)=C"
De plus s3 051 o f est une isométrie qui fixe A et B on a donc
AC = AC', BC = B(C’,
donc A et B sont sur la médiatrice de C et C” et forcément invariant par s3 on obtient donc aussi
sgosg0sy0 f(A) = A, sgosgosyo f(B)=B.
Autrement s3 est I'identité et on a déja d’aprés ce qui précéde
sgosy0s10 f(A) = A, sgosyosio f(B)=1B, sgosyo0sio f(C)=C.

4. Au final 'isométrie
$30820s810 f,

fixe A, B et C comme l'identité (qui est aussi une isométrie), il s’agit donc de l'identité d’aprés le corollaire
3. Mais comme les réflexions sont leur propres réciproques on obtient alors

sg3osgosiof=1Id= f=s10s90s3,

et I'isométrie f est donc le produit d’au plus trois réflexions.
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En utilisant ’écriture des réflexions vue & la proposition 29 on obtient alors

Corollaire 4. Toute isométrie du plan a une écriture complexe du type

z—0zZ+w, avec  O,w e C et |0 =1.

z 0z 4w ot
Corollaire 5. L’ensemble des isométries muni de la composition d’applications est un groupe.

e En pratique si on cherche I'écriture complexe d’une réflexion par rapport & la droite AB

Remarque 3.
ou A et B sont d’affixes a et b, on écrirera s(z) = az + [ et on résoudra
s(a) = a,
s(b) =0

pour trouver « et .
e Si on cherche une reflexion envoyant A sur B (d’affixes a et b avec a # b) on écrit & nouveau s(z) = az+

mais cette fois on détermine « et 8 en résolvant le systéme
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