Compléments d’intégration : Séries de Fourier.

Vincent Perrollaz
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1 Séries de Taylor

Définition 1. Soit f : R — R. On dit que f est polynomiale losqu’il existe un entier n > 0 et un n + l-uplet
(ag, ..., an) tels que :

Vx € R, f(z) = Zakmk.
k=0

Proposition 1. Soit f une fonction polynomiale, alors si f(x) :== > j_,apz® on a :

(k)
Vk € [0,n], ag:= f k'(O)’ et pour k>n+1, F®(0) = 0.

Démonstration. Comme f est donné par une somme finie on a f(0) = ag, puis :

i
L

(k4 Dapy 12",
0

Vr € R, f'(z)

i

Si par récurrence on a f®) (0) = pla, jusqu’a un certain p on en déduit alors :

£ (0) = ((f)(p)>/ (0) = (p+ V)apy1p! = (p + 1)!apy1,

on en déduit le résultat voulu par récurrence. ]

oL . . . . . . (n)
Définition 2. Si f est une fonction définie sur R et indéfiniment dérivable, on note a,(f) := ! n!(o)‘

Proposition 2. Si f est la fonction définie sur R par :
1
4 _
Ve eR,  f(z):= {e siz 70

0 siz=0

Alors f € C*°(R) et on a :
Vn > 0, an(f) = 0.

Remarque 1. 1. On a ainsi un exemple de fonction indéfiniment dérivable dont la série de Taylor > a,z"
converge sur R mais dont la somme est différente sur R*.

2. En d’autre terme la fonctionnelle :
f€CPR) = (an(f))n>o0s
n’est pas injective.

Lemme 1. Si P est une fonction polynéomiale alors on a :

1 _1
P <> e 2 — 0.
x r—r+o00

Théoréme 1 (Borel). La fonctionnelle qui a une fonction f indéfiniment dérivable sur R associe la suite
(an(f))n>0 est surjective.



2 Fonctions périodiques

Définition 3. Soit 7" > 0. Une fonction f : R — C est dite T-périodique lorsque :

Vo € R, flx+T) = f(z).
Définition 4. Pour T > 0 un entier on notera Cgﬂ I'ensemble des fonctions continues 27 périodiques, et CH™
I’ensemble des fonctions continues par morceaux et 27 périodiques.

Remarque 2. 1. Si f est définie sur un intervalle [0, a] et continue par morceaux alors la fonction f définie
par :

Ve eR,  fla) = fla— B()a),

(ou E désigne la partie entiére) est continue par morceaux et a périodique. Elle est égale a f sur U'intervalle
de définition de cette derniére.

2. Si f est une fonction T-périodique alors la fonction :

xGRHf(I;),

est S périodique. Dans un souci de simplification des formules, on se restreindra dans la suite a des
fonctions qui seront 27 périodiques.

Proposition 3. Si f est une fonction dans C"" alors on a :

421 2m
Vr € R, / ft)dt = / f(t)de.
T 0
Démonstration. Soit x un réel quelconque fixé. On pose k = F (%) ce qui rappelons le signifie :

keZ, k<-—<k+l.

x
21
On alors également, :

2k <z <2(k+ 1)m <z +2m.

En utilisant la relation de Chasle on peut écrire :
4271 2(k+1)m x+2m
/ f(t)at :/ f(t)dt—i—/ f(t)de.
x x 2(k+1)m
En effectuant le changement de variable t = s + 27 on a alors :
427 T
/ f(t)ydt = f(s+2m)ds,
2(k+1)m 2k
donc en utilisant la 27-périodicité de f, f(s 4+ 2m) = f(s) et on obtient :
z+27 2(k+1)m T 2(k+1)m
/ f(t)ydt = / ft)dt + f(s)ds = / f(t)dt.
T T 2

2km km

on peut alors conclure en effectuant le changement de variable ¢t = 2km + r ce qui nous donne :

x+27 27
/ f(t)dt = f(r+ 2km)dr,
T 0

mais comme f est 2m-périodique, une récurrence élémentaire montre que f(r 4+ 2kw) = f(r) quelque soit le réel
r on a donc bien :

427 27
/ f(t)ydt = f(r)dr.

0



3 Polynomes Trigonométriques
Définition 5. Soit f une fonction de C§_ on dit que f est un polyndme trigonométrique si il existe un entier
n >0 et un (2n + 1)-uplet de nombres complexes (c_y,c_(p—1), -+, Cn—1,¢n) tel que :

n

Vo R,  flz)= ) e (1)

k=—n
Remarque 3. L’application x : €'® est 27 périodique donc le second terme de I'égalité ci-dessus l'est également.
Exemple 1. Comme on a les formules d’Euler :
6iw o e—ix eix + e—m
Vr € R, sin(z) = ————, cos(z) i = ———
(0) = ()=
les fonctions sin et cos sont bien des polynoémes trigonométriques.
Proposition 4. Si f est un polyndme trigonométrique donné par la formule :
n .
Vr € R, flx) = Z e

k=—n

On a la formule suivante pour les coefficients :

Vk € [-n,n] cL = 7 f(t)e_““tﬁ
> Tl k — 0 o

Remarque 4. On peut déduire de ces formules quune fonction polynome trigonométrique admet au plus une
seule expression de type (1).

Démonstration. Commencons par remarquer que si p # 0, on a :

: /
ipT

<€ ) __ ipx
- = e,
ip)

2

21 1pT
/ Py = [e. } =0,
0 P 1o

car la primitive est également 27-périodique. Comme on a clairement fozﬂ ldx = 27 on en conclut alors :

2 s
A 2
0 2w 0 sinon.

2 L dt 2w
/0 ) 2r - Jo

Ceci implique alors que

On a alors facilement :

n
oo dt
Z Clezlte ikt @Y

= 27

_ /271' zn: clei(l_k)t dt
0 = 27T

= i Cl /2” ell=k)t di
0 27T



4 Séries de Fourier

Définition 6. Si f est une fonction dans C5™" on définit les coefficients de Fourier (cx(f))kez par :

2T . dt
VkeZ,  c(f):= f(t)e ikt —
0 27T

Définition 7. Etant donnée une fonction f on appelle série de Fourier de f la suite de fonction (S, (f))n>0
définie par :
n

Vn >0, VzeR, Sn(f)(x) = Z cr(f)e®.

k=—n

Exemple 2. 1. Si f est la fonction 27 périodique définie sur [0, 27) par :

fz) ==,
ona: ,
co(f) =2m,  VkeZ¥ ck(f):%.
2. Si f € CY. est une fonction C! on a :
Vk € Z, ce(f) = ikek(f).

Proposition 5. Pour n > 0 on note D,, le noyau de Dirichlet donné par la formule :

Ve eR,  Dy(z):= sin ((2n + 1)§)

sin(%) ’
on a alors :
v R S, = 7 t)D tdt— 7 tDtdt 3
r €R, n(f)(z) = ; fF&)Dnlz —t)5 = ; f@ =t)Dn(t)5 . (3)

Démonstration. Sin est un entier positif et u € R\ {2k7 : k € Z}, on peut effectuer le calcul suivant :

n n
§ : 6zku:efmu § : ez(kJrn)u

k=—n k=—n
2n
— o~ inu Z ezlu
1=0
2n
— e~ inu Z (ezu>l
=0
o (etwy(2n+1) A
=e m“().— car e # 1
e —1
2n+1)u/2 —(2n+1)u/2
it ciadil
- e —1

e(2n+u/2 _ o—(2n+1)u/2
oit)2 _ p—iu/2
_sin((2n + 1)u/2)
B sin(u/2) '




Comme les termes & droite et a gauche de ’égalité sont continus, 'identité est vraie pour tout réel u. Soit
maintenant f € C5™" et n un entier positif, on a alors :

n

Sulf@) = 3 exlf)ets

k=—n

n 27
o odt .
_ —ikt ikx
=—n

n 2w ] dt
_ ik(z—t) “¥
> [ rweten

k=—n

o - ik(x—t dt
—/0 f(ﬂ(Zek( )>27T

k=—n
dt

27
- /0 FH)Dalz ~ 1)

Pour obtenir la deuxiéme partie de l'identité (3) on effectue le changement de variable s = x — ¢, ceci permet
d’obtenir :

T—27 —ds T dt 2 dt
= —s)D — = — ) Dp(t)— = — ) Dy (t)—.
SN@= [ te=9De5e = [ fa-0Dugt = [ fe-nDa0]
La derniére égalité s’obtenant en utilisant la proposition 3 ]



5 Théoréme de Césaro

Théoréme 2 (Césaro). Soil (un)n>0 une suite de nombres complezes. Si la suite converge vers une limite z
alors on a également

n
> ko Uk
n+1 n—too
. . A ZZ:() U . y .
Démonstration. Par commodité on notera Uy, := =£20=*. Soit € > 0, la convergence de (uy,)n>0 assure I'existence

de N > 0 tel que pour tout entier n € N on a

n>N=|u, —z| >

)

N ™

mais alors on peut écrire
n n n
U, — 2| = |Zk:0“k _ Zk:oz’ < > ko Uk — 2|
n - .
n+1 n+1 n+1

Si maintenant on sait que n > N on a alors :

Zé;vzo lug, — 2| ZZ:N+1 ug, — 2| < Cn n—Ne
+ )
n+1 n+1 “n+1 n+12

|Un — 2| <

ou la notation C'y désigne une quantité positive dépendant de N mais pas de n. On a alors clairement I’existence
d’un entier N7 > N tel que pour un indice n € N on a
Cn €
n>N = ——< —.
R T R
En combinant les résultats précédents on arrive a

€

nZN1:>|Un—z]§§+ €.

\V)

Comume le choix de € était arbitraire on a bien prouvé

u, — =z
n—-+00

O

Remarque 5. On voit que la convergence d’une suite implique la convergence vers la méme limite de se moyenne
arithmétique. Par contre on peut constater que si u, = (—1)" pour n > 0, alors la suite (u,)n>0 ne converge
pas et pourtant
n 1 : :
g U ——= sl n est pair
2k=0 Uk _ ) w1 : p .
n+1 0 sl m est impair n—+oo

On voit donc que la convergence de la moyenne arithmétique peut étre vu comme une généralisation de la
notion de convergence. On dit que la suite converge au sens de Césaro.



6 Théoréme de Fejer

Lemme 2. Soit n un entier positif on a alors lidentité suivante :

<1 - ) eiks —
> eiks
n

Y (1 [k]e™

k=—n
n l
Sy ek
=0 k=—1
n ei(2l+1)s -1

—ils
Z € eis -1

=0
Z?:O (ei(l+1)s _ e—ils)

ets — 1

n

K, (s) := Z

k=—n

I

Vs € R, _
n—+1

Démonstration.

n

Kn(s)= > (1 -

k=—n
1
n—+1

k|
n—+1

1
n+1

1
n+1

1
n+1
1

e Yy (€)= Y01 (e7)!

1
n—+1

sin((n+1)35)

3)

(")

sin(

d’apres la preuve de (3)

n+1 ets — 1

1

1—

e—t(n+1)s

1 s etln+1l)s _q

‘ e ‘

n+le’s—1 e —1
1 eis

n+1 (e —
1 1

n+1 (eis/2 _ efis/2)2
1 sin((n +1)s/2)

n+1 sin(s/2)

)2.

(ei(n+1)s/2 _

)

e—i(n+1)s/2)2

efis

1—

7 <ei(n+1)s 9o e—i(n—l—l)s)

Lemme 3. Soit f une fonction continue et 2mw-périodique. Alors pour tout entier n > 1 on a :

2w

YRS @)

Falf)(e) i= S22

0

Kn(z —1)f(t)

™

Kn(t)f(x - t)

—T

dt

o =

dt

on



Démonstration. On écrit directement :

S Si)(@)

F.(f)(x) o
_ k=0 Sy alf)er
n+1
— ZZ:O Zf:_k 0271— f(t)e_llt %ellx
n+1
T o D g f@)et e ap
- 0 n+1 2
2 n Zk’ eil(xft) dt
I=—k
= t La=—k° =~ at
/0 7o) kgo n+1 o
27 n |]{;’ ' »
e t 1 _ Zk(x—t)i
/0 - kz—o < n+ 1> ‘ 27
2 g
- ) K (z—t)—.
B Kn( >27T

0

On peut obtenir l'autre partie de l'identité (5) en posant s = t — x et en procédant comme pour la fin de la
preuve de la proposition 5. O

Lemme 4. Le noyau de Fejer K, posséde les propriétés suivantes :

VEER, Yn>1,  K,(t) >0, (6)
Wn > 1, /7; Kn(w;i; _1, (7)
W €0, 7, : Kn(t);i—; + /5 i Kn(t);—; =0 (8)
Démonstration. 11 suffit pour prouver (6) de se souvenir que K, (s) = n%rl (%)2
Pour montrer (7) on combine simplement K, (f)(s) = > ;_, ( - %) e avec (2).

Pour démontrer (8) on se contentera de constater que si § €]0, 7] on a :

1

Vt € [—m, 7]\ [-9,0], 0< Knt) < (n+1)sin(6/2)’

ce qui provient des inégalités :
Vt € [-m, ]\ [6,6],  0<sin?((n+1)t/2) <1, sin®(t/2) > sin?(5/2).
(Cette derniére estimeée se déduit de la parité de ¢ — sin(t/2) et de sa croissance sur [0, 7]) O

Théoréme 3 (Fejer). Soit f une fonction continue 21 périodique, alors on convergence uniforme de la suite de
fonctions (Fp(f))n>1 vers la fonction f. C’est & dire que :

lim [|f ~ Fulflloc = lim_sup|f(2) — Fu(f)(a)] = 0.

n—-+4o0o n—-+4o0o z€R

Démonstration. Soit n un entier positif et = un réel. En utilisant (7) on peut écrire :

dt

f@) = [ F@En g

9



On en déduit alors :

\Fn(f)(x)—f(x)IZ‘ Kl )~ S 5| < [T K01 -0 - SOl

-
On introduit alors un paramétre ¢ €]0, 7| dont on précisera la valeur plus tard. On a alors :

T dt
Koo 0~ Ol = [ Kal®I1@) ~ s~ D1 2t 0@~ el
(Ici on a noté [—4, 6] := [—m, 7] \ [-6,4].)

On va majoré chacun des termes de droites par des méthodes différentes. Tout d’abord on constate :

N ﬂ dt dat 2 flle
/{w MO (@) ~ Fa— D)o < /[6’516Kn<t>2uf|roo2ﬂszufuoo /[H}Cmt)%g(nﬂ)sm o

)

Pour gérer 'autre terme on utilise le module de continuité de f.

/_iKn(t)U’( xt|</ Ko(t)wy t]</ Kot (5 /K wr(6).

Au final on arrive & :

2/| floo

[En(f)(2) = f(2)] < wp(d) + it 1) sin2(0)

Et ce quelque soit le choix du parameétre 6 dans |0, 7[.
Etant donné un réel strictement positif €, en utilisant la 27-périodicité et 'uniforme continuité d’une fonction

continue sur un segment on obtient I'existence de J tel que wy(d) < §. En prenant ensuite N assez grand on

2[|flleo

E
D i st S < £. En combinant ces deux résultats on obtient :

peut demander que pour n > N
Ve >0, 3N >0, Vn > N, VzeR, |Fn(f)(z) — f(x)] <k,

ce qui est exactement ['uniforme convergence de F,(f) vers f puisque la borne de droite et le choix de N sont
indépendants du point z. ]

Remarque 6. Une premiére conséquence du théoréme de Fejer est que si la série de Fourier converge ponctuel-
lement en un réel x vers une valeur z alors d’aprés le théoréme de Césaro, on a obligatoirement

lim Sy(f)(z) =2z= f(x).

N—+00

(car les sommes de Fejer sont les moyennes arithmétiques des sommes partielles de la série de Fourier)

10



7 Espaces Préhilbertiens

Définition 8. Soit E un C espace vectoriel. Un produit scalaire sur F est une application (u,v) € E X E —
(u|v) € C vérifiant les propriétés suivantes :

1. linéarité en v :
V(A u,v1,v9) € C x E3, (ulvr + Ava) = (ufvr) + A(ujva).

2. anti-symétrie :

V(u,v) € E?, (ulv) = (v]u).

3. positivité :
Vu e E, u # 0 = (u|u) €]0,4o0].

L’espace E muni du produit scalaire ( | ) est appelé espace pré-hilbertien.

Proposition 6 (Cauchy-Schwarz). Soit E, (| ) un espace pré-hilbertien on a alors l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
V(u,v) € B2, ufo)? < (ulu)(vfv).
De plus on a égalité si et seulement si les vecteurs u et v sont liés.

Démonstration. On se donne u et v deux vecteurs de E. On considére alors la fonction P : R — R définie par :
P(X) := (u+ \v|u+ ).

Par positivité du produit scalaire il est clair que P > 0 mais on peut écrire en utilisant la linéarité du produit
scalaire :

P()\) = (ufu) + Mu|v) + Mo|u) + X2 (v|v) = (u|u) + 2ARe({ulv)) + N (v|v).

On constate alors que P est un polyndéme de degrés 2 & coefficient réel qui est toujours positif, son discriminant
est donc négatif ce qui se traduit par :

(Re((u]v))* < (ulu)(v]v).

Cette inégalité est & ce stade démontré pour tout les couples de vecteurs de E, on peut donc substituer (u|v)v
& v pour obtenir :

[ 2 -
(Re({ulo}(ulv))” < (ulu) (uvpol(ulo)o),
ce qui donne en utilisant la linéarité/anti linéarité du produit scalaire :

(1ulv)|?)? < {ulo) P (ulu) (v]o),

on peut alors conclure en divisant par |(u|v)|? le cas ou cette quantité est nulle étant trivial. O

Proposition 7. Soit E,( | ) un espace préhilbertien. Alors l'application :
u € Ew— |ul| ==/ {u|u),
est une norme.

Démonstration. On va vérifier les trois propriétés d’une norme pour 'application || - ||.

1. On a clairement ||u|| > 0 quelque soit v € E, et ||u|| = 0 implique v = 0 d’aprés la positivité du produit
scalaire.
2. Sia € Cetu € Eonallaul| = /{au|au) = /aa(ulu) = |a|||u||. L’application est donc bien homogéne.

11



3. Siuetwvsont dans F on a :
Ju+v|]? = (u+ vu+v) = (ulu) + (u|v) + (v|u) + (v|v)
= |[ull® + 2Re(ulv) + [[v|* < [[u|* + 2[[u]| ||o|| + [[v]|* par Cauchy-Schwarz
< (lfull + oI,

en prenant la racine carré (qui est une fonction croissante sur les réels positifs) on obtient I'inégalité
triangulaire.

O
Proposition 8. L’application définie sur (CSW)2 par :
2m
2 — dt
V(g € () ()= [ FWat)5 .
0 ™
est un produit scalaire. On note || ||2 la norme associée.

Démonstration. On va vérifier les trois propriétés d’un produit scalaire.
1. En utilisant la linéarité de I'intégrale on obtient facilement la linéarité par rapport au second terme de
(£,9) = Jo " FDg(t) 5.
2. Pour le caractére anti-symétrique on a juste besoin du calcul suivant. Si u et v sont des fonctions réelles

/abu(t)+w(t)dt:/abu(t) —iv(t)dt:/abu(t)dt—i /abv(t)dt:/abu(t)dt+i/:v(t)dt:/abu(t)+iv(t)dt,

car on peut en déduire :

_ 2 2r — 2r
T = | Tiage = [ T0age = [ @z = 6.

3. Pour la troisiéme partie on commence par constater que

2 dt

2
s = [ irerg

ot t > | f(¢)]? est une fonction réelle positive et continue (comme composée de fonctions continues). Or
si f n’est pas nulle sur |0, 27|, on peut trouver ¢y €]0, 27[ tel que |f(to)|?> > 0. Mais alors par continuité
on aun réel € > 0 tel que sit € [to —e,tg+¢| onat € [0,27] et |f(¢)]> > M on peut donc écrire la
minoration :

£ (to)|?

vte0.2n],  [FOF > 1pgp-ctorg ()5

2 2
dt €| f(to]

HP— => 0

/0 £®)] 2r T 27 >0

ce qui est absurde. Au final f est une fonction continue 27-périodique, nulle sur |0, 27| elle alors identi-
quement nulle sur R.

qui s’intégre alors en :

O

Proposition 9. Si on appelle e}, la fonction x +— €** on constatera facilement que lon a :
Vk € Z, Ck(f):<ek’|f>7
et deld :
n
V>0,  Su(f)= Y (exlflen
k=—n

Démonstration. Immédiate. O

12



8 Identité de Parseval
Définition 9. Rappelons que si f est une fonction continue 2m-périodique, on pose

[|£lloo := suplf(2)].
teR

Proposition 10. Si f est une fonction dans C3_ on a :

1 £ll2 < [ f]]oc-

Démonstration. 11 suffit de constater

2m d d
8= [ 0P < [ IR = I

puis de prendre la racine carrée de 'inégalité. ]
Lemme 5. Si N est un entier positif on a que pour tout polyndme trigonométrique g de degrés inférieur a N
(f =Sn(f)lg) =0.
Démonstration. Commencons par rappeler qu’étant donné (2) on a :
VEk # 1, (erler) =0, et par contre Vk(e|eg) = 1.
On peut alors écrire g = Z]kV:, ~ gkek- On effectue maintenant le calcul suivant :
(f=Sn(Plg)=(f - Z (er] fedl Z gkek)

l=—N
N

= (/] Z grer) — (> lalfed D grer)
= k=N

N
N
= > gi{flex) —

MZT

(el fgrledler)

k=N P
N N
= > glfler) — Y ailfler)
k=—N =—N
=0.

O

Lemme 6. Soit N un entier positif. Quelque soit le polyndme trigonométrique g de degrés inférieur ¢ N on a :

1f = Sn(DIE +[1Sn(f) = gll3 = [If — gll3,

ce dont on peut déduire

Lf = Sn(Dll2 < IIf = gll2-
Démonstration. On écrit tout simplement :
1f =913 = [F=Sn () +Su(F)=glls = [F=Sn (N 3+ F=Sn ()N () =9)+{(Sn (£) =gl f =Sn () +][Sn (f)—gll3,

comme Sy (f) — g est un polynome trigonométrique de degrés plus petit que N le lemme précédent assure
maintenant :

1f = gll3 = IIf = Sn(AIIE + ISn(f) = 9ll3 = |If — Sn(£)II3-

13



Théoréme 4 (Parseval). Soit f une fonction de C3_ alors on a :
2T
dt
Slalhl = [ IsoPs.
0 ™
keZ

Démonstration. On commence par constater que

N N

N N
Do lewNP= D0 (Flewdenl) = (Y (el Nexl Y (elfe) = (Sn (SN (f)) = I1Sn (]
k=—N

k=—N k=—N l=—N

On cherche donc & montrer que
th HSN(f)H% - Hf”%
—+00

Comme Sy(f) est un polynome trigonométrique de degrés inférieur & N, le lemme 6 permet d’écrire

1113 = Ilf = Sn(f) + Sw (DI =11 = S (HIE + ISn (I,

mais comme la somme de Fejer Fy(f) est aussi un polynome de degrés plus petit que N le lemme 6 en combi-
naison avec la proposition 10 fournit

Lf = Sn(Hll2 <Nf = Fn(Hll2 < I = EN(f)lloos

et le théoreme de Fejer (théoréme 3) assure que cette derniére quantité tend vers 0. O
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9 Théoréme de Bernstein

Définition 10. Pour f dans Cy. et h € R, on définit 75, f par

Vr € R, mf(x) = f(x + h).
Lemme 7. Si f € CO_ alors quelque soit h € R, 7, f € C9_ et

Vk € Z, cr(thf) = e*her (f).

Démonstration. La 27 périodicité de 7, f est immeédiate. Elle est continue en tant que composition de fonctions
continues. Il suffit alors de faire le calcul suivant

27 o
cr(mnf) —/0 Thf(t>e*iktﬂ _ f(t_*_h)efiktﬁ

2 0 27

27 27+h
) L dt ) o d
= F(t + h)e RN gikh o = e’kh/ fla)e e o
0 m h 2
an [T —ike At kn
=e ; f(t)e 5 = ¢ ck(f).

O]

Lemme 8. Soient n un entier strictement positif et (a1, ..., an), (b1, ...,by) deux n-uplets de réels positifs on a

(Eom) () ()

En posant by, = 1 pour tous les indices et en prenant la racine carrée on obtient en particulier

k=1

Démonstration. La deuxiéme inégalité est une conséquence triviale de la premiére, qu’on va maintenant montrer.
On va calculer la différence entre le terme de droite et le terme de gauche.

n n n 2 n n
(32t) (3o0t) - () = 3 - 3 e
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

1 n n n

= 5 Z a%b% + Z a%b% — Z arbra;by

k=1 k=1 k=1

1 n

= 5 Z azblz + a?bi - Zakbkalbl

k=1

1
= 5 Z (akbl — albk)Q

k=1
> 0.

Lemme 9. Si f est une fonction dans C3_ et qu’on définit f par
vz ER,  f(z) = f(-a),

alors on a :

vk € Z, ck(f) = —c_k(f).
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Démonstration. On écrit juste

N 2m ) 2 ) —27 ) 2 )
alf) = [ Fe = [T e 0 E < - [ gt i< - [T et < —en.

0 2 0 2 2T

Théoréme 5 (Bernstein). Soit f € CS_ une fonction lipschitzienne c’est & dire :
>0, VseRE[f(s)— f(1)] < Kt — s,
alors on a convergence normale de la série de Fourier de f vers f.

Démonstration. Pour montrer la convergence uniforme de S,,(f) vers f il suffit de montrer la convergence normale
de S,,(f) car en utilisant le théoréme de Fejer, la limite est forcément f.
On va maintenant se donner n > 0 et poser h := 7%y, on commence par constater la chose suivante :

Vk € [2", 271, g <kh<m,

et donc cos(kh) < 0 ce qui implique cos(kh) — 1 < —1 et donc

e — 1] = \/(cos(kh) — 1)2 +sin2(kh) > | cos(kh) — 1] > 1.

En combinant ce résultat avec le lemme 7 on a alors

ontl_1 ontl_1 ' antl_1
Sl DD U =Dl = D lexlmnf = £,
k=2n k=2n k=2n

mais en utilisant le lemme 8 puis l'identité de Parseval, on peut maintenant écrire :

ontl_q on+l_q
Yo letmf = HI<V2R | Y dew(mf = HIE < V2 f = flle.
k=2m k=2n

En utilisant la proposition 10 on a au final

antl_q
> I < V2RI f — fllss,
k=27

mais la fonction f étant lipschitzienne de constante K on a
[170.f = flloo = suplf(z + h) = f(z)| < K],
Te

on conclut donc que
|

> lehl<5va™

k=2
En utilisant le lemme 9, le résultat précédent et le fait que x +— f(—=z) est également lipschitzienne de constante

K on a aussi
—(2nt1-1)

> lefl<gva

k=—2n
Comme v/2 > 1 on a que ano V2" est bien sommable et donc que
> len(f)l,
keZ

est convergente. Comme Vz € R, || =1 on a que ||cx(f)ex|loo = |cx(f)| et on a bien montré la convergence
normale de la série de Fourier. O
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10 Reégularité des fonctions dérivables au sens complexe.

Théoréme 6 (Régularité des fonctions C-dérivables). Soit Q un ouvert de C. On se donne f : Q — C une
fonction C' alors quelque soit zy € Q si on pose

R:= inf |z —
e~

il existe une suite de nombres complezes (an)n>0 telle que

Vz €, |z — 2o <R:>f(z):Zan(z—zo)".
n>0

On a au passage le fait que la série entiére a droite a un rayon de convergence plus grand que R.

Démonstration. Etant donné 29 € Q et r < R = ingg |z — 2], il est clair que
IS

Vo € R, 2o +re? € Q,

ce qui permet de définir : ‘
fr(0) :== f(z0+ T‘GZG).

Par composition il est clair que f étant C!, f, est également C', elle bien str 27 périodique. D’aprés le théoréme
des accroissements finis elle est alors Lipschitz et en appliquant Bernstein on a :

VOER,  f(0) =) cnl(r)e™, (CVN de la série)
nez

ou les coefficients ¢, (r) sont définis par :

2m o dO 2m A o db
cn(r) == ) fr(0)e Zn@ﬂz ; f(Zo+re’9)e zn@g'

(9)

D’aprés les théorémes de dérivation sous l'intégrale on a f étant C' et 'intervalle d’intégration étant compact
que les fonctions ¢, sont dérivables et

2 . . db
Vr €]0, R, a(r)= / e f (29 + ret?)e ™m0 —
0 2T
; 2 S
_ [f(zo +.r€’6)6_m9] ﬂ+/2 @f(ZO+T€i9)e—ineﬁ
2mir 0 o 27
n
= ;cn(r).
On en déduit alors en résolvant I’équation différentielle que :
Vn € Z, 3K,, € R, Vr €]0, R], cn(r) = Kpr'™.

Mais cela implique alors que si r¢ €]0, R[ on a

VneZ, Vrel0,Rl,  cn(r) = <T>ncn(ro).

To

Mais comme f est continue elle est bornée sur le disque fermé de centre zg et de rayon ro (D(z9,70)) en

utilisant la formule (9) on a
Vi€ Z, vr€l0,rol,  en(r)] <11l Dzg,r0)-
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Or pour n > —1 si ¢,(r9) # 0 on voit que :

entrl = [(£) eatro)

ce qui est absurde on en deduit donc
Vn <0, Vr €]0, R|, cn(r) =0.

On obtient alors finalement que

vre [0’ R}v fn(ZO + Teie) = Z C”<T0>rnein6’

ce qui signifie également

VieQ,  |z—z|<R = f2)=) ealro) oy

,r.’fl
n>0 O

On a donc bien que f est développable en série entiére au voisinage de chaque point et que le rayon de convergence
de la série est au moins égal a la distance au bord du domaine. O
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