Complément d’'Intégration

Vincent Perrollaz

7 février 2017

Table des matiéres

8

9

Partitions et Sommes de Darboux

Intégrale : Définition et premiéres proprietés
Inégalité triangulaire

Relation de Chasle

Interlude Topologique

Continuité et Intégrabilité

Convergence des sommes de Riemann

Théoréme Fondamental du calcul intégro-différentiel

Théorémes de Convergence

10 Intégrales a parameétres

11 Annexe

11.1 Suitesréels . . . . . o Lo
11.2 Topologie . . . . . . . . e

11

12

13

14

15

18



1 Partitions et Sommes de Darboux

Définition 1. Une partition P d’un intervalle [a, b] est la donnée de n+1 nombres a =ty < t1 < ... < t,—1 < t, = b.
On dira que les nombres ¢; sont les extrémités de P.

Définition 2. Si P et Q sont deux partitions d’'un méme segment, on dit que P est plus fine que Q si toutes les
extrémités de QO sont aussi des extrémités de P.

Définition 3. On appelera Part(a, b) 'ensemble des partitions du segment [a, b].

Définition 4. A un segment [a, b, une fonction f définie sur ce segment et une partition P de ce segment on peut
associer les quantité

S(f,P) =) (ti—tis1) sup f(t)

Pt teti—1,ti]
§(f7 P) ZZ; ( 1)t€[751i111:ti]f( )

On les appelle sommes de Darboux supérieure et inférieure associées.

Remarque 1. 1l est clair qu’on a toujours

S(f,P) < S(f,P).

S
Proposition 1. Si on se donne P une partition de [a,b], f et g deux fonctions définies sur [a,b] & valeur dans R
on a

S(f+9,P)<S(f,P)+8(9,P),  S(f+9,P) =5(f,P)+5(g,P).

Démonstration. Commencons par écrire P sous la forme ty < t1 < ... < t,_1 < t,. On peut alors écrire

Vi € [1,n], sup  (f(t) +g(t) < sup f(t)+ sup g(t).
tE[ti—1,t:] t€[ti—1,t:] tE[ti—1,t]

Vi € |1,n], inf t t)) > inf t inf t).

! [[ n]] te[t1£1,tﬂ(f( )+9( )) te[tlililvti}f( )+t€[tlz‘ri17ti]g( )

Il suffit alors de multiplier les inégalités par les nombres positifs (¢; — ¢;—1) et de les additionner pour obtenir le
résultat. O

Proposition 2. On considére [a,b] un segment de R, P une partition du segment et f une fonction définie sur
[a,b]. On se donne o un réel alors

a>0= S(af,P)=aS(f,P), S(af,P)=aS(f,P),
a<0= S(af,P)=aS(f,P), S(af,P)=aS(f,P).
Démonstration. On raisonne comme pour la démonstration précédente mais en utilisant les inégalités

Vi € [1,n], sup (af(t)) =a sup (f(t)) et inf (af(t))=a inf (f(2))

te[ti—1,t:] tE€ti—1,ti] t€[tio1,ti] te[ti—1,ti]

si a est positif. Pour a0 négatif on utilisera par contre les inégalités

Vi € [1,n], inf (af(t)) =a sup (f(t))et sup (af(t)) =a inf (f(t))

telti—1,t] te[ti_1,ti] te[tio,ti) telti—1,t]



Proposition 3. Si P et Q sont deuz partitions d’un méme intervalle [a,b] sur lequel on a une fonction f & valeur
réelle et que P est plus fine que Q alors

S(f,P)<8(f,Q),  S(f,P)=5(f,9)

Démonstration. Le résultat se démontre en deux étapes.

1. On va commencer par démontrer le résultat lorsque P admet une seule extrémité de plus que Q. La partition
Q est alors la donnée de xp < 1 < ... < Tp—1 < X, tandis que P est la donnée de tg < t1 < ... < t, < tpt1.
Le fait que P soit plus fine que Q signifie alors qu’il existe un entier p € [1,n] tel que

ViG[[O,p—lﬂ, t; = x;, \V/jE[Lerl,nle]], Ti—1 = t;.

On peut alors écrire

n

56,0 = (@i-z1) swp f(x)

i=1 xE[xi_l,xi]
p—1
= Z (i —wi—1) sup  f(z)+ |(zp —2p-1) sup f(z Z —xi—1) sup  f(x)
i=1 x€[wi_1,2;) z€[Tp_1,2p) i=p+1 TE[Ti—1,T4]
p—1 r n+1
= Z (ti —ti-1) sup  f(t) + [(tpr1 —tp-1)  sup + Z —ti—1) sup f(?)
i=1 tE[ts—1,t:] L te[tp—17tp+1] i=p+2 te[ti—1,t]
p—1 i
= Z (ti—tic1) sup  f(t)+ |(tp—tp—1) sup  f(t)+ (tpy1—tp) sup  f(¢)
i=1 EE[Ei—1,t4] L tE[tp—1,tpt1] t€[tp—1,tpt1]
n+1
+ Z z 1 sup f(t)
i p+2 tE[ti_hti]

(]

p—1
(ti —ti-1) sup  f(t)+ (tp - tp—l) sup  f(t) + (tp—s-l - tp) sup f(ﬂ]

i=1 €[t —1,t4] t€tp—1,tp] t€ltp,tpt1]
n+1
+ ) (ti—tii1) sup f(t)
i=p+2 tE[tifl,ti]

~5(1.P).
Comme S(f,P) = —S(—f,P) et S(f,Q) = —S(—f, Q) on en déduit alors
S(f,P) =2 5(f, Q)

2. Le résultat général se déduit alors de ce cas particulier de la fagon suivante si Q a n extrémités et P en a
n + m on peut introduire des partitions R, ..., Rm_1 telles que R; a n + i extrémités, Rq est plus fine que
Q, Rit+1 est plus fine que R; et finalement P est plus fine que R,,,—1 (il suffit d’ajouter les extrémités de P
qui ne sont pas dans Q une par une). En appliquant le cas particulier précédent on a alors

Et de la méme facon

S(f,Q) < S(f,R1) < S(f,R2) < ... < S(f, Rm—1) < S(f, P).



2 Intégrale : Définition et premiéres proprietés
Définition 5. Soit f une fonction définie sur un segment [a, b]. On dit que f est intégrable lorsque

su S(f,P)= inf  S(f,P).
PGParE)(a,b)i(f ) ‘PePart(a,b) (f )

/a ' fla)de

Remarque 2. On peut voir que pour une fonction f constante (f(z) = k) on a

On note alors la quantité commune

et on 'appelle 'intégrale de f entre a et b.

VP € Part(a,b),  S(f,P)=k(b—a)=S5(f,P),
elle donc intégrable et

/abkdt: k(b — a).

Proposition 4. 1. Si f est intégrable et positive sur [a,b] alors :

/a ’ f(z)dz > 0.

2. Si f1 et fo sont intégrables sur un segment [a,b] alors fi + fo est intégrable sur [a,b] et :

/ab (f1+ f2)(z)dz = /ab fi(z)dx + /ab folx)dz.

3. Si f est intégrable sur [a,b] et si o est un réel quelconque alors af est intégrable sur [a,b] et

baf(t)dt —a bf(t)dt.
/ /

Démonstration. 1. La premiére proriété est évidente car si f est positif on voit trivialement que
VP € Part(a,b), S(f,P)>0.
2. Pour le seconde propriété on procéde de la facon suivante. On commence par définir

m= sup S(f+g,P), M = inf  S(f+g,Q).
‘PePart(a,b) Q¢€Part(a,b)

On sait déja que m < M et notre objectif est donc de montrer que m > M. Pour ce faire on se donne € > 0.
Les fonctions f etg étant intégrables on peut se donner 4 partitions de [a,b] Py, P1, Ps, Py satisfaisant :

b B b
/ [t —S(f.P) <e. B Py) - / F(dt < e,

b - b
/ g(t)dt — S(g,P3) <e, S(g,Ps) — / g(t)dt < e.

On peut maintenant appeler P la partition de [a,b] dont les extrémités sont la réunion des extrémités de
P1, P2, P3, Py. Elle est par construction plus fine que chacune d’elle et en utilisant la propriété 3 on obtient
alors

b - b
/ JOdt—S(f,P)<e,  S(f.P)- / F(t)dt < e,

4



b b
[ swa-sep <e  Ser)- [y
En additionant les inégalités par colonne on obtient alors
b b
[ s+ [0 —(s(0.7) + S P) <26 S(1.P)+5(0.P) /f ﬂ+/‘@mwg%

On utilise maintenant la propriété 1 pour obtenir

S(f+9,P) = S8(f,P) + S(g, P /f dt+/ g(t)dt — 2e,

S(f+9,P)<S(f,P)+5(g,P /f dt+/ g(t)dt + 2e.

Or par construction on a B
<S(f+g,P)et S(f+g,P) <m,

m > /b f(t)dt + /bg(t)dt — 2,

b b
Mg/ f(t)dt+/ g(t)dt + 2e.

Mais comme € était un nombre positif quelconque on en déduit

ce qui donne donc

b b
m= [ e+ [ o=,
a a
on conclut alors bien m = M = fff dt + f g(t)dt ce qui donne a la fois l'intégrabilite de f + g et
I’additivité de l'intégrale.

. Pour démontrer la derniére propriété on va commencer par poser

m:= sup (S(af,P)), M:= _inf (S(af,P)).
PcPart(a,b) Q¢cPart(a,b)

On sait d’ors et déja que m < M.

Comme la fonction f est intégrable, étant donné ¢ > 0, on peut trouver par construction deux partitions
P1, Po telles que

B b
SU.P) - e< [ fd <SP +e

Si P est la partition dont les extrémités sont la réunion des extrémités de P; et Ps, elle est plus fine que
chacune des deux et en utilisant la proposition 3 on obtient

b
SMP%fs/fwﬁsﬂﬁm+6

Si on multiplie 'inégalité précédente par a et qu’on utilise la proposition 2 on obtient ( pour « positif ou
négatif)

b
M—ae§S(af,7>)—ae§a/ ft)dt < S(af,P)+ ae <m+ ae.

Comme € est un nombre positif quelconque on obtient en faisant € — 0

MSa/w®ﬁ§m,
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comme on avait dit que m < M on obtient finalement bien

m:a/bf(t)dt:M,

ce qui donne bien 'intégrabilité de af et I’homogénéité de I'intégrale.



3 Inégalité triangulaire

Proposition 5. Si f est une fonction intégrable sur un segment [a,b], alors la fonction t — |f(t)| est intégrable el

o AﬂwmﬁslbﬂMﬁ.

Démonstration. On va procéder en deux étapes.

1. Commengons par montrer l'intégrabilité de ¢ — |f(¢)|. Pour ce faire on introduit les quantités

m:= sup S(|f|,P), M = inf  S(|f], Q).
PePart(a,b) (| ‘ ) Q¢cPart(a,b) (| | )

Comme f est intégrable on a deux partitions P; et Py telles que
b
SUP)+ex [ f0d = S0P e

Si on considére P la partition dont les extrémités sont la réunion des extrémités de P; et Pa, elle est plus
fine que chacune des deux partitions et on a donc en utilisant la proposition 3

S(f,P +e>/f t>S(f,P)—

On appelera tg < t1 < ... < t, les extrémités de P ce qui permet d’écrire

n n

S(f,P) =) (ti—tia) inf f(t),  S(f,P)=> (ti—ti1) sup f(t).
i=1 telti-1.ti] i=1 tefti—1,ti]
On a donc également
> (ti—tio)( sup f(t)— _inf f( ) =S(f,P) = S(f,P) < 2e (1)
i=1 tE[ti—1,ti] telti—1,t:]

Mais quelque soit I'indice i on peut trouver deux réels (;,n; € [t;—1,t;] tels que
€

sup [FOI < |G +5-0 _inf O] 2 7] - 5

teltior ti] n tE[ti—1,ts] 2n

On a en faisant la différence des deux inégalités

sup [F(B)] = _inf (O < £ =1+ = <IfG) = fm)+ =< swp f()= _inf f(0)+

tE€[ti—1,ts) tefti—1,t; N eftimy b tefti—1,t]

En combinant ces inégalités avec (1) on peut alors écrire

n

S, P) = S(fLP) =) (ti—tic)( sup [f(t)| = _inf [f(t)])

i=1 tE[tl',l,ti} te[ti*hti]

(t; —tio))( sup f()— inf f(t)+ )

1 te[ti—hti} tE[ti_hti] n

Ms

<

~.
Il

(t; —ti—1)( sup f(t)— inf +Z —ti—1)

1 te[tifl,ti] te[ti—1,t; ]

P) = S5(f,P) + (b —a)e
2+b—a)e.

VAN
H'M:

Xl
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Mais d’aprés les définitions de m et M on a
M—m§§(|f|,73)—§(|f|,73) < (2+b_a)67

et comme € un réel positif quelconque on peut prendre la limite € — 0 dans cette derniére inégalité ce qui
donne M < m. Comme dans tous les cas on a m < M on a bien m = M c’est & dire que t — | f(¢)| est bien
intégrable.

. On va maintenant montrer 'inégalité & proprement parlé. On sait
vt e [a,b],  [fO)]— f() =0, et [f(D)]+ f(t) = 0.
D’aprés ce qui précéde et la proposition 4 on peut alors écrire
b b
[ro1-roa=o. [ i)+ a0
a a

ce qui implique

b b b
—/V@WS/f@ﬂS/wa,

Aﬂwﬂsfwww

ce qui implique bien




4 Relation de Chasle

Proposition 6 (Chasle). Soit [a, c] un segment et f une fonction définie sur ce segment, alors quelque soit b € [a, c],
on a équivalence entre
— [ est intégrable sur [a,b] et [b, ],

— f est intégrable sur [a, ],
c b c
dr = d dx. 2
|tz = [ s@ye+ [ sy @)

et on a alors
Démonstration. On va procéder en deux étapes.

1. Supposons que ’on sache que f est intégrable sur [a,b] et sur [b, ¢]. On commence par définir

m:= sup S(f,P), M:= inf S(f, Q).
PePart(a,c) (f ) Q¢€Part(a,c) (f )

La fonction f étant intégrable sur [a,b] on peut obtenir deux partitions Py, Py € Part(a,b) telles que

. b
5(f,P1) e < / F(B)dt < S(f,Pa) + ¢

puis en appelant Py la partition dont les extrémités sont la réunion des extrémités de Py et Po on a grace a
la proposition 3

b
5Py~ e < [ Fle)dt <SPy + e ()
En raisonnant de la méme facon on peut obtenir une partition Py € Part(b, ¢) telle que
(&
S(.Pa) — e < [ Flt)at < S(Pa) + e 4
b
Sion appelle a =ty < t1 < ... <1, = b les extrémités de Py et b = sp < 51 < ... < 55, = ¢ les extrémités de

Py on voit que a =ty < ... < t, = 59 < 81 < ... < S, = ¢ constituent une partition de [a, ¢] qu’'on appelera
P et que

En combinant ces derniéres inégalités avec (3) et (4) on obtient alors

M —2e¢ < S(f,P)—2e=S(f,Py)+ S(f, Pa) — 2¢

/f i+ [ rieya

< S8(f,Pg)+S(f,Pa) +2e = S5(f,P) +2e <m+ 2e.

Comme € est un réel positif quelconque on peut faire ¢ — 0 et obtenir

w [ [ ww<m
a b

puis comme on sait qu’on a toujours m < M on obtient

m:LU@ﬁ+A%@ﬁ:

ce qui fournit U'intégrabilité sur [a, c] et la relation de Chasles voulue.



2. On va montrer ici que si f est intégrable sur [a, ¢] elle 'est aussi sur [a,b] et sur [b,c| ce qui suffira pour
avoir en plus Chasles d’aprés ce qui précéde. On va commencer par définir

mg:= sup S(f,P), M,:= inf S(f,Q),
J PePart(a,b) (f ) g QePart(a,b) (f )
mg:= Su S(f,P), My = inf  S(f, Q).
! PGParIt)(b,c) (f ) ¢ QePart(b,c) (f )

On sait déja que my < M, et mg < My il nous suffit donc de montrer my > My et mg > My mais ceci peut
revient a
mg +mg > Mg+ Mg.

Comme f est intégrable sur [a,c| on a deux partitions P, P2 € Part(a, c) telles que

aﬁﬂwfs/?mws&ﬁ%wm

Si on appelle Ps la partition dont les extrémités sont la réunion des extrémités de P; et Po elle est plus fine
que chacune des deux et en utilisant la proposition 3 on obtient

S(. Py —e< [ £t < (1 Py) e

On peut alors rajouter le point b comme extrémité de Ps et on appellera P la partition ainsi obtenue. On a
bien str encore

(&
S(.P)—e< [ Flt <SP+ e
a
On appelera a = tg < t1 < ... < t, = c les extrémités de P. On sait alors par construction qu’il existe un

indice p € [1,n — 1] tel que b = t,. On voit alors que ¢y < ... < t, et t, < ... < t, sont des partitions de [a, ]
et [b, c] qu’on appelera Py et Py. De plus on a

]\49"1']\4d_6 < ?(f,Pg)"‘g(f,Pd) —€ :g(f>,P) —e< §(f773)+6 :ﬁ(fapg)_‘_ﬁ(fvpd)—i_e < mg+md+€'
Mais ce raisonnement étant valable pour tout € > 0 on peut faire ¢ — 0 dans I'inégalité finale et donc
Mg+ Mg < mg +mg,

ce qui est bien ce dont on avait besoin pour conclure.

Remarque 3. En utilisant une récurrence on montre facilement quesionaa =ty <t1 <..<t, =bon a

b n t;
/ fyde=>" t F(t)dt.
a i=1"ti-1
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5 Interlude Topologique
Définition 6 (Rappel). Une fonction f continue en un point p si on a :
Ve>0, In>0, [z —p| <n=|f(z) - f(p)| <e

Proposition 7 (Heine). Si f est une fonction continue en tout point d’un segment [a, b] alors elle est uniformément
conlinue, t.e.
Ve>0, I >0, [z —yl <n=|f(z) - fly) <e

Démonstration. Supposons le résultat faux. Cela signifie :

36>07 V77>07 H(Z',y), ’x_y’ 577; ’f(x)_f<y)’ 2 €.

En choisissant n = % pour les n > 1, on récupére des points x,, et y,, dans [a,b] tels que :

‘$n_yn|§ ) |f($n)_f(yn)|26>07 VTLZl.

1
n
On peut utiliser la proprieté de Bolzano-Weierstrass pour la suite x,, et obtenir une extraction ¢ et un point p € [a, ]

tel que :

Ton) 31 oo

Mais les y, étant & distance % de z, il est clair qu’on a aussi :

Yo(n)

n—-+4o0o

La continuité de f en p assure alors que :

€ <|fWemy)) — f(@gm))| — |f(p) = fp)| =0,

n—-4o00
ce qui est absurde. ]

Définition 7. On appelle module de continuité de f sur le segment [a, b la fonction w définie sur R} par :

wy(0) == sup{|f(2) = f(y)| : x,y € [a,0]%, |z —y| <5}
Remarque 4. e On notera que la propriété d’uniforme continuité peut se reformuler :

wf(d) — 0.

6—0t

e L’intérét du module de continuité tient & ce qu’on peut écrire :

v,y € a, b2, |f(x) = f(y)] < wsla —y)).
Il s’agit en fait de la plus petite fonction permettant d’avoir cette inégalité.

On trouvera en annexe une démonstration alternative du théoréme de Heine en utilisant une proprieté alternative
& Bolzano-Weirstrass.

11



6 Continuité et Intégrabilité

Proposition 8. Une fonction définie sur un segment [a,b] et continue en tout point de ce segment est intégrable
sur [a, b].

Démonstration. Soit f une fonction continue sur le segment [a,b]. On pose

m:=  su S(f,P), M = inf  S(f, Q).
PEParE)(a,b) (f ) QecPart(a,b) (f )

Soit m un entier strictement positif. On appelle P, la partition composée des extrémités a =tg < t1 < ... <t, =0b
données par la formule

Vz’eﬂo,n]], ti=a+

On a alors
S(f,Pn) <m <M < S(f,Pn),

et donc

0< M —m < S(f,Pn) = S(f, Pn).
Mais on peut écrire

S(f,Pa) = S(LPa) = 3 (b — i) (ﬁ“p ()~ inf rf(t)). (5)

i=1 ti—1,ti] tefti-1.ti

Mais on voit d’aprés la formule des t; que t; — ;-1 = b;—“. De plus comme f est continue elle atteint sont sup et
son inf sur tout segment.

Vi e [[17”]]7 H(xivyi) € [ti—lvti]27 f(xl) = inf f(t)7 f(yl) = Ssup f(t)

te[ti—lﬂti} te[ti,l,ti]

Mais on voit alors
2 b - CL
(@i, yi) € [tim1,ti]" = |z —yil <ti—tio1 < —

On peut maintenant reprendre (5) pour obtenir.

00 —m < (7 Pa) 8P £ D )~ Fm) £ TS gl — ) < (- 0oy (0.
=1 =1

Et donc pour n — +00 on a bien le terme de droite qui tend vers 0 d’oti on peut conclure

M =m.

12



7 Convergence des sommes de Riemann

Définition 8. Si P (qu'on notera typ < t; < ... < t,—1 < t,) est une partition d’un segment [a,b] on appelle taille
de la partition la quantité

O0(P) = ti —tiz1).
(P) igﬁﬂ( 1)

Théoréme 1. Soil [a,b] un segment de R et f une fonction définie et continue sur ce segment. Quelque soit la
partition P ( notée tg < t1 < ... < tp_1 < ty) si on se donne des nombres (1, ..., (, satisfaisant

Vi € [1,n], tic1 <G < t,

on a

En particulier on voit que l’on a convergence des sommes vers l'intégrale lorsque la taille de la partition tend vers
0.

Démonstration. On a le calcul suivant

/ " fioyan - Z / "

to

/ ()t
A | (C)dt

/ f(G)|dt grace a la proposition 5

b n
[ st =3t - to0r(6)
a i=1

grace a la remarque 3

.

IN

IN

Ti M: I M:

mais comme |£(t) — £(G)] < wy(lt — GI) < wp(lti — tica]) < wp(35(P))

| wremna

1 Jti—1

NE

.
I

(ti —tim1)ws(6(P))

) Z ti —ti—1
=1

< (b—a)ws(0(P))

I

=1

13



8 Théoréme Fondamental du calcul intégro-différentiel

Définition 9. 1. Une fonction f défini sur un segment [a, b] est dérivable en tout point si la quantité :

f/(ZL‘) — lim f(x) — f(y),

y—zr T =y

existe pour tout = € [a, b].

2. Une fonction f définie sur un segment [a, b] est dite de classe C' lorsqu’elle dérivable en tout point de [a, b]
et que la fonction = — f/(x) est continue sur [a, b].

Théoréme 2. Si g est une fonction continue sur un segment |a,b]. Alors quelque soit le point ¢ de [a,b] la fonction
G définie sur [a,b] par

est de classe C1 et

Vz € (a,b), G'(z) = g(x).

Démonstration. Etant donné un réel h on peut écrire

G(z + h) — G(z) [ g(t)dt — [ g(t)dt — hg(x)
h

p —g(@) =
T gt + [T g(t)dt — [ g(t)dt — [T g(a)dt
h

grace a la relation de Chasles

z+h
o (g(t) — g(a))dt
. .
En utilisant I'inégalité triangulaire on a alors :
‘ G(z+ h) — G(z)
h

xz+h
—g(x) g,; / l9(t) — g(x)]dt.

Puis comme t est entre z et  +h on a |t — x| < |h| et donc |g(t) — g(z)| < wy(|h|) don
‘G(l‘-i-h) - G(z)

h

o) < (It 7, 0

G est donc dérivable de dérivée g, qui est continue donc G est C'. O

Théoréme 3. Si une fonction f définie et de classe C' sur un segment [a,b]. On a alors

b
| @iz = 10) - fa)
a
Démonstration. On introduit la fonction F' via
xX
F(z) := / f(t)dt.
a

D’aprés le théoréme 2 on a alors que F est C! et que F' = f/. Comme F(a) = 0 on en déduit que la fonction

2 F(a) — f(2) + f(a),

est de dérivée nulle, donc constante, et vaut 0 en a. Au final

Ve ela,bl,  F(z)= f(z) = f(a).
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9 Théorémes de Convergence

Définition 10. Soit I un segment de R. On considére (fy)n>0 et f des fonctions de I & valeurs réelles. On dit que
la suite (fy)n>0 converge uniformément vers la fonction f vers I lorsque

Ve >0, IN €N, VneN, Vo eI, n>N=|fy(z) - f(z)| <e

Remarque 5. On peut reformuler la définition précédente en définissant pour une fonction ¥ : I — R
[ Flloo := sup|f(t)].
tel

La convergence uniforme a alors lieu si et seulement si la suite numérique (||fn, — f|oo)n>0 tend vers 0.

Lemme 1. Soit J un segment. Soit f:J — R, alors on a
supf — inff = sup{f(z) — f(y) : (z,y) € J}.

Démonstration. On va procéder par double inégalité.
Pour prouver > il suffit de constater que

V(z,y) € J*,  f(z) <supf, f(z)> inff,
J

ce qui implique

f(x) = fy) < supf —inff,
J J

on conclut alors en utilisant que le sup est le plus petit des majorants.
Pour prouver I'inégalité réciproque on utilise les propriétés du sup et de I'inf pour obtenir deux suites (2, )n>0
et (Yn)n>0 de J telles que

flzn) — St}pf, fly) — f,

n—»-+oo n—+00
or on a aussi
Vn >0,  f(an) = flyn) < sup{f(z) = f(y) : (z,y) € J},
d’ot 'inégalité recherchée en passant & la limite. O

Théoréme 4. Soit I = [a,b] un segment de R. Soient (fn)n>0 et f des fonctions définies sur I. Si on suppose
que la suite (fn)n>0 converge uniformément vers f et que les fonctions de la suite sont toutes intégrables, on peut

conclure que f est intégrable et que
b b
| e = [ s

Démonstration. On commence par définir les quantités

S = inf  S(f,P), S = sup  S(f,P).
PePart([a,b]) (,P) PePart([a,b]) (:P)

Pour démontrer que f est intégrable, on doit montrer que S > S. Soit € > 0. Par la convergence uniforme on peut
trouver un entier N tel que

VneN, Veelod  n2N=If@) - @) < g
Or par hypotheése la fonction fy est intégrable, il existe donc une partition P : a =tg < t; < ... <t, = b de [a, ]]
telle que

g(fN7P€> _ﬁ(fN7Pe) <

N ™
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Si on note alors

vk S IIlap]]u ']k = [tkflvtk]a

on a alors
V(z,y) € Jy,  flz) = fly) <[f(z) = f(y)]
<|[f(z) — fn(z) + fn(z) — [N () + fn(y) — F(y)]
<|[f(z) = In@)]+ [fn(z) = N+ N (y) = f)]
< e + V@~ I )

or comme on sait

fn(x) = fn(y) <sup{fn(t) = fn(s) « (ts) € TR}, fn(y) — fv(@) <sup{fn(t) — fu(s) « (ts) € I

on peut conclure

V(z,y) € Jk,  flz)— f(y) <

2(b€_a) +sup{fn(t) — fn(s) = (t,s) € JE}.

Et on peut donc en déduire grace au lemme 1

vk € [1,p], su mf < + su inf f.
[1,7] Jkpf f (b 2 pr nf f
On peut maintenant combiner ces estimations pour obtenir
P
S(f, Pe) — =tk — tr- 1)(Supf Hlff)
k=1
a €
< tp — — inf
—;(k k 1)(2(b—a) +531pr inffy)
p
ty — 1 Pe
< (b )z;k k-1 +S(fn, P) = S(fn, Pe)
€b—a)
< e
So0—a) 2
<e.

Or on a toujours
S—-8< S(faPe) _ﬁ(fape) <,
et comme la quantité la plus & gauche ne dépend pas de €, on peut prendre la limite pour € — 0, ce qui donne bien
I'inégalité S < S et la fonction f est intégrable.
Maintenant que l'on sait que f est intégrable on peut alors facilement conclure. Soit € > 0, la convergence
uniforme permet alors d’affirmer
€

b—a

AN >0 VneN,Vzela,b, n>N =|f(zx) = fu(z)| <

On peut alors écrire

Vn > N, |/f dt—/fn dt|_|/ — fult) dt|</|f |dt</abb€adt:e.

Comme € est arbitrairement petit on a bien prouver

/a b fa®)dt — / ’ F(t)dt
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Théoréme 5. On se donne f, h, et (fn)n>0 des fonctions définies et intégrables sur un segment |a,b] telles que :
e Pour tout = € [a,b], fn(x) N f(z).
n—-+0oo

e Pour tout x € [a,b] et tout n € N, |f,(z)] < h(z).
On peut alors conclure que

/abf(x)da:— Jim /abfn(x)d:c.

n——4o00

Démonstration. Admise. O

Remarque 6. — On peut en fait utiliser le théoréme dans le cas ol ’ensemble d’intégration n’est pas un
segment mais un intervalle quelconque potentiellement infini.
— On peut supposer que la convergence simple a lieu partout sauf en un ensemble dénombrable de points.
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10 Intégrales a paramétres
Théoréme 6. Soient I et J deuz intervalles (fermés, ouverts ou semi-ouverts, bornés ou non) de R (On appelera
a et b les extrémités de I). On se donne une fonction f: (t,x) € I x J — f(t,z) € R telle que :

1. Quelque soit x € J la fonction t € I — f(t,x) est intégrable sur I,

2. quelque soit t € 1, la fonction x € J — f(t,x) est continue,

3. il existe une fonction g : I — R™ intégrable telle que :
V(t,x) eI xJ,  [ft,z)] < g(t),

alors la fonction F' définie par :
b
Va € J, F(z) = / f(t,x)dt,
a
est continue.

Démonstration. Soient = € (c¢,d) et (zn)n>0 une suite de (¢, d) convergeant vers x. On va définir une suite de
fonctions (fn)n>0 par :

vt € [a,b], fu(t) == f(t,xn).

Par continuité séquentielle 12 on a alors :

vt € [a, ], fat) —  f(t,x).

n—-+00

De plus on a aussi :
Vt € [a,b], VneN,  |fu(t)] < g(t),

le théoréme de convergence dominée assure alors :

b b
Fan) = [ it = [ st = Flo)

et de nouveau par continuité séquentielle on en déduit que F' est continue en z. Le point x étant quelconque dans
(c,d) on a F € C%c,d). O

Théoréme 7. Soient I et J deuz intervalles (fermés, ouverts ou semi-ouverts, bornés ou non) de R (On appelera
a et b les extrémités de I). On se donne une fonction f: (t,x) € I x J — f(t,z) € R telle que :

1. Quelque soit x € J la fonction t € I — f(t,x) est intégrable sur I,

2. quelque soit t € 1, la fonction x € J — f(t,x) est continument dérivable, (on notera la dérivée %(t,x))

3. il eriste une fonction g : I — RT intégrable telle que :

V(t,x) € I x J, |%(t,x}| < g(t),

alors la fonction F' définie par :
b
Va € J, F(z) = / f(t,x)dt,
a
est continument dérivable et sa dérivée est donnée par

b
Va € J, Fl(z) = %(t,m)dt.

18



Démonstration. On commence par constater

b
() € I, F@—ﬂm:/fwmammw

Puis pour un t € I fixé le théoréme des accroissement finis garantit ’existence de 6 € [0, 1] tel que

Flt.y) ~ Flta) = 9

Xz

(t,0y + (1 = 0)x)(y — ).
Mais alors I’hypothése de domination assure

f(t7 )_f(tvl‘)
Yy—

vVt e 1, '

< g(t).
Si (yn)n>0 est une suite de I convergeant vers = on a alors en posant

vtel, ha(t) = [t yn) — f(t,:r)v

Yn — T
F(yy,) — F b
) = P _ (")
Yn — X a
la convergence simple
of
Vtel hp(t —(t,z),
€I, (), o S(ta)
et la domination
viel, Vn=0,  |ha(t)] < g(0).

On peut donc obtenir par le théoréme de convergence dominée

Fyn) — F(x) bof
R n—>——s>—oo/a %(t,x)dt.

Comme la seule hypothese sur (yn)n>0 est la convergence vers x on en déduit

Fly) — F(x) bof
T ij ; a(t,x)dt

La fonction F est donc bien dérivable et la dérivée donnée par la formule annoncée. On peut alors conclure que F’
est continue en utilisant le théoréme précédent. O
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11 Annexe

Définition 11 (Rappel). Si E est un ensemble de nombres réels non vide, on dit que M est sa borne supérieur si :
Vre FE, x < M,

Ve>0, dre B, M —e<ux.
On notera ceci :

M =supFE.

Proposition 9 (Rappel). L’ensemble R a la propriété suivante :
tout ensemble E C R, non vide et majoré posséde une borne supérieure.

11.1 Suites réels

Proposition 10 (Bolzano-Weierstrass). Soit (z,)n>1 une suite de nombres réels et a < b deuxr nombres réels, tels
que
Yn>1, a <z, <b.

Alors il existe une extraction ¢ (i.e. une fonction N — N strictement croissante) et un nombre p € [a,b] tels que :

o), o

Démonstration. On va construire par récurrence deux suites (an)n>0 €t (bp)n>0 et une fonction ¢ : N — N telles
que :
Vn > 0, a=ag < ap < apy1 < by < by < by =0,
Vn >0,  é(n) <o(n+1),
VYn > 0, I,={k>¢(n)+1 : a, < xp <b,} est infini ,
b—a
V’I’LZO, bnfan:?

L’initialisation est trivialement effectuée par :

ap = a, bO — ba ¢(0) = 07

car Iy = N*,
Supposons maintenant la construction effectué jusqu’au rang N, avec N quelconque fixé.
On commence par poser ¢ = X 'QH’N , et on définit alors :

L={k>¢(n)+1 : an <z <c}, R={k>¢(n)+1 : c<uz <bn}.
On voit que par construction L U R = Iy est infini donc on a forcément L et/ou R infini.
e Si L est infini, on prend
aN4+1 = an, bN+1 =c, (b(N + 1) = min L.
On a alors clairement :
any =an4+1 < c=byy1 <by, par construction de c,
(N +1) = ¢(N) +1> ¢(N),

Iny1 = L est infini par construction,

an + by by —an b—a
bN+1_aN+1:T_aN: 5 = oNF1-
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e Si L est fini, alors R est infini et on pose
an+1 = ¢, byt1 =by, ¢(N + 1) = min R.

Et les mémes considérations que ’autre cas permettent de conclure.
On peut alors maintenant construire :
p:=sup{a, : n >0}

On va montrer que

Ton) 7 oo

1. Par définition de la borne sup on a :
Vn >0, ap < P.

2. Si p > b, pour un certain n, en posant € et en appliquant la définition de la borne sup on a un

certain k > 0 tel que

_ p=bn
- 2

p—by :p+bn
2 2

ce qui est absurde par construction des suites (a,) et (b,). Au final on a :

ag 2 p—€=p— > D,

VHZ()’ prn

3. On en déduit alors que

b—a

', on a donc :

mais comme b,, — a,, =

—a

Vn > 0, max(|p — byl, |p — anl|) < o

Ce qui implique que les suites (a,) et (b,) convergent vers p.

4. On conclut alors en remarquant que :
Vn > 0, an < Tyn) < by,

et le théoréme de convergence comparée assure que

O

Proposition 11 (Critére de Cauchy). Pour une suite (x5,)n>0 de nombres réels on a équivalence entre les assertions
sutvantes :

Ve>0, AN eN, nm >N = |z, — zp| <, (6)
AeR, z, — L (7)
n—-+00

Remarque 7. La proposition précédente permet de montrer qu’une suite est convergente sans avoir besoin de
construire sa limite.
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Démonstration. Montrons d’abord (7) = (6).
Soit € > 0, il existe un entier N € N tel que :

VTLZN, ‘xn_l‘ggv

mais alors on a .
Yn,m > N, |xn, — xm| < |xn =1 + |2m — §2§ =e.

Montrons maintenant (6) = (7).
On va commencer par montrer que (zp)n>0 est bornée. En utilisant e = 1 (6) on a un entier N € N tel que :

Vn >N, |z, —xn| < 1.

Si on pose
R:=14+max{|z; —an| : 0<i< N -1},

on voit que :
VneN, x, € [ty — R,zn + R].

On peut donc utiliser Bolzano-Weierstrass pour obtenir un réel [ et une extraction ¢ telle que :

Tom)

n—-+00

Montrons que toute la suite converge vers [. Etant donné un réel € > 0 on a par hypothése un entier N; tel que :

Yn,m > Ni, |xp — x| < %

Mais la convergence de la suite extraite assure ’existence d’entier Ny tel que :

vn Z NQ, ]x¢(n) — l| S

DO

Comme ¢(n) — oo, on un entier m tel que :
n—-+o0o

m > Ny et ¢(m) > Ny,
on pose alors N := ¢(m) et on constate :
Vi > N, |2, — 1| < |20 — 2] + [Tsm) — 1| < 2% =
O

Proposition 12. Soit f une fonction d’un intervalle (a,b) & valeurs dans R. Soit © un réel de lintervalle (a,b)

alors on a équivalence entre :
1. la fonction f est continue en x,

2. pour toute suite (zp)n>0 de (a,b) on a :

Tn n—:>|—oo r = f(zn) n—>_—&>-oo f(z).
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Démonstration. Commengons par montrer 1) = 2).
On considére (zp,)n>0 une suite de (a, b) convergeant vers x. Soit € un réel strictement positif. Par continuité de f
en x il existe n > 0 tel que :

Yy € (a,b), ly—zl<n = [f(y) - fl@) <e
Mais comme la suite (z,,)n>0 converge vers x il existe un entier N tel que :
Vn €N, n>N = |z, —z| <n,
en combinant les deux inégalités on aboutit & :
Vn € N, n>N = |f(z,) — f(2)] <e,

comme € était un réel positif quelconque on a bien prouvé :

flan) = [fl2).

n—-+o00

Montrons maintenant 2) = 1).
Supposons que f ne soit pas continue en z, ce la signifie :

de >0, Vn >0, Jy € (a,b) tel que |y —z| <net|f(y)— f(z)] >e

En prenant n = %4-1 pour n > 0 on en déduit ’existence de x,, € (a,b) tel que :

o — 2l < —— et |f(ra) — F(2)] > € >0

la suite (xy,)n>0 ainsi construite converge clairement vers z mais la suite (f(x,))n>0 ne converge pas vers f(z). En
prenant la proposition contrapposée on a bien montré 2) = 1). O
11.2 Topologie

Proposition 13 (Borel-Lebesgue). Etant donné un intervalle [a,b], on suppose qu’il existe un ensemble A quel-
conque et pour tout A € A un intervalle ouvert ay,by) tels que :

[a,b] C U (ax,by).
AEA

Alors on peut trouver un entier n > 1 et n éléments de A : Ay, ..., A, tels que :

n

[a, b] C U(a,\i,b)\i).

i=1
(On dit que [a,b] admet un sous-recouvrement fini)

Démonstration. Comme on a :

Vp € lab],  [a,p] C[a,b] C | J(axbr),
AEA
on peut commencer par définir :
I={pea,b] : [a,p] admet un sous-recouvrement fini}.
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Etant donné qu’on a :

a€la,b] C U (ax,by),
AEA

on a un certain A; € A tel que :
a € (aAl,b,\l),

dont on peut déduire que [a,by,) C I et donc I # (). Comme I C [a,b] on peut introduire
M :=supl.

Comme
M € [a,b] € [ (ar,b),
AEA

on a X € A tel que M € (ay,by). Par définition de M on a un certain p € I tel que p € (ay, M]. Par définition
de I on a n éléments de A : Aq, ..., A\, tel que :

et si on pose A\,+1 = A on obtient alors :
n+1

[a7 M] - U (a)\iu b)\i)?
=1

et donc M € I.
Si de plus M < b on a alors facilement que pour

M ’
¢ := max (b, +b>‘)) > M,

2
on a
n+1
[a,c] C U (ax;;bx,),
i=1
et donc ¢ € I absurde car M =sup ! et ¢ > M. O

Démonstration. Du théoréme de Heine. On va procéder en plusieurs étapes.

1. On commence par introduire une variante locale du module de continuité :

Vp € la,b], ¥6 >0, wp(d,p) = sup{[f(z) = f(p)| : x €a,b], |z —p| <3}

On peut constater qu'on obtient au passage :

v,y € la, b, [f(2) = f(y)l S ws(le —yl,y). (8)
De plus la continuité de Papplication f au point p peut se traduire par :

wr(d,p) — 0.

6—0t

1l est clair qu’on a :
V6 >0, wy(6) < sup{ws(d,p) : p € [a,b]}.

(En fait on pourrait méme montrer 1’égalité, mais ce n’est pas nécessaire pour la preuve)
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2. On va maintenant constater que

Vo,y.p € [a, b, [f(x) = fW)] < [f(@) = F®)| + | f(y) — f(D)]
<wg(|lz —pl,p) +wr(ly — pl, p)-

Mais si on prend d > 0 on peut en déduire :
V(z,y) €lp—20,p+25],  [f(x) = f(y)| < 2w5(26,p).
Mais si y € [p— d,p+ ¢] on a alors :
Ve ely—0,y+0], x€[p—20,p+20], et donc |f(x) — f(y)| < 2wp(20,p).
Ce qui nous permet alors de conclure :
V6 >0, Vp € la,b], Vy € [p—0,p+ 0], wp(d,y) < 2wp(20,p).
3. Soit € > 0 la fonction f étant continu en tout point de [a,b] :

Va € [a,b], 36(x) >0, wp(20(z),z) <

DN

Il est alors clair qu’on peut écrire :

[a,0] € ] (z—6(x), 2+ 6(x)).

z€[a,b]

La proprieté de Borel-Lebesgue permet alors de se donner un entier positif p et p nombres dans [a,d] :
x1, ..., Tp tels que :

-

[a,b] C | )J(zi —0(mi), xi + 6(xs)).

1

(]

On pose alors
0 :=min(6(z1), ..., 6(xp)),

mais quelque soit y € [a,b] on a un indice i tel que :
ly — il < 6(xi),
et donc d’aprés I’étape précédente :
Wiy, 8) < wily, 8(a:)) < 2wp(wi, 20(x;)) < 2% =
Comme y était quelconque dans [a, b] et en utilisant la premiére étape on obtient le résultat voulu :

wr(6) < sup{wr(d,y) : y € [a,b]} <,

car € était un nombre strictement positif quelconque.
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