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1 Tribus

Définition 1. Soit X un ensemble et T une collection de sous ensembles de X. On dit que T est une tribu
lorsque

1. lensemble X est un élément de T :

XeT.
2. il y a stabilité par passage au complémentaire :

VE C X, EeT= “EeT.
3. il y a stabilité par réunion dénombrable :

V(En)n>0 suite de sous-ensembles de X (Vn>0, B, €T)= U E,eT.
n>0

On dit alors que (X,T) est un espace mesurable.

Exemples 1. 1. Les collections {0, X} et P(X) (la collection de tous les sous-ensembles de X ) sont toujours
des tribus de X. (Respectivement la plus petite et la plus grosse au sens de l'inclusion)

2. La collection des sous-ensembles de X étant au plus dénombrable ou de complémentaire au plus dénombrable
est une tribu.

Proposition 1. Si (X,7T) est un espace mesurable on a alors

1. L’ensemble vide est un élément de la tribu :

0DeT.

2. La tribu est stable par intersection dénombrable

V(En)n>0 suite de sous-ensembles de X (Vn>0, B, €T)= ﬂ E,eT.
n>0

Corollaire 1. Une tribu est stable par réunions et intersections finies.

Définition 2. Soit X un ensemble et (E),)n>0 une suite de sous ensembles de X. On appelle limite supérieure
et inférieure les sous ensembles de X suivants

limsup F,, := ﬂ U E. |, liminf E,, := U ﬂ E;
n>0 \k>n n>0 \k>n

Proposition 2. Soit X un ensemble et (Ey,),>0 une suite de sous-ensembles de X. On a les caractérisations
suivantes des limites supérieures et inférieures.

limsup B, ={z € X : {k>0 : z € E}} est infini},
c’est 4 dire Uensemble des éléments de X appartenant & une infinité de E,.
liminf B, ={zx € X : Ip>0, Vk >p, z € Ei},

c’est G dire 'ensemble des éléments de X appartenant o tous les E, sauf & un nombre fini.



Proposition 3. Soit (X,T) un espace mesurable et (E,)n>0 une suite de sous ensembles de X. Si ces sous
ensembles sont dans la tribu leurs limites supérieure et inférieure aussi :

(Vn>0FE,eT)=limsupE, €T et liminf E, € T.

Proposition 4. Soit X un ensemble. On se donne (Tx)xepa une collection quelconque de tribus de X on a alors
que leur intersection est encore une tribu :

{ECX : YA€ A EeT,} est une tribu.

Définition 3. Soit X un ensemble et C une collection de sous ensembles de X. On appelle tribu engendrée par
C lintersection de toutes les tribus contenant C et on la note o(C). Il s’agit de la plus petite tribu (au sens de
Uinclusion ensembliste) contenant les ensembles de C.

Définition 4. On rappelle qu’un sous ensemble O de R? est un ouvert lorsque
VeeO, Ir>0, YyeR? : |ly—z|]|<r=yecO.

On appelle alors tribu borélienne que 'on notera B(RY) la tribu engendrée par la collection composée de tous les
ouverts de RY.



2 Mesures

Définition 5. Soit (X, T) un espace mesurable. Une mesure sur cet espace est une fonction p: T — [0, 400 telle
que l'ensemble vide est de mesure nulle (c¢’est a dire p(0) = 0) et qu’on ait la propriété d’additivité dénombrable
pour des ensembles deux & deux disjoints :

V(En)nso0 € TV, (n#m= E,NEy=0)=pu(|J En) = n(En).
n>0 n>0

On notera que la somme du terme de droite est toujours bien définie (mais potentiellement +o00) car il s’agit
d’une série & termes positifs.
Le triplet (X, T, ) est alors un espace mesuré.

Exemples 2. 1. Si (X, T) est un espace mesurable la fonction p définie par

oo sinon,

VEE€T, uE):= {0 5B =0,

est une mesure.

2. Pour lespace mesurable (X, P(X)) la fonction cardinal (qui renvoit le nombre d’éléments d’un ensemble)
est une mesure.

Définition 6. Soit (X,7T) un espace mesurable et a un élément de X. On appelle masse de Dirac en a la
fonction 6, définie par

| siacE
VEeT, 5a(E):—{ rack

0 sinon,

est une mesure.

Proposition 5. Soit (X, 7T, u) un espace mesuré. On a les propriétés suivantes.

V(A,B) € T?  (ACB et u(B) < +00) = u(B\ A) = u(B) — u(A).

V(E =0 €TV, | U E.]| <> wEn).

n>0 n>0
V(Ennz0 €T, (Y020, B, CEpp1)=p| (JEn| = lim  p(Ep).
n>0 b
V(En)nzo €TV, (W20, Eny1 CE, et k>0, p(Ep) <+oo)=p| () En| = i ji(EBp).
n>0

Proposition 6. Soit (X,7) un espace mesurable. Si p et v sont deur mesures sur X et si v € Ry alors
Uapplication
EecX — uFE)+rv(E) € [0,+o00],

est encore une mesure.

Définition 7. Si (X, T, ) est un espace mesuré tel que p(X) =1 on dit que p est une probabilité et (X, T, )
un espace probabilisé.

Définition 8. Soit (X,7T,u) un espace mesuré, un ensemble E C X est dit négligeable lorsqu’il existe un
ensemble F € T tel que
E CF, w(F) = 0.

On notera que E n’est pas forcément dans T .



3 Pi-systémes et unicité

Définition 9. Soit X un ensemble et C une collection de sous ensembles de X.

1. On dit que C est un m-systéme lorsqu’elle est stable par intersection finie :

VE,FeC, ENFEeC.

2. On dit que C est un \-systéme (ou également une classe monotone) lorsqu’elle contient X, qu’elle stable
par différence et réunion croissante dénombrable :

V(E,F) € C?, ECF=F\EeccC
V(En)nzo €CY, (¥n >0, B, C Epp1) = | J En €C.

n>0

Théoréme 1 (Dynkin). Soit X un ensemble et C un w-systéme alors le plus petit (au sens de linclusion)
A-systéme contenant C est o(C).

Définition 10. soit (X, 7T, p) un espace mesuré.
1. On dit que la mesure p est finie lorsque pu(X) < 4+o00. On dit

2. On dit que la mesure ju est o-finie lorsqu’il existe une suite croissante d’ensemble (Yy,)n>0 de T telle que

Vn >0, (V) < oo, et Uv.=x
n>0

Théoréme 2. Soit (X, 7T, p) un espace mesuré telle que p est finie. Soit P un w-systéme tel que o(P) =T et
soit v une mesure telle que

VE € PU{X}, v(E) = p(E).
Alors on a en fait

VEeT, u(E)=uE).

Corollaire 2. Soit (X,T,u) un espace mesuré. Soit P un m-systéme tel que o(P) = T et soit v une mesure
telle que
VE € PU{X}, v(E) = p(E).

On supposera également que p est o-finie via des ensembles de P. Cest a dire qu’il existe une famille croissante
(Kpn)n>0 d’éléments de P tels que

Vn >0, K,CKyp1, p(Ky)<-+oo, et X = U Kp.
p=>0

Alors on a en fait
VE T, v(E) = u(E).

Proposition 7. La tribu B(R) est également engendrée par les collections {[a,b] : (a,b) € R%}, {] — o0, x]
x€R} et{] —oo,r] : 7e€Q}.



4 Fonctions mesurables

On rappelle que pour f: X — Y et F CY on définit
fUF):={reX : f(x) € F}.

Définition 11. Soient (X, T1) et (Y, T2) deux espaces mesurables et f: X — Y une application. On dit que f
est mesurable lorsque

VFeT, [fHF)eT.

Proposition 8. Soient (X, T1), (Y,T2) et (Z,T3) trois ensembles mesurables. On se donne également f : X —Y
et g:Y — Z deux fonctions mesurables. Alors go f : X — Z est également mesurable.

Remarque 1. Si (X, T) est un espace mesurable et E € T, alors on a équivalence entre
e l’ensemble E est mesurable,
e [a fonction 1g : X — R est mesurable ou ['on rappelle que

1 sizekE
Vr € X, 1E(x):—{ BTEL

0 sinon.

Proposition 9. Soit (Y,T) un espace mesurable. On se donne un ensemble X el une application f : X —Y
alors la collection

(EcX : 3FeT, E=fYF)},
est une tribu. C’est la plus petite tribu sur X telle que f soit mesurable.

Proposition 10. Soit (X,T) un espace mesurable. On se donne un ensemble Y et une application f: X —Y
alors la collection

{(Fcy : fYF)eT},
est une tribu. C’est la plus grande tribu sur'Y telle que f soit mesurable.

Proposition 11. Soient (X,T1) et (Y, T2) deur ensembles mesurables et f : X — 'Y une application mesurable.
On se donne également u une mesure sur X. On définit alors la fonction f#u par

VF €Ty,  f#uF)=pn(f7(F)).
Il s’agit d’une mesure sur (Y, T2), on l'appelle la mesure image de p par f.

Proposition 12. Soit (X, T) un espace mesurable et f: X — R alors f est mesurable si et seulement si on a
Ve € R, {reX : f(z)>c}eT.

Le résultat reste valable pour f(x) > ¢, f(x) <cou f(z) <ec.

Proposition 13. Toute application continue de R dans R est mesurable.

Proposition 14. Soit (X,T) un espace mesurable. Si f et g sont des fonctions mesurables de X dans R alors
quelque soit le réel A\ la fonction
reX— f(z)+ Ag(x) € R,

est mesurable.

Proposition 15. Soit (X,T) un espace mesurable. On considére une suite (fn)n>0 de fonctions mesurables de
X dans R alors

x € X — supfn(x) et x € X — inf f,(z),
n>0 n>0

sont mesurables.



Corollaire 3. Soit (X,7T) un espace mesurable. On considére une suite (fn)n>0 de fonctions mesurables de X
dans R alors les fonctions

x € X — limsup f,(z), z € X — liminf f,(z),

sont mesurables et l'ensemble
{z e X : (fn(x))n>0 est convergente },

est dans T .

Théoréme 3 (Régularité de la mesure de Lebesgue). Soit B un borélien de R on a alors

B)=  inf = K).
)\( ) BCOH;uvertA(O) Kco:zl;fctCB)\< )

Théoréme 4 (Lusin). Soit f: R — R une fonction mesurable. Alors pour tout segment [a,b] de R et tout réel
€ > 0 on peut trouver un compact K C [a,b] tel que fix est continue et \([a,b] \ K) <.

Corollaire 4. Soit : R — R une fonction mesurable. alors pour tout segment [a,b] de R et tout réel € > 0 il
existe un compact K. C [a,b] et une fonction continue f. : [a,b] — R telle que

Alla, 0]\ Ke) <'e,

Vo € K, f($) - fe(x)7
Vx € [a,b], inff < fe(x) <supf.
K. K.



5 Fonctions étagées

Dans cette partie on se donnera (X, 7T, 1) un espace mesuré.

Définition 12. Une fonction f : X — R est dite étagée s’il s’agit d’une fonction mesurable ne prenant qu’un
nombre fini de valeurs, que celles-ci sont positives ou nulles.

Définition 13. On considére f : X — R une fonction étagée. On note alors
V(f) ={7€l0,400[: Fx e X, f(z)=1}

qui est un ensemble fini par définition d’une fonction étagée. On peut alors définir

[ = 3 aulla e X+ fa) =,

YeV(f)
ot on utilise la convention 0 - (+00) = 0.

Proposition 16. On considére f et g deux fonctions étagées et 0 un réel strictement positif. Alors les fonctions
reX— f(x)+g(z) et reX—0f(x)

sont également des fonctions étagées. De plus

Jpan=o [ san e [ Grom= [ sau+ [ o

Proposition 17. Si f et g sont des fonctions étagées et que

Vo € X, f(x) < g(x),

/X fdp < /X gd.

alors on a



6 Fonctions positives et convergence monotone

Dans cette partie encore on se donne (X, 7, 1) un espace mesureé.

Définition 14. Soit f : X — R™ une fonction mesurable. On note E ’ensemble des fonctions étagées inférieures

a f. On pose alors
/ fdu == sup/ Edu.
X EeEJX

On remarquera que la proposition garantit que cette définition coincide avec la précédente pour les fonctions
étagées.

Proposition 18. Soient f et g deux fonctions positives telles que

Vo € X, f(x) < g(x),

/X fdp < /X gd.

Proposition 19 (Inégalité de Markov). Soit f une fonction mesurable positive d’intégrale finie. Alors pour tout
réel positif ¢ on a

alors on a

pla e X+ fla) = ep) < LI

Remarque 2. On constatera facilement que pour qu’une fonction positive f soit d’intégrale finie il suffit qu’il
existe une fonction g telle que

vre X, f(z)<g(o) /X gy < +oo.

Lemme 1. Soit f une fonction mesurable positive d’intégrale finie. Il existe (xn)n>0 une suite croissante de
fonctions étagées telle que
Vr € X, Xn(x) - f(x),

n——+o0o
/ Xndp = / fdp.

X n—-+o0o X

Lemme 2. Si (xn)n>0 est une suite décroissante de fonctions étagées telles que
/ Xodp < +00
X
et
Vo e X, Xn () o 0,

alors

/X Xndpt n_ﬁoo 0.

Lemme 3. Soit f une fonction positive mesurable, alors si (xn)n>0 est une suite croissante de fonctions étagées
telle que
VeeX, (@) — fl(z),

n—-+00

/xndu — /fdu-
X n—+oo [y

on a



Théoréme 5 (de Convergence Monotone). Soit f et (fn)n>0 des fonctions mesurables positives telle que
V’I’LZO, \V/ZL‘GX, fn(J:) §fn+1($),
veeX,  falw) - fl@).

Alors on a

/ fodp / fdu.
X n—-+oo X

Proposition 20. Soient f et g deur fonctions positives intégrables. Alors on a les propriétés suivantes. La
fonction x € X — f(z) + g(x) est intégrable et

/X(f+g)du=/xfdﬂ+/xgdu-

Quelque soit le réel X > 0 la fonction x € X — \f(x) est intégrable et

/X)\fduz)\/deu.

Théoréme 6. Soit f une fonction mesurable positive alors Uapplication v définie sur T par

VE €T, v(E) :—/ 1pfdu,
X

est une mesure.

10



7 Intégrale abstraite

Dans cette partie encore on se donne (X, 7, 1) un espace mesureé.

Définition 15. Soit f une fonction mesurable de X vers R alors on définit
fT:2 e X — max(0, f(z)) et f(z) :z € X — max(0, — f(x)).

Et comme les fonctions constantes sont mesurables quelque soit le choiz des tribus on a fT et f~ qui sont
également mesurables.

Définition 16. Soit f : X — R une fonction intégrable lorsqu’on a

/ frdu < +o00 et / fdp < 400,
X X

/deu :=/Xf+du—/xf_du-

Remarque 3. On pourra rencontrer les notations suivantes toutes équivalentes

[ tdu= [ s@inte) = [ s,

Remarque 4. On peut constater que comme f™ + f~ = |f| la fonction [ est intégrable si et seulement si

et on pose alors

/ | fldp < +o0.
b's

Proposition 21. Soient f et g deux fonctions intégrables. Alors on a les propriétés sutvantes.
La fonction v € X — f(x) + g(z) est intégrable et

J o= [ s+ [ gan

Quelque soit le réel X la fonction © € X +— \f(x) est intégrable et

/X)\fdu:)\/xfdy.

Proposition 22. Soient f et g deuz fonctions intégrables. Alors

Vz € X, f(év)ég(l‘)i/xfduﬁ/xgdw

11



8 Théoréme de Convergence Dominée

Théoréme 7. Soit (X, T, ) un espace mesuré. On se donne (fn)n>0 des fonctions mesurables & valeurs réelles.
On se donne f,: X — R telles que

e on a la convergence simple

Vo e X, fol@) — f(=),

n—-+4o00o
e on a la domination
Vn >0, VrelX, |fn($)’ Sg($)7
e [a fonction g est intégrable
/ gdp < +o0.
X
Alors on a
[ w2 [ san

En fait on a méme
/ |fo = fldp — 0.
X n——+0o00

Lemme 4 (Fatou). Si (fn)n>0 est une suite de fonctions mesurables positives on a alors

/ liminf f,dp < limin / fndp.
x n—+oo n—+0o Jy

12



9 Egalité presque partout

Dans cette partie (X, 7, u) désignera un espace mesuré.

Définition 17. On dit qu’une propriété est vraie presque partout si 'ensemble sur lequel elle n’est pas vérifiée
est de mesure nulle. En particulier on a les deuzx définitions suivantes.

e On dit que deuz fonctions mesurables f et g sont égales presque partout (noté f = g du p.p.) lorsque
p{ze X : f(@)# glx)}) = 0.

o Soient (fn)n>0 et f des fonctions mesurables. On dit que (fn)n>0 converge presque partout vers f, ce que
l"on note
Ju = f, du pop.
lorsque ’ensemble
{z e X : (fn(x))n>0 ne converge par vers f(x)},

est de mesure nulle.
On notera que la propriété est spécifique a la mesure .
Proposition 23. Soit f et g deux fonctions mesurables. On suppose que
f=9 dupp,

alors f est intégrable si et seulement si g l'est et alors

/deu:/xgdu-

On peut maintenant étendre les théorémes de convergence monotone et convergence dominée de la fagon
suivante.

Théoréme 8 (de Convergence Monotone). Soit f et (fn)n>0 des fonctions mesurables telles que
Vn > 0, >0 du p.p.
Vn >0, In < for1, dp p.p.
fo — [ dupp

n—-+00

‘/nw - /fw.
X n—-+oo X

Théoréme 9 (de Convergence Dominée). Soit (X, T, ) un espace mesuré. On se donne (fn)n>0 des fonctions
mesurables a valeurs réelles. On se donne f,: X — R telles que

Alors on a

e on a la convergence f, — f du p.p.,

e on a la domination

Vn>0, |fal<g,  dupp.
e [a fonction g est intégrable
/ gdp < +o0.
X

Alors on a

[t = [ san
En fait on a méme

[ V= flau o

X n——+0o0

Proposition 24. Toute fonction Riemann intégrable sur un segment [a,b] est également Lebesque intégrable est
les intégrales ont méme valeur.

13



10 Intégrales & paramétres

Dans cette partie on se donne (X, 7T, u) un espace mesuré.
Théoréme 10. Soit O un ouvert non vide de RY. On considére une fonction f: O x X — R telle que

e Pour tout t de O
x — f(t,z) est mesurable

o pour presque tout x de X la fonction

t— f(t,x) est continue,

o il existe une fonction g : X — RY telle que [, gdp < 400 et

Vte O, VzelX, lf(t,z)| < g(x),

alors la fonction
Fites [ f(ta)duta),
e
est définie et continue sur O.
Théoréme 11. Soit O un ouvert non vide de R®. On considére une fonction f: O x X — R telle que

e Pour tout t dans O,
x — f(t,z) est mesurable

e pour presque tout x de X on a

t f(t,z) € CHO),

o il existe une fonction g : X — RT telle que fX gdu < 400 et
of
ti

Vte O, Viell,d], |8—(t,:c)| < g(x), pour presque tout x

e [a fonction
Fitrs [ f(t)duta),
X
est définie sur O.

Alors F est Ct sur O et OF of
) 1 — = — .
vielLd, weo, G- [ St

14



11 Modes de convergence

Dans cette partie on considérera (X, 7, ) un espace mesuré.

Définition 18. On dit qu’une suite de fonctions f, : X — R converge simplement vers une fonction f lorsque

Vo e X, falx) —  f(x).

n—-+0o

Définition 19. On dit qu’une suite de fonctions f, : X — R converge presque partout vers une fonction f
lorsque

w(Cleex s n@ 2 f@)) =0

n—-+00

(La mesurabilité de ’ensemble en question fait partie des hypothéses a vérifier.)
On notera ceci

fa—f pp.

Définition 20. On dit qu’une suite de fonctions f, : X — R converge uniformément vers une fonction f lorsque
la suite

(sup 1) - f<x>)n20

zeX

tend vers 0 lorsque n tend vers +o00.

Théoréme 12 (Rappel). Lorsque X est un espace vectoriel normé (typiquement R?) que les (fn)n>0 sont des
fonctions continues convergeant uniformément vers une fonction f alors la fonction f est également continue.

Remarque 5. Par contre la convergence simple et la convergence presque partout ne conserve par la continuité
par passage 4 la limite.

Proposition 25. Soit (f,)n>0 des fonctions mesurables on introduit [’ensemble
C={zreX : (fu(x)) converge}.
Alors Vensemble C' est mesurable. Si on suppose que
w@C) =0

la fonction
limy, 400 fu(x) sizel

0 sinon

Vo e X, fx) = {

est mesurable et f, — f p.p.

Théoréme 13 (Egoroff). Soit (fn)n>0 et f des fonctions mesurables de R dans R telles que fn, — f p.p. Alors
pour tout segment [a,b] et tout réel € > 0 on peut trouver un compact K C [a,b] tel que la suite (fn)n>0 converge
uniformément vers f sur K et

AJa,b] \ K) <.

Théoréme 14. Soit f une fonction intégrable sur R alors pour tout € > 0 on peut trouver une fonction continue
a support compact g telle que
[1r=glir<e
R

15



12 Construction de la mesure de Lebesgue

Si I est un intervalle de R on notera |I| sa longueur.

Définition 21. Pour tout ensemble E C R on introduit la collection des suites d’intervalles dont l’union recouvre
E

Ri={(In)nzo : EC |JI}.

n>0

On définit alors la quantité
ANE):= inf ) |Ll.

(In)nZ()ER n>0

Remarque 6. On remarquera que la fonction A est définie pour tout sous ensemble de R. On dit qu’il s’agit
d’une mesure extérieure.

Proposition 26. On a les propriétés suivantes.
o L’ensemble vide vérifie A\(0) = 0.
e Si ECF alors \(E) < A(F).

o Si (Ep)n>0 est une suite de sous ensembles de R on a

A En) €D MED).

n>0 n>0

Proposition 27. Si I est un intervalle de R on a
AI) =11).
Définition 22 (Caratheodory). On dit qu’un sous ensemble E de R est mesurable lorsque
VFCR, MNF)=MENF)+A°EnF),
Remarque 7. On notera que dans l’égalité ci-dessus la partie < est toujours vérifice.

Proposition 28. Les intervalles de R sont mesurables.

Théoréme 15 (Caratheodory). On notera L la collection de tous les sous ensembles mesurables de R alors £
est une tribu et la fonction X\ restreinte & L est une mesure.

Remarque 8. La mesure A est la mesure de Lebesque mais la collection L est une tribu strictement plus grand
que la tribu des boréliens. On Uappelle la tribu de Lebesgue.

On peut maintenant prouver le théoréme annoncé précédemment.

Théoréme 16 (Régularité de la mesure de Lebesgue). Soit B un borélien de R on a alors

MB)= inf MO)= sup AK).
BCO ouvert K compact CB

16



13 Rapports entre 'intégration et la différentiation

Théoréme 17 (Rappel). Si f est continue sur [a,b] alors la fonction
voelatl  Fl)= [ fod

est Ct et
Vz € [a,b], F'(z) = f(x).

Théoréme 18 (Rappel). Si F est une fonction C' alors on a
Va € [a,b], F(z)— F(a) = / F'(t)dt.

Définition 23. On dit qu’une fonction f: R — R est absolument continue lorsque

n n

Ve>0, dv>0, Vn>0,Vr <z9 <... <T9p, € R, Z |ﬂ£‘2¢ — $2i71| <v= Z ‘f(l’gl) — f($2i71)| <e
=1 =1

Théoréme 19. Soit f une fonction intégrable sur R alors si on pose
Vo € R, F(IE) = / 1]_oo,m]fd)\,
R

la fonction F est absolument continue. De plus, F est dérivable presque partout et on a F' = f, d\ p.p.

Remarque 9. On notera que si f =g, d\ p.p., la fonction F n’est pas modifiée, donc l’ensemble de ses points
de dérivabilité non plus, alors que l’ensemble des points ot la dérivée est égale o f (ou g) lui lest.

Théoréme 20. Soit F' un fonction absolument continue. On suppose que F' est dérivable presque partout. On
note alors f la fonction égale & F' la ou F est dérivable et 0 ailleurs on a alors f intégrable sur R et

Vr e R, F(I‘) = / 1}_Oo7z]fd)\.
R
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