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Stabilisation frontière du système de Maxwell avec
la condition aux limites absorbante de Silver-Miiller

Kim Dang PHUNG

Résumé - On étend l'étude asymptotique du système de Maxwell avec les conditions aux limites
absorbantes faite par Barucq et Hanouzet dans [3] et [4]. On démontre par analyse microlocale, suivant
le programme développé par Bardos-Lebeau-Rauch dans [1] et [2], la décroissance exponentielle de
l'énergie.

Boundary stabilization of Maxwell's equations
Abstract - We complete the asymptotic study of the Maxwell's system with the Silver-Miiller's

absorbingboundarycondition done by BarucqandHanouzet ([3]-[4]). Weprove, bymicrolocalanalysis
techniquesandBardos-Lebeau-Rauch's results for the wave equation ([1]-[2]), the exponential decay
of the energy.

Abridged English Version - The results proved by Bardos-Lebeau-Rauch about boundary
control and stabilization of waves' equation are closely related to a theorem of propagation of
singularities and a microlocallifting lemma recall in [5]. It's the same for boundary stabilization
of Maxwell's equations. In particular, we will use results ofNalin [6]. Reflectionsof singularities
of electromagnetic waves are detailed by Yamamoto [8]. By a coordinate transformation to the
half-plane, we see that the Maxwell's system with the Silver-Miiller's absorbing boundary
condition becomes six hyperbolic equations with boundary conditions to which we can apply
the theorem of propagation of singularities of Melrose and Sjostrand.

The second point of interest observed by Bardos-Lebeau-Rauch is a uniqueness theorem. In

our case, the work on the asymptotic behavior of the Maxwell's system with the Silver-Muller
absorbing boundary done by Barucq and Hanouzet in [3]-[4] allows us to conclude.

In this note, we first treat the Maxwell's equations in a three-dimensional space:

Q is a connected domain in R3, with smooth boundary DD = Fo u F, Fo n T = 0, F is the
fictitious boundary. The exponential decay of such a solution depends on the initial data and
geometrical conditions. We prove this result:

THEOREM. - Suppose that there exists T > 0 such that (T, T) geometrically control Ç1 (see [5]),
ifT0 54 0 and the initial data belongs to the orthogonal to steady state solutions, then every solution
(E, B) of problem (Pj) decays exponentially to zero.

Also, we have the following result, with the same prove thanks to the "global" Poincare's
lemma:

THEOREM. - Suppose that there exists T > 0 such that (T, T) geometrically control D (see [5]),
andTq = 0, then every solution (E. B) ofproblem(Pi) decays exponentially to zero.

Note presentee par Jacques-Louis LIONS.
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Then, we consider the Maxwell's system in a two-dimensionalspace, with the second order
Silver-Miiller's condition in a magnetic polarization field:

SI is a connected domain in R2, with smooth boundary DCT = Fo U F, ToPir = 0, F is the
fictitious boundary, A < 0, d(x) is a smooth function, strictly positive on F. Let

We prove the following estimate:

THEOREM.- Suppose that there exists T > 0 such that (T, T) geometrically control D (see [5]),

then there exist C > 0 and (3 > 0 such that Vt > 0, cl (E, H) < Cc-ot
-

cl (Eo, Ho).

1. PRÉSENTATION DU PROBLÈME 3 D. - On considère le problème frontière suivant, où

est un ouvert connexe de R3, situé localement d'un seul côté de sa frontière dVt régulière,

avec (JO = r0UTetr0(1T = 0.

On rappelle les principaux résultats de Barucq et Hanouzet ([3]-[4]):
Le problème (1) est bien posé, soit

V = {/ G (L2 (ft))3/div f = 0} x {g e (L2 (n))3/div.g = 0, g- nlro = 0}

W = {(/, g) G (H1 (Q))3 x (H1 (0))3/div f = 0,

f A nlro = 0, div g = 0, g n|r0 = 0, (f A n) A n + g nlr = 0}

V(Eo. B0) e W,3!(E.B) e CO (] 0: oo [,nC1(]0; oc [,V) solution du problème (1).

D'autre part, l'énergie T(E, B) =
(1/2)- (1E12 + B 12) est décroissante et vérifie:

JQ

De plus, on a : V(Eo. B0) G WDM. lim (E. B) = (0. 0) dans V, où M est l'orthogonal
t—>30des solutions stationnaires pour la norme V. On rappelle que M est invariant pour le

problème (1)([3]-[4]).



On se propose de montrer, par analyse microlocale, les résultats suivants:
THÉORÈME 1. - On suppose qu'il existe un temps T > 0 tel que dans Qx]0; T[ tout

rayon rencontre rx] 0; T [ en un point non diffractif. Alors il existe C > 0 et (3 > 0 tel que
l'on ait: V(Eo, Bo) G W n M donnée de Cauchy du problème (1)

Vt0, F(E, B) Ce-F(Eo, Bo).

THÉORÈME 2. - On suppose quepour tout T > 0 il existe au moins un rayon ne rencontrant
pasTx]0; T[.AlorsVe > 0, 3 (Ee, Be) solution du problème (1) tel que

T{Ee,B£)(0)=1 et T{Ee,Be){t)>1-e, VOtT.
2. PRÉSENTATION DU PROBLÈME 2 D. - Le second problème étudié est le système de

Maxwell en dimension deux d'espace avec la condition aux limites de Silver-Müller pour
un champ de polarisation magnétique:

Soit Q un ouvert borné connexe de R2, de frontière régulière, Dn = foUr etf0nr = 0,
À 0, d(x) une fonction régulière strictement positive définie sur F.

On rappelle les principaux résultats de Barucq et Hanouzet [3]:
Le problème (2) est bien posé, soit

X = {f e (L2 (fi))2/div/ = 0, rot f E L2 (fi),

f A nlro = 0, f A nir E L2 (r)} Xfg e H1 (On

Y = {(f,g) eX/rot Se H1 (fi),Ag e L2 (n), anglfo = 0,

anglrEL2(f), -rot +dng-Ad(x) An+(1-A)d(x) gfr=0}
V(Eo, Ho) E Y,3!(E,H) £ CO (j 0; oc [, Y)nC1(]0; oc [,X) solution du problème (2).

D'autre part, les inégalités d'énergie sont:



On se propose de montrer, par analyse microlocale, les résultats suivants:
THÉORÈME 3. - On suppose qu'il existe un temps T > 0 tel que dans f2x]0; T[ tout

rayon rencontre rx] 0; T [ en un point non diffractif. Alors il existe C > 0 et (3 > 0 tel que
l'on ait: V(Eo, Ho) G Y donnée de Cauchy du problème (2)

Vt0,el(E, H)^Ce- -̂cliEo, Ho).

THÉORÈME 4. - On supposequepour tout T > 0 il existe au moins un rayon ne rencontrant
pas fx] 0; T [. Alors VE > 0, 3 (Ee, He) solution du problème (2) tel que

cl(E,,H,)(0)=1 et cl{E£,H£){t)>1-e, VOtT.
3. SCHÉMA DE LA PREUVE DU THÉORÈME 1. - La démonstration du théorème 1 découle, par

la propriété du semi-groupe, du lemme suivant:
LEMME 1. - Sous les hypothèses du théorème 1, si (E, B) est solution du problème (1)

avec des données de Cauchy dans W n M, alors on a :

Preuve. - Elle se décompose en quatre étapes:
Étape 1. - On se ramène à l'équation des ondes:

Par application du théorème de propagation des singularités ([6]-[8]), de l'hypothèse
géométrique et du lemme de relèvement ([1]-[2]-[5]), on a :

3c, d > 0,

Étape 2. - Par un raisonnement microlocal, on a :

3c, d > 0,

Démonstration. - Grâce à la condition de Silver-Muller, E An G L2 => BAn E L2.

Les relations (at E A n) A n - rot E A n = 0 et div E = 0 sur le bord assurent
que an (E A n) e H-1 si E e L2 sur le bord. On a de plus les égalités suivantes:
dt E n = rot B n = divr (B An) = -divr ((E An) An) = -rot (E An)

• n, où divr
est la divergence surfacique, donc at E n E H-l car B An £ L2 sur le bord.

D'autre part, sachant que div E = 0 sur le bord, on prouve l'égalité:
dt E

• n + an (E n) = rot n. (nA E) - div n •
(E n) + 2. ((E V) n)

- n,
et par conséquent on a l'inégalité suivante:

On montre aussi:
c > 0,3c>0,



de la manière suivante: par un changement de coordonnées, on se ramène à un problème
dans un demi-espace. Or microlocalement, au voisinage des directions où l'opérateur dt

est non caractéristique, c'est évident avec Ot E n G H-l (Yx] 0, T [). Mais, le voisinage

que l'on vient d'exclure est dans la région elliptique de l'opérateur hyperbolique, on
conclut avec On (E.n) e H-l (Txj0, T[) par un calcul microlocal standard [1]-[2]. ceci
termine l'étape 2.

Étape 3. - Il en est de même avec B en considérant les équations

Conclusion:
> 0,3c, d> 0,

Étape 4. - Il reste à montrer que Il (E, B) ||^_1/2(^x]o,r[) = C5 Il EA71\\2L2(rx]o,T[)-

On démontre cette inégalité par l'absurde.
Démonstration. - Supposons qu'il existe une suite (En,Bn) solution du problème (1)

Donc (En,Bn) est borné dans L2 (0x] 0,T[). Par injection compacte de L2 (Qx] 0,T [)
dans H~x!2(f2x]0, T[), on en extrait une sous-suite convergente. Ainsi, il existe
(E, B) = lim (En, Bn) dans H-1/2 (Qx]0, T[) vérifiant:

On pose N l'espace des solutions du système (3). C'est un sous espace non vide, fermé
de L2(Qx}0, T[) inclus dans Hl(0x]0, T[) avec

donc par injection compacte de Hl (f2)x]0, T[) dans L2 (Ox]O, T[),on en déduit que
N est de dimension finie.

De plus, dt est une application linéaire de N dans N, donc il existe IL G R et
(E, B) E N tel que é),(E, B) = fi (E, B). On conclut que (E. B) = (0. 0), car
(E(., 0),B (-, 0)) G W n M. où M est l'orthogonal des solutions stationnaires pour la

norme V. Ceci contredit le fait que Il (E, B) Il = 1.

4. SCHÉMA DE LA PREUVE DES THÉORÈMES 3, 4 ET 2. - La démonstration du théorème 3

découle du lemme 2.

LEMME 2. - Sous les hypothèses du théorème 3,



Démonstration du lemme 2. - Elle se décompose en trois étapes:
Étape 1. - On se ramène à l'équation des ondes:

Par application du théorème de propagation des singularités, de l'hypothèse géométrique
et du lemme de relèvement ([1]-[2]-[5]), on a

Étape 2. - Par un raisonnement microlocal standard [l]-[2], on a : 3c, d > 0

Conclusion:

Étape 3. - On montre

suivant des arguments de compacité-unicité standard.
Ceci achève la démonstration du lemme 2.

La démonstrationdes théorèmes 2 et 4 repose sur l'existence d'une solution de Maxwell
localisée autour du rayon qui ne rencontre pas Fx]0; T[. Il suffit de construire une
solution de l'équation des ondes à divergence nulle d'énergie localisée, en adaptant la
construction de rayon gaussien par Ralston [7].

Note remise le 12 octobre 1994, acceptée le 7 décembre 1994.
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