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Résumé. On établit, par des méthodes d’analyse microlocale, la contrdlabilité exacte et la
stabilisation interne des équations de Maxwell, suivant le programme développé par
Bardos-Lebeau-Rauch.

Exact controllability and stabilization of Maxwell’s equations

Abstract.  We prove, by microlocal analysis techniques and Bardos-Lebeau-Rauch’s results for the
wave equation, the interior controllability and stabilization for the system of Maxwell’s
equations.

Abridged English Version

The exact controllability of Maxwell’s equations is studied using the HUM method of Lions [3].
Many techniques allow now to achieve an observability result. We propose to apply the results, proved
by Bardos-Lebeau-Rauch about control and stabilization of wave equation, which are closely linked
to a theorem of propagation of singularities recall in [4].

Let O be an open bounded connected domain in R®, with a sufficiently smooth boundary 952, and
w C ). We have the following exact controllability theorem:

THEOREM. — Suppose that there exists T > O such that every ray passes through a point of wx 0; T'[.
Then for all (Ey, Bo) in a suitable space, there is an optimal control J such that the solution (E. B)
of the problem (P1):

O E — curl B = Jiux 10, T} 6, B+curlE=0 in Qx]0; T
E(.,0) = Ey, B(-,0) =By inQ
divB =0 on Qx]0; T
EAn=0, Bn=0 on 00Qx|0; T

(P1)

verifies £ (T') = 0, B(T) = 0.
The next question is to study stabilization’s problems for the system of Maxwell’s equations.

Note présentée par Philippe G. CiARrLET.
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Let o (x) be a positive function in C° (w); we introduce the operator G = (—A)~!. The hyperbolic
type of these model allows us to prove these two results:

THEOREM, — Suppose that there exists T > O such that every ray passes through a point of wx |0; T'.
Then for all (Eq, Bg) in a suitable space, the solution (E, B) of the problem (P2):

OF —curl B+ oFE —grad GdivE =0, 0B +curl E =0 in 2x]0; oof
E(-0)=E,, B(,0)=By inQ
divB =0 on Qx]0; oo
EAnn=0, Bn=0 on 90x]0; oof

(P2)

decays exponentially to zero.

THEOREM. —~ Suppose that there exists T > 0 such that every ray passes through a point of wx |0; T'.
Then there exist C > 0 and 3 > 0 such that for all (Ey, By) in a suitable space, the function
K(E, B)(t), where (E, B) is the solution of the problem (P3):

OE —curl B+ o (E +grad GdivE) = 0, OB +curl E =0 1in 2x]0; oof
E(-,0) = E,, B(-,0) =By in
divB =0 on Qx]0; oof
EAn=0, Bn=0 on 80x]0; oof

(P3)

and K (E, B) = 5 - (|| E]|%- @ ~ |VA~tdiv E||2, @l + | BlI%. ()) verifies, Vi > 0,
K (E, B) S Ce—ﬁt ’ }C(Eo, BO)

1. Présentation du probléme

On considére le probléme suivant, ot 2 est un domaine borné connexe de R3, situé localement
d’un seul cbté de sa frontiere 9€) réguliere et w C §) est un ouvert non vide.

O:E —rot B = Jjux10, T 0:B+rotE =0 dans © x R;
E (- O) = Fy, B(, O) = By dans Q
divB =0 sur 2 xR,
EAnn=0, Bn=0 sur 90 x R,

(1)

On rappelle les principaux résulats de régularité : le probleme (1) est bien posé, soit

V={fe(L*(Q)°} x {g € (L*(Q))*/divg = 0, g.njs0 = 0}
W ={(f, 9) € (I (@))* x (I* (2))*/rot f € (L2 (), f Anjon = 0,
divg = 0, g.njpq = 0, rot g € (L* (Q))*}
V(Eo, Bo, J) € W x (L2(Q))%, 3(E, B) € C°(|0; oo, W) N CL(]0; oo, V) solution du
probleme (1).
On définit Mp orthogonal de {g € (L?(Q))?/divg = 0, g.njpq = 0, rot g = 0} pour la norme
(L2 (©2))3. Ainsi, on retrouve Mg = (L2 (Q))3, si les hypothéses du lemme de Poincaré sont vérifiées.

Soient Wyoe = {f € (L2(Q))*/divf = O,rotf € (L>(Q))%, f Anpg = 0}, et M =
(L? ())® x Mp. On remarque que M est invariant pour le probiéme (1).
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On rappelle que les rayons sont définis comme les projections sur les variables espace-temps des
bicaractéristiques de 1’opérateur des ondes. On se propose de montrer, en s’appuyant sur les travaux
de Bardos-Lebeau-Rauch ([1]-[2]), le théoréme de contrblabilité exact suivant :

THEOREME 1. — On suppose qu’il existe un temps T > 0 tel que dans Qx |0; T| tout rayon rencontre
wx |0; T'[. Alors pour toute donnée de Cauchy (Ey, Bo) € W NM du probléme (1), il existe J € W,
tel que la solution du systeme (1) vérifie : E(T) =0, B(T) = 0.

2. Présentation des probléemes de stabilisation interne

On considére le probléme suivant, ol {2 est un ouvert connexe borné de R3, situé localement d’un
seul coté de sa frontiere J) réguliere. On introduit I'opérateur G = (—A)~' : H™1(Q) — Hj (82) et
on se donne w € € un ouvert non vide et une fonction o (z) € C™ (w) positive non nulle.

OE —tot B4+ oFE —grad GdivE =0, OB +rot E=0 dans Qx]0; oof
@) E (., 0) = by, B (., 0) = By dans Q)
divB =0 sur Qx]0; oof
EAn=0, Bn=0 sur 00x]0; ool

Le probleme (2) est bien posé, soit

V={fe(L* ()} x {ge (L*(Q))*/divg = 0. g.njpa = 0}
W = {(f, 9) € (L* () x (L* (Q)°/rot f € (L*(Q))*, f Anjaq =0,
divg =0, g.njpq = 0, rot g € (L? (Q))3}

V(Ey. By) € W, 3V (E. B) € C°(]0; oo, W) N C* (J0; o[, V) solution du probléme (2).
D’autre part, énergie H (E, B) = 1 - [, (|E|* + | B|?) est décroissante et vérifie :

d :
V(Fgy, By) € W, T H(E, B) +fQ g|EP® + ||div E|[F -1 (q) < 0.
De plus, on a : V(Ey, Bo) € W M, limy—o (E, B) = (0, 0) dans V.

L’hyperbolicité du modele ci-dessus nous permet d’étendre aux systemes de Maxwell les résultats
de Bardos-Lebeau-Rauch ([1]-[2]). On se propose de montrer les théoremes suivants :

THEOREME 2. — On suppose qu'il existe un temps T > 0 tel que dans Q% |0; T tour rayon rencontre
wx |0: T[. Alors il existe C > 0 et 3 > 0 tels que l'on ait : ¥ (Ey, Bg) € W N M donnée de Cauchy
du probléeme (2) ¥t > 0, H(E, B) < Ce™? . H(Ey, By).

THEOREME 3. — On suppose que pour tout T' > 0 il existe au moins un rayon ne rencontrant pas
wx |0: T[. Alors Ve > 0, il existe (E., B.) solution du probléeme (2) telle que H (E., B.)(0) =1
et H(E..B)(t)>1—¢ ¥0<t<T

Le second probleme de stabilisation étudié est :

WE —rot B+ o (E +grad GdivE) =0, 0:B +rot E =0 dans 2x]0; oof
3) E (-, 0) = Ey, B (- O) = By dans €2
divB =0 sur Q2x]0; oo
EAnn=0, Bn=0 sur 00Qx]0; oof

Le probleéme (3) est bien posé, ¥ (Eq, Bg) € W, 3 (E, B) € C°(J0; cof, W) N CL(]0; ocf, V)
solution du probleme (3).
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De plus, la fonctionnelle K (E, B) = 5 - ([|Bll}2qy = IVAT'iv E[|72 ] + 1 Bll32 (o) est
décroissante, positive et vérifie :

VY (Ey, Bg) € W, —d—)C(E, B) —l—/

o|E — grad A™ldiv E}? = 0.
dt O -

On se propose de montrer, par propagation des singularités, le résultat suivant :

THEOREME 4. — On suppose qu'il existe un temps T > 0 tel que dans Qx |0; T'| tout rayon rencontre
wx j0; T[. Alors il existe C > 0 et > O tel que 'on ait : ¥ (Eo, Bo) € W N M donnée de Cauchy
du probléme (3) Vt > 0, K(E, B) < Ce Pt - K(Ey, By).

3. Schéma de la preuve du théoréme 1

On construit suivant la méthode HUM de Lions [3], une application linéaire L qui déterminera le
contréle J adéquat pour ramener le systeme (1) a 1’état d’équilibre a 'instant 7'. Aussi, on s’intéresse
au probleme homogene suivant :

U —rotV =0, 0.V +rotU =0 dans Qx]0; T
U (-, 0) = Uy, V (., 0) =V, dans Q
divU =0, divV =0 sur Qx|0; T
UAn =0, V=0 sur 00Qx]0; T

(4)

On pose
Vi ={f e (L*(Q)*/div f =0} x {g € (L*(Q))*/divg =0, g.njsq = 0}
Wy = {(f, 9) € (L (Q))° x (L* ())*/div f = 0, rot f € (L*())°, f Anjaq =0,
divg =0, g.eq = 0, rotg € (L2 (Q))3}9
alors ¥V (Uy, Vo) € Wy, (U, V) € C°(J0; oof, W1) N C* (J0; cof, V1) solution du probleme (4) et
Iénergie du systetme F (U, V) = £ - [, (|U]? + [V|?) est finie et constante.
Par la méthode HUM, I’application L reliant les données initiales du probléme homogéne ci-dessus

a celles du probléme rétrograde de contrblabilité définit un isomorphisme de Wy N M dans W N M,
si le lemme suivant s’applique :

LEMME. Soit w C Q0 un ouvert non vide. On suppose qu’il existe un temps T' > 0 tel que dans
Q1% |05 T'[ tout rayon rencontre wx |0; T|. Alors il existe C > 0 tel que I'on ait : ¥V (Uy, Vo) € WiNM
donnée de Cauchy du probleme (4),

(T, V)IZz caxio.rp < C - N0z (wxjo. 7

La démonstration de ce lemme se décompose en frois étapes :

Etape 1. — On se raméne & I’équation des ondes. Par application du théoréme de propagation des
singularités [4], de 'hypothese géométrique ([1]-[2]), on a: 3@ C w, Je, d > 0,

H(U& V)H%ﬁ (2x 10,7 Sc- ”(Ua V)”%Q (©@x]0,T +d- ”(U& V)H%I—l (Qx10, T

Etape 2. — Par un raisonnement local, on a

de,d >0, |IVIIZz @xjo.rp < ¢ U2 wxjo.7p + & 1T, V)IZ-1 ax j0.7p-
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Démonstration. — Soit ¥ un voisinage de wx ]0, T[ dans R* et p € C§° (), on a :

Ot (V)= —r1ot (pU) + VoAU + 8p e H™!
div(pV)=Vep - Ve H!
rot (V) =0, (pU) — 8yoU + Vo AV € H™L.
Donc (97 + A) (¢ V) = (8% — rot rot + graddiv) (¢ V) € H™2, d’od (o V) € L2
Ceci termine 1’étape 2.

Conclusion :

de, d >0, ||(U V)”%,Q (Qx]0,T]) <c- ||UHJ2L2 (wx ]0,T() +d- ||(Uv V)“%f—l (2x]0,77)

Etape 3. — 1l reste & montrer que [[(U, V)%, xjo.rp <€ U132 (wx o, 7))+ On démontre cette
inégalité par I’absurde, en suivant des arguments de compacité-unicité standard.

Ceci acheve la démonstration du théoreme 1.

La démonstration du théoreme 3 repose sur 1’existence d’une solution des ondes localisée autour
du rayon qui ne rencontre pas wx |0; T

4. Schéma de la preuve des théoremes 2 et 4

La démonstration des théoremes 2 et 4 découle de la décomposition orthogonale du champ électrique
sous la forme suivante :

(L* ())® = grad Hy () @ {w € (L? (Q))°, divw = 0}.

Ainsi, le champ £ des problémes de stabilisation étudiés se décompose en Vp + w tels que :

{/_\.p =divE dans 2x]0; oof ot

rotw =rot £, divw =0 dans 2x ]0; o0
p=0 sur d0x|0; oof '

wAn =0 sur 00x]0; ocof

La solution (E, B) du systéme (2) vérifie les équations suivantes :

(5) 02w — Aw+ 8 (cE + Vp+ 8;Vp) =0 dans Ox]0; oo]
divw = 0, wAn=0 sur 0{2x]0; ool
©) 92B — AB +rot (6E) =0 dans 2x]0; cof
B.n =0, rot BAn =0 sur d02x|0; oof
7) O Ap+ Ap +div(cE) =0 dans Ox]0; oo
p=0 sur 002x |0; oof

avec & = Vp 4+ w.
En adaptant convenablement la démonstration du lemme 1, on obtient alors, a partir des systémes
hyperboliques (5) et (6), I'estimation ci-dessous:

de¢> 0. |i(&, B)]

72 caxjo.rp < ¢ (IeElR2 @axio.mp T 1VPIE: caxj0.7p + 110:VDIZ2 xj0.7p)-
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Gréce a 'ellipticité du probléme (7), on a :

3¢>0, |16, Vplli- @x10,Tp S € (loE|lz ©@x10,T) T 1Vp](3 (QX]O,T[))'

Ceci nous conduit au résultat suivant :
Sous les hypothéses du théoréme 2,

3C >0, H(E, B)(T) gc-/: (/Q 0|E|2+||divE||‘§I_1(Q)).

On en déduit le théoreme 2 par la propriété de semi-groupe.
De méme, le champ électrique de la solution du probléeme (3) se décompose en £ = Vp + w ol
p est solution du systéme suivant :

O:Ap+ (Vo -w), =0 dans Qx]0; cof
p=0 sur 90x]0; cof

et w est a décroissance exponentielle :
Sous les hypothéses du théoréme 4,

HO, ,6 > 0, ”’LU”%z (Q) + ”B”%z () S Ce—'ﬂ” - K (Eg, Bo)

Note remise le 20 avril 1996, acceptée le 22 avril 1996.
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