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Résumé. On établit, par des méthodes d'analyse microlocale, la contrôlabilité exacte et la
stabilisation interne des équations de Maxwell, suivant le programme développé par
Bardos-Lebeau-Rauch.

Exact controllahilityand stahilizationofMaxwelVs équations

Abstract. We prove, by microlocalanalysis techniquesandBardos-Lebeau-Rauch's resultsfor the

wave équation, the interior controllahilityand stahilizationfor the system ofMaxwell's
équations.

Abridged English Version

The exact controllahility of Maxwell's équations is studied using the HUM method of Lions [3].

Many techniques allow now to achieve an observability resuit. We propose to apply the results, proved
by Bardos-Lebeau-Rauch about control and stahilization of wave équation, which are closely linked

to a theorem of propagation of singularities recall in [4].
Let Q be an open bounded connected domain in IR3, with a sufficiently smooth boundary dfl, and

w C Q. We hâve the following exact controllahility theorem:

THEOREM. - Suppose that there exists T > 0 such that every ray passes through a point ofu> x ]0: T[.

Then for ail (E0, BQ) in a suitable space, there is an optimal control J such that the solution (E, B)
of the problem (PI):

vérifies E (T) = 0, B (T) = 0.

The next question is to study stahilization'sproblems for the system of Maxwell's équations.

Note présentée par Philippe G. CIARLET.
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Let o (x) be a positive function in C°° (u); we introduce the operator G
—

(-A)-1. The hyperbolic
type of thèse model allows us to prove thèse two results:

THEOREM. - Suppose that there exists T > 0 such tliat every ray passes through a point o/wx]0; T[.
Then for ail (Eo, BQ) in a suitable space, the solution (E, B) ofthe problem (P2):

decays exponentially to zéro.

THEOREM. - Suppose that there exists T > 0 SWC/Î f/zaf eve>7 raypasses through a point ofu>x ]0; T[.
Then there exist C > 0 and (3 > 0 SWC/Ï that for ail (Eo, BQ) in a suitable space, the function
K. (E, B) (t), where (E, B) is the solution of the problem (P3):

1. Présentation du problème

On considère le problème suivant, où Q, est un domaine borné connexe de R3, situé localement
d'un seul côté de sa frontière <9Q régulière et w C fi est un ouvert non vide.

On rappelle les principaux résulats de régularité : le problème (1) est bien posé, soit

problème (1).
On définit MB l'orthogonal de {g E (L2 (fi))3/div<j = 0, g.n\QQ = 0, rot g = 0} pour la norme

(L2 (fi))3. Ainsi, on retrouve MB
—

(L2 (fi))3, si les hypothèses du lemme de Poincaré sont vérifiées.
Soient Wvot = {/ E (L2 (fi))3/div/ = 0, rot/ E (L2 (fi))3, / A nm = 0}, et M =

(L2 (fi))3 x MB- On remarque que M est invariant pour le problème (1).
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On rappelle que les rayons sont définis comme les projections sur les variables espace-temps des
bicaractéristiques de l'opérateur des ondes. On se propose de montrer, en s'appuyant sur les travaux
de Bardos-Lebeau-Rauch ([l]-[2]), le théorème de contrôlabilité exact suivant :

THÉORÈME 1. - On suppose qu'il existe un temps T > 0 tel que dans fix ]0; T[ tout rayon rencontre
wx]0; T[. Alors pour toute donnée de Cauchy (E0, B0) E WC\M du problème (1), il existe J E WroX

tel que la solution du système (1) vérifie : E (T) = 0, B (T) = 0.

2. Présentation des problèmes de stabilisation interne

On considère le problème suivant, où fi est un ouvert connexe borné de R3, situé localement d'un
seul côté de sa frontière ôfi régulière. On introduit l'opérateur G = (-A)- 1

:
H' 1 (Q) —>

HQ1 (fi) et
on se donne w 6 fi un ouvert non vide et une fonction o (x) E C°° (w) positive non nulle.

Le problème (2) est bien posé, soit

De plus, on a : V(50, 50) G W f) M, limt_00 (E, B) = (0, 0) dans V.
L'hyperbolicitédu modèle ci-dessus nous permet d'étendre aux systèmes de Maxwell les résultats

de Bardos-Lebeau-Rauch ([l]-[2]). On se propose de montrer les théorèmes suivants :

THÉORÈME 2. - On suppose qu'il existe un temps T > 0 tel que dans fix ]0; T[ tout rayon rencontre
UJX ]0: T[. Alors il existe C > 0 et (3 > 0 tels que l'on ait : V (E0, 50) G W n M donnée de Cauchy
du problème (2) Vf > 0, H(E, B) < Ce^'

•
H(E0, 50).

THÉORÈME 3. - On suppose que pour tout T > 0 il existe au moins un rayon ne rencontrantpas
wx ]0; T[. Alors Ve > 0, // existe (Ee, Be) solution du problème (2) telle que H (Ee, B£) (0) = 1

et 7i (E,. BE) (t) > 1 - e, V0 < t < T.
Le second problème de stabilisation étudié est :

Le problème (3) est bien posé, V(50, B0) G W, 3! (E, B) G C° (]0; oo[, W) n C1 (]0; oo[, V)
solution du problème (3).
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De plus, la fonctionnelle 1C(E, B) = ±
•

(|||£||22(n) - WVA-'dWE\\2L2 (n)| + ||5||22(n)) est
décroissante, positive et vérifie :

On se propose de montrer, par propagation des singularités, le résultat suivant :

THÉORÈME 4. - On suppose qu'il existe un temps T > 0 tel que dans fix ]0; T[ tout rayon rencontre
wx ]0; T[. Alors il existe C > 0 et (3 > 0 tel que l'on ait : V(50, 50) e W n M donnée de Cauchy
du problème (3) \ft > 0, JC(E, B) < Ce'01 K.(E0, 50).

3. Schéma de la preuve du théorème 1

On construit suivant la méthode HUM de Lions [3], une application linéaire L qui déterminera le
contrôle J adéquat pour ramener le système (1) à l'état d'équilibre à l'instant T. Aussi, on s'intéresse
au problème homogène suivant :

alors V(t/0, Vo) G Wlt 3! (J7, F) G C*° (]0; oo[, T^x) n C1 (]0; oo[, VI) solution du problème (4) et
l'énergie du système T (U, V)

—
|

•
Jn (|t/| 2 + |V|2) est finie et constante.

Par la méthode HUM, l'application L reliant les données initiales du problème homogène ci-dessus
à celles du problème rétrograde de contrôlabilité définit un isomorphisme de W\ n M dans W n M,
si le lemme suivant s'applique :

LEMME. Soit w C fi un ouvert non vide. On suppose qu'il existe un temps T > 0 tel que dans
fi x ]0; T[tout rayon rencontre u> x ]0; T[. Alors il existe C > 0 tel que l'on ait : V (U0, V0) E Wi f) M
donnée de Cauchy du problème (4),

La démonstration de ce lemme se décompose en trois étapes :

Étape 1. - On se ramène à l'équation des ondes. Par application du théorème de propagation des
singularités [4], de l'hypothèse géométrique ([l]-[2]), on a : 3w C u>, 3 c, d > 0,

Étape 2. - Par un raisonnement local, on a
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Démonstration. - Soit & un voisinage de wx ]0, T[ dans R4 et tp E CQ° (T?), on a :

Ceci termine l'étape 2.

Conclusion :

Étape 3. - Il reste à montrer que \\(U, V)]^!
/Çlx^0 Tn < c •

||?7|||2,
x ,0 T,,. On démontre cette

inégalité par l'absurde, en suivant des arguments de compacité-unicité standard.
Ceci achève la démonstration du théorème 1.

La démonstration du théorème 3 repose sur l'existence d'une solution des ondes localisée autour
du rayon qui ne rencontre pas wx ]0; T[.

4. Schéma de la preuve des théorèmes 2 et 4

La démonstration des théorèmes 2 et 4 découle de la décomposition orthogonale du champ électrique

sous la forme suivante :

Ainsi, le champ E des problèmes de stabilisation étudiés se décompose en Vp + w tels que :

La solution (E, B) du système (2) vérifie les équations suivantes :

En adaptant convenablement la démonstration du lemme 1, on obtient alors, à partir des systèmes
hyperboliques (5) et (6), l'estimation ci-dessous:
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Grâce à l'ellipticité du problème (7), on a :

Ceci nous conduit au résultat suivant :

Sous les hypothèses du théorème 2,

On en déduit le théorème 2 par la propriété de semi-groupe.
De même, le champ électrique de la solution du problème (3) se décompose en E = Vp + w où

p est solution du système suivant :

et w est à décroissance exponentielle :

Sous les hypothèses du théorème 4,

Note remise le 20 avril 1996, acceptée le 22 avril 1996.
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