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CONTROLE ET STABILISATION D’ONDES ELECTROMAGNETIQUES *

KiMm DANG PHUNG!

Abstract. We consider the exact controllability and stabilization of Maxwell equation by using results
on the propagation of singularities of the electromagnetic field. We will assume geometrical control
condition and use techniques of the work of Bardos et al. on the wave equation. The problem of internal
stabilization will be treated with more attention because the condition divE = 0 is not preserved by

the system of Maxwell with Ohm’s law.

Résumé. Nous étudions la controlabilité exacte et la stabilisation des équations de Maxwell par
le biais de la propagation des singularités du champ électromagnétique dans un domaine borné. Les
résultats présentés s’inspirent des travaux de Bardos et al. sur le controle géométrique. Notre intéret se
portera plus particulierement sur la stabilisation interne ou ’on doit considérer le systeme de Maxwell

avec loi d’Ohm avec une densité de charge non nulle.
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INTRODUCTION

Cet article est consacré a une utilisation systématique des notions de propagation de singularité pour le
controle et la stabilisation des ondes électromagnétiques dans un domaine borné.

Comme il s’agit de problemes linéaires, la difficulté essentielle réside, comme pour 1’équation des ondes, dans
Pobtention d’estimations d’observations (cf. [8,9,11]). Pour le cas du contréle ou de la stabilisation des équations
de Maxwell, il faut bien entendu se placer (comme Barucq et Hanouzet (cf. [1,3])) dans 'orthogonal de I’ensemble
des données laissées invariantes par le groupe ; ensuite, on observe que des estimations microlocales L? conduisent
a la fois & des résultats presque optimaux et a des preuves sensiblement plus simples que celles proposées par
Nalin (dans le cadre du controle frontiere (cf. [16])) et de Yamamoto (dans le cadre de la propagation des
singularités (cf. [27])).

Il convient de remarquer que la stabilisation par le bord s’apparente a 'introduction de conditions aux limites
absorbantes destinées a simuler numériquement une condition de radiation a I'infini. La difficulté essentielle
dans le cas de la stabilisation interne provient de la non conservation de la condition divE = 0, il faut donc
considérer des équations de Maxwell avec une densité de charge non nulle. Si des estimations locales en temps
sont évidentes & obtenir, il n’en est pas de méme pour les estimations asymptotiques (t — c0). Ainsi, on a
obtenu dans ce cadre différents résultats.

La décroissance uniforme et exponentielle des solutions de systeme de Maxwell avec loi d’Ohm lorsque le
champ électrique est amorti partout.

Il en est de méme, sous I'’hypothese géométrique des travaux de Bardos et al. (¢f. [5]), si amortissement o
vérifie les relations : o(z) >a >0 zcwy ,0(x) =0 z€w_ = Nw;.

Le cas ot "amortissement s’annule de maniere régulier (continue ou C') est sensiblement plus difficile comme
tel avait déja été observé par Lebeau (cf. [10]) pour la stabilisation frontiere de ’équation des ondes. Ici, nous
obtenons pour un sous-espace de données initiales compatibles un théoréeme de décroissance polynomiale.

1. PROPAGATION DES SINGULARITES

Soit © un ouvert borné, connexe de R?. Le domaine © est occupé par un champ électromagnétique (E, H)
avec une permittivité € et une perméabilité p constantes strictement positives. Le systeme de Maxwell s’écrit :

ey —rotH =0, uoyH +rotE =0 dans Q xR
div(eE) =0, div(pH) =0 dans Q@ xR
EAn=0, Hn=0 sur 0Q xR
E(,0)=EFE,, H(-,0)=H, dans?Q.

(1.M)

Ainsi, le champ électrique E est solution du systeme hyperbolique

end?E — AE =0 dans Q x R
EAn=0, divE=0 sur 02 xR (LE)
E(-,0)=E,, O,E(-,0) =e¢ 'rotH, dansQ

et, le champ magnétique H est solution du systeme hyperbolique
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eud?H — AH =0 dans Q x R
Hn=0, rotHAn=0 sur0Q xR (1.H)
H(-,0)=H,, &H (-,0) = —p~rotE, dans Q.

Aussi, les champs E et H des systemes (1.E) et (1.H) vérifiant divE, = divH, = 0 sont solutions du systéme
de Maxwell (1.M).

On suppose louvert Q, a bord 9f, régulier (C*° sans contact d’ordre infini avec ses tangentes). On se
propose de rappeler certains résultats concernant les singularités de U et V distributions prolongeables (i.e.

(U, V) e (D' (Q))G) solutions des deux problémes hyperboliques suivants :

02U — c,AU =0 dans Q x R 02V — c,AV =0 dans Q x R
UAn=0 sur 00 xR et Vin=0 sur 00 xR
divU =0 sur 92 x R rotVAn=0 sur 00 xR

ol ¢, est une constante strictement positive.

Notions de géométrie symplectique

Nous commencons par définir différents objets de géométrie différentielle & partir de coordonnées locales
sachant que ces définitions sont intrinseques [14].
On introduit C la variété caractéristique de I'opérateur hyperbolique P = 9? — ¢, A :

C= {067 €T @xR)\0,— + e =0}

On pose p (z,t,£,7) = 72 + ¢, |§|2, le symbole principal de P, une fonction a valeur réelle définie sur I’espace
cotangent T* (2 x R)\0.
Le champ de vecteur Hamiltonien associé & p, Hp, sur T (2 x R)\0 est donné par :

3
Hy =" 20080, — 270

j=1

Les courbes intégrales du champ de vecteur Hamiltonien H,, contenues dans p~* (0) = C sont appelées courbes
bicaractéristiques.

On pose I = [sp;51] CR et y(s) = (x(s),t(s),£(s),7(s)) le flot de Hy, avec s € I. Nous avons & résoudre
le systeme de Hamilton-Jacobi suivant :

%%‘ =2c8i (s) %fj =0
%t: —27 (S) %TZO
avec des conditions initiales v (sg) € T* (2 x R) \0 et p(y(s)) =0 ou s € I.

Changement de coordonnées redressant localement le bord

L’étude des singularités de U pres du bord se rameéne au cas du demi-espace grace a un changement de
coordonnées locales [14].

En posant le domaine 2 sous la forme Q = {(x1,22,23)\ 3 — ¢ (1, 22) > 0}, la normale au bord 9 ne
dépend que des variables (z1,x2) et s’écrit :

rvma

n={ vmy | ot (L4mitm =1 et {ml—f"mg

ma = —0z,4g.



90 K.D. PHUNG

On considere alors le changement de coordonnées ¥ suivant :

W (s,y1,y2) — (21,22, 23) = (Y1,Y2,9 (Y1,Y2)) + 5 (n1, 12, n3) (1.1)
ou (n1,n2,n3) = n en les variables (y1,y2), le jacobien de ¥ s’écrit alors sous la forme :
1+ 50y, 11 50y, N1 vmi
Jacy = 50y, N2 1+ s0y,n2 Vimeo

—my + 50y, n3  —mg + $0y,N3 v

sur le bord, i.e. quand s =0, on a :

1 0 vmy 1 1+ m% —mims —my

Jacy = 0 1 vms et det(Jacy)=—#0, Jacg' =v2 | —mima2 1+m? —ms
—my —ms v v my ma 1
v v v

Classification microlocale de Melrose et Sjostrand des points du bord

L’opérateur P est localement de la forme :
P = atQ — Co (ag - H (sa Y1, Y2, aylvayz))

ol H admet un symbole principal h elliptique du second ordre.
Le symbole tangentiel de P est noté :

1
T (O;ylny,Cl,CQ,T) = h(05y17y27C17C2) - C_TQ'

Il apparait une classification des points de p=1 (0) N T™* (92 x R)\0 sous la forme suivante :

- les régions hyperboliques H sont caractérisées par r (0, y1,y2, (1, (2, 7) < 0.
- Les régions G dites glancing sont caractérisées par 7 (0, y1,y2, (1,2, 7) = 0.

On distingue, de plus, les points de G suivant la convexité ou la concavité du bord. En considérant ¥, 'image
de p™* (0) N T* (2 x R) \0 par la projection de T (2 x R)\0 sur 7% (Q x R)\0 U T* (092 x R)\0, on pose
finalement :
¥ =S,NT*(QxR)\0, }=H
Ei_ :gm{asr(oaylay%ClaCQﬂT) <0}7 Ei—i_:gm{aST(O’yl’y2’<1’<2’T) >0}
21(73) :Qﬂ{ﬁsr (anl’yQaChCQaT) :0}

de sorte que : ¥ =X) U U Ei’_ U Z§’+ U 21(73)

X = {(x’t’g’T) eT*(AXRI\O; =72+ ¢, 6> =0
N {(yl;y2,t,<17<277) er” (RQ X R) \0 ;*7’2 +Coh (O;ylay27<17<2> § 0} .

Définition des rayons

On construit les courbes bicaractéristiques généralisées définies dans ¥, de la maniere suivante :

- dans 2, elles se propagent selon le systeme hamiltonien libre définie par Hp,.
- Si elles rencontrent le bord 92 en un point de H, elles se réfléchissent selon les lois de 'optique géométrique.
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- Si elles rencontrent le bord en un point de Zi’f, elles sont prolongées par continuité dans €.
- Si elles rencontrent le bord en un point de Z§’+ U 21()3), elles sont prolongées par continuité en des bica-
ractéristiques de T (02 x R)\0 définies par H, jusqu’a ce qu’elles puissent sortir du bord.

L’hypothese §2 n’a pas de contact d’ordre infini avec ses tangentes assure que par tout point de X, il ne passe
qu’une unique bicaractéristique généralisée [2,14]. Les rayons sont définis comme étant la projection sur 2 x R
des bicaractéristiques généralisées. On renvoie & [14] pour une définition plus complete d’un rayon.

Définition du front d’onde et des normes Sobolev microlocales

On définit le front d’onde de U, WF (U), comme étant le cone fermé de T (€2 x R)\0 tel que :
Soit p = (To,t0,&0,To) € T* (2 x R)\O,

peWF(U)s VP eC5,®=1presde (x,t)
VI voisinage conique de (&,, 7o)
®U n’est pas & décroissance rapide dans I'.

Aussi, on dit que U € H* ouU € H™ sur p, si I'une des trois conditions équivalentes suivantes sont satisfaites :
-U=U; +Us OflUleHm(QXR) etngWF(Ug)
- Il existe ® € C§°, ® =1 preés de (z,,1,) et I' voisinage conique de (&,,7,) tel que :

o\ M |—= 2
/(1+|§,T| ) ’@U‘ dedr < oo.
r
- Il existe ® € C§°, ® =1 prés de (z,,t,) et © € C°,0 =1 pres de I' 3 (&,,7,) tel que :
9 m 2
/ (1+|§,T| ) @‘@U) dedr < oo.
R4

On définit le front d’onde au bord de U, W F;, (U), comme étant le cone fermé de T* (2 x R) \OUT™ (92 x R)\0
tel que :

WEU)NT* (2 xR)\0 =WF (U)

.Pour p e T* (002 x R)\O, p ¢ WF,(U) ssiil existe A opérateur
pseudo — différentiel, tangentiel, elliptique en p
tel que AU € C'* (ﬁ X R) .

Aussi, supposons que U soit une solution prolongeable de 92U — c,AU = 0 dans €2 x |Tp; Ty [, alors on munit
les espaces H)' oum € R, p = (x,t,&,7) € Q x |Tp; T1[ x R* des semi-normes suivantes :

m 2
-sixzeq, ||U||§{ = Jpa (1 + |§,T|2) © ’@U‘ dédr on @ est localisé autour d’un voisinage de (z,t) et ©
P
localisé autour d’un voisinage conique de (£, 7).
m — 2
- Six € 09, ||UH§{ = fol ds [as (1—|— |C',T|2) =2 ’@W’ d¢'dr on on s’est ramené au demi-espace,
P

OU (2,t) = ®U (¥ (s,9/),t) = W (s,3/,t), ' désigne la transformée de Fourier en les variables (y1,yo, )
tangentielles de (s,y’,t) = (s,y1,¥2,t) € R* et = est une fonction localisée autour d’un voisinage conique

de (Cl,CQ,T) = (ClaT)'



92 K.D. PHUNG

On se propose de retrouver explicitement certains résultats de Yamamoto [27] par le changement de variable
(1.1) : en posant E (s,y1,y2,t) = U (Y (s,y1,¥y2),t) = U (x1, 2, 23,t), on a :

Ey —maFE3
UNn=v —FE1 +mEs (1.2)
m2E1 — m1E2

vmq 1+ m% —mime
divU = | vma |0sE+v* | —mima |0, E+v2 | 1+m? |0,E. (1.3)
v —my —ma
my
Ainsi, si U An =0 et divU = 0, alors F s’écrit : E=| ma | Eset
1

mq 1+ m% mq —mimso mq 1
mo O E +v —mi1mse ayl mo + 1+ m% 8y2 mo FE3 =0= —divU. (14)

1 —my 1 —my 1 v

Finalement, si U An =0 et divU = 0, alors, & partir de (1.2) et (1.4),

(1.5)

EAn=0, En= %Eg
OsEn—+2En=0 ou/{ est une fonction C*® & valeur réelle.

Les conditions aux limites U A n = 0 et divU = 0 permettront de se ramener a la condition au bord de la
démonstration du théoreme de Melrose et Sjostrand [14].
En posant B (s,y1,y2,t) =V (¥ (s,y1,¥y2) ,t) =V (z1,x2,x3,t), on a :

Vin = v (m1B1 + maBs + Bs) (1.6)
ainsi,
n
8y1 (V;) = ( mi1 Mma 1 ) OyJB + OyymlBl + 8yjm232. (17)
D’autre part,
1 0 —m 1 0 —my
0 1 —mg JrotVAn= 0 1 —My 0sB
0 0 1 —-m1;  —mg mi+m3 (1.8)
—m1 —TMMa -1 0 0 0 ’
+v 0 0 0 0y, B+v -my  —mg —1 | 9y,B.
m% mimo My mimso m% mao

Cette derniére égalité (1.8) s’obtient en écrivant le rotationnelle sous la forme :
00 O 0 -1

rotV=1| 0 0 -1 |39, V+ 0 0

0 1 0

0
0 |o.Vv.
0 -1 0
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Apres avoir effectué le changement de variable, on multiplie par la matrice :
1 0 —my
0 1 —mo
0 0 1

Finalement, si V.in = 0 et rotV A n = 0, alors, & partir de (1.6) et (1.8),

Bg = —m131 - mgBQ

1 0 —m1 a B=_ 81m1 81’!77/2 Bl (19)
0 1 —ma s - 82m1 agmg BQ
autrement dit
Bn=20 (1.10)
0sBAn+ A(BAn)=0 ou A est une matrice C* a valeur réelle. ’

Les conditions aux limites V.n = 0 et rotV A n = 0 permettront de se ramener a la condition au bord de la
démonstration du théoreme de Melrose et Sjostrand [14].

En posant H (s,y1,y2,t) = V(¥ (s,y1,¥2),t) = V (z1, 22, 23,t), on a :

si divV =0 et rotV An = 0, alors, & partir de (1.3) et (1.8),

1 1 0 —m1 mi mao 1 0 0 0
— 0 1 —-mo | 0,H= 0 0 0 Oy H + mi mo 1 Oy, H.
v mi Mo 1 -1 - m% mimse My mimg —1— m% mo

On remarque que la matrice devant 0, H = 0,V est inversible, d’inverse

1 0 —-m ! 1—v2m?2 —vmima v2my
0 1 —ms = | —vmima 1-v2m3 v?my
mi Mo 1 —2my —12mg V2
Par conséquent,
0 mao 1 0 —miy 0
oH—-v| —-mg 0 0 |O0,H—v| mi 0 1 )0,H=0. (1.11)
-1 0 O 0 -1 0

Les conditions aux limites divl” = 0 et rotV An = 0 permettent de se ramener a la condition au bord 9,V + LV
= 0 ou L est un opérateur différentiel matriciel d’ordre 1.

Nous rappelons le résultat de propagation des singularités avec conditions aux limites de Melrose et Sjostrand
[14]

Soit U une solution d’un probleéme hyperbolique PU = f dans Q2 x R, avec la condition aux limites de
Dirichlet ou de type Neumann. Si f € C® (Q2 x R) et p € WF, (U), alors il existe une courbe bicaractéristique
généralisée passant par p et entierement contenue dans WF;, (U).
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On se propose de montrer le résultat suivant :

Théoréme 1.1. Soit (U, V') solution de :

02U — c,AU =0 dans Q x [ 02V —c,AV =0 dans Q x [
UANn=0 surofxI et Vin=0 sur 0Q x 1
divU =0 sur 992 x I rotVAn=0 sur0Q x I

o I = [sg;s1] CR, fe (H(Qx I))d SipeXy,etUelL? (resp. Ve L2), alorsonal e Li/ (resp.
Ve L2p,) en tout point p’ € v (I) de la bicaractéristique généralisée passant par p = 7y (sq).

De plus, on a les estimations suivantes : Je,d >0
101z, < elUls +d (101 + 1)) (112)
IVllza, < eVl +d (Vv + 1l onn)) - (113)

Démonstration : La preuve du théoreéme 1.1 découle des travaux de Melrose et Sjostrand [14] et le fait que le
systeme de Maxwell est un probléme bien posé [16]. Les estimations (1.12) et (1.13) seront alors obtenues grace
au théoreme du graphe fermé. Nous nous contenterons d’établir la preuve du théoreme 1.1 pour la solution U
sachant que pour la solution V' la démonstration est analogue.

Commencgons par la démonstration du théoreme 1.1 avec f =0 :

Dans Q, i.e. p € XY, cela découle du théoréme de propagation des singularités de Hérmander obtenu par
une méthode d’énergie [22]. La réflexion et la propagation des singularités H™ du systéme hyperbolique avec
conditions aux limites celles des conducteurs parfaits a travers un bord régulier convexe, i.e. quand p € X} UEI%’_,
ont été traitées par Taylor [23,24].

En suivant le programme développé par Melrose et Sjostrand [14], nous obtenons une estimation du front
d’onde au bord de chaque composante de U pres d’un point glancing :

Localement pres du bord, nous nous sommes ramenés a un probléme dans un demi-espace {s > 0}. En posant
E (s,y1,y2,t) = U (¥ (s,y1,Yy2),t) = U (21,22, 23,1t), les conditions aux limites U An = 0 et divU = 0 sur le
bord entrainent que :

P (E;) = (7852 + R(s,y,Dyyt)) (E;) =0 dans {s>0} oui={1,23}
E=12%FE3 sur {s=0}
20;E+(E3=0 sur {s=0}

ou / est une fonction réguliere a valeur réelle, et R est un opérateur différentiel du second ordre, a coefficient
régulier, ayant un symbole principal réel pour tout s fixé.

3
On effectue le calcul suivant > fooo fR3 (QEzPEz) dsdy ou @ est un opérateur pseudo-différentiel tangentiel
i=1

a support compact et @, = 0 sur {s = 0}, on obtient alors :

g/ow/([P,Q]-F(R*_R) Q)EiEz/(QasE.E)SZO—/(QEﬁs—E)Fo- (1.14)
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mais,

[(@.EF)., =[(QEGE).,
- (Q(—euEg) (gEg))SZO S| ([m Q) (0:E;) —Eg)sz

[(QEBE),_, =[(Q(E)TE)., 19
~ [ QB COE)),_y+ 3 [ (0] (2B ).,

D’autre part, par intégration par parties,

S (0. @) @B TBs + [0, Q) () BE:) = [ [ (92 (Ine, Q) ) 15 — (s, Q) E0F ()
+ 1" [ i, Q ( E3)82E 9% ([ni, Q) (2E3))E;  (1.16)
+f(m, Q Eids (2E3) + [ni, Q) 04 (X Eg)Fi :

En posant R = LRv et P=-02+R

e
—
g
S
S
>
Dj
S’
+
£
S
5
R
=
~—

s=0

= i Il (f (faf + B) (i, Q) i) TEs

FE (0 R 10, Ql BB B
+ 51 (e @) (0 (22)) 0 CEES) + e 10, () T ), -

£ 1 (o () )
+3 S ([Pl @] + (R - B) 0. @)) (BB B
3 (02 BY) (i) (3E2) T
I = (0P ) Q (R s) T

done, avec (1.15, 1.16) et (1.17), I'égalité (1.14) devient :
ST IRQ R -RQEE = [ ([0.67) (E)TE)
15 ( 0. Q)+ (R~ R) [n.Q]) ELEs) (L.18)

e S e

On notera que les symboles principaux de i (é* - R) nj,Ql, 1 (R* — é) n;,Q, ¢ (é* — é) [n;,Qln;, +
{E, [n;, Q]} et % [R, [n;,Q]] sont homogenes d’ordre m, si ) admet un symbole principal homogene d’ordre m.

5) E
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Suivant la méthode des inégalités d’énergie, il reste a construire ) vérifiant les propriétés suivantes :
HPQ+ (R —R)Q)=A"A+B
Uo J/B(E ﬂ< o0
S ([@ 0] (5B ) | < o0
0 (= (1P @ + (B = B) 1n.Q)) EZES)| < o0
(] s - 1) (7] <
([P i) (5 7)) () T <.

ot A est un opérateur pseudo-différentiel tangentiel elliptique en p’ et B un opérateur pseudo-différentiel.
L’assertion || A (E)||i2(R+X]R3) < oo donne la conclusion.
On notera (x,y) = (z, (y1, Y2, y3)) la variable (s, (y1,y2,t)) et ({,n) la variable duale de (z,y). Soit

r(z,y,n) , le symbole principal de R, d’ordre 2
k(z,y,m) , le symbole principal de i (R* — R), homogeéne d’ordre 1
p (z, y,f n) = &2 +r |, le symbole principal de P, homogene d’ordre 2
q(z,y,m) , le symbole principal de @, tangentiel
o(] Q]) iHpq , le symbole principal de [P, Q]

(Hp +k)q , le symbole principal de 1 ([P, Q] + (R* — R) Q) .

On rappelle que

Soient G la surface glancing définie par
G={(y,n) eR*xR*\0\ 7o (y,n) =r(0,y,n) =0}

et (y07770) €G. On pose H?"o = Hr(O,y,r]) = H, |3:=0 .

Soit U un voisinage conique de (yg,79) On se donne L C U une hypersurface conique de (yo,70) et transversale
a Hy,.

On pose, avec 7,6 > 0 petit,

ye L,

L+(577): Hro (y,m EU\ ’ Y, \77\ y07 |n0|)’<€2a
0<t< |T|
yeL,
L~ (EaT): Hro y 77 EU\ ‘ Y, \77\ yo: |770\)‘ §52>
- <t<0

[
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On choisira 19,9 > 0 petit, et C; > 0 grand, pour que

0<e<eg, 0<7 <10, | )
(z,y,m) € F (g,7) } = |r(z,y,n)| < (3C1Inle)". (1.19)

On aura aussi besoin des ensembles fermés coniques suivants

N B n 0<z<1e?
vEen ={@nen \wa e En Jou $5E555 oy

wen) ={@uen \ @ el 6n Jon 952525
7) =@ y:8m) \ (Wn T L2 <2 fe| < 204 |

V(Ee)=VT(e,m)UV™ (g)

We)=WT (g,70) UW™ (e,79) .

Nous commengons par construire ¢. (x,y,n) € C§° ([0,1[ x U) :
Au voisinage de [0, 1] x U, on se place dans de nouvelles coordonnées (z, s,t) € [0, 1] x R®> x R, de sorte que

(y0,m0) = (0,0), L ={t =0} et H,, = 2. Aussi

Hy =§&+0@ g5 +0@)F
Hp :26%_%_5"‘[{7“

Soient x,08 € C* (R) positives, définies de maniere astucieuse et f € C* (R), nulle sur ]foo, % [, strictement

décroissante et convexe sur [3,+oo[ ([14], p. 601). On pose

2
qe(xasat)_5((?_2))((%4’;—44"]?(&—3;))

de sorte que
g ne dépend pas de x pour 0 < z < %52,
suppq. = {(x,s,t)\ —e?2 <t £+ z—i +f(&) < 1} c{z<e? |s| <e?, —e2 <t <éel,
ge >0, gor > 0 dans suppg. si 0 <e <&’ <eq, qe (O,etHTO (yo,no)) # 0 pour 0 < t < de.
Il reste & calculer (H, + k) g = 25% — %g—g + H,.q+ kq

*(Herk)qE :*5(Hp+k)X*XHpﬂ
=g — xHpp
=g.—x(Z+0(@)Z&)B (1.20)
=g.—x(£+0() %)
= ge + he.
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—(Hy+k)x =—(5F+0@)L&+0(@) &+k)x
=— (5 +0(@) 5 +0(x) F+0(1)) x
== (E+0E)H0E) £)x 0N (121)
=—(5z+01) X six=0(K)
=-0(5)x si0<e<ep onegd >0 petit.
Sije? <z <e?et || < Cielnl,
—(Hy+k)x =— (%&£ +&+0@) £ +0(@) & +r)x

=—(€0(€%)+5—2+0(52)§+0(62)5—2 X' +0(1)x

=—(0 % +L4r01)xX+0@1)x (1.22)

=—(0()+5:=+01)x six=0(K)

!

Les fonctions g. (z,y,£,m) , he (z,y,&,m) € C™ ([O, 1] x [-1, 1]3 x Re % R3\0) définies par (1.20), vérifient, &
partir des calculs (1.21) et (1.22), les propriétés suivantes :
suppg:Usupph. Csuppge, et ge, he ne dépendent pas de £ pour 0 < z < %52.

En choisissant x décroissante, on a : dans W (g), g > 0 et g. > 0si ¢. # 0.

\p

En construisant convenablement 3 et x, on a : 9%g. = O (ggl ) uniformément dans W (e).

Un choix astucieux de " assure que : supph. C [0,1] x L~ (6, 62) x Re.
Nous poursuivons par construire ¢”* (x,y,n) € C> ([O, 1] x [-1,1]> x R3\0) :
Soit m € R, 1 < XA < oo, on génére les symboles (homogenes de degré m si A = oo) ¢™* (z,y,7),

9o (w9, &,m), K2 (2,y,€,m) & partir de ge (z,,7), g (2,9,€,n), he (2,y,€,m) ([14], p. 603). Aussi les pro-
priétés suivantes seront vérifiées :
g™ est homogene de degré m, et ¢”* ne dépend pas de z pour 0 < z < %52.
suppg™* C F* (e,6e) UF™ (g,€2), ¢ (0,70 (yo,m0)) # 0 pour 0 < ¢ < de.
q;”’A >0, et qg,w\ > 0 dans suppq. si 0 < e < &’ < gg, de plus.
— (Hy + ) g2 = g1 4 pm i,
suppg;”’/\Usupph;”’)‘ Csuppq;”’)‘, et g
supph™* C [0,1[ x L™ (£,£2) x Re.
Dans W (g), g™ > 0 et g™ > 0 si g # 0.

0%gmA =0 ((g;”’)‘) 1\p) uniformément dans W (g) ou p > 1.

m,A

1.2
€ 55.

,h"* ne dépendent pas de ¢ pour 0 < z <

On pose a™* = 1/ g2™* lweey € C (W (g)) (car 9°gm* = O ((gg”A) 1\p) uniformément dans W (&) ou
p>1et gi*>0). Ainsi, a™* ne dépend pas de ¢ pour 0 < x < %52, et al»*>° > 0 est homogene de degré m.
Soient o9 (x,y,&,nm) € C™® ([0, 1[x [-1,1] x R4\0> dépendant de e, définie de maniere astucieuse ([14],

p. 604) et o1 (z) € C* (R) égale & 1 sur [0,1£%], nulle sur [2e?, +oo], et vérifiant
0?4+ 02=1 presde V (e) C W(e).

On définit
' (z,y,m) = o1 (x) al* (2,9,€,7)  qui ne dépend pas de €,
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als (z,y,€,m) = o2 (2,,€,n) a™ (z,y,&,m) € C= ([0, 1] x [-1,1] x R4\0>,
W' (@, y,m) = oF (z) B (2,y,€,m)  qui ne dépend pas de &,

A 3
B (@, 6,m) = 03 (2,9, € m) 2 (,9,€m) € ©% (0,1 x [-1,1)° x R1\0).
On génere ensuite les opérateurs pseudo-différentiels QM+, A;"l’\, A;"Q’\, B;nlk, B;”Q)‘, a partir des symboles
respectlfs A, ag?{\, ;”2)‘, h;”l)‘, hs * de manicre adéquate ([14], p. 604).

A partir de — (Hp + k) g™ A= g;”“ A+ LA on a, en posant N"TA = 1 ([P,QM] + (R* — R) QM)
un opérateur pseudo-différentiel d’ordre (m + 1),

o2 (z) NIHA - = (A n}+1)/2,A) (Agrlzﬂ)/z,,\) n B;TLA X C:?{A

i,
0_% (x,y,Dx,Dy) Nng-L)\ _ (ASZJFD/Z’/\) (A§t721+1)/2,)\) + B;il;_l’)\ + C::LQ,A

)

. A A . e
olt C2'1 et C25 sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre m.
Donc

m4+1,\ m—+1,\
N +1 (]\; m+1, )‘V(E) (NE + )|(supp—z;:’;X]R§)\V(a) s
(Ul + 02 €z y7D33’D )) (Nf;m ' )\V( ) + (N”L ' )|(suppq£'L’AX]R§)\V(E)
(O'% + 02 €T y7D327D )) (Ngrl+17)\)‘v( ) + Bm+1 *

m+1)/2,\ m+1)/2,\ +1,\ A
=2 =12 (Aéd / ) (Aéu' / )+Zj:1,2,3Bij + =12 O

Berl A = (Nm+hA) |(suppa™ xR )\V(e) est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre (m + 1) tel que Bg?;rl’)‘ (E;) €

Cg° ([0,1[ x [—1,1] ) car WF (E;) C p='(0) et ((suppg™ x Re)\V ()) Np~* (0) = 0 gréce & Pestimation
(1.19) sur r (z,y,n) dans F'* (¢, 7). D’autre part, sous ’hypothese

{(z,y.&n) e WF, (E)\0<z <&, (y.n) €L (e1,6]) } =0 pour 0 <ey <eg

7 =1,2 et ce uniformément en A\. Pour borner les termes

on a par construction ’ I Bg:‘;rl’)‘ (E)

’fo Jcl; /\ Ei) E;

e 7 et le second membre de I'inégalité (1.17), on procédera & un choix adéquat du support de

o2 (z,y,&, 77) et par un argument de récurrence sur 'ordre m de régularité de Sobolev [14].
Dans le cas de la solution B (s,y1,y2,t) =V (¥ (s,y1,92) ,t) = V (21,22, 23,1), on obtient I’égalité suivante :

Mw

éfo"" [(P.Ql+ (R~ R)Q) B (10: (ms +ma2) . Q) BF,) _,

Il
N

2

J
J

Mm

(8; (m1 4+ m2) [Q,ni] (£ Bs) Bi) ,_,

1

fo(Q,nz (m1+m2)B)%B3) .

I (0 (7 - 1) .0) 5T)

+ 157 S ([P.n,@)] + (R = R) In,Q)) (:B5) B
]

w057 T ([P @in] + (Re = B) . Q) (232) B

.
v |l

(1.23)
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En utilisant la construction des rayons faite par Melrose et Sjostrand ([15], p. 153), on établit que W Fy, (U)
3

= JWEF, (U;) C Xy et, si p e WEy (U), alors il existe une courbe bicaractéristique généralisée passant par p
i=1

et entierement contenue dans WFy, (U).

Notons que ce résultat de propagation des singularités a été démontré par Yamamoto [27] en se ramenant &
un systeme matriciel d’équations différentielles du premier ordre.

Nous allons en déduire un résultat de propagation des singularités L/ZJ :

Soit p € T* (092 x I)\O tel que U € ij. Il existe un opérateur A pseudo-différentiel tangentiel, de degré 0,
microlocalement supporté pres de p et microlocalement équivalent a 'identité au voisinage de p de tel sorte que
AU € (12 (@ x ).

Soit W la solution de :

(07 — coA) (W — AU) =0 dans Q x [

(W—-—AU)An=0 sur 9Q x I
div(W—AU) =0 sur 9Q x T

tel que W € (L?(Q x I))g.
Onpose U =U; +Us ou Uy =W — AU. On a, alors, U; € (L2 (Q x I))3 et Uy vérifie :

(83700A) Us=0 dans Q x [
Uy An=0 sur9Q x I
divUs =0 sur 092 x [

avec p ¢ Wy (Us). Par conséquent, ona p’ ¢ WF, (Uz) et U € L2 en tout point p’ € v (I) de la bicaractéristique
généralisée passant par p =y (o).
L’estimation du théoreme 1.1 s’obtient en considérant les deux problemes suivants :

(0} = coA)Ur =0 dans Q x I (0} = coA) Uy = f dans Q x [
UAn=0 suroQxI et divUs =0, Uy An=0 sur 0Q x I
divU; =0 sur 0Q x I Us (-, 80) = 0:Us (+,80) dans .

Ceci termine la preuve du théoreme 1.1.

Nous venons de voir que la propagation des singularités du champ électrique s’effectue le long de la bicarac-
téristique définie dans ;. On complete ce résultat en montrant que les singularités sont concentrées sur >y,
grace au théoreme de régularité elliptique :

Théoréme 1.2. Soit (U, V) solution de :

02U — c,AU = f dans Q x [ 02V —c,AV = f dans Q x [
UANn=0 sur 00 x I et Vin=0 sur 9Q x I
divU =0 sur 992 x I rotVAn=0 sur 90 x I

ou I =[sp;s1] CR, f e (L?(Qx I))3. Alors on a (U, V) € H) en tout point de p ¢ %
De plus, on a les estimations suivantes : Vpé¢ Xy, Jec>0

10l < e (1005200 + 1l 2cax) (1.24)

Wiy < e (IVlzz@en + 1 lz@n) - (1.25)
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Preuve du théoreme 1.2. La démonstration du théoreme 1.2 s’obtient a partir des techniques de résolution de
probleme elliptique. Nous donnons la preuve pour la solution U.

Soit p € {(m,t,f,T) ET* (wxI)\0 ;=72 + ¢, |¢* # 0} olt w est un ouvert strictement inclus dans 2. On

choisit ® € C§° (w x I) et © une fonction homogene de degré 0, localisée dans un voisinage conique de (&, 7).
Par homogénéité du symbole p (z,t,£,7) = —72 + ¢, |§|2, on vérifie que :

Op(,t,6,7) #0 = 3¢, R>0 VY|, 7| >R O%|p(x,1,&,7) > cO* ¢, 7|

On en conclut que : Je¢ >0

Jos ©2 ]@]2 (1+1g.) aar < c||j0d| .

2
i )
powny T iertn ® @0| (1+I¢,7I) dear
<c (135 + 9P @)1z -

Au voisinage du bord, par un changement de coordonnées on se ramene localement au demi-espace, le symbole
principal de P devient :

p (37 Y1, Y2, ta Sy Cla <27 T) = CO§2 + coh (87 Y1, Y2, Cla CZ) - T2'

On reprendra les notations choisies lors du changement de coordonnées locales (1.1) par ¥. En posant
E (s,y1,y2,t) = U (¥ (s,91,y2),t) = U (21, 22,23,t), on rappelle que les conditions U An = 0 et divU = 0
sur le bord entrainent (1.5). On décompose E sous la forme: E=nAF+Dn ou F = (EAn)etD=(E.n).

Soit p € {(S,yl,yg,t,§,<1,<2,’7') erT* (}R+ X R?’) \O ; =72 + ¢coh (0,91, Y2, C1, o) > 0} et = une fonction ho-
mogene de degré 0, localisée autour d’un voisinage conique de ((1,¢2,7) = (¢/, 7). On consideére les oérateurs
pseudo-différentiels R et L ayant pour symbole principal —72+c,h (0,91, 92, (1, (2) et = ((1, (a2, T) respectivement.
Grace a I'inégalité de Garding, ona: Jc >0

—|2
Ll (1 n |C/,T|2) =2 ‘<I>D ‘ d¢'dr < ¢ DI o) + (LOR) D, LED) fa g, (1.26)
En intégrant (1.26) par rapport & la variable s, on obtient :

2
Jy ds fos (141 77) 22 |®D'| dc'dr + fy (<02 (LOD), LOD) 1, g ds

1
<c ||E||22([071[§L120C(R3)) + Cfo (L®[R,n] E, L(I)D)L2(R3) ds + HfHQLQ(QxI)

ou L® [R, n] est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1.
Par intégration par parties, on a :

—|2
Jy (=02 (L®D),LOD) 1, oy ds = b5 [y Juo 22 |0,8D || dCdrds + (9,L&Dj—0, LOD) oo )

L2(R3).
Mais le théoréme de trace et la condition sur le bord de type Neumann entrainent que : Je >0 Ja € a0, 1]

1—
— (L®IsD)s—o, LPD)—p) < c|[L®D |5 (o, 11xz2) 1] 12

L2(R3) L2([0,1[;L2, (R3)) *

Finalement, dc >0

7|2
35(I)D ‘ dC/deS < CHE”iQ([oJ[;L%OC(]RS)) +c ||fH2L2(Q><I)
(1.27)

—2
f01 ds fR3 (1 + |C’,T|2) =2 ‘QJD/‘ d¢'dr + fol I]R3 =2
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et de méme

—/|? 2 2
asq)F ’ dC/des <c ||EHL2([O,1[;LL20C(R3)) + CHfHL2(Q><I) .

—2
fol ds ng (]_ + |</’7|2) =2 ’(I)F ’ d(ld’r +f01 s =2
(1.28)

Par conséquent (1.27) et (1.28) donnent

|2 712
- ds [ (1+ |<',T|2) =2 ‘@E’ dCdr + [ [0 22 85<I>E‘ d¢'drds < c|U|22iqnr + cllf 22gnr -

Ceci conclut la démonstration pour la solution U (x4, x2, z3,t). La preuve avec la solution V (z1, 22, x3,t) =
V(T (s,91,92),t) = B (8,41, Y2, t) est analogue avec les conditions aux limites (1.9).
Il découle du théoreme 1.2 et par interpolation, le résultat suivant :

Théoréme 1.3. Soit (U, V) solution de :

02U — c,AU =0 dans Q x T 02V — co,AV =0 dans Q x T
UAn=0 surdQxI et Vn=0 surdQxI
divU =0 sur 92 x I rotV An=0 surdQxI
ou I = [sg;s1] CR. Alors, on a les estimations suivantes : Vp >y, Je>0
1/2 1/2
U122 < e U5 1T e (1.29)
1/2 1/2
IVILe < elVIlEsaen IVIE @ - (1.30)

1.1. Applications : observation des ondes
Nous allons établir des estimations d’observabilité stable a partir d’hypotheses géométriques.

Définition 1.1. Soit w un ouvert de R3 et T, > 0. On dit que w controle géométriquement 2 s’il existe un
compact w de w tel que tout rayon rencontre (&7 N Q) x 10; Te[.
On se propose de montrer I’estimation d’observabilité suivante :

Théoréme 1.4. Soit w un ouvert de R? et T, > 0 tels que w contréle géométriquement €. Soit U solution de :
02U — c,AU = f dans Q x ]0,T]

UAn=0 surdQ x]0,T]
divU =0 sur 9Q x ]0, T

onT >T,, fe (H(Qx ]O,T[))3. Alors on a l’estimation suivante : Je>0 IwCCw

100200 < € (10 2oy + 1l @xionr ) - (131)

Preuve du théoréme 1.4. La démonstration du théoreme 1.4 découle des théoremes 1.1 et 1.3 de la maniere
suivante :
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On décompose U comme suit : U =W 4+ V ou W et V sont solutions des systémes hyperboliques suivants :
(0} = coA)W =0 dans Q x]0,7T|

WAn=0 surdQx]0,T]| (1.32)
divivV =0 sur 02 x 10, T

(0} = coA)V = f dans Q x]0,T]
dlvV—O VAn=0 surdQx]0,T[
V(-,O) =0,V (-,0) dans Q.

La solution V vérifie :

>0 [IVllL2@xjorp < llf a1 @xjorp - (1.33)

On pose € = % (T —T.) > 0. Montrons l'estimation suivante : Jc,d > 0

IWllc2@xr—erp < IWllp2(znayxjo,rp + NW lz-1@xj0,7p. (1.34)

_ _ m
Comme (2 est compact, il existe une famille finie {O;},_, ,, d’ouverts bornés recouvrant €2 tels que J O; D 99

i=1
et pour tout ¢ = 1,...,m un difféfomorphisme ¥; du pavé ouvert Q =]—1, 1[3 dans O; tel que :
i (O0iNQ) ={(s,y1,92) € Q\s > 0}, U7 (0iN3Q) = {(s,y1,2) € Q\s =0}
Soit alors {a;};_, ,, une partition de I'unité subordonnée au recouvrement {Oi N ﬁ}izo o de Q.

ap €C°(Q), o €C5° (R?), supp(ay) C O; N

Soit x € C§° (|Te, T +€[), x = 1 dans [T' — ¢, T]. Pour tout (z,t) € Qx|T — ¢, T[, W (, 1) s'écrit sous la forme :

m m

W =xooW + > xoaW = W + ) &;W.

i=1 i=1

Donc, on obtient :

m
2
HWHL?(QX]TfE,TD <c (/}R4 (boW’ ) )

En découpant, suivant 3, I’'espace cotangent T (ﬁ X |T — e, T[) \0 en deux, on se ramene a la situation sui-
vante :

ds

m

W Z2xir—e.rp ZHWHLQ +ZHW”L2 (1.35)

ou p; = {(:Ej,t,f,T) ceX,NT* (ﬁx]Tfe,T[) \0;z; € Oj} et p;- = {(z;,t,&, 1) € (T* (ﬁx]Tfe,T[) \0)
\Eb;IL’j GOj}.



104 K.D. PHUNG

Au voisinage de p(z,t,£,7) # 0, on applique le théoréeme 1.3 de régularité elliptique. Au voisinage de Xy,
le théoreme 1.1 de propagation des singularités et I’hypothese de controle géométrique impliquent le résultat
suivant : Jc,d >0 3 (GQQ) CWCCw

W L2 @xjr—erp < l®WlL2@xjorp + AW -1 (@xj0,1p (1.36)

avec ® € C5° (0 x ]0,T[), ® =1 dans (0N Q) xJe,T — €.
L’énergie de W étant conservée, on a finalement : 3¢, d > 0
W L2xjo.rp < € NI®W | 2o,y + AIW I -1 00,7,
Par I'absurde, on montre que :  [[W{| ;-1 o j0.7p < ¢lIWl 12(@na)x)0,7.
En effet, s’il existe une suite (W,,) telle que

HWnHHfl(Qx]o,T[) =let ngrfoo HW7L||L2((®mQ)x]0,T[) =0

alors, par injection compacte de L? (€2 x 0, T[) dans H~* (€2 x ]0,T[), il existe W € (L* (2 x ]0, T[))3 solution
du syteme hyperbolique (1.32) tel que

Wl -1 xjo,rp =1 et W =0 dans (@N€Q) x]0,TT. (1.37)

On pose N 1’espace des solutions du systéme (1.32) et vérifiant les relations (1.37). C’est un sous-espace non vide,
fermé de L% (Q x ]0,T) inclus dans H! (2 x ]0,T[). En effet, on a: 10W I L2 xj0.7p) < ANOW | -1 (axj0,77)»
et W est solution du probleme elliptique :

AW € (H' ()
diviW =0, WAn=0 sur 09Q.

Par injection compacte de H* (Q x ]0,T[) dans L? (2 x ]0,T[), on en déduit que N est de dimension fini.
Comme 9; est une application linéaire de N dans N, il existe A et W € N tel que ;W = AW. On en conclut
que W est solution de

AW — ¢,AW =0 dans
W =0 dans (t5NQ).

Donc W = 0. Ceci contredit le fait que |W]| = 1.
Conclusion

Je>0 Wl L2 @xjorp < N®Wl L2(@nayxjo,rp. (1.38)

Ceci termine la preuve du théoreme 1.4.
L’étude de 'observabilité frontiere est faite & partir des définitions suivantes :

Définition 1.2. On dit qu'un point p € (T (R*) \0)‘6Q><]R

il existe —e < s < € tel que le point vy (s) sur la courbe intégrale de H), issue de p pour s = 0 n’est pas dans €.

est non diffractif si et seulement si pour tout € > 0

Définition 1.2. Soit I" une partie ouverte de 92 et T. > 0. On dira que I' contrdle géométriquement € s’il
existe un compact I' de T" tel que tout rayon rencontre I' x ]0; T,.[ en un point non diffractif.
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On se propose de montrer 'estimation d’observabilité frontiere suivante :

Théoréme 1.5. Soit I" une partie ouverte de 092 et T, > 0 tels que I' controle géométriquement Q. Soit T' > T
et V solution de :

02V — c,AV =0 dans Q x ]0,T[
Vin=0, rotVAn=0 sur (OQ\I') x]0,T]
tel que Vigq € (L2 (I x 0, T[))3 et 9,V € (H (T x ]O,T[))B. Alors on a l'estimation suivante : de>0
IVl 2@xoizp < € (192V L1 ongo.rp + 1V llzoxgon) - (1.39)

Preuve du théoréme 1.5. La démonstration du théoreme 1.5 découle du lemme de relevement [5] que nous
rappelons :

Lemme 1.1. Soit U distribution prolongeable solution de P(U) = 0 dans @ xR et p € T* (92 x R)\0 un
point non diffractif. Si Ujpaxr € L3 et OnUjpaxe € H, ', alorsona U € L2.
En reprenant la démonstration du théoreme 1.4, 'hypotheése de controle géométrique du théoreme 1.5 im-
plique : J¢,d >0
IV z2(@xjo,rp < CHV||L2 + d VIl -1 xj0.1))

oupeT*(I x]e,T —€[) \O est un point non difractif. Grace au lemme 1.1 de relevement, on en déduit que :
Jde,d >0

IVl a@xiory < € 102Vl omgoizy + IV 2o ) + IV gaxjo.r.
Par ’absurde, on montre que :

IVl agorrp < € (190aV s ooz + 1V lzseionrp ) -

En effet, s’il existe une suite (V},) telle que

Ve ||H Laxjo,rp = 1 et nhm HV'VL||L2(F><]0 ) = Em 100 Vn ||H 1rxjo,rp = 0

alors, par injection compacte de L? (2 x ]0,T[) dans H~*(Q x ]0,TY), il existe V € (L?( x ]O,T[))3 solution
du syteéme hyperbolique (87 — c,A) V =0 dans Q x ]0, T tel que

IVIlz-1xjorp =1et V=0,V =0 surI' x]0,T7[.

Par le théoreme d’Holmgren, on conclut que V' = 0. Ceci contredit le fait que |V = 1.
Conclusion

320 Wllgagory < € (10nVllaswgo.zp + 1V sy ) -

Ceci termine la preuve du théoreme 1.5.
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2. CADRE FONCTIONNEL ET EQUATIONS DE MAXWELL

Cette partie est consacrée & des rappels sur les espaces fonctionnels couramment utilisés dans le cadre des
équations électromagnétiques [1,6,7]. Nous ferons les hypotheses géométriques suivantes ([7], p. 252) :
- 002 a un nombre fini de composantes connexes I'g,..,.I';, (I'g désignant la frontiere de la composante connexe
infinie de R?\Q).
- L’ouvert borné €2 peut étre rendu simplement connexe par un nombre fini de coupures régulieres 31,..,X v,
disjointes deux a deux, non tangentes a 9f2.
Nous commengons par rappeler les définitions des espaces de cohomologie Hj (Q2) et Hy () :

H; (Q) = {g € (L? (Q))‘3 \ divg =0, g.njpq =0, rotg = O}

Hy (Q) = {fe (L2(Q)*\ divf =0, rotf =0, fAnpq :0}
f=Vo\ e H (), Ap =0, @Ir; =constantepouri:0dm}-

D’autre part, on a :
Si 2 est simplement connexe, alors H; () = {0}.
Si 02 n’a qu’une composante connexe, alors Hy (Q2) = {0}.

On définit Mg (resp. My ) lorthogonal de Hy (€2) (resp. Hj (Q2)) pour la norme (L2 (Q))‘3 De plus, on
considere Sp = Mg X (L2 (Q))3 et Sy = (L2 (Q))3 x My . Ainsi, on retrouve Sg = Sy = (L2 (Q))G, si les
hypotheses du lemme de Poincaré sont vérifiées (i.e. € est simplement connexe et 92 n’a qu'une composante
connexe).

2.1. Existence et unicité du systeme de Maxwell

Nous rappelons le principal résultat de régularité :
Soit A, 'opérateur non borné sur espace de Hilbert H, = (L? (Q))6 de domaine D (A,), défini comme suit :

(£ 9, =elflia +nllgllie
A 0 —e1rot
° 7\ plrot 0
D(A,) = {(fag) €H, \ (rotf,rotg) € Ho, f/\n\é}Q :0}'

On rappelle que 'opérateur —A, est générateur infinitésimal d’'un groupe unitaire dans H, de classe C° ([7],
p. 519 ou [6], p. 255). Par application du théoréme de Hille-Yosida, on a le résultat de régularité
V(E,,H,) € D(A,) 3N (E,H) e C°(R,D(A,))NC*(R,D(H,)) solution du probleme suivant

ey —rotH =0, uoH +rotE =0 dans Q x R
EAnn=0 sur9Q xR
E(-,00=E,, H(-,0)=H, dans.

D’autre part, soit
V= {f € (L? (Q))3 \ divf = O} X {g € (L2 (Q))3 \ divg =0, g.njsq = O}
w={(f.9) € (L2 (@)" x (L2 (@)"\ 1ot/ € (L2(@)", [ An=0, divf =0,
divg =0, g.njpq =0, rotg € (L? (Q))B} .

En remarquant que ’espace V est stable par le semi-groupe, nous obtenons le résultat de régularité suivant :
V(E,,H,) €W 3N (E,H)eC’(R,W)NC*(R,V) solution du probléeme suivant
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eOyFE —rotH =0, uoyH +rotE =0 dans Q x R
div(eE) =0, div(pH) =0 dans Q@ xR (2.1)
EAnn=0, Hn=0 sur 02 xR )
E(,0)=FE,, H(-,0)=H, dansQ.

De plus, en posant & (t) = 3 [, (z—: |E)* + |H|2> Iénergie du systeme (2.1), on a :

Y (B, Hy) €W %5 (t) = 0.

La relation précédente assure que I’énergie est constante € (t) = £ (0) Vi € R.

On remarquera que les espaces Sg et Sy sont invariants pour le probléme (2.1). En effet, il suffit de multiplier
Péquation 0 E — rotH = 0 (resp. pd:H + rotE = 0) par hy € Hy (Q) (resp. hy € H; (R2)) et d’intégrer par
parties sur 2 pour le vérifier. Par conséquent, on obtient les résultats de régularité :

V(E,,Hy,) e WNSg J(E,H)eC’R,WNSE)NC(R,VNSE) solution du probleme (2.1).

V(E,,H,) e WNnSy 3(E,H) e CO(RWNSy)NCH(R,VNSy) solution du probleme (2.1).

2.2. Décompositions orthogonales

Dans le cadre de problemes d’électromagnétisme, il est naturel de travailler avec les potentiels scalaire et
vecteur liés au champ électromagnétique.
On montre que le champ électromagnétique se décompose de la manieére suivante :

Lemme 2.1.
V(Ey Hy) € WNS 3 (hy, A) € O (R, H, () x C? (R, (H! (Q))3> tel que

(E, H) solution du probléme (2.1)
eE =rotA
H=0A+Mm
divA =0, Anpg =0, [y AndD=0 i=0aN.

De plus, on a les relations suivantes :

2 2 2
[HI| 720y = [0:Al 20y + 1h1ll12(0 (2:2)

2 2
Je>0 [All7z2q) < cllrotAll 2 g, - (2.3)

Lemme 2.2.
V(Ey Hy) e WNSy 3 (ha, A) € C1 (R, H, (Q)) x C? (R, (H! (Q))3) tel que

(E, H) solution du probleme (2.1)
E=—0;A+ hs
wH =rotA
divA =0, AAnjpg =0, fr,. Andll =0 i=0am.

De plus, on a les relations suivantes :

2 2 2
1Bl 2(0) = I10:All 20y + 1h2ll12(q) (2.4)
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2 2
Je>0 [All7z2q) < cllrotAll2q, - (2.5)
Démonstration du lemme 2.1. Le champ F € (L2 (Q))3 se décompose de maniére unique sous la forme :

eE = Vp+hy +rotA, onpe HY (), hy e Hy (Q), A€ (H ()’

tel que divA =0, Anpg =0, [, Andl' =0 i=04aN ([6], p. 55).
Or divE = 0, par conséquent Ap = 0, ce qui oblige p & étre nul. De plus, E € Mg, donc hy = 0.
En revenant au systéme (2.1), on a :

rot ((GA—H) =0
le(atA —H) =0
(atA - H) .n|39 =0.

Ce qui aboutit & la décomposition du champ électromagnétique désirée, avec hy = 9;A — H . De plus, A est
orthogonal & hy ([7], p. 256) et il en découle la relation (2.2).
L’inégalité (2.3) se démontre par l'absurde : en effet, si elle n’était pas vraie, il existerait une suite (Ay,)

bornée dans (H' (Q))3 telle que lon ait :

[ Anll L2(@xjo,rp =1 €t ngr}rloo [rotAn|l p2¢q) = 0, divA, =0, Ay.njpa = 0.

Par injection compacte de H' (Q) dans L? (Q2), il existe A € Hj () tel que [All 20y =1 et Jo ARy =0 Vhy €
H; (2), ce qui est contradictoire.

Ceci acheve la preuve du lemme 2.1.
Démonstration du lemme 2.2. Le champ H € (L? (Q))3 se décompose de maniere unique sous la forme :

pH = Vg + hy +1otA, ot g € H'(Q), hy € Hy (Q), A€ (H' ()’

tel que divA =0, AAnjpo =0, fFi Andl =0 i=04am ([7], p. 261).

Or divH = 0 et H.njpo = 0, par conséquent Ag = 0 et d,q = 0, ce qui oblige ¢ a étre constant. De plus,
H e My , donc hy = 0.

En revenant au systéme (2.1), on a :

rot (Bt A+ E) =0
div(0i A+ E)=0
(Ot A+ E) A nao =0.

Ce qui aboutit a la décomposition du champ électromagnétique désirée, avec ho = 0;A + E. Par la deuxieme
définition de Hy (2), A est orthogonal & hs :

JoAha = [ AV = — [ @divA + [, 9An =0,
et il en découle les relations (2.4) et (2.5).

Ceci acheve la preuve du lemme 2.2.

3. CONTROLABILITE EXACTE FRONTIERE ET INTERNE DES EQUATIONS DE MAXWELL

Dans cette section, nous complétons les résultats de controlabilité exacte frontiere de Lagnese [9] et Komornik
[8]. Aussi, nous rappelons que les résultats de contrdle prouvés par Bardos et al. pour I’équation des ondes [5]
ont été étendus aux équations de Maxwell par Nalin [16].
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3.1. Présentation du probleme de contrdlabilité exacte frontiere

Soit © un ouvert borné, connexe de R3, situé localement d’un seul c6té de sa frontiere 99 réguliere (C> sans
contact d’ordre infini avec ses droites tangentes). Le domaine € est occupé par un champ électromagnétique
avec une permittivité e et une perméabilité p constantes strictement positives. Soit F (x,t) et H (x,t), le champ
électrique et respectivement le champ magnétique en un point x € €2 a U'instant ¢ > 0. Ils vérifient les équations
de Maxwell :

eOhE —rotH =0, pd:H +1otE =0 dans £ x [0, 400]
div (eE) =0, div(pH) =0 dans Q x [0, 400
E(,0)=FE, H(,0)=H, dansQ.

Supposons que 'on puisse modifier le champ magnétique tangentiel sur une partie I' du bord en imposant une
densité de courant surfacique J. Nous obtenons la condition aux limites :

HAn=Jlp surdf x]0,+o0]

avec n la normale extérieure au bord. Aussi, on pose

12 (09) = {X € (L2 (09))° \ X.npg = o}
ve={re(L2(@)"\ div/ =0, frjgn =0} x {ge (L2 (02))" \ divg=0}-

Notre objectif est de choisir le controle J de maniere a ce qu’il amene, a U'instant 7' > 0, le syteme de Maxwell a
létat d’équilibre i.e. E(-,T) = H (-,T) = 0 dans Q. Ce contrdle sera construit par la méthode HUM d’unicité
hilbertienne de Lions [11], qui repose sur une estimation d’observabilité [9].

3.2. Enoncés des résultats

On se propose de montrer, & partir des résultats de propagation des singularités obtenus par analyse micro-
locale, les résultats de controle suivants :

Théoréme 3.1. On suppose que I' controle géométriquement 2. Alors pour toutes données de Cauchy
(E,, H,) € V*N ((L2 (Q))3 X ME), il existe un controle J € L? (0, T;L? (89)), tel que la solution du probleme

d’évolution

eOhE —rotH =0, posH +rotE =0 dans  x [0,T]
divE =0, divH =0 dans Q x [0,7T]
E(.,0)=FE,, H(-,0)=H, dans

HAn=Jlp surdx]0,T|

vérifie (E,H) (-,t) =0 pourt>T.
La démonstration du théoréme 2.1 découle de la méthode HUM de Lions et d’une estimation d’observabilité
stable qui suit

Théoréme 3.2. On suppose que I' controle géométriquement 2. Alors il existe ¢ > 0 tel que pour tout
(Eo, H,) € VN Sg donnée de Cauchy du probleme

e E —rotH =0, uo:H +rotE =0 dans Q x]0,T]
divE =0, divH =0 dans Q x]0,T]
E(,0)=E,, H(,0)=H, dansQ
EAn=0, Hn=0 sur 09 x 0,7
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on ait 'estimation d’observabilité stable suivante

/OT/Q|(E,H)|2 gc/OT/F|H|2. (3.1)

Preuve du théoreme 3.2. La démonstration du théoreme 3.2 découle du théoreme 1.5. Elle se décompose en
deux étapes :

Etape 1
On relie F et H, par intégration par parties et en utilisant la décomposition du champ électromagnétique du

lemme 2.1. (¢E, uH) = (rotA, pdt A+ hy) ou le potentiel vecteur A est orthogonal & hy € Hj () et vérifie les
inégalités (2.5) et

2 2 2
[0 |12y = 8O All L2 ) + 1M1 ll22(q) -
Soit ® € C§° (]0,T)), on a, grace aux formules de Green, les relations suivantes :

foT Joe PE* = : foT J @ Arot rotA + foT Joo @2 (EAn) A
= e ) [, ®2AOH
= i Jo en2@8,®AH + [ [ ep®2,AH.

Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on conclut que :

/OT/Q|Q>E|2+/OT/Q|<I>H|2gc/OT/Q|H|2. (3.2)

Quitte a choisir ® tel que ® = 1 sur [T/3,27/3], on a par conservation de I’énergie :

s/OT/Q|E|2+u/OT/Q|H|2—3(%5(%))§c/OT/Q|H|2. (3.3)

Conclusion. On s’apercoit qu’il est suffisant d’étudier la propagation des singularités du champ magnétique.

Etape 2
On se ramene a ’équation des ondes.

end?H — AH =0 dans Q x]0,7]
Hn=0, rotHAn=0 surdQx]0,T].

D’apres (1.39), on a l'estimation suivante : Je>0

1Bz axiop < € (10nB -1 exgo,rp + 1 2oy - (3.4)

Les conditions aux limites divH = 0 et rotH An = 0 sur 9Q x |0, T'[ permettent de se ramener au systeme (1.11)
i.e. OpH + LH =0 ou L est un opérateur différentiel matriciel d’ordre 1.

Ceci acheve la démonstration du théoréeme 3.2.

Le théoréme 3.2 exprime un résultat d’unicité qui se décompose en deux étapes : le résultat de propagation
des singularités L? du théoréme 1.5 (qui assure que la propagation des singularités du champ magnétique est
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analogue a celle d'une équation des ondes scalaire) et la condition (1.11) montrent que si H = 0 sur une partie
du bord, alors H = 0, avec l'estimation d’unicité linéaire [16]

15 2 2xj0.7p) < CIH N 22rxo,7p

sous les hypotheses de contrdle géométrique des travaux de Bardos et al. [5]. Il reste & montrer que si H = 0,
alors £ = 0. Dans cette derniere étape, il convient de restreindre le champ électrique initial E, a I'orthogonal
de H2 (Q)

En particulier, si 02 n’a qu'une composante connexe et sous les hypotheses de contréle géométrique, alors
pour tout (Eo, Ho) € V, [[H||p2(pyjo,7p) = 0 implique (E,, Ho) = 0 avec I'estimation d’unicité linéaire (3.1). Ce
type de résultat avait été obtenu par Nalin [16,25] dans le cadre H! : si 9Q n’a qu'une composante connexe
et sous les hypotheéses de controle géométrique, alors pour tout (E,, H,) € W, HatHHH(Fx]O,T[) = 0 implique
(E,, H,) = 0 avec I'estimation d’unicité linéaire correspondante.

3.3. Présentation du probléme de contrdlabilité exacte interne

Soit w C € of1  est un ouvert borné, connexe de R?, situé localement d’un seul cété de sa frontiere 9
réguliere (C*° sans contact d’ordre infini avec ses droites tangentes). Le domaine  est occupé par un champ
électromagnétique avec une permittivité € et une perméabilité u constantes strictement positives. On considere
le systeme de Maxwell suivant :

€0 E —rotH = J1,x0,71, pO:H +10tE =0 dans Q x [0, +o0]
div (uH) =0 dans £ x [0, 00|
EAn=0, Hn=0 sur 09 x [0,+o00|
E(,0)=FE,, H(-,0)=H, dansQ.

Le probleme (3.5) est bien posé. Aussi, on considere
130 (9) = {X € (12 (02)° \ divX =0}

Notre objectif est de choisir le controle J de maniere a ce qu’il amene, a 'instant 7' > 0, le sytéme de Maxwell
a l'état d’équilibre i.e. E(-,T) = H (-,T) = 0 dans €. Ce controle sera construit par la méthode HUM de Lions
qui repose sur une estimation d’observabilité [11].

3.4. Enoncés des résultats

On se propose de montrer, a partir des résultats de propagation des singularités obtenus par analyse micro-
locale, les résultats de controle suivants :

Théoréme 3.3. Soit @ un ouvert de R3 tel que @ controle géométriquement 2. On suppose que w = (0 N Q).
Alors pour toutes données de Cauchy (E,, H,) € V N Sg, il existe un controle J € L2 (0, T; L% o (Q)), tel que
la solution du probleme d’évolution (3.5) vérifie (E, H) (-,t) =0 pourt >T.

La démonstration du théoreme 3.3 découle de la méthode HUM de Lions et d’une estimation d’observabilité
stable qui suit

Théoréme 3.4. Soit & un ouvert de R3 tel que @ controle géométriquement 2. On suppose que w = (@ N Q).
Alors il existe ¢ > 0 tel que pour tout (E,, H,) € VN Sy donnée de Cauchy du probleme

e E —rotH =0, uo:H +rotE =0 dans Q x [0,7T]
divE =0, divH =0 dans Q x [0,T]
EAn=0, Hn=0 sur 0Q x]0,T
E(,0)=E,, H(-,0)=H, dansQ
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on ait 'estimation d’observabilité stable suivante

/OT/QKE,H)Fs(:/OT/JEF. (3.6)

Preuve du théoreme 3.4. La démonstration du théoreme 3.4 découle du théoreme 1.4. Elle se décompose en
deux étapes :

Etape 1:
On relie F et H, par intégration par parties et en utilisant la décomposition du champ électromagnétique du
lemme 2.2. (eE, uH) = (e0:A + ha,rotA) ol le potentiel vecteur A est orthogonal & hy € Ha (Q2) et vérifie les
inégalités (2.3) et

2 2 2
leH |72 (0) = [1€0eAll 210y + [1R2ll72(q) -
Soit ® € C§° (]0,T7), on a, grace aux formules de Green, les relations suivantes :

fOT [ou|@H? = i foT Jo @2 Arot rotA = ep fOT Jo ®2AOE
= — [ [, en2@0@AE — [ [ cp®®9,AE.

Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on conclut que :

/OT/Q|<I>E|2+/OT/Q|<I>H|2gc/OT/Q|E|2. (3.7)

Quitte a choisir ® tel que ® =1 sur [T'/3,27/3], on a par conservation de I’énergie :

g/OT/Q|E|2+,u/OT/Q|H|2:3(gé’(%))gc/OT/Q|E|2. (3.8)

Conclusion. On s’apercoit qu’il est suffisant d’étudier la propagation des singularités du champ électrique.

Etape 2:
On se ramene a ’équation des ondes.

end?E — AE =0 dans Q x 10,7
EAn=0, divE=0 surdQx]0,T7J.

D ’apres (1.31), on a Iestimation suivante : Je >0

||E||L2(Q><]O,T[) < c||EHL2(w><]O,T[). (3.9)

Ceci acheve la démonstration du théoreme 3.4.

4. STABILISATION FRONTIERE DES EQUATIONS DE MAXWELL

Dans ce paragraphe, nous complétons ’étude asymptotique du systeme de Maxwell avec les conditions aux
limites absorbantes faite par Barucq et Hanouzet [1,3]. Le probleme de stabilisation frontiere par la condition aux
limites absorbante de Silver-Miiller a aussi été étudié par Komornik [8] dans le cadre de géométries particulieres
par la méthode des multiplicateurs.
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4.1. Présentation du probléeme

Soit £ un ouvert borné, connexe de R?. Le domaine ) est occupé par un champ électromagnétique avec une

permittivité ¢ et une perméabilité 1 constantes strictement positives. On pose z = /£.

On considere le systeme de Maxwell suivant, ol 2 est situé localement d’un seul c6té de sa frontiere 02
réguliere (C°° sans contact d’ordre infini avec ses droites tangentes), avec 902 =T, UT et T, N T = (.

e E —rotH =0, uo H +rotE =0 dans Q x [0, +o0[
div(eE) =0, div(pH) =0 dans Q x [0, +00][
E(,0)=E,, H(-,0)=H, dansQ (4.1)
EAn=0, Hn=0 sur T, x [0,400]
(EAn)An+z(HAn)=0 surT x[0,4oc0].

On rappelle les principaux résultats de Barucq et Hanouzet [1,3] :
Le probleme (4.1) est bien posé, soit

v={re @)\ daivf =0} x {ge (£2@)"\ divg=0, gnr, =0}
W = {(f,g) e (H' (@) \ divf =0, fAnp, =0, divg =0, gnyp, =0,
(fAR)An+z(gAn)p :O}

V(E,,H,) €W 3N (E,H) e C®(]0,4+0c[, W) NC*(]0,+o0[,V) solution du probleme (4.1).
Ce résultat est obtenu par le théoreme de Hille-Yosida appliqué & ’opérateur non borné A sur I’espace de Hilbert

v,
0 —etrot
A= ( wrot 0 ) ’
On vérifie que W coincide avec D (A) de domaine A et
D (A?) = {(f,g) € (H? (Q))6 \ divf =divg=0, fAnr, =gnr, =0, (fAn)An+z(gAn)r = O}-

De plus, en posant & (t) = 3 [, (5 |E” + p |H|2) Pénergie du systéme (4.1), on a :

d 1
V(B Hyew - Lew = —/ B Anf? :z/ \H Anl?.
dt Z Jr T
La relation précédente assure que 1’énergie est décroissante.
D’autre part, on a : YV (E,, H,) € WN Mr tliin (E,H) = (0,0) dans V, o Mr est orthogonal des
—T 00

solutions stationnaires pour la norme (L2 (Q))G. On rappelle que W N Mr est invariant pour le probleme
(4.1) [1,3].
En posant £ la fonctionnelle décroissante £’ (t) = 1 [, (z—: 0. EI” + |8tH|2>, ona:

Y (B, H,) € D (A2) 7%5’ (1) :z/ |0.H An|?.
T

On remarquera que la condition de Silver-Miiller (E' A n)An+z (H An) = 0 s’écrit aussi (E An)—z (H An)An =
0 et on obtient (rotH An) + ez (0:H An) An=0.
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4.2. Amortissement avec hypothése de controle géométrique

On se propose de montrer, a partir des résultats de propagation des singularités obtenus par analyse micro-
locale, les résultats de stabilisation suivants :

Théoréme 4.1. On suppose que I' controle géométriquement 2. Alors il existe ¢ > 0 et 5 > 0 tel que 'on ait
Y (E,, H,) € VN Mp données de Cauchy du probleme (4.1) VE>0 E(t) <ce Pt E(0).

La démonstration du théoreme 4.1 découle du théoreme 4.2 qui suit. Notons aussi que la condition suffisante

du théoréme 4.1 est presque nécessaire en construisant une solution d’énergie localisée [5, 18, 20].

Théoréme 4.2. On suppose que I' controle géométriquement 2. Alors il existe ¢ > 0 et 5 > 0 tel que 'on ait
YV (E,, H,) € W N Mr données de Cauchy du probleme (4.1) VE>0 (E4+E) (1) <ce Pt (E+E)(0).

Preuve du théoréme 4.2. La démonstration du théoreme 4.2 découle du lemme suivant

Lemme 4.1. Sous les hypotheses du théoréme 4.2, si (E, H) est solution du probleme (4.1) avec des données
de Cauchy dans W N Mr , alors on a :

Je > 0 /OT/Q (1B )P + (0B, 011)?) SC/OT/F|8,5H/\n|2. (4.2)

Preuve du lemme 4.1. Elle se décompose en cinq étapes :

Etape 1:
On relie 0. F et 0;H, par intégration par parties :
Soit ® € C° (]0,T7), on a, grace aux formules de Green, les relations suivantes :

fOT [oe|®OE] = %fOT!Q &2 Hrot rotH +T% fOT [ @2 (rotH An) H
—ufy Jo ®*HOFH + [, [ ®* (0 EAn)H
Iy fo uds (P2H) O.H + = [ [ ® (n A H) (9:H An).

On vérifie tout d’abord ’estimation suivante

1B, H) |20 < cll(rotE, rotH)| 2

() (O

Cette derniere inégalité se démontre par absurde : en effet, si elle n’est pas vraie, il existerait une suite (E,,, Hy,)
bornée dans (H! (Q))6 telle que

H(EnaHn)HL‘Z(Q) =1let ngrfoo H(TOtEvbar()tHn)HL?(Q) =0, [ En A nHL‘Z(F) =0

lim
n—-+00
divE, =divH, =0, E, Anjpr, = Hy.np, =0,(E, An) An+z(Hp A n)‘F =0
alors, par injection compacte, il existe donc (E,H) € NUNL ot N+ = Mr tel que [(E, H)|[2(q) = 1. Ce

qui est contradictoire.
Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on conclut que :

T T T T
/ /|tI>8tE|2+/ /|<I>8tH|2 gc</ /|8tH|2+/ /|8tH/\n|2>.
0 Q 0 Q 0 Q 0 T
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Quitte & choisir ® € C§° (]0, T[) tel que ® =1 sur [T'/3,2T/3], on a par décroissance de 1'énergie :

e [T [ 10EP +p [y [, |0:H? <TE (0)=TE (T)+ T I [ 10H Anf?
<3(3& (%)) + T2, fr|8tH/\n|2 (4.3)
<c(J; JalouliP+ J§ Jolont n o)

Conclusion. On s’apercoit qu’il est suffisant d’étudier la propagation des singularités du champ magnétique.

Etape 2:
On établit des estimations préliminaires sur le bord T :

Tout d’abord, ona: H =nA(HAn)+ (Hn)n et [H| < c(|H An|+ |H.n|). En supposant le domaine
Q sous la forme Q = {(x1,z2,23) \ z3 — g (z1,22) > 0}, on rappelle que la normale extérieure au bord 92 est
défini par n = (vmq, vmg,v)" ol V2 (1+m?+mj) =1

Par conséquent, H s’écrit aussi H = (my, my, 1) Hz + F ol |F| < L1H An|. On en déduit : e >0

[(HAn)An| <c|HAn| et |Hn| <c(|Hs|+|H An|). (4.4)
En particulier, la condition de Silver-Miiller entraine |E An| < c|H A n].
Intéressons nous au cas de d;H.n : pdyH.n = —rotE.n = —div|p (£ An), ot div|p est un opérateur diffé-
rentiel tangentiel de degré 1, donc
10cHn|| -1 (ry < ¢ E AR L2y

Par conséquent

>0 10:H | -1 sjo, 7y < €I Al p2rygo (4.5)

En ce qui concerne les dérivées normales de chaque composante de H, on pose, avec le changement de coordonées
locales (1.1)

H(Saylay27t) = H(\II (SaylayQ) 7t) = H(.Z'l,IQ,Ig,t)

de sorte que la divergence s’écrit

mq B 1+ m% B —mime _
me | OsH+v | —mime |0, H+v| 1+m? |0,H=0.
1 —m1 —TMMa

La condition de Silver-Miiller s’écrit
1 0 —m1 i 7\ mi1 Mo 1 =~ 0 0 0 77
(0 1 m2>(83H+628tH)—V< 0 0 0)8y1H+U<m1 - 1)8y2H.
Finalement, la condition au bord du systeme étudié se ramene alors a :

1 0 —mq _ 1 0 —m _
0 1 —mo | OsH + ez 0 1 —-mo | O:H+ ...
myp Mg 1 my Mg 1
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mi mao 1 _ 0 0 0 _
.=V 0 0 0 Oy H —v mi Mo 1 Oy, H = 0.
-1 - m% mimse My mimy —1— m% mo

On remarque que la matrice devant 8SI;' = 0, H est inversible. Par conséquent,

_ 1—vm? —vmims my (=1 +vm? +vm3 _
OH +ez| —vmima 1—vm2 my(—1+vm? +vm3 OH + ...
—vma —UMmso 1% (m% + mg)

0 me 1 _ 0 —m; O ~

w=v| —me 0 0 |0y H—-v| m 0 1 |90,,H=0.
-1 0 O 0 -1 0

Il en découle 'estimation suivante :
Je>0 100 H | g1 (pxjo,rp < CNH N p2rgjorp < € (HH3HL2(F><]0,T[) +[[H A nHL2(F><]O,T[)) : (4.6)

Etape 3:
Nous estimons H3 sur le bord I" :
On rappelle que H3 (s, y1,y2,t) est solution de
P (flg) = (=02 + R(s,y,Dy,)) (f[g) =0 dans {s >0}
agﬁg + V(?ylﬁg + V(?yzﬁg +ezOF =0 sur {s=0}
F=m (ﬁ/\n)2 — Mo (ﬁ/\n)1 sur {s=0}-

Cette condition au bord se réécrit sous la forme
B (yl, Y2, t, Dyﬂg) (E’3> = 8Sfl3 + l/mlaylﬁg =+ Vm28y2ﬁ3 + v (8y1m1 =+ ameg) Er3

=1 (0y, — mi10y) (ﬁ A n)2 — v (Oy, — M20;) ma (ﬁ A n)l

Microlocalement, au voisinage des directions ou l'opérateur J; est non caractéristique, (Hg) € L/2J des

hyperbolique. On conclut, par un calcul microlocal standard, qu’il existe, dans la région elliptique, un opérateur

|s=0

€ Hp_l. Mais, le voisinage que I'on vient d’exclure est dans la région elliptique de 'opérateur

A; pseudo-différentiel d’ordre 1, tangentiel réelle, elliptique tel que 0sHs = A (ﬁg) sur s = 0. Ainsi, dans la
région elliptique, 'opérateur B devient elliptique d’ordre 1, et son symbole principal s’écrit
o (B) =A (yla Y2, t, Cla <2a T) +iv (yla y2) [ml (yla y2) Cl + ma (yl; y2) 42] .
En revenant a la solution Hs, on a montré que [4,5] : de,d >0
Vsl aqesgorrp < € (H A Bl ooy + 190Hs i ooy ) + @ NHsl s oo,

Conclusion. Grace a (4.5), de,d >0
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[ Hsll L2 0o,y < €IH Anll oy + I sl -1 0xgo,rp. (4.7)

Etape 4:
On se ramene a I’équation des ondes.

end?H — AH =0 dans Q x 0,7
Hn=0, rotHAn=0 surl, x]0,T]|
(0:H An)An— L (rotHAn) =0 sur Ty x]0,T7.

D ’apres (1.39), on a I’estimation suivante : de>0
1z @z < € (10aH -1 ongoiry + 1E | aqexory ) - (48)
Les estimations (4.4, 4.6, 4.7) des étapes précédentes permettent d’obtenir l'inégalité suivante : Je,d >0

100 H || g1 (v xqo,rp + 1H 20 xj0,7p < ¢ H Al p2rygorpy + ANE H) -1 o xjo,rp.

Le résultat est encore valable si on remplace (E, H) par (0:E, 0;H). Par le théoreme de trace (4.3) et (4.8), on
a alors, I'inégalité suivante : Je,d >0

(OB, 0 H )| L2 ojo, 7y < € NOH Al p2rgorp + &I (ES H) gzseaxgo,rp.

Les résultats de régularité ([1], p. 76) permettent de conclure & de,d >0

(B, H) g2 (xjo,rpy < cllOH Anllpa o,y + dIE, H) L2 u0,mp. (4.9)

Etape 5
Il reste & montrer que ||(E, H)|| 2 (axj0.7p) < € 0:H Anlp2pyo,7p- On démontre cette inégalité par 'absurde :
En effet, supposons qu’il existe une suite (E,, Hy,) solution du probléeme (4.1) telle que

||(EmHn)||L2(Q><]0,T[) =let nE{EOO [0 H A nHL2(r><]0,T[) =0

alors, (En, Hy) vérifie I'inégalité (4.9) : [[(En, Hy)|l g1 xjo,7p < €10:Hn Al p2pyo 7y +d- Done (Ey, Hy) est
borné dans H* (Q x ]0,T[). Par injection compacte de H' (Q x ]0,T[) dans L% (Q x ]0,T[), on en extrait une
sous-suite convergente. Ainsi, il existe (E, H) = lim (E,, H,) dans L? (Q x ]0,T]) vérifiant

n—-+o0o

e E —rotH =0, u0yH +rotE =0 dans Q x]0,T]
div(eE) =0, div(pH) =0 dans Q x]0,T]
EAn=0, Hn=0 surT, x]0,T]|
EAn=0, HAn=0 surI'x]0,T
”(EaH)”L?(Qx]O,T[) =1L

On pose A I'espace des solutions du systeme ci-dessus. C’est un sous-espace non vide, fermé de H' (€2 x 10, T'[)
inclus dans H? (Q x ]0,T) avec 1CE, H) g2 axjo,rp < ANCES H) g1 oxj0,7p» donc par injection compacte de
H?(Q x )0, T[)dans H' (2 x ]0,T[), on en déduit que A est de dimension fini.
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Comme 0; est une application linéaire de N dans N, il existe A et (F, H) € N tel que 8; (E, H) = X\ (E, H).
On en conclut que (E,H) = (0,0), car (E(-,0),H (-,0)) € WN Mr , ou Mr est Porthogonal des solutions
stationnaires pour la norme V. Ceci contredit le fait que ||(E, H)|| = 1.

Ceci acheve la démonstration du théoreme 4.2.

5. STABILISATION INTERNE DES EQUATIONS DE MAXWELL

Nous terminons I'étude des systemes de Maxwell dissipatifs en traitant les cas d’amortissement interne.

En particulier, on cherche a connaitre le comportement asymptotique en temps de la solution des équations
de Maxwell avec loi d’Ohm.

Nous choisissons une conductivité o positive dans tout le domaine de calcul €2, nulle dans un sous-domaine
w_ connexe défini par w_ = Q\(suppoc N ). On définit Vouvert wy par @ = wy UT Uw_ ou I est l'interface
qui sépare les ouverts wi et w_. Sous la condition de contrdle géométrique, nous montrons que le type de
décroissance (exponentielle ou polynomiale) dépend de la régularité de la conductivité ou, plus précisemment,
de la rapidité de Pannulation de la conductivité en I'.  Aussi, nous traitons le cas 0 € L™ (Q2), o bornée
par des constantes strictement positives dans wy, qui assure la stabilisation uniforme et nous établissons une
décroissance de type polynomiale si 0 € C (£2), nulle sur I' de méme ordre que dist (z,T).

Ce travail compleéte la note sur la controlabilité interne des équations de Maxwell [19], dans laquelle nous
étendons les résultats de controle interne prouvés par Bardos et al. [5]. Nous rappelons quune étude & basse
fréquence des équations de Maxwell dissipatives a été réalisée par Weck et Witsch [26].

5.1. Présentation du probléme et cadre fonctionnel

Soit © un ouvert borné, connexe de R3, situé localement d’un seul c6té de sa frontiere 99 réguliere (C> sans
contact d’ordre infini avec ses droites tangentes). Le domaine € est occupé par un champ électromagnétique
(E, H) avec une permittivité € et une perméabilité p constantes strictement positives.

On considere le systéeme de Maxwell suivant

e E —rotH +oE =0, uoH +rotE =0 dans Q x [0, +o0[
E(,0)=E,, H(,0)=H, dansQ
div (uH) =0 dans  x [0, 00|
EAn=0, Hn=0 sur 09 x [0, +o0[.

(5.1)

On se donne une fonction positive o € L% (2). Nous commengons par établir les principaux résultats de
régularité.
Le probleme (5.1) est bien posé, soit

v={re @)’} x{ge (L2@)*\ divg =0, gnyr, =0}
w={(f.9) € (L2 ()" x (L2 (@)" \ rotf € (L2(@)°, f Anjon =0,
divg =0, g.njpo =0, rotg € (L2 (Q))3}

V(E,,H,) €W 3N (E,H) e C®(]0, 4], W)NC*(]0,+o0[,V) solution du probleme (5.1).
Ce résultat de régularité est une application du théoreme Hille-Yosida avec 1'opérateur non borné A et son
domaine D (A) = W.

Nous considérons w_ = Q\(suppo N Q). Si w_ # 0, alors Q se découpe en deux ouverts w, et w_ non vides,
de sorte que 2 = wy U'Uw_ ou I est une surface.

Pour étudier le noyau de l'opérateur rotationnel, nous ferons les hypotheses suivantes ([7], p. 252) :

- 00 et w_ ont un nombre fini de composantes connexes.
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- Les ouverts bornés réguliers connexes {2 et w_ peuvent étre rendus simplement connexes par un nombre
fini de coupures régulieres, disjointes deux a deux, non tangentes au bord.

On pose Sy = (L2 (Q))‘3 X My, o Mg est orthogonal des champs magnétiques des solutions stationnaires

pour la norme (L? (Q))3 Sous la condition w_ # 0, on pose M, = (rot (H! (w_)))3 N (L? (Q))3 X Mpy.
L’espace W N My est alors invariant pour le probléme (5.1). Ainsi, on obtient le résultat de régularité :
V(E,, Hy) e WNMpy 3N(E,H) e C°(]0,+oo[ ,WN Mg)NC*(]0,+00[,V N Mpg) solution du probleme
(5.1).
L’étude du systeme (5.1) se poursuivra par la détermination du comportement en temps long de la fonction-

nelle & (t) = 3 [, (z—: |0, E|” + |8tH|2>, suivant le principe d’invariance de LaSalle. Nous obtiendrons, ensuite,

par un argument de densité le comportement asymptotique de I’énergie, si 02 n’a qu’une composante connexe.
Nous terminerons 1’étude du systeme de Maxwell avec loi d’Ohm par établir le type de décroissance de &’ ()
quand la conductivité est continue dans 2.

5.1.1. Ezistence et unicité du systeme de Mazwell

Nous rappelons le principal résultat de régularité :
Soit A, I'opérateur non borné sur I'espace de Hilbert H, = (L? (Q))6 de domaine D (A,), défini comme suit :

2 2 2
1D, =elflzz@) + 119z
A - 0 —e " trot
° 7\ ptrot 0

D(A,) ={(f.9) € Ho \ (rotf,rotg) € Ho, fAnpg =0}-

On rappelle que l'opérateur —A, est générateur infinitésimal d’un groupe unitaire dans H, de classe C° ([7],
p. 519 ou [6], p. 255).
Soit A l'opérateur non borné sur ’espace de Hilbert H, défini comme suit :

e lo 0

A=A, + B, avecB—( 0 0

) opérateur non borné dans H,.

On a, alors :

D (A, + B) est dense dans H, (car D (A, + B) = D (A,) dense dans H,).

(A, + B) est fermé (car B est borné).
On vérifie que (A, + B) et (A, + B)* = (—A, + B) sont monotones. On en conclut que (A, + B) est maximal
monotone et que, pour tout A > 0, (Id+ A (A, + B)) est bijectif de D (A,) sur H,. Par conséquent, —A est le
générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction de classe C°.

D’autre part, soit

V= {f € (L? (Q))3 \ divf = O} X {g € (L? (Q))3\ divg =0, g.njpq = O}
w={(f.9) € (L2 ()" x (L2 (@)"\ rotf € (L2(@)°, fAn=0, divf =0,
divg =0, g.njgq =0, rotg € (L? (Q))g}

En remarquant que ’espace V est stable par le semi-groupe, nous obtenons le résultat de régularité suivant :
V(E,, H,) eW 3N (E,H) e C®(]0,4+o0[,W)NC*(]0,+00[,V) solution du probleme (5.1).

De plus, en posant & (t) = 1 [, (z—: |E|® + |H|2) Iénergie du systeme (5.1), on a :

V(E,, H,) € W ie(t)+/g|E|2:0,
dt 0

La relation précédente assure que 1’énergie est décroissante.
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D’autre part, on pose £’ (t) la fonctionnelle définie par &’ (t) = %fﬂ (6 |8tE|2 + i |8tH|2), de sorte que l'on
ait 1%5/ (t) + fQ g |8tE|2 = 0.

5.1.2. Sous-espaces invariants

Nous ferons les hypotheéses géométriques suivantes ([7], p. 252) :

- 00 a un nombre fini de composantes connexes Tg,...,.I'y, (T désignant la frontiere de la composante
connexe infinie de R*\(2).

- L’ouvert borné €2 peut étre rendu simplement connexe par un nombre fini de coupures régulieres ¥1,..,Xn,
disjointes deux & deux, non tangentes a 9.

On définit My l'orthogonal de Hj (Q) pour la norme (L2 (Q))3 Ainsi, on retrouve My = (L? (Q))3, si les

hypotheses du lemme de Poincaré sont vérifiées. On pose Sy = (L2 (Q))‘3 X Mpy.

L’espace WN Sy est alors invariant pour le probleme (5.1). Il suffit de multiplier I’équation udyH +rotE = 0
par hy € Hj () et d’intégrer par parties sur Q pour le vérifier. Par conséquent, on obtient les résultats de
régularité :

V(E,, H,) e WNSy 3 (E,H) € C°(J0,+0o[,WNSy)NC* (]0, +0[, YV NSy) solution du probleme (5.1).
Pour étudier I'image du rotationnel, nous rajoutons les hypotheses suivantes ([7], p. 252) :

- Jw_ a un nombre fini de composantes connexes 7, .., V-
- L’ouvert borné régulier connexe w_ peut étre rendu simplement connexe par un nombre fini de coupures
régulieres, disjointes deux a deux, non tangentes a dw_.

3

Nous rappelons, alors, que I'image du rotationnel, rot (H1 (w,))B, est fermé dans (L2 (w,)) ([7], p. 257) :

rot (H' (w_))3 = {U e (L? (w_))3 \ divU =0, / Un=0 i=0a r} :
Vi
Son orthogonal dans (L? (w,))3 est 'espace :

( 1 3\* 2 3
rot (H' (w-)) ) =3V e (L?(wo)) " \ 1otV =0, V Ang, = 0}
V=Vp\pecH (w), ©|y, = constante pour i =0 a 7"} .

Sous la condition w_ # @, on pose M, = (rot (H! (w,))3 N (L2 (Q))d) X Mp. L’espace W N M,, est alors
invariant pour le probleme (5.1).

i
L’invariance de ’espace WN M, pour le probléme (5.1) se vérifie en multipliant par V' € (rot (H 1 (w_))g)

Iéquation €0 F — rotH + o £ = 0. Ainsi on obtient le résultat de régularité :
V(E,, Hy) e WN M, 3F(E,H) e C°(0,4+00[,WWNM,)NC(J0,+o00[,YVNM,) solution du probleme
(5.1).

5.1.3. Décompositions orthogonales

Contrairement a ce qui se passe avec le systeme de Maxwell homogene, la stabilisation intérieure ne préserve
pas la condition de divergence nulle du champ électrique. Il est donc naturel de décomposer le champ électrique
en deux parties : une partie a divergence nulle et une partie a rotationnel nul.
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On montre que le champ électromagnétique se décompose de la manieére suivante :
Lemme 5.1.
V(Eo,Ho) e WNSy 3 (p, he, A) € C* (]0, 400, H} () x Hz (Q)) x C? (]0, +oo, (H* (Q))g) tel que

(E, H) solution du probleme (5.1)
E=-Vp—0,A+hs
uH = rotA
divA =0, AAnppq =0, fFiA.ndI‘:O i=04am.

De plus, on a les relations suivantes :

2 2 2 2
1Bl 720y = IVPIL20) + 1106AllL2q) + [[h2ll2q) - (5.2)

2 2
Je>0 [All72(0) < cllrotAll72(q) - (5.3)
Démonstration du lemme 5.1. Le champ H € (L2 (Q))3 se décompose de maniére unique sous la forme :
pH = Vg + hy +1otA, ot g € H'(Q), hy € Hy (Q), A€ (H' ()’

tel que divA =0, AAnjgq =0, fFi Andl =0 i=0am (7], p. 261).

Or divH = 0 et H.njpo = 0, par conséquent Ag = 0 et d,,q = 0, ce qui oblige g & étre constant. De plus,
H e My , donc hy = 0.

En revenant au systeme (5.1), on a :

rot (0;A+Vp+ E) =0
div (A + Vp+ E) =0

Ce qui aboutit a la décomposition du champ électromagnétique désirée, avec ho = ;A + Vp+ E . Par la
deuxieme définition de Hy (2), A est orthogonal & hs :

/AhQZ/A.VgD:*/QDdiVAﬁ’/ pAn =0,
Q Q Q a0

et il en découle l'inégalité (5.2).
L’inégalité (5.3) se démontre par l'absurde : en effet, si elle n’était pas vraie, il existerait une suite (Ay,)
bornée dans (H! (Q))3 telle que lon ait :

HA”HLQ(QX]O,T[) =1let nErJIrloo ||I'OtAnHL2(Q) = 0, leAn = 0, An A n|39 = 0.

Par injection compacte de H' (Q) dans L? (Q), il existe A € Hy (22) tel que [Allp2q) =1 et Jo ARy =0 Vhy €
Hj (£2), ce qui est contradictoire.

Ceci acheve la preuve du lemme 5.1. de décomposition.
5.1.4. Applications

Nous commengons par relier localement en temps le champ électrique au champ magnétique.

Proposition 5.1. Soit 7" > 0, il existe ¢ > 0 tel que pour tout (E,, H,) € W N Sy donnée de Cauchy du
probleme (5.1), on ait :
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/OT/Qe|E|2+/OT/Qu|H|2gc/OT/QwF. (5.4)

Démonstration de la proposition 5.1. Elle découle du lemme suivant :

Lemme 5.2. Soit T > 0 et ® € C§° (]0,T7), il existe ¢ > 0 tel que pour tout (E,, H,) € W N Sy donnée de
Cauchy du probléme (5.1), on ait :

T T T
/ /5|<I>E|2+/ /u|<I>H|2§c/ /|E|2 (5.5)
0 Q 0 Q 0 Q

ou la constante ¢ dépend de sup |®| et sup |0;P|.
(0,7] [0,7]

Démonstration du lemme 5.2. Elle découle du lemme 5.1 de décomposition.
On décompose le champ électrique E et le champ magnétique H de la facon suivante :

E=-Vp-0A+hy . | pecH(Q), hhcHa (), Ac (H ()’
uwH =rotA divA =0, AAnpgg =0, [p, Andl' =0 i=0am.

On a, par intégration par parties, les relations suivantes :

fOT Jo |(I)1"0‘5A|2 = fOT Jo, @2 Arot rotA
= fOT {ﬂ D2 Ap (e E + oF)
=[] [ 00 (9*A) peE + [ [, ®*AucE
=[] [, 200,@AucE — [ [, 20, AucE + [ [, ®*ApckE.

Grace aux inégalités (5.2, 5.3) du lemme 5.1 de décomposition et Cauchy-Schwarz, on conclut que : Jc >0

T T
2 2
| [ foroa 9( AL +|<1>&A||LWO,TD-||E||L2<QX10,TD>- (5:6)

Ce qui aboutit a (5.5).
Quitte & choisir ® € C§° (]0, T[) tel que ® =1 sur [T'/3,2T/3], on a par décroissance de 1'énergie :

Jo JoelBE+ [ JonlH? <TEQ)=TED)+T fy f[qo|B <3(3 () +T Jy JoolB)

< Be+Tsuplo)) [ fo |E. (5.7)

Remarque 5.1. On a aussi le résultat suivant :
Soit T' > 0, il existe ¢ > 0 tel que pour tout ¢ > 0 et (E,, H,) € W donnée de Cauchy du probleme (5.1), on
ait :

¢+T ¢+T ¢+T
[ [eoers [ [woar<e [ [lane. (5.8)
¢ Q ¢ Q ¢ Q
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En effet, en décomposant (0;F,0:H) € W N Sy de la fagon suivante :

{@E:_vp—@A+h2 . {peﬂgm%}QeHﬂm,Ae(mef

w0 H = rotA divA=0, AAnjgg =0, [ Andl =0 i=0am.
On a, par intégration par parties, avec I =], + T et ® € C§° (I), les relations suivantes :

Ir Ja |ProtA]* = [; Jo @2 Arot rotA = — [, [, ®2Ap (0P E + 0O,E)
=i Jo O ((I)ZA) ped B — [, Jg O2Auco, E
= [} |5 200, QAo E + [; [, P20 ApcOE + [, [, ®*Apod,E.

Grace aux inégalités (5.2, 5.3) du lemme 5.1 de décomposition et Cauchy-Schwarz, on conclut que : Je¢ >0

T 2 2 T 2
/ /a@&E|+u@&H|§c/ /ﬁ@m. (5.9)
¢ Q ¢ Q

On conclut de fagon analogue a la démonstration de la proposition 5.1.

Remarque 5.2. L’étude du champ électrique E € C* ([0, +o0o[; (L2 (Q))3> se fera avec la décomposition or-

thogonale: E = —Vp+W,ou W € C! ([0, +o0o[; (L2 (Q))‘3 , a divergence nulle) etpe C! ([0, +ool; H} (Q))
Ainsi,

divE = —Ap
rotE = rotW (5.10)
E/\TL\@Q = W/\mag

(en effet, Vp A n est une dérivée tangentielle de p a 992, or pjgo = 0).
Les équations du probleme (5.1) deviennent :

eOW —edy)Vp —rotH +0cFE =0
o H +rotE =0
diviW =divH =0 dans Q x [0, +00]
WAn=0, Hn=0, p=0 sur 9 x [0, +0o0][.

(5.11)

Ainsi, la partie rotationnelle du champ électrique W est solution du systeme hyperbolique :

eO2W + p~trot rotW + o0 W — 00;Vp —e0?Vp =0, divi¥ =0 dans Q x [0, +-00[
WAn=0 sur I x [0,+o00]

qui s’écrit aussi

eZW — u AW + 0cOW — 00;Vp — €0?Vp =0 dans Q x [0, +oo|
W An=0, diviv =0 sur 02 x [0, +o0][.

En ce qui concerne la partie divergence du champ électrique, nous avons le résultat suivant :

Proposition 5.2. Pour tout (E,, H,) € W donnée de Cauchy du probleme (5.1), on a :
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||5atVP||L2(Q) = ||0E||L2(Q) (5.12)

HgathpHL2(Q) S ||O'atE||L2(Q)‘ (513)

Démonstration de la proposition 5.2. Il suffit de multiplier par €9;Vp ’équation e0;W — €9, Vp — rotH +
oFE = 0 et d'intégrer par parties sur 2.

5.2. Comportement asymptotique

5.2.1. Amortissement sur tout le domaine

Il découle immédiatement de la prposition 5.1 le théoreme suivant :
Théoréme 5.1. On suppose o € L™ () minorée par une constante strictement positive. Alors ’énergie du
champ électromagnétique décroit exponentiellement, quand le temps t tend vers I'infini.

Plus précisemment, il existe ¢ > 0 et § > 0 tel que 'on ait : V(E,, H,) € VN Sy donnée de Cauchy du
probleme (5.1) Vt >0 & (t) < ce Pt £(0).
5.2.2. Amortissement sur une partie du domaine

On considere le cas ot w_ = Q\(suppo N Q) est connexe, non vide, avec o € L (§2). Nous commengons par

établir le comportement asymptotique de (0, E, 0 H).
Théoréme 5.2. V (E,, H,) € W donnée de Cauchy du probleme (5.1) lim &' (¢) =0

t——+o0o
On en déduit le théoréme suivant

Théoréme 5.3. On suppose que 9 n’a qu'une composante connexe. V (E,, H,) € VN M, donnée de Cauchy
du probleme (5.1) . 1i£rn E()=0.

Aussi, on cherchera une condition suffisante pour que I’énergie du champ électromagnétique dépende conti-
nument de la fonctionnelle £’.

Théoréme 5.4. On suppose que 92 n’a qu'une composante connexe et que 1 'ouvert w; = Q\ (W= NN) est
connexe. Si o € L™ (1) est minorée dans w, par une constante strictement positive, alors il existe ¢ > 0 tel
que pour tout (E,, H,) € VN M, donnée de Cauchy du probleme (5.1),ona: Vt>0 & (t) <c& (t).

Preuve du théoréeme 5.2. démonstration découle du lemme suivant :

: 2
Lemme 5.3. tl}inoo Jo 10:Vpl” = 0.

Démonstration du lemme 5.3.

(t=T)[0:VPlFe = Jr s (s = T) 109Dl gy ds + J7 (s = T) & (19:Vpl3(qy ) ds
< S 10:9pl2 0y ds +2 (t = T) J1 10V 120y 107VD]| 12 g -

En choisissant 0 < T < 14+ T < t et en multipliant I'inégalité par yona:

_1
G-T

t t
10: VPl i) <2 [ 10:VplTaqyds+ | [[07VD] 2 ds-
T T
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Par ailleurs, grace aux inégalités (5.12) et (5.13) de la proposition 5.2,

[0k << i) [ (~e) << lob e @) - £ 0

[ 1089l < lol) [ (=€) <= Gulol) (1)~ 0.
Les fonctionnelles £ (t) et £ (t) étant continues, décroissantes, positives, elles admettent une limite :
Ve>0 371 >0 Vs,s>T1 [E(s)—E@)|+1E (s) =& ()] <e.
Soit € > 0, en choisissant T' = 1 4 17, nous concluons la démonstration du lemme 5.3 :
¥t > (1+T)  [[0:Vp (1) 720 < 3% (sup|o])e.

Retournons a la démonstration du théoreme 5.2 : 6
On vérifie, & partir de la conservation de I’énergie, que (0;W, 9:H) est uniformément borné dans (H 1 (Q))
pourvu que (E,, H,) € D (.AQ), plus précisemment on a ’estimation suivante :

1OW, 0 H) | 1 2y < | (Eos Ho)ll p(azy. (5.14)

L’injection de H' (2) dans L? () étant compacte, on en déduit qu’il existe une sous-suite extraite (0, W (¢1.) , 0, H (t1,))
telle que

i (@aW (60) 0 H (80) = (Wi, HL) - dans (L2 ()°.

On remarque aussi que
(E,0,H)=Z(t)(E/,H]) ou (¢E.,uH)) = (rotH, — 0E,, —10tE,) € D (A).
Gréce au lemme 5.3, on en déduit qu'’il existe une sous-suite extraite Z (tx) (E., H.) telle que

Jim 7 (1) (), H,) = (El, HL) - dans (12(9)°.

De plus, on s’apercoit que divE. = 0 dans 2, car diviW., = 0 dans 2. D’autre part, on vérifie que H., € My,
car [, H)hy =0 Vhy € Hy ().
Comme Z (t) est un semi-groupe, on a aussi : Vs >0

lim [1Z(s) Z (tx = 8) (Eo, Ho)llyy, =, M 11Z (t) (Eo, Ho)llyy, = (B, He )y, -

tr—-+o00

. S 2
Par ailleurs, 28.’ (t) = H (\/EatE, \/patH) HL2(Q) . :
a donc, en choisissant une sous-suite t; telle que tx <t — s, les relations suivantes :

= 1Z (t) (E;, Hy)||5, est une fonction positive décroissante. On

I(Efs Ho g, <, Mim [ Z(s) Z (tr) (G, Ho)llgg, <117 (s) (Blo, Hi) I3, < (Bl HE) 3y, -

- tgr ——+00

On en conclut que (E_, H. ) = (0,0).
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En effet, le couple (E._, H. ) est donnée de Cauchy du probleme suivant :

eE —rotH =0, posH +rotE =0 dans £ x [0, +00[
divH =0 dans Q x [0, +o0[
EAn=0, Hn=0 sur 09Q x [0, +0o0]
E=0 dans wy x [0,+00]

avec (El,,H.,) € (L? (Q))6 vérifiant H., € My et divE. = 0. Par conséquent, divE = 0. Le champ F est
alors solution d 'un probleme hyperbolique. Par le théoreme d’Holmgren ou le résultat d’unicité de Rauch et
Taylor [21] E = 0. Ainsi, H € Hy () N My, donc H = 0. En particulier, (E._, H. ) = (0,0).

Finalement, par densité de D (.A?) dans D (A), on a :

V(E,, H,) € D (A) donnée de Cauchy du probleme (5.1) lim &' (t) =0.

t——+oo

Preuve du théoréme 5.3. Nous déduisons le comportement asymptotique du champ électromagnétique (E, H)
par densité.

Soit A, la restriction de 'opérateur A a l'espace VNM,,. On vérifie que A, est toujours maximal monotone,
de sorte que A, est fermé et D (A,) = WNM,, est dense dans VN M,,. Sachant que ImA, = (KerA?)" avec
KerA!, = (KerA*) N M,, on montre que ImA,, est dense dans VN M, si 9Q n’a qu'une composante connexe.

En effet, on se ramene a résoudre le probleme statique suivant :

rotH +ocFE =0, rotE =0 dans Q
divH =0 dans Q
EAn=0, Hn=0 sur 0N
(E,H) e M, Hy (2) ={0}-

On vérifie que (F,H) = 0. En effet, par la formule de Green, £ = 0 dans w,. On rappelle que si w_ # (),
alors €2 se découpe en deux ouverts w4 et w_ non vides, de sorte que Q2 = wy UT'Uw_ ou I' est une surface et
w_ = Q\(suppo N ) avec o > 0 dans w.

Avec la décomposition orthogonale du champ électrique sous la forme E = —Vp + W, les équations de-
viennent :
divH =0 divivV =0
rotH =0 et rotW =0
Hn=0 WAn=0

ce qui implique (W, H) =0, car H € (H; ()" et Hy () = {0}.
On en déduit que Vp = 0 dans w4 et p = constante sur I'. D’autre part, par la formule de Green, on a :

r
/ |Vp|* = / divEp — Enp = / divEp — Zp\w E.n.
w_ w_ Ow_ w_ i—0

Yi

Mais, E, € rot (H* (w_))3, avec
rot (H' (w_))3 = {E € (L? (w_))g\ divE = 0 dans w_, / En=0 i=04a 7“} :
i

Par conséquent, F = 0 dans w_. Ceci termine la résolution du probléme statique.



CONTROLE ET STABILISATION D’ONDES ELECTROMAGNETIQUES 127

Finalement, si 02 n’a qu’une composante connexe, alors ImA4, = V N M,,. Cela se traduit par I'assertion
suivante :

Ve>0 V(E, H,) eVNM, I, V,) e WNM, I(Es, Ho) — A(UO,VO)HLQ(Q) <e

On détermine ainsi, le comportement asymptotique de champ électromagnétique par densité. Ve, t >0

|1Z (t) (E,, Hp)|| < €+ 2E" (t;(U,, Vsy)) . (5.15)
Nous concluons enfin que si Q n’a qu'une composante connexe et w_ # (), alors on a :

Y (Eo, Ho) € VN M, donnée de Cauchy du probleme (5.1) lim & (¢) =0.

t——+o0

Preuve du théoréeme 5.4. Nous voulons démontrer I’estimation suivante : J¢ >0 Vit >0

1 1
e0)=5 [ (1BP+uHP) <5 [ (Bl +p 10 P) = o' 1),

A partir du systeme (5.1) et de la strict positivité de o dans w,, on obtient :

(inf|a|)/ |E|? §/90|E|2: —/antEE—/QuatHHg&/g (tVE (t). (5.16)

Il découle des hypotheses H € (Hy ()" et Hy () = {0}, les inégalités suivantes : 3c,d > 0

||H||L2(Q) = CHrOtHHm(Q) <d (||53tE||L2(Q) + ||0E||L2(Q)) (5.17)
W12 < cllrotW o) < dllpdeH || 12 q). (5.18)

D’autre part, on a :
IVDPl L2y S NN L2y + W2 (). (5.19)

Conclusion. A partir des estimations (5.16-5.18) et (5.19), 3¢ > 0

| CH W) Z2(0) + IVl S ¢ (€' + VEDVE D). (5.20)

Il reste a estimer Vp dans w_, on s’appuyera sur le lemme suivant :

Lemme 5.4. On suppose w, connexe, non vide. Alors, il existe ¢ > 0 tel que pour tout (F,, H,) € VN
(rot (H! (u)_))3 N (L2 (Q))g) x (L2 (Q))3 donnée de Cauchy du probleme (5.1), on ait :

19013200y < € (IVBI 20y + IW I ) - (5.21)
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Démonstration du lemme 5.4. Nous distinguons deux cas :
Cas ot Owy NIN # ():  on rappelle que -Ap = divE de sorte que p est solution du systeéme elliptique suivant

Ap=0 dans w_
p=0 sur 92N dw_
pe HY?(0wy) sur dwy Now_.

Donc, par I'inégalité de Poincaré, on a les estimations suivantes : 3¢, d > 0

VP2 ) < cllpllmre@w,) < AlIVPle,). (5.22)
Cas ott dwy NIQ =0 : mnous allons décomposer p € Hi () de maniere adéquate. Soit

€=Plw, — m fw+p dans w,
Ae=0 dansw_
e dansw_, solution de e=0 sur 9N
e=¢€¢ sur dwy.

d€ =

On vérifie que 6¢ € H} () et fw+ € = 0. Par le théoreme de trace et l'inégalité de Poincaré ([7], p. 922) :
Je,d >0

Vel 2wy < clléllarzoun,) < AlIVellrz,) = dlIVpllree.,). (5.23)

ay L
Soit €= p—de. On vérifie que e € Hi () et € est constant sur dw. Par conséquent, Ve € (rot (H! (w,))‘S) .
Or, avec E € (rot (H! (w,))?’), on a:

IVel2ae_, = / EVE - / Voeve — / WVE. (5.24)
Finalement, & partir de (5.23) et (5.24), Jc >0

VPl 2oy S IVO€ll 2y +1IVEll L2y <€ (HVP||L2(w+) + IIWI\m(w,)) :
Ceci termine la preuve du lemme 5.4. Le théoréme 5.4 est alors démontré.

5.3. Décroissance exponentielle

Nous completons 1’étude asymptotique du systeme de Maxwell avec loi d’Ohm en estimant le type de dé-
croissance de ’énergie.

Théoréme 5.5. Soit w un ouvert de R3 tel que w controle géométriquement Q. On suppose que w4 = (w N ),
w_ = Q\(suppo N Q) connexes et que I n’a qu'une composante connexe. Si o € L™ (2) est nulle dans w_,
bornée par des constantes strictement positives dans w,, alors il existe ¢ > 0 et § > 0 tel que l'on ait :

Y (E,, H,) € VN M, données de Cauchy du probleme (5.1) VE>0 E(t) <ce P £(0).

Théoréme 5.6. Soit w un ouvert de R? tel que w controle géométriquement 2. On suppose que wy = (w N ),
w_ = Q\(suppo N Q) connexes et que ) n’a qu'une composante connexe. Si o € L (£2) est nulle dans w_ |
bornée par des constantes strictement positives dans w,, alors il existe ¢ > 0 et § > 0 tel que l'on ait :
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Y (E,, H,) € WN M, données de Cauchy du probleme (5.1) VE>0 (E+E)() <ce Pt (E+E)(0).

Preuve du théoréme 5.6. La démonstration se décompose en deux étapes :

Etape 1:
Nous relions 0;H a 0;F : nous rappelons qu’a partir de la décomposition orthogonale du champ électrique
sous la forme £ = —Vp 4+ W et de la proposition 5.1, nous avons l’estimation suivante : 3¢ > 0
T T
/ g (t)dt < c/ / 0B . (5.25)
0 o Jo
Etape 2:

Nous estimons 9, W, de sorte que sous la condition de controle géométrique, on établit I’estimation suivante :
Je>0

/OT/Q|8,5E|2§C</OT/QJ|8,5E|2+/OT/QJ|E|2>. (5.26)

En effet, la solution W vérifie le systeme hyperbolique suivant :

W — u AW + 0O E —e0?Vp =0 dans Q x [0, +00]
divivV =0, WAn=0 sur 0 x [0, +o0].

En appliquant (1.31) du théoreme 1.4, au systéme hyperbolique en 0; W, on obtient avec I’hypothése de contréle
géométrique :  dc,d >0 I C N

||atWHL2(Q><]0,T[) <c (||atWHL2(G><]O,T[) + HUatE B EatQVPHL?(Qx]O,T[))
avec
2 T 2
IOW |72 10,77 < C/O /QU|3tW| :

Par conséquent, avec (5.12) et (5.13) de la proposition 5.2, ona: Je >0

T T T
I |atE|2=|<atwath>|iz<Qx]o,T[>9(/ [oome [ ] o|E|2>
0 Q 0 Q 0 Q

et finalement, grace a (5.25), 3¢ >0

/OTE’(t)dtgc(/OT/QJ|8,5E|2+/OT/QJ|E|2>. (5.27)

Par application du théoreme 5.4, qui relie &' & &£, on obtient si w4 est connexe et Hy () = {0}, 'estimation
suivante

T d
3, T>0  {E+EV(T) < c/ S E+EY(5)ds. (5.28)
0
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Conclusion

36€10,1[,T>0  {E+EVT)<{E+EN(0). (5.29)

Les propriétés de semi-groupe [17] terminent la démonstration du théoréme 5.6.
La démonstration du théoreme 5.5 découle du théoréme 5.6 grace au lemme suivant :

Lemme 5.5. Soit H un espace de Hilbert, —.A le générateur infinitésimal d’'un C'°semi-groupe de contraction
Z (t) sur H D D (A). S’il existe ¢, 3 > 0, tel que

VU, € D(A) VE>0  [|Z(t)Usliy + IIAZ (1) Uolly, < ce™™ (IIUOII?H + IIAUoHi)
alors, on a
YU, €H Yt>0 || Z () Uy, < 10ce™P ||U, ][5,

Démonstration du lemme 5.5. Comme l'opérateur non borné A de domaine D (A) C H est maximal
monotone, on sait que

YWV,eH 3U, € D(A) U, + AU, =V,
Par conséquent,

1Z (£) Vollyy < 12 () Usllyy + IAZ () Usll3
et par monotonicité de A, on a

2 2

”UOHH < ”UOHH + (AU, UO)H = (Vo, UO)H'

Ainsi
2 2 2
1Uoll3¢ + AU |13, < 5[ Voll3 -
Conclusion
YWoeH V>0 ||Z(t) Vo3, < 10ce P |V, |3, .

Ceci conclut la preuve du lemme 5.5.

5.4. Lemme de décroissance polynomiale

On se propose de montrer le lemme suivant :

Lemme 5.6. Soit F une fonctionnelle positive, décroissante, F (0) # 0. Sion a: ¢, 5,7 >0, ¢, >0 V¢ >
0Ve>0

¢+T

1 [T 4
C f(t)dt§c<e(co+]-'(0))+€—ﬁ/< —%]-'(s)ds>

alors, il existe ¢ > 0 et v = ﬁ €10, 1] tels que l'on ait :

V>0 F(1) gc(t%) (co+ F(0)).
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La démonstration que nous donnons s’inspire de celle établie par Lebeau et Robbiano pour la décroissance de
type logarithmique de I’énergie de solution des ondes dissipatives sur le bord [13].

Démonstration du lemme 5.6. La fonctionnelle étant décroissante, on a : Je, 3,7 > 0, ¢, > 0 V( >
0Ve>0

TF(CHT) < o el + FOI+ 5 FQO-F 7).

En posant L (t) = coi-:ig)(o)? on minimise en € et on obtient, avec v = ﬁ : Je>1 V(>0

LE+T)<c(LQ)—-LEC+T))".

Soit t € R, on écrit t = nT + s avec 0 < s < T, dou nT <t < (n+1)T. Par décroissance de la fonctionnelle £,
on vérifie que L (t) < L (nT), d’autre part £ (t) < 1 pour tout ¢ > 0. En posant ( = (n —1)T > 0, on obtient
la relation de récurrence : Vn >1

LnT)<c(L((n—1)T)—L(nT))".
On pose a,, = L (nT). La suite a,, est décroissante, bornée par £ (0) < 1, et vérifie sin > 1

an < c(ap_1—an)’
Qp—1 § 1.

; 1 1
Si0<ap1—a,<;,alors a, <c5.

v _
Si a1 —an > =, alors n7ay, < (n—1)7 ap_q (1) (L) =mn—-1)"ap_1 ("’1)1 "

Conclusion
soit na, <c
soit nYa, < (n—1)a,—1 otag <1.
Donc, pour tout n > 1, n?«;,, < max (¢;1) = ¢. En revenant a la fonctionnelle F, on obtient

~
FW) <) (ot FO) ve>T
<F(0) Vt<T.

Ceci termine la preuve du lemme 5.6.

5.5. Décroissance polynomiale

On s’intéresse finalement aux équations de Maxwell avec loi d’Ohm avec une conductivité réguliere: o € C (£2)
et Vo € L™ (). 1l est vraisemblable, suite aux résultats de Lebeau sur la stabilisation des ondes Dirichlet avec
changement de type de la condition aux limites [10], qu’il n’y a pas de décroissance uniforme de 1’énergie si la
conductivité s’annule a un ordre plus élevé que 1 en T'.

Ainsi, en appliquant la divergence & la premiere équation du systeme (5.1), on a :

€%divE + odivE + Vo.E = 0. (5.30)

On s’apergoit, par le lemme de Gronwald, que la divergence du champ électrique est, localement en temps,
définie dans L? (Q2). De plus, nous avons I’assertion suivante :

divE (-,0) =0 dansw_ = divE=0 dans w_ X ]0,+o0].
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On rappelle que le noyau de la divergence dans w_ se décompose orthogonalement en kerdiv = Hy (w_) ®
rotH' (w_), ([7], p. 257). En posant M, = Mg, N (L? (Q))3 X My, ot Mg, est I'orthogonal de Hy (w_)

pour la norme (L? (w_))g. Il en découle du théoreme 5.3 le résultat suivant :
On suppose que 9€2 n’a qu’une composante connexe. Sio € C (Q) et Vo € L (Q), pour tout (E,, H,) €
Y N M, donnée de Cauchy du probléme (5.1) tel que divE, = 0 dans w_, on a : . 1iin E()=0.
—T 00

Notons que Mg = (L2 (Q))G, si les hypotheses du lemme de Poincaré sont vérifiées et si dwy N IN # B, avec
W4, W_ CONNexes.

Nous complétons I’étude asymptotique en estimant le type de décroissance de ’énergie avec données de
Cauchy dans un sous-espace de ¥V N M,,, sous la condition de controle géométrique.

5.5.1. Systéme de Mazwell avec densité de charge de carré intégrable

Nous commengons par établir un second résultat de régularité. Le domaine borné, connexe, régulier ()
est occupé par un champ électromagnétique (E, H) avec une permittivité £ et une perméabilité p constantes
strictement positives. On décompose 2 en deux ouverts non vides, connexes w; et w_ de sorte que 2 =
w4 UT'Uw_ ou I' est une surface réguliere.

Nous supposons que la conductivité o est une fonction réguliere positive de R?, nulle dans w_ , strictement
positive dans w .

Le probleme de Maxwell avec loi d’Ohm devient

ehE —rotH + oFE =0, pud:H +rotE =0 dans Q x [0, +00]
E(,0)=E,, H(,0)=H, dansQ
divE =0 dansw_ x [0,400[, divH =0 dans  x [0,4o00[
EAnn=0, Hn=0 sur dQ x [0, +o0].

(5.31)

Soit H I'espace de Hilbert
H= {(EO,HO) € (L2 (2)°\ odivE, € L2(Q), (divE,),, =0, divH, =0, Hynjon = 0}

w—

muni de la norme
2 2 2 . 2
1oy Ho) 2, = & |1 B2y + 1 Hol2 20 + € lodivE, 22 g -

Soit A 'opérateur non borné sur I'espace de Hilbert H de domaine D (A), défini comme suit :

A < 5:110 —e rot )
prrot 0

On vérifie que (Id + A A) est bijectif de D (A,)NH sur H. Or il existe 5 > 0, tel que (A + B1d) est monotone muni
de la norme sur D (A,)NH, car o est réguliere et bornée dans 2. On notera dorénavant D (A) = D (A,)NH C H.
Nous concluons, par le théoreme de Hille-Yosida, que —A est le générateur infinitésimal du semi-groupe de
contraction, noté Z (t) : H — H. Le probléme est donc bien posé et on a les principaux résultats de régularité
suivants :

V(E,,H,) € D(A) 3 (E,H) e C°(]0,+c[,D(A))NC*(J0,+occ[,H) solution du probleme (5.31) .

V(Eo, Hy) € D(A%) 3(E,H) € C°(]0,+00[, D (A?)) N C* (J0,+00[, D (A)) N C?(]0, +oo[,H) solution
du probleme (5.31) .

On pose &’ (t) la fonctionnelle définie par &' (t) = 3 [, (5 |0, E|” + |8tH|2).
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5.5.2. Estimations d’énergie

Nous obtenons les estimations d’énergie suivantes :

dew +/ o B2 =0 (5.32)
dt o
Ly (t)+/o|8tE|2:0 (5.33)
dt A
d 2 2\ d 3 4e o2
dt/5|od1VE| + (Sup|VU| )dté’(t)—l—/ga |divE|]" <0 (5.34)
d : 2 2\ d 37 2
E/5|ad1v8tE| + (sup|VU| )Eé’ (t)—l—/Qa |divo, E|” < 0. (5.35)

La preuve des deux premieres égalité (5.32, 5.33) est évidente. La troisitme estimation (5.34) s’obtient de la
maniere suivante
On vérifie que

d
e (0divE) 4 0*divE + oVo.E = 0. (5.36)
En multipliant 1’équation (5.36) par odivE, on a alors

1d e lodivE|* + Joo? |divE]® < | [, 02divEVe.E| < (sup [Vol) IVOE| 20y lovodivE|| 12 (q).
Donc

1d
¢ |odivE|? +/

. 1 2 2
3% A o®|divE|? < 3 ((sup Vo |)? H\/EEHLQ(Q) + Ha\/EdlvEHLQ(Q)) )

La relation (5.32) permet de conclure.

5.5.3. Estimation polynomiale

On suppose w4 localement d'un seul coté de dw; sa frontiere C*°. Soit p € C*° (wy), strictement positive
dans w4, nulle sur I', du méme ordre que dist(z,T").
On choisit dorénavant la conductivité o de la facon suivante

| PP(x) sizewy ous>1
U(x)_’O sizew_ UT.
Théoréme 5.7. Soit w un ouvert de R3 tel que w controle géométriquement Q. On suppose que w4 = (w N ),
w— = Q\(wr N Q) connexes. Alors il existe v € ]0,1[ et ¢ > 1 tel que l'on ait :
Y (E,, H,) € D (A) données de Cauchy du probleme (5.31)

v/s
vie>0 & (t)+/a|divatE(.,t)|2gc<L) (||0divEOH2L2(Q)+€(O)+€’ (0)).
0 t+1
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Théoréme 5.8. Soit w un ouvert de R? tel que w controle géométriquement 2. On suppose que w, = (w N ),
w_ = Q\(@xr NQ) connexes et que OS2 n’a qu'une composante connexe. Alors il existe v € ]0,1[ et ¢ > 1 tel
que l'on ait :

YV (E,, H,) € HN Sy données de Cauchy du probléme (5.31)

v/s
div (¢Eg) + Vo. (—rotg) ™' (uH,) =0 dans @ = V>0 E)<c <t—|—il) £(0).

On remarquera que la condition div(eEy) 4+ Vo. (—rotq) ' (uH,) = 0 dans H~' () n’est pas preservée par
I’action du semi-groupe.

Preuve du théoreme 5.8. La démonstration du théoreme 5.8 découle du théoreme 5.7. On vérifie I’assertion
suivante :

V(E,, H,) € HN Sy div(eEg) 4+ Vo. (—rotg) ™" (uH,) =0 dans w,
= J! (UO, VO) € Hy (I‘Ot, Q) x Hy (diVO, Q)

rotV, —oU, = e¢E, dans
—rotU, = uH, dans Q)
divU, =0 dans

o Ho (rot, ) = {U € (L2()"\ rotl € (L* ()", UAnjgn =0} et Ho(div0,2) = {v e (£2 ()"
\divV =0, Vinjpq = 0}.

En effet, en reprenant la démonstration du lemme de décomposition, on a l'existence de U, € Hy (rot, §2) tel
que uH, = —rotlU,. De plus, U, est unique avec les conditions divU, = 0, fl“i Upndl' =0 i=0am ([6],
p. 53). Par conséquent, Uy € (H1 (Q))B, s’écrit U, = (—rotQ)_1 (uH,).

D’autre part, (eE, + oU,) € (L? (Q))‘3 et vérifie div(e B, 4+ oU,) = 0, on conclut qu’il existe Vy € (H' (Q))
tel que (¢E, + oU,) = rotV, avec ’hypothese Hs (2) = {0} ([6], p. 53).

Les données (U,, V,) satisfont alors aux hypotheses du théoréme 5.7 et on a

3

d

EZ (t> (Um VO) =7 (t> (*A (UO, V0)> =7 (t> (Eo; Ho)'

Preuve du théoréme 5.7. On montre que £’ (t) décroit polynomialement vers zéro avec une hypotheése géométrique
et une conductivité adéquate. La démonstration se décompose en quatre étapes :

Etape 1:
Nous relions 0;H a 0, F : nous rappelons qu’a partir de la décomposition orthogonale du champ électrique sous
la forme £ = —Vp 4+ W et de la remarque 5.1, nous avons l’estimation suivante : 3¢ >0 V(>0
C+T C+T )
/ £ (1) dt < c/ / 0, (5.38)
¢ ¢ Q
Etape 2:

Nous estimons 0;W, de sorte que sous la condition de contréle géométrique, on établit I’estimation suivante :

Je>0 V(>0
C+T , C+T , C+T 2
/ /|6tE| <e / /a|8tE| +/ / .
¢ Q ¢ Q ¢ Q

d
aVp
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En effet, la solution W vérifie le systéme hyperbolique suivant :

W — u AW + 0O E —e0?Vp =0 dans Q x [0, +00|
divivV =0, WAn=0 sur 9 x [0, +o0].

En appliquant (1.31) du théoréme 1.4, au systéme hyperbolique en 9; W, on obtient avec I’hypothese de controle
géométrique et en posant I =](,(+T[: e, d>030 C

10:Wllp2xry S € (||atWHL2(®><I) + |00 E ~ 58152Vp||L2(Qx1))

avec

VW o < € / /Q o W2

Or par la proposition 5.2, nous avons

HaatZVpHig ) < Ho-atE”iQ(QXI)'

(QxI1

Par conséquent

C+T C+T , C+T ,
/ / |3th|2 <c / / o |0,E| +/ / |Vorpl
¢ Q ¢ Q ¢ Q

et finalement, grace a (5.38), J¢ >0
2
) . (5.39)

¢+T ¢+T ) C+T d
/ Eydt<e / /0|3tE| +/ /‘—Vp
¢ ¢ Ja ¢ Jaldt
Etape 3:

Nous estimons 9;Vp, grace a I'inégalité de Hardy : Je¢ >0 Ve >0

¢+T 2 ¢+T 2 . gt
[ A A U - A
¢ Q ¢ wy € J¢ wy

Rappel sur l'inégalité de Hardy :
On suppose w4 borné, localement d’un seul coté de dw, sa frontiere C°. Soit p € C*° (wx), positive dans

w4, nulle sur dw,, du méme ordre que dist (x, dwy). On considére 0 < h < %, alors ’application u —— # est

d 2
LA
a-P

d
ZA 4
iy (5.40)

d
aV?

continue linéaire de H" (w) dans L? (w4).
Revenons a la démonstration de 'estimation (5.40) :
Soit 0 < h < 1, comme <4p e H? ()N Hj (Q), on a

2

/Q %Vp =— » AOpOip = — /w+ phAatp%-
Les inégalités de Hardy et Poincaré donnent : dc,d > 0
[122] < ctowlinc,, < dIvamlise,,
ol ot | = H' (wy) = tPIL2 (wy)
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Donc
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2 2

4

A
ar-P

d
a VP

J

SC/ p2h
W

On découpe w; en deux parties : w; = D Uwe ot D = {z € wy \ 0 (z) < €2 } et we = w \D.. On choisit
p tel que p < p, on obtient alors :

o, PP | E8p[" = [ P [0+ [, P [0 < [y | Enp + & [, 004 Ap|”

olt 3= =2t3s 5 0. Ceci termine I'étape 3.
Etape 4:
Nous estimons %Ap. Gréce a lestimation d’énergie (5.34), on montre que %divE est uniformément borné :
Je>0
¢+T d 2 )
/ / ’—Ap < o (lodivE, o) +£ 0)). (5.41)
¢ Q| dt
C’est immédiat car sﬁAp = —0Ap+ Vo.E et 0Ap est uniformément borné avec (5.34).
Conclusion

En posant F (t) = (sup |VU|2) &' (t) +elodivo E (-,t)HiQ(Q), ona: V¢(>0Ve>0

/("!‘T ( 9 ) 1 ¢+T d

Ft)dt <c|elelodivorEslj2q +E(0)+F(0)) + —/ ——F(s)ds
¢ @ A, dt
On conclut avec le lemme 5.6 de décroissance polynomiale.

’ . 2 T K . 2 ’
Vi>T &M+ [ o|ldivaE (1) <e—— (|\adwEO|\L2(m LEWO)+E (o))
0 t—T
avec'y:%et0<h<%.
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