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1 Introduction

On considere un probleme elliptique dans un domaine connexe borné 2 de R, n > 1, muni d’un bord
o0 :

Au =0 dans
{u:h sur 0f2 . (E)

On se donnera h € H?/2(9Q) de sorte que u € H? (). On notera Br = {z € R" \ |z]| < R}, on
R > 0. Nous supposerons que B; C Q.

Nous allons introduire les quantités suivantes, soit r > 0 :
2
H(r)= [yp, lu(@)] 2dl‘
D(r)= [ [Vu(2)|]"dz
et

rD (r)
H(r)

N (r) = (1.1)

Le but est de montrer que sous les hypotheses précédentes, la fonction N est croissante pour 0 < r < 1.
Le résultat de Garofalo et Lin s’écrit
2 Principal résultat

Théoréme .- Pour tout 0 < M < 1/2, pour tout u € H? (2) solution de (E), on a I'inégalité suivante :

) fB |Vu(x)|2dx> )
u(z)| dr <2"ex In4) —"—"—— u(x)|” dx
/Bm' (o) da < p(< s /BM| (=)

3 Changement de variables en coordonnées sphériques

Posons |z| = y/2? + ..+ x2. Notons S"~! = {z € R® \ |z| =1} la sphere unité. On rappelle les
résultats classiques suivants :



Soit f une fonction mesurable positive ou intégrable sur R™, alors

o f(z)dx = /0+00 /Sn_1 f(rs)r" tdrdo, (s) .

Sin=2, [ f(x,y)dedy = 0+°° f027r f (rcos@,rsinf) rdrdf .

Sin =3, [psf(x,y,2)dedydz = 0+°° dr f027r do f:{%

Le résultat de Garofalo et Lin repose sur les deux égalités suivantes, soit R > 0 :

RS / ) [ par s ()

of

Br 0T

(x)dz = /Sn_l f(Rs)s; R" 'do (s) .

L’égalité (F2), valable si Vf est intégrable, traduit la formule de Green, en effet :

J5o 5 @) Az = fop, f (@) ni () do
= [u-1 f(Rs)s; R" 'do (s) carsur OBg, n(z) = %

|z

4 Calcul de variation

Calcul de la dérivée de H (r) = [q.  [u(rs)|*r"~'do (s) :

H' (r) s ldo (s)

|rs

(n—=1)r"2 [y |u(rs)* do (s) + [gu s 2u (rs) (Vu)
LH (1) + [gus (VuQ)lrs s do (s)

2=LH (r) + [ [gnn div (Vu?) r~tdrdo (s)

= ”Tle (r) + fBr A (u2) dz

Or A (u?) = 2uAu + 2|Vul”. Comme Au =0, on a:

fBT |Vu|2 dz
H (r)

1
=n-1)—-+4+2
(n—1)-+

Il faut remarquer que

/ |Vul® dz = / uVu - —dz
B. 8B, ||
en effet,
Iz, \Vul|*dz = [5, Or;udy udzx
= [ Or; [u0y,uldx — [ 07 udx
= [,p. [0y, u] fzdx  car Au =0 et sur dBg, n () = o]

d¢ f (rcos@ cos ¢, rsinf cos ¢, rsing) r? cos ¢ .



Par conséquent, (4.1) se réécrit, & partir de (4.2) :

H'(r) - 1 faBruVU-ﬁdm
o TVt Ty

2
Calcul de la dérivée de D (r) = [; [gn_1 [(V) p" tdpdo (s) :

lps

D) = fous (V)| e (s)
= %fS”fl (vu)\rs
= %for fS”fl div (‘(vu)rs

= %fBr div (|Vu|2 x) dz

rs- st tdo (s)

2
rs) r"~drdo (s)

Or div (|Vu|2 :L') = |Vu|® dive +V (|Vu|2) -z, avec dive = n. Il reste a calculer [, V (|Vu|2) - zdz,
si u € H? (Q) solution de (E) :

fBr O, ((Omju)2) Y 2fBr ijuagimjuxidx
=2 [y Ou; [On,udpuz] dr — 2 [ 05 udpuzidr — 2 [ Op;udy udy;xid
=2 [op. [02,u0y,uz;] Ttdx — 2[5, |8, u| dz

]
2
= 2rfaBr ‘Vu 7| de— 2[3, |Vul|® dz

2
Par conséquent, D' (r) = 2=2D (r) + 2fE)BT ‘Vu : %‘ dz. Ce qui se réécrit :

D), 1 Jos. Vu-ﬁde
D (n—2) ot 2 BIG) (4.3)
Caleul de la dérivée de N (r) = S50
N'(r) =N (r) [% + g ((:)) - Z ((:))] (4.4)
On conclut, a partir de (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) que
/. TVU-%de /. T|u(x)|2dx -/ ruVu-%d:vQ
N'(r) =N (r) 2<BB‘ - >(BB ) (aB - ) (4.5)

D (r) H (r)

Par Cauchy-Schwartz, on en déduit que N'(r) > 0 i-e N est croissante sur ]0,1]. Si r < 1, alors
N (r) < N (1) autremant dit 2}?((:)) < 12N (1). Donc a partir de (1.1) et (4.1), on a :

H' (r) 11




Ce qui se réécrit : Vr <1,

% <ln <fn(_r1)>> < 2N (1) dii <%) (4.6)

En intégrant (4.6) entre R > 0 et 2R > 1, on obtient :

n <IZ_((2£) 2n11> < 2N (1) (In2)

Ce qui se rééerit : VO < R < 1/2,
/S u @R R do (s) < 2n—1eN<1>1n4/5 Ju (B R o (5
Par conséquent, pour tout M < 1/2,
So, lu@Pde = [ [ |u(rs)]® rmdrdo (s)
=2 M [ |u(2Rs)]” (2R)" " dRdo (s)

< oneN(1)Ind fOM fsn_l |’12L (RS)|2 R YdRdo (8)
< oneN(1)In4 fBM |u (:U)| dr
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