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1 Introdu
tionOn 
onsid�ere un probl�eme elliptique dans un domaine 
onnexe born�e 
 de Rn , n > 1, muni d'un bord�
 : � �u = 0 dans 
u = h sur �
 . (E)On se donnera h 2 H3=2 (�
) de sorte que u 2 H2 (
). On notera BR = fx 2 Rn n jxj < Rg, o�uR > 0. Nous supposerons que B1 � 
.Nous allons introduire les quantit�es suivantes, soit r > 0 :H (r) = R�Br ju (x)j2 dxD (r) = RBr jru (x)j2 dxet N (r) = rD (r)H (r) (1.1)Le but est de montrer que sous les hypoth�eses pr�e
�edentes, la fon
tion N est 
roissante pour 0 < r � 1.Le r�esultat de Garofalo et Lin s'�e
rit2 Prin
ipal r�esultatTh�eor�eme .- Pour tout 0 < M � 1=2, pour tout u 2 H2 (
) solution de (E), on a l'in�egalit�e suivante :ZB2M ju (x)j2 dx � 2n exp (ln 4) RB1 jru (x)j2 dxR�B1 ju (x)j2 dx !ZBM ju (x)j2 dx
3 Changement de variables en 
oordonn�ees sph�eriquesPosons jxj = px21 + ::+ x2n. Notons Sn�1 = fx 2 Rn n jxj = 1g la sph�ere unit�e. On rappelle lesr�esultats 
lassiques suivants : 1



Soit f une fon
tion mesurable positive ou int�egrable sur Rn , alorsZRn f (x) dx = Z +10 ZSn�1 f (rs) rn�1drd�n (s) .Si n = 2, RR2 f (x; y) dxdy = R +10 R 2�0 f (r 
os �; r sin �) rdrd� .Si n = 3, RR3 f (x; y; z) dxdydz = R +10 dr R 2�0 d� R �=2��=2 d� f (r 
os � 
os�; r sin � 
os�; r sin�) r2 
os� .Le r�esultat de Garofalo et Lin repose sur les deux �egalit�es suivantes, soit R > 0 :ZBR f (x) dx = Z R0 ZSn�1 f (rs) rn�1drd� (s) , (F1)ZBR �f�xi (x) dx = ZSn�1 f (Rs) si Rn�1d� (s) . (F2)L'�egalit�e (F2), valable si rf est int�egrable, traduit la formule de Green, en e�et :RBR �f�xi (x) dx = R�BR f (x)ni (x) dx= RSn�1 f (Rs) si Rn�1d� (s) 
ar sur �BR, n (x) = xjxj
4 Cal
ul de variationCal
ul de la d�eriv�ee de H (r) = RSn�1 ju (rs)j2 rn�1d� (s) :H 0 (r) = (n� 1) rn�2 RSn�1 ju (rs)j2 d� (s) + RSn�1 2u (rs) (ru)jrs � srn�1d� (s)= n�1r H (r) + RSn�1 �ru2�jrs � srn�1d� (s)= n�1r H (r) + R r0 RSn�1 div �ru2� rn�1drd� (s)= n�1r H (r) + RBr � �u2� dxOr � �u2� = 2u�u+ 2 jruj2. Comme �u = 0, on a :H 0 (r)H (r) = (n� 1) 1r + 2RBr jruj2 dxH (r) (4.1)Il faut remarquer que ZBr jruj2 dx = Z�Br uru � xjxjdx (4.2)en e�et, RBr jruj2 dx = RBr �xiu�xiudx= RBr �xi [u�xiu℄ dx� RBr �2xiudx= R�Br [u�xiu℄ xijxjdx 
ar �u = 0 et sur �BR, n (x) = xjxj2



Par 
ons�equent, (4.1) se r�e�e
rit, �a partir de (4.2) :H 0 (r)H (r) = (n� 1) 1r + 2R�Br uru � xjxjdxH (r)Cal
ul de la d�eriv�ee de D (r) = R r0 RSn�1 ���(ru)j�s ���2 �n�1d�d� (s) :D0 (r) = RSn�1 ���(ru)jrs ���2 rn�1d� (s)= 1r RSn�1 ���(ru)jrs ���2 rs � srn�1d� (s)= 1r R r0 RSn�1 div����(ru)jrs ���2 rs� rn�1drd� (s)= 1r RBr div �jruj2 x� dxOr div �jruj2 x� = jruj2 divx+r�jruj2� � x, ave
 divx = n. Il reste �a 
al
uler RBr r�jruj2� � xdx,si u 2 H2 (
) solution de (E) :RBr �xi ���xju�2� � xidx = 2 RBr �xju�2xixjuxidx= 2 RBr �xj ��xju�xiuxi� dx� 2 RBr �2xju�xiuxidx� 2 RBr �xju�xiu�xjxidx= 2 R�Br ��xju�xiuxi� xjjxjdx� 2 RBr j�xiuj2 dx= 2r R�Br ���ru � xjxj ���2 dx� 2 RBr jruj2 dxPar 
ons�equent, D0 (r) = n�2r D (r) + 2 R�Br ���ru � xjxj ���2 dx. Ce qui se r�e�e
rit :D0 (r)D (r) = (n� 2) 1r + 2R�Br ���ru � xjxj ���2 dxD (r) (4.3)Cal
ul de la d�eriv�ee de N (r) = rD(r)H(r) :N 0 (r) = N (r) �1r + D0 (r)D (r) � H 0 (r)H (r) � (4.4)On 
on
lut, �a partir de (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) queN 0 (r) = N (r)26642�R�Br ���ru � xjxj ���2 dx��R�Br ju (x)j2 dx�� �R�Br uru � xjxjdx�2D (r)H (r) 3775 (4.5)Par Cau
hy-S
hwartz, on en d�eduit que N 0 (r) � 0 i-e N est 
roissante sur ℄0; 1℄. Si r � 1, alorsN (r) � N (1) autremant dit 2D(r)H(r) � 1r2N (1). Don
 �a partir de (1.1) et (4.1), on a :H 0 (r)H (r) � (n� 1) 1r � 1r 2N (1)3



Ce qui se r�e�e
rit : 8r � 1, ddr �ln�H (r)rn�1 �� � 2N (1) ddr �1r� (4.6)En int�egrant (4.6) entre R > 0 et 2R � 1, on obtient :ln�H (2R)H (R) 12n�1� � 2N (1) (ln 2)Ce qui se r�e�e
rit : 80 < R � 1=2,ZSn�1 ju (2Rs)j2 (2R)n�1 d� (s) � 2n�1eN(1) ln 4 ZSn�1 ju (Rs)j2Rn�1d� (s)Par 
ons�equent, pour tout M � 1=2,RB2M ju (x)j2 dx = R 2M0 RSn�1 ju (rs)j2 rn�1drd� (s)= 2 RM0 RSn�1 ju (2Rs)j2 (2R)n�1 dRd� (s)� 2neN(1) ln 4 RM0 RSn�1 ju (Rs)j2 Rn�1dRd� (s)� 2neN(1) ln 4 RBM ju (x)j2 dx
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