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1 Introduction

L’objectif de ce mémoire consiste a décrire mes activités de recherche depuis 'obtention de la thése
jusqu’a mes récents travaux. Mes centres de recherche sont les propriétés qualitatives des équations aux
dérivées partielles (EDP) dans le cadre de la théorie du controle des EDP dans des domaines bornés.
Les équations qui rentrent en jeu sont celles de la physique mathématique : les équations de Schrodinger
(mécanique quantique), les équations de Maxwell (électromagnétisme) et les équations hyperboliques,
les équations d’Euler (mécanique des fluides) et les équations paraboliques. Mes travaux englobent
des résultats sur la controlabilité exacte, le controle approché et optimal, et aussi des résultats de
stabilisation (contréle en boucle fermée).

2 Travaux directement liés a la these

Dans cette section sont rappelées les définitions et les notations classiques présentes dans ce mémoire.
Aussi, nous allons commencer par rappeler les notions de base de la théorie du controle des EDP.

Ensuite, nous décrivons deux résultats directement liés a la these : la stabilisation des équations
d’Euler 2D incompressible par la force de Lorentz générée par les équations de Maxwell avec loi d’Ohm;
le cotlit du controle approché de ’équation de la chaleur avec potentiel.

N

Controler un systeme consiste a étre capable de modifier le comportement de la solution d’une
EDP selon notre désir. Dans le cadre de systéeme gouverné par des EDP d’évolution en temps et
se propageant dans un domaine en espace () borné, le probleme modele de la controlabilité exacte
(respectivement, approchée) revient & amener en un temps 7' > 0 fixé, la solution d’'une EDP depuis
une donnée initiale vers une cible donnée (respectivement, vers un voisinage de taille ¢ > 0 de la
cible) en construisant un contréle adéquat supporté dans un sous-domaine w x ]0,7[ de Q x |0, T
(dans ce paragraphe, w est soit une partie de 95, soit un ouvert de ). Pour des systémes linéaires, la
controlabilité exacte est équivalente par dualité a I’obtention d’une inégalité d’observabilité qui consiste
& majorer la donnée initiale de la solution u (x,¢) d’une EDP linéaire définie dans un domaine borné
Q2 x |0, T par sa restriction sur un sous-domaine w x |0, T[ de Q x |0, T'[, dans des normes adéquates:

|0 @0 eq| < C[u@ Daeuien]] (2.1)
et la constante C' ne dépend que de (Q,w,T). C sera alors appelée constante d’observabilité. Par
ailleurs, la constante C' détermine le coiit du contréle. Le sous-domaine w x |0, T' correspond & la taille
du support du controle.

Si 'on s’intéresse a des systemes ayant des effets régularisant sur la donnée initiale, alors le choix
des normes ||-|| et |||-]|| joue un réle prédominant. Sil’on s’intéresse a des systémes ol les ondes (ou les
singularités) se propagent & vitesse finie, en agissant dans la région w x ]0,T[ C Q x ]0, T, il faudra
se donner un temps de controlabilité T suffisamment grand pour que 1’état de la solution puisse étre
modifié sur tout le domaine €2 a l'instant 1. De plus, pour réaliser la controlabilité exacte, le sous-
domaine w devra étre suffisamment grand a cause des rayons captifs. Maintenant, si la constante C
devait dépendre de la fréquence liée a la donnée initiale u (x,0), alors on ne pourrait qu’en déduire un
résultat de contrélabilité approchée avec un cotit approprié (ce couit sera d’autant plus élevé si la taille
e du voisinage est petite). L’obtention de telles inégalités s’apparente aux problemes d’observabilité et
quantifie la propriété de continuation unique de 'EDP.

Une étude approfondie des propriétés qualitatives de 'EDP est donc nécessaire pour pouvoir
résoudre de maniere fine les problemes d’observabilité et de controlabilité. En parallele, le probleme
de la stabilisation se rapporte a une étude du comportement asymptotique en temps de la solution



d’une EDP. On s’intéresse a des systemes dissipatifs ou ’amortissement n’agit que dans la région
w x ]0,+o0o[ C O x ]0,+o0o[. On vise alors une décroissance exponentielle en temps de la solution du
systeme amorti dans une norme adéquate. Par une technique de perturbation, la décroissance exponen-
tielle peut étre équivalente a ’obtention d’une inégalité d’observabilité ou la constante C' d’observabilité
ne dépend que de (2, w,T). Si la constante C' devait dépendre de la fréquence liée & la donnée initiale
u (x,0), alors on ne pourrait qu’en déduire un taux de décroissance non uniforme en la donnée initiale
du systeme amorti.

Notations .- La fonction caratéristique sur un ensemble X sera notée 1x. L’énergie a l'instant ¢
d’une fonction f = f(z,t) € C* (R; L?(Q)) N C (R; H' (Q)) est définie par

B =g [ (0 @OF +197 .0 da

2.1 Un apergu de I’état de I’art pour I’équation des ondes

Dans le cadre de la problématique de la contrélabilité d’un systeme linéaire réversible modele comme
I'équation des ondes dans un ouvert 2 borné de RY, N > 1, & bord 92 régulier, les questions suivantes
ont fait I'objet de nombreux travaux.

Fixons T > 0 et I' une partie non vide de 9. Soit F l'application de L? (9Q x ]0,T[) dans L? (Q) x
H~1(Q) définie par la résolution du systeme

v —Av=0 dans Q x 10,77 ,
v = glryxjo,7] sur 92 x 10,77 ,
(v, 00) (,T) = (0,0) dans Q2 , et F(g) = (v,0w)(-,0) dans € .

Etant donné Coq C L2 (I x ]0,T]) et Dag € L2 () x H~1 (), choisissons (v, v1) € Dag. On considere
la fonctionnelle J,, ,,) sur Cqq définie par

J(wo,v1) (9)=F(9) - (vO’U1)Hiz(Q)><H*1(Q) :

La controlabilité exacte frontiere de I’équation des ondes est équivalente a la surjectivité de 'application
F. La question naturelle, compte tenu des propriétés physiques des ondes est : quelle situation
géométrique, et notamment quelles hypotheses sur (2,T',T) doit-on imposer pour que la surjectivité
de F soit vérifiée 7

Dans la mesure ou les hypothéses géométriques ne sont pas satisfaites pour que F soit surjective,
nous allons rechercher un espace fonctionnel D,4 dans lequel Im (F) soit dense. La question de la
contrdlabilité approchée se réécrit ainsi : pour tout € > 0, pour tout (vg,v1) € Dgg, existe-t-il un
contréle approché g € L? (I x ]0,T) tel que Jivo,01) (9) < €7 Au quel cas, peut-on estimer le cotit de
ce controle approché en fonction de € 7

Eventuellement (et ceci correspond a la notion de controle optimal), nous essayons de minimiser sur
tous les controles admissibles g, la fonctionnelle J(,, ., (g). Ceci se ramene a la question suivante :
pour tout (vg,v;) € L?(Q) x H~1 () , existe-t-il un contréle optimal g € Cuq tel que Jiwo,01) (9) =
2 T ()

Quand le contrdle dépend de la solution v (controle en boucle fermée) et quand le systéme devient
dissipatif (par exemple, en remplagant le contrdle par une condition aux limites absorbante), 1’énergie
est une fonction positive et décroissante en temps. Aussi, nous étudions le comportement en temps
long de 'énergie. En particulier, le choix de différentes conditions de Cauchy et/ou d’hypotheses
géométriques entraine différentes estimations sur le taux de décroissance de ’énergie. La stabilisation
forte consiste a établir un taux de décroissance uniforme et exponentiel en temps.



La méthode H.U.M. de J.-L. Lions [ Lio] caractérise le contrdle exact en résolvant le probleme dual
d’observabilité. Dans notre cas modele, la controlabilité exacte frontiere est équivalente & l’existence
d’une constante C' > 0 telle que pour toute solution des ondes

Pu—Au=0 dans Q x 0,77 ,
u=0 sur 002 x 10,77 , (2.2)
(u, Ogu) (+,0) = (ug,u1) € H} (Q) x L?(Q) ,

on ait
(w0, us)ll g @) x 220y = € 10vull p2rxjo,ryy -

Plus généralement, le probleme d’observabilité consiste a majorer la solution définie dans €2 d’une EDP
par sa restriction sur une partie I' du bord 92 ou sur un ouvert w de €2 , dans des normes adéquates.
Pour une large classe I’EDP, de telles estimations sont fausses sans des contraintes sur les données
de Cauchy et/ou sans des hypotheéses géométriques. Aussi, F. John [ J] a introduit les estimations
de dépendance de type Holder et de type logarithmique qui s’énoncent, dans notre cas modele de la
maniere suivante. La dépendance de type Holder correspond a 'existence d’une constante C' > 0 telle
que pour toute donnée initiale (ug,u1) # 0, on ait

(w0, w)ll 3 () x L2 ()

1/«
||(u0?u1)”Hé(Q)XL2(Q) < < H ) HauU”LZ(Fx]O,T[) )

(uoyul)”Lz(Q)xH*l(Q)

ou a > 1. La dépendance de type logarithmique correspond a l’existence d’une constante C' > 0 telle
que pour toute donnée initiale (ug,uq) # 0, on ait

P 1
o w0 ) g o x 220 /e
<e Mo v DT L2 0y x H—1(0)

ou € (0,1). Les estimations de dépendance de type Hoélder ou logarithmique peuvent étre vues
comme des inégalités d’observabilité a basse fréquence ou la quantité

||(U07“1)||H3(Q)xL2(Q) Ha”u”L?(FX]O,T[) ’

[ (wos w)ll g3 (@) x £2(02)

[[(wo, wi)ll 2 () x rr-1(02)

est une mesure naturelle de la fréquence de 'onde. On peut ainsi noter que de telles estimations donnent
une quantification de la propriété de continuation unique (voir [ Pay] dans le cadre des problémes
inverses et mal-posés). Par un argument de dualité, de telles estimations de dépendance permettent
d’estimer le cofit du controle approché (voir aussi les travaux de J.-L. Lions dans le cadre du contrdle
optimal & partir des techniques de minimisation). Finalement, chaque type d’inégalités d’observabilité
ou de dépendance entraine un taux de décroissance exponentiel, polynomial ou logarithmique pour des
systemes dissipatifs adéquats, par exemple

Pw—Aw=0 dans © x |0, 4+o0[ ,
w=0 sur 9N\ x 0, +oof ,
Opw+ 0w =0 sur I' x |0, 4+o00[ ,

(w, Byw) (+,0) = (wo, w1) € H' () N {wojao\ry) =0} x L*(Q) .

Les travaux de C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [ BLR] établissent des conditions géométriques,
appelées condition de controle géométrique, presque nécessaires et suffisantes pour la stabilisation forte
et la controlabilité exacte de problemes hyperboliques scalaires avec les conditions au bord de Dirichlet
ou de Neumann. A partir des techniques d’analyse microlocale, ils commencent par démontrer un
résultat reliant les normes Sobolev microlocales jusqu’au bord et les traces (lemme de relevement).
Puis ils utilisent le résultat de R. Melrose et J. Sjostrand [ MS] sur la propagation des singularités (en
terme de propagation du front d’onde jusqu’au bord) d’une équation hyperbolique scalaire avec les



conditions aux limites de Dirichlet ou de Neumann, voire la condition aux limites absorbante 0, + 0.
Cela aboutit & 'inégalité suivante : VI' > T, de¢,d > 0,

”uHHl(Qx]O,T[) <c ||3vu||L2(rx]o,T[) +d ||u||L2(Qx]o,T[) :

Il reste a faire disparaitre le terme d’ordre inférieur : d |[lul[p2(qyjo rp), €t cela peut se faire par
contradiction et avec un argument de compacité-unicité.

L’inégalité ci-dessus s’obtient grace a la condition de controle géométrique (CCG avec (Q,T,T.))
suivante :

e 00) € C*, n’a pas de contact d’ordre infini avec ses tangentes (ce qui entraine que pour tout
point (z,t) de Q x R, il existe une unique courbe vivant dans l’espace des phases, appelée
bicaractéristique généralisée, qui est limite de bicaractéristiques brisées de 92 — A n’ayant que
des contacts hyperboliques avec le bord, et dont la projection sur les variables espace-temps passe

par (7,1)) ;

e Tout rayon généralisé (i.e., la projection sur les variables espace-temps de la bicaractéristique
généralisée), (z (p),t(p)) partant avec t (0) = 0 rencontre I x (0,7:.) en un point non diffractif.

De maniere imagée, un point diffractif est un point du bord qui est rasé par le rayon en y laissant une
empreinte insuffisante. Aussi, un contact hyperbolique avec le bord correspond a la loi de 'optique
géométrique ”angle de réflexion=angle d’incidence” au bord dans la métrique euclidienne.

Dans le cadre de I’observabilité interne la condition de contrdle géométrique (CCG avec (Q,w,T¢)), w
étant un ouvert non vide de €, devient :

e 00} € C*°, n’a pas de contact d’ordre infini avec ses tangentes ;
e Tout rayon généralisé (z (p),t(p)) partant avec ¢ (0) = 0 rencontre w x (0, 7).

Sous cette CCG, on a l'inégalité suivante : VI' > T,, de,d > 0,

[l @xjo,rp < € 10vull p2oxgo,rpy +d l1llzz@xgo.rp -

olt le terme d’ordre inférieur : d [lul| ;2o 7). disparait & partir d’un argument de compacité-unicité
(toute solution de §?u — Au = 0 avec la condition de Dirichlet homogene au bord et vérifiant v = 0
dans w x (0,T) pour T' > T, doit valoir u = 0 dans Q x R).

La CCG peut aussi se formuler en terme de géodésique associé au Laplacien qui est la projection sur
la variable espace des bicaractéristiques généralisées associes & 97 — A (voir [ Mi]).

Dans le cas particulier d’'un domaine strictement convexe (donc, il n’y a que des contacts hyper-
boliques au bord), la construction de solutions de 1’équation des ondes, qui asymptotiquement quand
la fréquence de 'onde tend vers I'infini, sont localisées et se propagent le long d’un rayon de 'optique
géométrique (i.e., le long d’arcs de géodésique se réfléchissant sur le bord selon les lois de l'optique
géométrique) est réalisée par J. Ralston [ Ra]. L’existence de telles solutions & haute fréquence (ap-
pelées rayons gaussiens) implique la nécessité de conditions géométriques pour la contrdlabilité exacte
ou la stabilisation forte de systéme hyperbolique (voir [ BLR]).

Le caractere "nécessaire et suffisant de la CCG” a été établi par N. Burq et P. Gérard [ BG] & partir
des mesures de défaut et se formule comme suit. Soit ¢ € Cy (9Q x ]0,T[), on suppose que 9Q € C*°,
n’a pas de contact d’ordre infini avec ses tangentes. Alors, la condition géométrique stipulant que tout
rayon généralisé rencontre l’ensemble ¢ # 0 en un point non diffractif, est équivalente a l'inégalité
d’observation suivante : dc > 0,

||(u0,u1)||H01(Q)XL2(Q) <c ||<P6Vu||L2(8Qx]O,T[) :



A partir de techniques plus simples appelées méthode des multiplicateurs, J.-L. Lions [ Lio] (voir
aussi [ Ko]) avait auparavant établi une inégalité d’observabilité. En particulier, il obtient sous des
hypotheses géométriques non optimales, une bonne connaissance de la constante d’observabilité vis-a-
vis du temps de controlabilité.

Sans des hypotheses géométriques particulieres, sauf Q connexe de classe C? et T > 0 assez grand,
les travaux de L. Robbiano [ Ro2] sur les inégalités de Carleman elliptiques locales permettent d’obtenir
une estimation de dépendance de type logarithmique avec 3 = 1/2 pour les équations hyperboliques
& coefficients indépendants du temps dans C? (ﬁ) et un résultat de contrélabilité approchée pour des

problemes hyperboliques avec une estimation de la forme e/ * du coiit du controle. Par ailleurs, a partir
du calcul h-pseudodifférentiel, L. Robbiano obtient des inégalités locales de Carleman dans un domaine
borné pour des opérateurs elliptiques du second ordre & coefficients réguliers avec la condition au bord
de Dirichlet. Le calcul h-pseudodifférentiel est utilisé via I'inégalité de Garding et permet d’absorber
les termes d’ordre ”inférieur” pour h suffisamment petit. Ainsi, une estimation de dépendance de type
Hoélder pour les solutions de 1’équation elliptique suivante

2y +Ay=0 dans M x]0,T] , y=0 sur OM x]0,T[ ,

est démontrée ou A est le laplacien sur la variété M riemannienne C*°, compacte, de dimension n et
connexe a bord. Une transformation gaussienne est ensuite utilisée pour se ramener a des résultats
de controle pour les équations hyperboliques. Une généralisation de la transformation gaussienne qui
s’appelle transformation de Fourier-Bros-Tagolnitzer (FBI) définie comme suit

Yo, a (1) = / Fy (b + it — £) 0 (£) u (2, 0) df

oul, € R, p € C§° (R), Fr(z) = %fRei”e_(ﬁ)de avec A > 1, v =1 — 5% et N € N tel que
0<p+ ﬁ < 1, est privilégiée par G. Lebeau et L. Robbiano [ LeR2] et permet d’avoir une estimation
de dépendance de type logarithmique avec 8 € ]0, 1] pour les équations hyperboliques avec condition
de Dirichlet au bord. On remarquera que si u est solution de d?u — Au = 0 avec la condition de

Dirichlet homogene au bord, alors Y, » (z,t) vérifie

8?3/}07,\(x,t)+Ang)\(x,t):0 , (,t) e QA xR,
Yoo (z,t) =0 ,(2,0) € 0 xR,
Ye,a (2,0) = (Fy * pu(z,-) (b)) , €8,

ou * dénote 'opérateur de convolution.

Sans des hypotheéses géométriques particulieres sauf 2 connexe de classe C*°, dans le cadre de
la stabilisation frontiere avec la condition absorbante dissipative au bord: d,w + a(z)0yw = 0 avec
a € C® (99,0, +00]) et {z € IQ; a > 0} # (), en utilisant la transformation FBI appliquée & v = w, G.
Lebeau et L. Robbiano | LeR2] obtiennent une estimation de dépendance de type logarithmique avec
08 €]0,1] pour le systeme des ondes dissipatif ce qui entraine la décroissance logarithmique suivante:

VB €10,1[, 3¢ > 0, ¥ (wp,w1) € (H* (Q))2 N{Awy € L*(Q) et d,wo + awyj9q = 0}, la solution de

Pw—Aw=0 dans Q x ]0, +o0] ,
Oyw + adiw =0 sur 9 x 0, 4+o0[ ,
(w, Opw) (+,0) = (wp,wy) dans Q |
vérifie c
E(w,t) < ———— (E(w,0)+ E(0;w,0)) .
(0.0 % oy (E@0.0) + E@ar,0)

Par ailleurs, & partir d’estimations de résolvante (et des calculs dans le plan complexe), N. Burq [ Bu] a
réussi a démontrer que 'inégalité ci-dessus est valable pour § =1 (8 = 1 étant optimal). Auparavant,
G. Lebeau [ Le] avait étudié la stabilisation interne de 1’équation des ondes et obtenu un taux de
décroissance logarithmique a partir d’estimations de résolvante.



Enfin, remarquons que la transformation ci-dessus est inopérante pour I’équation des ondes avec un
potentiel en espace-temps. Cependant, le travail de X. Zhang [ Z] sur les inégalités globales de Carleman
permet d’avoir, sous les hypotheses géométriques générées par la méthode des multiplicateurs, une
inégalité d’observabilité pour Popérateur 97 — A + q (z,t).

2.2 Stabilisation des équations d’Euler 2D incompressible par la force de
Lorentz

Mes deux premiers papiers, durant mes années de thése au Centre de Mathématiques et de Leurs
Applications sous la direction de C. Bardos, sont des notes CRAS ([P01],[P02]) et annoncent la
controlabilité exacte interne et la stabilisation frontiere du systéme de Maxwell sous les hypotheses de
controle géométrique. Leurs preuves sont détaillées dans [P03] (cité par !, 2,3, 4 5 6 7 8 9 entre
autres). Les résultats de controlabilité exacte et de stabilisation frontiere découlent naturellement des
méthodes éprouvées des travaux de C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch, en se ramenant & six équations
des ondes couplées au bord. Par contre, I’étude de la stabilisation interne et plus précisément 1’étude
du systeme de Maxwell avec loi d’Ohm a nécessité une approche plus pertinente car la densité de
charge y est non nulle.

Différents travaux numériques sur le controle de couches limites par une force de Lorentz générée
par un champ électromagnétique ont attiré mon attention. Aussi, dans [P09], nous nous sommes
intéressés aux comportements en temps de la vitesse et du tourbillon d’un fluide parfait incompressible
piloté par la force de Lorentz crée par un champ électromagnétique solution du systeme de Maxwell
avec loi d’Ohm.

L’étude du comportement asymptotique d’un fluide soumis a un champ électromagnétique est un
sujet tres motivant. En particulier, deux problemes sont ouverts et extrémement intéressants d’un point
de vue des applications physiques : la stabilisation de 1’énergie de la vitesse du fluide ; le comportement
du fluide concentré dans la couche limite. Ici, on s’intéressera a des fluides incompressibles modélisés
par les équations de Navier-Stokes ou les équations d’Euler. La fonction controle est donnée par la force
de Lorentz générée par les équations de Maxwell avec Loi d’Ohm ou la permittivité, la perméabilité et
la conductivité sont des parametres, voire des fonctions rapidement oscillantes.

INicaise, S. (2000) SIAM J. Control Optim. 38, 1145-1170.
2Lagnese, J. (2001) ESAIM, Control Optim. Calc. Var. 6, 275-289. " These results (i.e. those established by multi-
plier methods) were greatly extended by Phung, who used results on the propagation of singularities of electromagnetic

fields”

3Eller, M., Master, J. (2002) Appl. Math. Optim. 45, 99-123. ”we mention the work by Phung. He uses the method
of geometric optics to study the controllability and stabilization of Maxwell’s system.”

4Lagnese, J., Leugering, G. (2002) ESAIM, Control Optim. Calc. Var. 8, 775-799.

5 Ammari, H. (2003) J. Math. Anal. Appl. 282, 479-494.

6Nicaise, S., Pignotti, C. (2003) ESAIM, Control Optim. Calc. Var. 9, 563-578.

"Nicaise, S., Pignotti, C. (2005) Abstr. Appl. Anal. 7, 791-811. ?Our method actually combines arguments used in
the stabilization of scalar wave equation ... with the use of an internal observability estimate for the standard Maxwell
equations obtained for constant coefficients by Phung by microlocal analysis ...”.

8Nicaise, S., Pignotti, C. (2006) Appl. Math. Optim. 54, 47-70.

9Barucq, H., Fontes, M. (2007) J. Math. Pures Appl. 87, 253-273.



2.3 Coit du controle approché de ’équation de la chaleur avec un potentiel

Le second axe de mes activités de recherche durant mes années de these est lié aux problemes de
diffusion d’ondes monochromatiques décrites par I’équation de Helmholtz et les équations de Maxwell
réduites a fréquence fixée. Une condition aux limites absorbante simule la condition de radiation
a l'infini. On se raméne alors a un systéme elliptique dans un domaine borné. Dans le cadre
électromagnétique, il convient de traiter la condition aux limites de Silver-Miiller et celle des con-
ducteurs parfaits. La problématique consistait a controler, avec une estimation du cott, le champ
électromagnétique lointain diffusé par une cible illuminée par une onde incidente monochromatique en
agissant sur une partie de la surface de I'obstacle. Nous montrons que ce probleme de controlabilité
approchée se déduit d’un résultat d’unicité du systeme de Maxwell réduit. Aussi, nous quantifions le
théoreme d’Holmgren & partir des inégalités de Hardy et de Carleman. Nous nous sommes inspirés des
travaux de L. Robbiano sur les inégalités de Carleman elliptiques locales obtenues a partir du calcul
h-pseudodifférentiel et de I'inégalité de Garding dans des domaines bornés. Et plus précisément, nous
établissons une dépendance logarithmique des traces par rapport a la solution, définie dans tout le
domaine, d’un systeme elliptique du second ordre sans connaissance de la condition aux limites [P07]
(cité par 19 dans le cadre des probleémes inverses). Les résultats désirés de controle approché en terme
de cout s’en déduisent.

Ici, le point clé vient du fait que 'on travaille avec des systéemes ou la controlabilité exacte est
irréalisable. Prenons le cas de 1’équation de la chaleur. Une inégalité d’observabilité peut s’obtenir
avec un choix adéquat des normes ||-|| et |||-||| dans (2.1) sous la forme suivante. Il existe une constante
C > 0 telle que pour tout 7" > 0, la solution de

Ou—Au =0 dans Q x 10,77 ,
u=0 sur 902 x 10,77 , (2.3)
u('vo):uoeLQ(Q) )

vérifie
1
lwoll 2oy < C {1+ Noa lull 20,711 (02)) -

ou Q est un ouvert borné de RN, N > 1, a frontiere de classe C2. Cela implique le résultat de
contrdlabilité exacte pour 1’équation de la chaleur avec un controle g agissant sur tout Q x ]0, 77,
geL? (0, T;H1 (Q)) permettant d’atteindre au temps 7 un état arbitraire dans L? (Q2) a partir d’un
état initial dans L? (€2). Maintenant, si 'on désire un contréle vivant dans L? (w x ]0,77), alors cela
nécessite I'existence d’une constante C' > 0 telle que

||uo||L2(Q) <C Hu||L2(w><]O,T[) :

Huo”L?(sz)

Cette constante C va devoir dépendre de la donnée initiale, et plus précisément de , car les

HuOHH—l(Q)
effets régularisant sur la donnée initiale de I’équation de la chaleur entraine que

|\U||L2(w><]o,T[) < ||“0||H—1(Q) :

En conclusion, avec un contrdle vivant dans L? (w x ]0, T'[), la contrélabilité exacte pour 'équation de
la chaleur est irréalisable et on se contentera d’un résultat de controle approché. Notre objectif sera
alors de déterminer le colit du controle approché.

Comme il a été notifié au paragraphe 2.1, la technique des inégalités globales de Carleman est un
outil précieux pour traiter le probleme d’observation quand intervient un potentiel en espace-temps.

10Bourgeois, L. (2006) Inverse Problems 22, 413-430.



Dans le cadre des problemes de controle, les inégalités globales de Carleman peuvent étre vues comme
des inégalités d’observation dans des espaces & poids exponentiel : 3C, h, > 0, Vh € ]0, h,|,

“ew(x’t)/hu (z, t)\zeQ,te]o,T[ H <C Heso(%t)/hu (z, t)\zew,te]o,T[ ‘

)

ou la fonction p € C*° (ﬁ x [0, T]) doit étre judicieusement choisie. Cette technique a été développée
par A. Fursikov et O. Imanuvilov [ FI] pour résoudre la contrdlabilité des équations paraboliques.
Une étude complete des différents problemes de controlabilité exacte et approchée des équations
paraboliques linéaires et semilinéaires a finalement été réalisée par E. Fernandez-Cara et E. Zuazua
[ FCZ] a partir des techniques de A. Fursikov and O. Imanuvilov, valable pour € domaine (i.e., ouvert
connexe de RY , N > 1) borné de classe C?. Tls démontrent 'existence d’une constante C' > 0 telle
que pour tout 7' > 0 et tout potentiel ¢ = ¢ (z,¢) € L= (Q x ]0,T), la solution de

Ou—Au+qu=0 dans Qx]0,7T[ ,
u=0 sur 00 x 0,77 , (2.4)
u(0) € L*(Q) ,

vérifie
1 2/3
lu G D)l g2y < exp (O (14 7+ T llallo + llalle lull L2 w07y

oll w est un ouvert non vide contenu dans le domaine borné Q2 € C2.

Dans [P08], j’analyse le colit du contrdle approché de ’équation de la chaleur avec un potentiel
q € L= (Q x ]0,T[). Ce coiit est de I'ordre de e/ quand la cible vit dans H{ (Q) avec une précision ¢
en norme L2 (2). Aussi, la quantification de la propriété de continuation unique pour la solution u de
(2.4) est établie comme suit

( lu(@.0)ll 2 (g )
”u(va)HL?(Q) <e HoL@) ||U‘||L2(w><]0,T[) :

Notre résultat complete le travail de E. Fernandez-Cara et E. Zuazua | FCZ] sur la controlabilité
approchée de I’équation de la chaleur avec un potentiel.

3 Principaux thémes de recherche depuis la these

Il est naturel de chercher a relier la géométrie du controle et le cout du contréle. Dans 'inégalité
(2.1) le sous-domaine w x |0, T correspond & la taille du support du contréle. La constante C' qui
intervient dans cette inégalité (2.1) détermine le cot du contréle. Par conséquent, nous voulons
mieux comprendre comment interagissent certains parameétres par exemple le temps et la géométrie
dans le coit du controle.

Nous avons tout d’abord commencé a mieux connaitre la constante d’observabilité vis-a-vis de
certains parametres quand la condition de contréle géométrique CCG est satisfaite ([P04], [P06]).
Dans une seconde partie, nous nous sommes intéressés a des géométries ou la condition de controle
géométrique CCG n’est pas satisfaite, mais quand le taux de décroissance du systéme des ondes amor-
ties est meilleur que logarithmique ([P11], [P13]).



3.1 La constante d’observabilité sous CCG

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a des systeémes exactement contrélables sous la condition de controle
géométrique CCG. Nous développons une stratégie pour obtenir la constante d’observabilité de facon
explicite vis-a-vis de certains parametres.

Description de la méthode .- Tout d’abord, on rappelle que l'inégalité d’observabilité désirée
est équivalente a la résolution d’un probleme de controlabilité exacte. Cette inégalité d’observabilité va
donc pouvoir s’obtenir & partir d’un résultat de controlabilité exacte. Ensuite, la CCG avec (2, w, )
entraine lexistence d’une fonction contréle g € L? (w x =T, T.[), dépendante de la donnée initiale
vo € H} (Q) de la fagon suivante

||g||L2(w><]7TC,TC[) < Clow) ||UO||H5(Q) )
avec Cqw.1.) > 0 (ne dépendant que de (Q,w,T.)) et telle que la solution de

D2v — Av = 9lox—1,,7. dans Q@ xR,

v=20 sur 092 x R |

(Ua atv) ('7 O) - (UOa 0) dans (2 )
vérifie v (z,t) = 0 pour tout (z,t) € Q x (R\]-T,,T.[). Soient T un réel strictement positif et P. un
opérateur différentiel du premier ou du second ordre, éventuellement dépendant d’un parametre €, par

exemple P. (t,0;) = r. (t) 02 + 2. (t) 9y ot e € C? (R;R), 2. € C* (R; C) tels que |07, (0) — 7z (0)] # 0.
Nous allons chercher une solution controlée sous la forme intégrale suivante

y(x,t) :/RF(E,t)v(x,ﬂ)dE,

ou F, solution d’'une EDP monodimensionnelle, est a construire de sorte que

P.(t,0:) y (z,t) — Ay (z,t) = fT g(z,0)del, , (z,t) € QxR,
y=20 sur 092 x R |
(5,7 (0) Bry) (-, 0) = (v0,0) dans 0,

(y,me (T) Oey) (-, T) =0 dans € .

Nous apercevons en calculant [, F'(¢,t) Av (x,£)dl, quun candidat possible est une solution 1D
controlée comme suit

P.(t,01) F (4,t) — 8[2F (4,t) = f(£,¢) Leew\)-T., 1) > (L,t) eERxR,

F(1,0) = (0) (eR,

re (0)OuF (£,0) = 0 el-T.T)

F(t)=0 (Ot) € [-To T X [T, +o0] .

ou f est une fonction contrdle et § est la fonction Dirac. Bien évidemment, I’éventail des techniques
pour résoudre ce dernier probleme de controle monodimensionnel est large. Dans notre cas, puisque
nous désirons la constante d’observabilité de facon explicite vis-a-vis de certain parameétre, il faudra
aussi établir une inégalité explicite en (e,7) pour le systéme monodimensionnel, par exemple et si
possible

1N 27 2 pxg0mp < € (& T)

ou C (g,T) est une constante dépendante de (e,T) et ce de maniere explicite. Finalement, les deux
dernieres inégalités et Cauchy-Schwarz entrainent une estimation du cott du controle associé a y,

Par dualité, sous les conditions ci-dessus, nous en déduisons l'inégalité d’observabilité suivante

1
HUOHH*I(Q) < |8t7“5 (0) —ZT;(O)'C(&:,T) C(Q,w,Tc) ||UHL2(w><]O,T[) )

Te
/ F,t)g(x,t)dll,

—T.

<C(ET)Cauwry lvollgq) -
L2(wx]0,T)
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pour toute donnée initiale ug € H~! (2) du probléeme suivant

8t2 (re Q) u(z,t) — 0 (= (Hu(z,t)) — Au(z, 1) =0 , (z,t) EQ xR,
u =0 sur 02 X R,
(u, e (0) Opu) (+,0) = (uo, 0) dans Q .

En résumé, nous avons reporté la difficulté de trouver comment se comporte la constante d’observabilité
sous CCG d’un probleme multidimensionnel vis-a-vis d’un parametre vers un probléeme monodimen-
sionnel.

La description ci-dessus peut sembler naive car nous avons peu fait attention aux espaces fonction-
nels en jeu. Cependant, I’approche décrite ci-dessus reflete bien la stratégie de la méthode.

Nous avons appliqué cette méthode pour obtenir :

e la constante d’observabilité pour les équations de Schrodinger explicite par rapport au temps de
controlabilité. On rappelle que la vitesse infinie de propagation des singularités pour I’équation
de Schrodinger permet d’exclure toute restriction sur le temps de controlabilité ;

e la constante d’observabilité pour 'équation des ondes amorties 97 — A+ iﬁt, explicite par rapport
aeel01].

Plus précisément, nous avons publié les deux résultats suivants [P04] — [PO6].

Théoréme 3.1 .- Sous CCG avec (Q,w,T.). Alors pour tout T > 4T, il existe C > 0 tel que
toute solution u de
Ofu— Au+ 10u =0 dans Q x 10,77 ,
u=0 sur 092 x 10,77 ,
(u, Ogu) (+,0) = (up,u1) € L2 (Q) x H71(Q)
vérifie
(w0, ui)ll 2y xr-1(0) < CeC/e lull L2xjorp Ve €10,1[
Théoreme 3.2 .- Sous CCG avec (Q,w,T,). Alors il existe C > 0 tel que toute solution u de
O+ Au=0 dans 2 x 10,1 ,
u=0 sur O x 10, T ,
u(,0)=ug € L?*(Q)
vérifie

2
luoll 10y < Ce/T VT S]lé%[”u('ﬂt)HLz(u) VI elo 1] .
telo,

Remarques .- Théoreme 3.1 entraine la propriété de contrdle exacte vers zéro de I’équation de la
chaleur comme limite quand e tend vers zéro, de celui des ondes dissipatives €07 — A + 9; dépendant
du parametre €. Il complete aussi le travail antérieur de A. Lopez, X. Zhang et E. Zuazua [ LZZ] qui
utilisent la technique des inégalités globales de Carleman.

Notre approche a été reprise et améliorée en profondeur par L. Miller [ Mi2] qui I’a nommée ”trans-
mutation control method” et appliquée pour les équations de Schrédinger et de la chaleur sous CCG.
En particulier, L. Miller démontre que sous CCG, 'inégalité du Théoreme 3.2 devient

||UO||L2(Q) S O@C/T Hu||L2(w><]0,T[) vT S ]0, 1[ .

De plus, L. Miller donne une expression de la constante dans I’exponentielle vis-a-vis de la géométrie.
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3.2 L’observation vis-a-vis de la géométrie

Dans ce paragraphe, nous allons introduire une nouvelle inégalité de dépendance. Jusqu’ici, il n’est
apparu, pour le probléeme des ondes amorties avec aw € L™ () et o > 0,

02w — Aw + adyw =0 dans Q x 10, +oo] ,
w=0 sur 0Q x |0, +oo[ (3.1)
(w,@tw) (,0) = (wo,wl) € H& (Q) x L? (Q) s

que la stabilisation forte (i.e., décroissance exponentielle et uniforme de ’énergie) ou une décroissance
logarithmique de 1’énergie pour des données initiales régulieres. D’un autre c6té, la stabilisation forte
est équivalente a I'inégalité d’observabilité suivante : 3C' > 0, Vu solution de (2.2),

||(U07u1)||Hg(Q)xL2(Q) <C H\/aatuHLQ(Qx]O,T[) )

qui s’obtient sous CCG avec (Q,w,T) et 1/a € L*® (w). FEt une décroissance logarithmique de
I'énergie pour des données initiales (wg,w;) € H? () N H (Q) x HE () peut découler de I'inégalité
de dépendance suivante : 3C > 0, Vu solution de (2.2) avec une donnée initiale non nulle (ug,u1) €
H? (Q) N Hg (Q) x Hj (),

( H(uovu1)HH2ﬁHé<Q)XHé(Q)
<

/B
[[(wg,uq)ll )
(w0, w)ll iy @y x220) < € e IVadiull 2oz -

Nous proposons l'inégalité de dépendance suivante motivée par la décroissance polynomiale de
Pénergie pour des données régulieres du systéme des ondes amorties (voir aussi [P13]).

Théoreme 3.3 .- Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe C > 0 et v > 0 tels que pour toute solution u de (2.2) avec la donnée initiale non nulle
(ug,u1) € H2 (Q) N HE (Q) x HE (Q), on ait

I (o, “1)”H2mH1(n) x HE (2)

1/~
0T o) ) [ @)@, dadt
Q

C(
2
(w0, wi) s (@) x £202) < C/O

(ii) Il existe C >0 et § > 0 tels que la solution w de (3.1) avec (wo,wy1) € H? (Q)NH} (Q) x HY ()
vérifie

c 2
E(w,t) S tfé ||(w0’wl)”HzﬂH&(Q)xHé(Q) Vt > 0 .

Preuve .- La nouveauté dans la démonstration du Théoréme 3.3 réside dans la preuve de (i) =
(i) que nous allons détailler. Tout d’abord, nous pouvons voir, par des techniques classiques de
minimisation et de perturbation, que (¢) implique en prenant § = / 3, 'existence d’une constante ¢ > 1
telle que la solution w de (3.1) avec la donnée initiale non nulle (wp,w;) € H? () N HE () x HE ()
vérifie

B(w,0)+E(dw,0)

1/5
E(w,O)gc/O( Bt ) /Qa(:c)|atw(x,t)\2dmdt.

Ensuite, nous obtenons les 1negahtes su1vantes par translation en la variable temps et grace a la formule
E (w,t1) — E (w,tg) +j; Jo o (z) [0w (z, )|? dadt = 0.

(B(w,0)+E(d:w,0))

E(w,s) stel =B, o(@)|9yw(x,t) ®
EwO+EGw0) = c/, ( Bl ) Jo E(w,0)+E@w 0y dxdt Vs >0

E(w,0)+E(8;w,0) \ 1/
E(w,s) E(w,s+c( E(w,s) )

<c E(w,0+E(0;w,0) E(w,0)+ E(8;w,0)
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Notons G (s) = %, ainsi en utilisant I'inégalité précédente et la décroissance de G, nous
avons

G<s+c<Gl(s)>1/6> <G(s)<c lG(s)G(erc(C;ts))l/&)]
G(s—l—c(Gts))l/é) < 1iCG<s> .

s 1/5
Soit ¢ = (1+C)1/6 —1 >0 et notons d(s) = (Ll) . Deux cas se présentent: soit c;s < c( 1 ) )

C1 S

ce qui donne

C
1/5
soit c18 > ¢ (G%S)) .

Sicis<e (G%s))l/é, alors G (s) < (£1)6 ot

Cc1 S

G((14c¢1)s) <d(s) .

S

—

. 1 1/6 1 1/6 . 1 1/8
Slc15>c(G( ) ,alorserc(m) <(14c)sie,G(1+c)s) <G s+c(G(s)) et

G((1+c1)s) <

1+CG(5) .

Par conséquent, nous obtenons que Vs > 0, Vn € N, n > 1,

G((1+a)s) <max[d(s), 15ed () oo
n n+1

Maintenant, nous remarquons qu’avec le choix de ¢1, nous avons

¢ d(( i ):d(s) Vs >0.

1+¢ 1+¢1)

Nous en déduisons que

G((14¢1)s) <max d(s),(&)nHG(m‘;)n)> Yn > 1

< max d(s),( £ >n+1> Yn>1.

et concluons que

Ceci termine la preuve.

Maintenant, nous proposons la géométrie associée a cette nouvelle inégalité de dépendance décrite
au théoreme précédent. Bien entendu, la CCG ne doit pas étre satisfaite.

Description de la géométrie .- Soient mq,mo, R > 0. Nous considérons {2 un ouvert connexe
de R? borné par I'y, I's, T oll
Iy = [-ma, m1] X [-mg, mso] X {R}, & frontiere OI'y ,
Iy = [-m1,m1] X [-mg,ma] X {—R}, & frontiere OI'; ,
T est une surface & frontiere 0T = 0I'y U 9T, .
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La frontiere de Q est 9Q = I'y UTy U Y. On supposera que soit ) est convexe, soit 9Q € C? avec
T C (R*\(J—mq, m1[ x |—ma,ma[) ) x R. Nous choisissons w = 2N O ot O est un voisinage de T dans
R3 tel que © N]—My, My[ x | =My, Ma[ x [-R, R] = 0 ot My € ]0,m1[ et My € ]0, ms].

Vérifions que la CCG avec (Q,w,T) n’est pas satisfaite. Le fait que € ne soit que C? ou Lips-
chitzien, n’est pas un souci, car la zone de controle w est un voisinage du bord T et 99 \T n’engendre
que des points hyperboliques. La propagation de la régularité microlocale le long des bicaractéristiques
généralisées (ici bicaractéristiques brisées) reste valable. Intéressons-nous aux bicaractéristiques brisées.
On rappelle que les bicaracteristiques associées & 97 — A sans bord sont des courbes dans les variables
espace-temps et leurs variables de Fourier (i.e., 'espace des phases) décrites par

{x(p) =0 +26(p)p et{é(p) =&
t(p) =to—27(p)p T(p) ="o

avec |€ (p)|° = 72 (p) = 0 pour p € [0, 40c[, quand (2o, to, &0, 7o) € RExR*\{0}. Un rayon associé¢ a
0?2 — A sans bord est la projection d’une bicaracteristique sur la variable espace-temps

z(p) — o —=28p =0
t(p)+2mp =0
|§0‘27T02 =0 5

ici, t, = 0 et 7, # 0. Ici, un rayon généralisé est un rayon ou l'on tient compte de la géométrie en
suivant les regles de 'optique géométrique.

Le point essentiel dans la construction de notre géométrie est qu’il existe un rayon généralisé qui ne
rencontre pas w x |0, 7| pour tout T > 0. En effet, soit w, € |-M7, M1[ X |—Ma, Mz x |—R, R|, alors
toute donnée initiale (x,,to, &0, 7o) € wo X R x R*\{0} telle que &, = (0,0, 1) génére un rayon captif
(i.e., un rayon généralisé qui ne sortira pas de [—My, My] X [—Ma, Ma] X [-R, R] x |0,T[ pour tout
T > 0). Par conséquent, nous ne pouvons pas obtenir la stabilisation forte pour le systéme des ondes
amorties avec n’importe quel « € L>® (Q), a > 0 et 1/a € L™ (w). Cependant, nous pouvons espérer
une décroissance de I’énergie pour des données initiales régulieres meilleure que celle logarithmique, car
notre rayon captif se comporte de maniére suffisamment simple en se réfléchissant entre T’y X ]0, +00]
et T'y x ]0, +oo] avec la méme direction &, = (0,0, +1).

Enfin, nous avons publié le résultat suivant [P11].

Théoréme 3.4 .- Sous la géométrie décrite ci-dessus et si 1/a € L™ (w), alors il existe C > 0
et § > 0 tels que pour tout t > 0 et toute donnée initiale (wo,wq1) € H?(Q) N H (Q) x H (Q), la
solution w de (3.1) vérifie

¢

2
E(w,t) < £ ”(wOvwl)”H?ﬁHé(Q)xHé(Q) .

Remarques .- La décroissance polynomiale pour I’équation des ondes amorties s’obtient dans les
deux choix de o > 0 suivants :

e o> 0 p.p. sur X ot X est un voisinage de T dans R3 ;

eacC(Q)eta>0sur Y.

En effet, avec de tels choix, on a l'existence de w comme dans la géométrie décrite ci-dessus.
En dimension deux d’espace, la décroissance polynomiale pour les ondes amorties avait été obtenue

par Z. Liu et B. Rao [ LiR] dans un domaine carré. Ce résultat a été généralisé récemment par N. Burq
et M. Hitrik [ BH] pour des domaines partiellement rectangulaires & partir d’estimations de résolvante.
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Dans le cadre de la stabilisation frontiere, une description analogue peut étre établie [P13]. Nous
nous intéressons a 'inégalité de dépendance suivante: 3C' > 0, Vu solution de (2.2) avec une donnée
initiale non nulle (ug,u1) € H% () N Hy (Q) x H (Q),

2
H2NHA (@) x HE ()

1/6
9 C( ”(““”‘””ilm)xwm) ) 9
(w0, w)l gz () xp2) < € 0 : |Oyu (w0, 0)|” dadt .
0

I (ug w1l

Commentaire .- Un probléeme ouvert qui devient & mon avis plus accessible est celui proposé par J.-
L. Lions [ Lio2] qui consiste & comprendre comment le contrdle et la stabilisation des ondes réagissent
pour une perturbation du domaine 2, par exemple avec (). un ouvert connexe de R borné par I'y .,
P27 T ot F2 = [—ml,ml] X [—mg,iing} X {—R},
T est une surface a frontiere Y = 0I'y c Uy ,
et 1. = {(z1,22, R —e (1 + m1) — e (x2 + m2)); (x1,22) € [=m1,m1] X [-mg, m2]} est le plan généré

—my 1 0
par le point [ —mg | et les deux vecteurs 0o |, 1 et limité & tout (z1,x2) € [—m1,m1] X
R —€ —€

—ma, Ma).

4 La fonction fréquence et ses applications

Nous avons discuté des inégalités de Carleman, mais il existe une autre approche introduite par N.
Garofalo et F.H. Lin [ GaL], utilisant la propriété de monotonie de la fonction fréquence des solutions
harmoniques. Cette propriété permet de quantifier des résultats de continuation unique pour des
opérateurs elliptiques du second ordre.

La propriété de monotonie de la fonction fréquence ou de la ”doubling property” est encore tres peu
utilisée dans le cadre de la théorie du controle des EDP. C’est pourquoi, ici, nous allons détailler les
démonstrations pour la commodité du lecteur. L’approche semble naturelle, car on analyse la partie
basse fréquence des solutions. Par ailleurs, cette méthode exige peu de régularité sur le domaine et de
ce point de vue permet d’améliorer les résultats décrits dans [ Ro2|, [ LeR] et [ LZ] ou [ JL].

4.1 L’approche originale de N. Garofalo et F.H. Lin

Par simplicité, nous ne reproduisons la preuve de N. Garofalo et F.H. Lin que dans le cadre du laplacien.
Soit By, r = {y € RN, |y —y,| < R}, avec y, € R¥*1 et R > 0. La sphere unité est définie par
SN =0By ;.

Théoréme 4.1 .- Soit D € RN*L N > 1, un ouvert borné connezxe tel que By, € D. Si
v=uv(y) € H? (D) est une solution de Ayv =0 dans D, alors pour tout 0 < M < 1/2, on a

fyo. 190 )2 dy
2 N+1 0,1 2
frop POty 27 e <(ln4) Jos, |v<y>|2da>/Bo,M vy
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Preuve .- Nous allons utiliser les trois formules suivantes. Soit R > 0,

R
f () dy:/ f(rs)rNdrdo (s) , (4.1)
Bo,r 0 SN
d
ainf, twa= [ e aew= [ swirw (12)
o/ = s)s; RNdo (s
/BO,R B, (y)dy = SNf(R) s RNdo (s) . (4.3)

L’identité (4.1) est la formule de changement de variable en coordonnée sphérique. (4.2) provient de
(4.1) quand f est une fonction continue. L’identité (4.3), valable quand V f est integrable, traduit la
formule de Green. En effet,

on BE Wy = [yp . f ) vi(y)do (y)

= [on f(Rs)s; RNdo (s) car sur OBo g, v (y) = % .
Maintenant, on va introduire les quantités suivantes. Soit r > 0,
2
H(r) = Jop,, 0@ do(y) ,
' 2 (4.4)
D)= [y Vo) dy.
et D )
rD (r
= . 4.5
N (r) o) (4.5)

Le but est de montrer que A est une fonction croissante pour 0 < r < 1. Pour cela, nous devons
calculer la dérivée de H et celle de D.

Le calcul de la dérivée de H (r) = [gn |v (rs)|* rNdo (s) donne

H (r) =NrN¥-1 fSN v (rs)|* do (s) + Jsw 20 (rs) (V) - srVdo (s)
=N1 H )+ [on (Vv) e -srNdo (s)
)+ Jy Sgn div (VUQ) rNdrdo (s)
r) + fBM A (v?)dy ,

mais A (v?) = 2vAv + 2 |Vu]?. Puisque Ay,v =0, on obtient ainsi

/ Vo (y)I* dy
H () :N1+2f3‘” . (4.6)
H(r) r H(r)
Ensuite, on remarque que
[ wewra= [ owvew: Liow . (@7
Bo, dBo,r |yl
en effet,
fBo,7 Oy, 00y, vdy = fB Oy, [vOy,v] dy — fB v@ivdy
faBO [vOy,v] Lrdo (y) car Ayv =0 et sur OBy g, v (y) = -
Par conséquent, (4.6) devient & partir de (4.7)
' v (y) Vo (y) - rrdo ()
Hr) _ i +2faBo,r [v] (4.8)
H(r) T H(r)
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D’un autre coté, la dérivée de D (r) = [ [on ‘ Vv)‘ps

pNdpdo (s) vaut

2
rNdo (s)

D) = fo |(V0),,
= %fszv ‘(VU)\TS
=157 fowaiv (|90,
=L [, div(|Vuf’y) dy ,

2
rs-srVdo (s)

2
7"5) rNdrdo (s)

mais div (|Vv|2 y) = |Vo|* divy +V (|Vv|2) -y, avec divy = N +1. Il reste & calculer fBo Y (|Vv|2) .
ydy, quand v = v (y) € H?> (D). On a

fBo,T Oy, ((8%1)) ) Yidy
= 2]30 a Uay Yj vyldy
=2 fBo,m 8y, [0y, v0y,vy;] dy — 2 fBo 0y, 0y, vyidy 2 fB wr OO0, iy
=2 [om,. ( %) (6%” ‘y|) 2fB
car A v =0 et sur 0By R, v (y) = |y\

2
Par conséquent, D' (r) = ~=2D (r) + 2 [, ‘Vv (y) - 2| do(y), c’est a dire

T [yl
Sy, [Vo ) ] do ()
D'(r) 1 Jopo, [VUW Ty 4TV
0 = (N =1)~+2 X0 : (4.9)
Finalement, le calcul de la dérivée de N (r) = 211)((7’")) donne
oy 1. D) HI()
N -n |t 20 (4.10)

et on conclut a partir de (4.4), (4.8), (4.9) et (4.10) que

<f6B0m ’Vv . é‘zdy> (faBo,r |v|2dy) - (faBo vV \y| )2
? D H()

N (r) =N (r)

Gréace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que N’ (r) > 0 i.e., N est croissante sur |0, 1]. Donc,
pour 7 < 1, N (r) < N (1) c'est a dire 2 < LN (1). Ainsi, & partir de (4.6) et (4.5), on a

H(r)
H (r) 1 1
Hey NF SO
Par conséquent, Vr < 1,
d H (r) 1
. (ln( N >) <2N (1 )dr <lnT> . (4.11)

En intégrant (4.11) entre R > 0 et 2R > 1, on trouve

In (7{((215)) 2?,) <2NMN (1)(In2) ,

ou encore V0 < R <1/2,
/ lv (2Rs))* (2R)N do (s) < 2NeN<1>1n4/ v (Rs)|> RNdo (s) .
SN SN
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On conclut que, pour tout M < 1/2,

M
fBo,2M |U (y)‘zdy = f(]2 fSN ‘1}(7’8)|27‘Ndrdg (3)
M
=2/, hNWQﬁﬁfcRdew@)
< 2N+16N(1)1n4 f() fSN |’U (RS)|2 RNdeO' (S)
< 2N+16N(1)1n4 fBO y |’U (y)|2 dy .

Commentaire .- Les calculs ci-dessus se généralisent aux cas des opérateurs elliptiques du second
ordre (voir [ GaL], [ Ku2]).

4.2 L’approche améliorée de I. Kukavica

Il se révele naturel de considérer les propriétés de croissance de la fonction fréquence définie par

Joo, Vo @) (=) ay o f, (Ve()Pdy
' 5 au lieu de : 5 )
S 10 @) dy Jom, [0 @) do ()

Suivant les idées de I. Kukavica ([ Ku], [ KN], voir aussi [ AE]), on obtient les trois lemmes suivants.

4.2.1 Formule de monotonie

Nous présentons les lemmes suivants.

Lemme A .- Soit D C RNt N > 1, un ouvert borné conneze tel que By r, C D avec
Yo €D et R, >0. Si v=uv(y) € H* (D) est une solution de Ayv =0 dans D, alors

Jo,, VO @I (72 =y = vol*) dy

O (r) = 5 est croissante sur 0 <r < R, ,
Jo )P dy
et
i [ P (VL)
—In v = - r)) .
dr Jg,, . W=
Lemme B .- Soit D C RNTL N > 1, un ouvert borné conneze tel que B,, r, C D avec

Yo € D et R, > 0. Soient r1, 12, r3 trois réels tels que 0 <11 <13 <713 < R,. Si v=v(y) € H? (D)
est une solution de Ayv =0 dans D, alors

/B o (y)* dy < (/B |v<y>2dy>a (/B

-1
\ 1 1 1

0l O = =7y <1n:2 Jrlnrg) €1]0,1].
1 2

>
T1

11—«

v (y)IQdy> :

Yo:7T2 Yo:T3

Les deux résultats ci-dessus restent valables quand on est proche d’une partie I' du bord 92 sous la
condition homogene de Dirichlet sur T'.
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Lemme C .- Soit D C RN*L N > 1, un ouvert borné connexe a frontiere D. Soit T
une partie ouverte non vide Lipschitzienne de OD. Soient r,, T1, T2, T3, R, cing réels tels que
0<7 <71y <1g <13 < R,. Supposons que y, € D vérifie les trois conditions suivantes:

Vr €]0,R,[ ,

i). By,» N D est étoilé par rapport & y,

it). By, CD Vrel0,rl,
iii). By,,NOD CT Vr€ [ry, Rol
Siv=wv(y) € H*(D) est une solution de Ayv =0 dans D et v =20 sur T, alors
-«
[ (y)? dy) ;
nD

/ v ()2 dy < (/ |v<y>2dy> (/
B?/o 2 T2 ﬂD B?/o sT1 Byo sT3

1
2

-1
Y o — D ST
0l & = (11”‘:? +1n:§> €10,1]

4.2.2 Preuve du Lemme B

Soit
A\t () = %(N+1+<I>(r)) .

dr

Par application du Lemme A, nous savons que
Ensuite, a partir de la croissance de ®, on en déduit les deux inégalités suivantes
H(rz) _ (T2 N+14P(r)
In (H(Tf)) =), ——dr
<(N+1+@(r2))In2

In (H(rg)) — [Te Nt1+®(r) 5.
H(rz) —Jrg I
>(N+1+®(ry))In72 .

In (H6ra)

InZs
T2

1 H(rz)
(17:5) S (N4 1)+ (rs) <

Par conséquent,
Inrz
T1

et ainsi cela aboutit a I'inégalité désirée
H (r2) < (H (r1))" (H (r3)) ",

ol o0 = —
In—2
1
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4.2.3 Preuve du Lemme A

Nous introduisons les deux fonctions H et D pour 0 <r < R, :

H)= [, 0@ dy,
DW= Jy, 0@~ ly - wl) dy.

Tout d’abord, la dérivée de H (r) = [; [on v (ps + yo)|? pNdpdo (s) vaut H' (r faB )2 do ().
Ensuite, rappelons la formule de Green

[ wlacarw- [ o, () Gow) - |
8By, OBy, » B

Nous 'appliquons avec G (y) = r2—|y — y,|” ot Gos,,, =0,0,GjsB,,, = —2r,et AG = =2 (N +1).
Cela donne

[v|* AGdy — / A (\v\z) Gdy .
B

Yo,T Yo,T

H () =L [y (N+DlPdy+ 5 [y A(P) (2= ly—uol) dy
= MELH (r lfB div (vVv) (7‘2—|y—y(,|2) dy

; % %foM (\VU| —|—UAU> (T2 — |y — yo|2) dy .

Par conséquent, quand A,v = 0,

N+1 1
H' (1) = = —H(r)+-D(r) , (A1)
c’est & dire Ig((:)) = Ml %ZE;) la seconde égalité du Lemme A.
2
Maintenant, nous allons calculer la dérivée de D (r) = [ [ox ‘ (V) | psye (r2 = p2) pNdpdo (s):
2
D’ (7’) = % <’r2 fO fSN ‘(V’U)\ps-l-y P dpdcr > fS’N r ‘ \rs-i—y rNdo (S)
r 2 A2
=2r [y [gn ‘(Vv)lps+yo pNdpdo (s) (A.2)
=2r fo i Vol dy .
Ici, nous devons remarquer que
2[5 |VolPdy =D (r)+4 fB Iy = o) - VoI dy s
v fp, Vv (y- yo)Av(T —ly— yo|>dy, '

en effet,

(N+1) [, Vol (T2 —ly- yo|2) dy
=y, div (I90F (= ly = ol®) =) ) dy = [,V (IV0F (2 =y = wol*) ) - (v — )y
= L5, O (I90F (2= ly = 5l") ) (i = o) dy ~ car sur OBy, 7= |y — v,|
== foo,r 2Vv0,, Vv (r? — |y — yo|2 (Yi — Yoi) dy — foM \VU|2 (=2 (Yi — Yoi)) (Yi — Yoi) dy
= — [, 2V00, Vo (1 = |y = o) (i —vor) dy +2 [ VoI |y — w0l dy
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ot = IB,,.. 0uv05y, (7"2 —ly - yol2) (i — Yoi) dy
=~ Ig,,. % ( Yi = Yoi) Oy, v0y,v (7“2 —ly - yol2)) dy
+ fomr ayj (Yi — Yoi) 8ijayiv r? — ly — Z/o|2) dy
i, i = o1) 02, 005,0 (12 = ly = voI”) dy

+ fow (Yi — Yoi) Oy, v0y, 00, (r2 — |y — yo|2) dy
=0 carsur 0By, ,, 7= [y — ol

+fomr |VU|2 (7"2 —ly— yo|2) dy

+ /5, y —Yo) - VUAY (7"2 Cy— yo|2> dy

_Qfo - (y — o) - Vo> dy .

Donc

(N+1) [, V0P (P ly=wol*) dy =202 [, Vol dy =4[, 1y u0) Vol*dy
+2 5, (W —vo)- WAU( —Iy—yOIQ)d%

et c’est exactement 'inégalité désirée (A.3).

Par conséquent, & partir de (A.2) et (A.3), nous obtenons, quand A, v = 0, la formule suivante

D)+ /B (v~ v0) - Vol dy . (A4)

Yo,T

Le calcul de la dérivée de @ (r) = g%:) donne

|

1
H (r)

o' (r) = [D'(r)H (r) =D (r)H'(r)] ,

ce qui implique en utilisant (A.1) et (A.4) que
H2(r)®' (r) = [NHD 4 fp N =y0) - Vol dy| H (r) = [VLH (1) + 1D ()] D (r)
L (4, Nw— ) - Vol dyl (1)~ D2 (1)) > 0.
en effet, grace a une intégration par parties et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons
D%(r) =4 fB oV - (Y — o) dy)2

<4(fy, 1) Vol'dy (fi,, 101 dy)
<4( [y, |y —yo)-Vol*dy) H(r) .

Ainsi, nous avons démontré la croissance de ® et cela conclut la preuve du Lemme A.

4.2.4 Preuve du Lemme C

Sous 'hypothese By, , N OD C I' pour tout r € [r,, R,), nous prolongeons v par zéro dans By, r, \D
et notons par v son extension. Puisque v = 0 sur I', nous avons

v=vlp dans By, g, ,
v=0 sur By, r, NOD ,
Vv =Vvlp dans By g,
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Maintenant, nous notons €2, = By, N D, quand 0 < r < R,. En particulier, on a €, = By, ,, quand
0 < r < r,. Nous introduisons les trois fonctions suivantes :

Hr)= [ lo@l*dy.
D)= Jo Vv (* = ly =) dy ,

et

Notre but est de montrer que ® est une fonction croissante. En effet, nous allons démontrer que
I’égalité suivante est vérifiée

d d 1
I (r) = (N +1) —lr + @ (r) . (C.1)

Ainsi, avec la croissance de ®, nous en déduirions (de maniére analogue a la preuve du Lemme A) que

m(ggg)<(N+1%+@vﬁ<lnG%3)

InZ2 InZ2
1 T2

b

et cela aboutira a 'inégalité désirée

/Q o ()P dy < (/B

T2

—1
ol a=—tr + =
ln% lnr2 72 :

Tout d’abord, calculons la dérivée de H (r) = fo ) o (y)|° dy = Jo Jon [0 (ps + yo)|? pNdpdo (s).

e’

|v<y>2dy> (/Q |v<y>2dy> ,

Yo,T1

H'(r) = [on [0(rs +yo)|* rVdo (s)
=1 fsN [v (rs —|—yo)|2 rs-srVdo (s)

1), dw(|v 0P (=) dy (C2)
=1, ( W( >|2+vw<y>|2~<y—yo>) dy
:N+1H )+ 2 [0, v (@) Vu(y) - (y—yo)dy .

Ensuite, quand Ayv = 0 dans D et vjp = 0, nous remarquons que

D(r)=2 /Q o () Vo () - (y — yo) dy . (C3)

r

en effet,

o, 190 (2 = Iy = vol?) ay
= er div (UVU (r2 — |y — yo|2)) dy — er vdiv (VU (7"2 — |y — yo|2)) dy
=~ Jo vAv (T2 — |y — yo|2) dy — [ vVv -V (7"2 — |y — y0\2> dy

car sur OBy, ., 7 = |y —yo| et vp =0

=2, vV (y—yo)dy car Ayv=0dans D .

Par conséquent, a partir de (C.2) et (C.3), nous obtenons

N+1H@»+%D@), (C.4)

H' (r) = "
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et c’est aussi (C.1).

2
D’un autre c6té, la dérivée de D (r) = [ [on ‘ (V) sy, ’ (r? — p?) pNdpdo (s) vaut

D' (r) 727"f0 fsN’ (V) sty ‘ pNdpdo (s)

(C.5)
=2r [, [Vo( Y dy .
Ici, quand Ayv = 0 dans D et v = 0, nous devons remarquer que
2r Jo IVo(y)l*dy =2ED(r)+2 [, |(y—yo) Vo(y)’dy (C.6)

+? frmByo,,,. |8VU| (T —ly— yo|2) (Y —yo) - vdo (y) ,

en effet,

1) fo Vo[ (7’2 —ly— yol2) dy
= Jo div (IV0F (72 = ly = vol*) (v = ) ) dy fQ V(190 (2~ 1y = wol?) ) - (v~ wo) dy
= Jrnz,. Vol® (2 = Jy = yol*) (y = o) - vdo (y) = f,, (le\2 (7“2 - \y—yo\Q)) (Yi — Yoi) dy
= Jrnn,, . IVol? (72 = |y = yol?) (y — yo) - vdo (y)

— Jq, 2V00,, Vv (r? —ly - yo|2) Wi — Yoi) dy +2 [ [V0]* |y = ol* dy

et - fQ,‘ 8?4:'”851'1/]-” (Tz —ly— yo|2) (Yi — Yoi) dy

=~ Ja, Oy, ((yi = Yoi) Oy; 0y, v (7“2 —ly— yol2)) dy
o Joo, Ouy (05 = 90i) Dy, 00,0 (12 = Iy = ol dy
+ Jo, (Wi = Yoi) 02,00y,v (7“2 —ly - yo|2> dy
+ Jo, Wi = Yoi) Oy, 00,00y, (r2 —ly - yo|2) dy

=~ Jra,, ¥ (= o) 04,0050 (12 = |y = yol”) ) do (y)
+ Jo, Vo (7"2 =y — Yol ) dy
+0 car Ayv =0 dans D
— Jo. 21y = o) - Vo dy .

Donc, quand Ayv = 0 dans D, nous avons

D Jo, IVl (2 =ty =wel*) dy = fyop, Vol (2 =y = ol*) (0 = ) - vido (9)

=2 Jrn,, . Pus Vs (Ui = Yoi) Oy,0) (7‘2 —ly— yo|2> do (y)
+2r2 Ja, \Vul? dy — 4 Jo 1 —yo) - Vol dy .

En utilisant le fait que vjr =0, on a Vv = (Vv -v) v sur I' et nous obtenons

(N+1) fo [Vof? (r2 —ly - yo|2) dy =~ Jras,,,
+2r

? (T'2 - |y - yo|2> (y - yo) vdo (y)
) - Vv|2dy ,

c’est & dire (C.6).

Par conséquent, a partir de (C.5) et (C.6), quand Ayv = 0 dans D et vjp = 0, nous avons

D' (r) = N:_ 1D (r)—l—%/ﬂ [ty — yo) - Vv (y)|2dy+% /m |8yv\2 (7"2 -y — yo|2) (y — yo)-vdo (y) .
T Yo,T (0.7)
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Le calcul de la dérivée de @ (r) = gg:g donne

1

T

D' (r) H (r) = D (r) H' ()] ,
ce qui implique a partir de (C.4) et (C.7), que
H2 ()@ (1) =2 (4, 10— 90) - Vo ) dy H (r) ~ D* ()
L o, 00 (72 =y = 90 (v = o) - vdo () H (r) -

Grace & (C.3) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

0§4/Q (v~ v0) - Vo (y)Pdy H (r) — D*(r) .

r

L’inégalité 0 < (y — y,) - v sur I' est vérifiée quand B,, , N D est étoilé par rapport & y, pour tout
r €0, Ro[. Ainsi, nous obtenons la croissance de ® ce qui compléte la preuve du Lemme C.

4.3 Propriété quantitative de continuation unique pour le laplacien

Soit D c RN+l N > 1, un ouvert borné connexe a frontiere dD. Soit ' une partie ouverte non
vide Lipschitzienne de dD. Nous considérons ’équation elliptique du second ordre dans D, avec une
condition de Dirichlet homogene sur T' C 99:

Ayp=0 dans D ,
v=20 sur I', (4.12)
v=v(y) € H*(D) .

Le but de cette section est de décrire des inégalités d’interpolation associées aux solutions v de (4.12).

Théoreme 4.2 .- Soit w un ouvert non vide inclus dans D. Alors, pour tout D1 C D tel que
OD1NOD €T et D1\(I'NID;) C D, il existe C > 0 et p € ]0,1] tels que pour tout v solution de

(4.12), on ait N
[werasc([pwra) ([rore) .

De maniere équivalente,
Théoréme 4.3 .- Soit w un ouvert non vide inclus dans D. Alors, pour tout D1 C D tel que

OD1NOD €T et Di\(I'NAD;) C D, il existe C > 0 et u € ]0,1] tels que pour tout v solution de
(4.12), on ait

/Dl v(y)|2dy<c<i)f‘/ww(y)'zdyﬁ/ljw(y”zdy Voo

Preuve du Théoreme 4.2 .- Nous décomposons la démonstration en deux étapes.

Etape 1 .- Nous appliquons le Lemme B, en utilisant un argument standard (voir e.g., [ Ro])
qui consiste a construire une suite de boules reliées les unes aux autres le long d’un chemin. Plus
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précisément, on prétend que pour tous K et Ko, deux compacts non vide inclus dans D ot mes(K7) >
0, il existe u € ]0, 1] tel que pour tout v = v (y) € H? (D), solution de Ayv = 0 dans D, nous avons

[ owaras ([ wors) ([ |v<y>|2dy)1” . (113)

En effet, soit 6 > 0 et g; € RY pour j = 0,1,---,m, on peut construire une suite de boules
{B‘h‘ﬁ}j:o . reliant K & Ko et vérifiant les inclusions suivantes

Ky D qu,g

K> C By, 5, avecd, >0

quﬂ’g C Bqﬁgg Vj =0,..m—1
Byss CD Vji=0,..,m

Alors, grace au Lemme B, il existe o, g, 1 € 10, 1], tels que
S, WPdy <[5 <)|2dy -
(fB W dy) (Jz,, o 10O dy)
_(qum_l,%\ () dy)” (fD|v |dy) h
(., PP )™ (ol ) ™) (fo o P ds)

IN

IN

< (S, 0w )" (fp o )P ay) "

ce qui implique I'inégalité désirée (4.13).

q0,90

Etape 2 .- Nous appliquons le Lemme C, en choisissant Yo dans un voisinage du bord T tel que les
conditions 4, i, 4, soient satisfaites. Ensuite, par une partition adéquate de D, on déduit de (4.13)
que pour tout Dy C D tel que dD; NID €T et D; \(I'NAD;) C D, il existe C > 0 et p € ]0, 1] tels
que pour tout v = (y) € H? (D) vérifiant Ayv =0 dans D et v =0 sur I, on ait

[ ewrase([rwra) ([ |v<y>2dy>l“ |

Ceci termine la preuve.

Remarque .- A partir de techniques standards de minimisation, 1’'inégalité ci-dessus implique

1 (1 =
[ wwrasci ()7 [wwlare [ pora veso.
D1 € w D

En effet, on note A = [, |v( YPdy #£0,B= [ |v(y) dyet F = [,|v(y)|*dy. On sait qu'il existe
C >0et pecl0,1] tels que A < CB*F'=*. Donc,

I

. (F\
<ciB(= ,
azctn(£)

14
Maintenant, si % < g, alors A < Cw B( ) v, Et, si % > %, alors A < ¢F. Par conséquent, on

obtient I'inégalité d’interpolation désirée. Réciproquement, supposons qu'il existe C' > 0 et p € ]0,1]

tels que
1 /1 =
[ wwrasct () [l@Par+e [ owitay veso.
D, € w D
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alors, on choisit € = %% afin d’obtenir A < 20 B+F1~F,
Commentaire .- Les calculs de cette section se généralisent aux solutions du systeme elliptique
suivant
Ayju=f dans D |
u=20 sur I' |
u=u(y) € H*(D) ,
(A~ feH*NH{ (D) ,

afin d’en déduire I'inégalité suivante
M 1—p
v [P ) ([ el ay
20y Jy D '

[ wwta<c(]ea)

4.4 Propriété quantitative de continuation unique pour l'opérateur ellip-
tique 97 + A

Dans cette section, nous présentons le résultat suivant (voir [ LeR]).

Théoréme 4.4 .- Soit Q un ouvert borné connexe et Lipschitzien dans RY, N > 1. On choisit
T >0etée€]0,T/2]. Nous considérons l’équation elliptique du second ordre dans Q x ]0,T[ avec une
condition de Dirichlet sur 0Q x (0,T),

O2u+ Au=0 dans Q x10,T[ ,
u=0 sur 9 x 10, T , (4.14)
u=u(z,t) € H*(Q x]0,T[) .

Alors, pour tout ¢ € C§° (2 x (0,T)), ¢ # 0, il existe C >0 et u €]0,1[ tels que pour tout u solution
de (4.14), on ait

AT_5/§2|u(x7t)|2 dxdt < C </OT/Q lu (z,1)|? d;zcalt>1_H (/OT/Q lou (2, 1) dgcdt>

Preuve .- Nous appliquons le Théoreme 4.2 avec D = Qx]0,T[, T = 002 x]0,T[, 2x]§,T — §[ C Dy,
y=(z,t), Ay =0} + A

m

4.5 Propriété quantitative de continuation unique pour la somme de vecteurs
propres

Le but de cette section est d’obtenir les deux résultats suivants (voir [ LZ] ou [ JL]).
Théoréme 4.5 .- Soient Q un ouvert borné soit convexe, soit C? et connexe dans RN, N > 1

et w un ouvert non vide inclus dans 2. Alors, il existe C > 0 tel que pour toute suite {aj}j>1 de réels
et tout entier M > 1, on ait B

Z a?SCeC”‘M/ Z aje; (z)| dx,

1<j<M “1<i<M
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ou {)‘j}j>1 et {ej}j>1 sont les valeurs propres et fonctions propres de —A dans H} (Q), formant une
base orthonormée dans L* (Q).

De fagon équivalente,

Théoréme 4.6 .- Soient Q un ouvert borné soit conveze, soit C? et connexe dans RN, N > 1
et w un ouvert non vide inclus dans €. Alors, il existe C' > 0 tel que pour toute suite {aj}j>1 de réels
et tout réel R > \i, on ait B

2

Z a? < Cec‘/E/ Z aje; (z)| dx,
{7;7; <R}

“1{5:A; <R}

ou {Aj};s, et {e;};5, sont les valeurs propres et fonctions propres de —A dans H} (), formant une
base orthonormée dans L? (Q).

Preuve du Théoreéme 4.5 .- Nous décomposons la démonstration en trois étapes.

Etape 1 .- Pour tout a; € R, on introduit la solution

w(z,t) = Z aje; (z)ch (\/Et) —x () Z ajej (x)

J<M <M

olt x € C§° (w), x =1 dans @ € w. On rappelle que cht = (e' + e~ ") /2. Alors, w vérifie

Pw+ Aw = Af dans Q x 10,77 ,
w=0 sur 99 x 10,77 ,
w=0w=0 sur w x {0} ,

w=w(x,t) € H* (2 x10,T]) ,

pour tout T'> 0, ot f = —x Y. aje; € HZ (Q2). On dénote par W le prolongement de w par zéro dans
Jj<M

w x |-T,0]. Alors, w vérifie

Ofw + Aw = Aflgyr) dans Qx]0,T[Uw x ]-T,0[ ,
w=0 dans @ x |-T,0[ ,
w=0 sur 00 x 10,77 .

A présent, nous définissons D, un ouvert connexe dans RN+, vérifiant les six conditions suivantes:
). @x 16, T —6[C D avec 6 €10,T/2[ ;
ii). 00 x 16,T —o6[ C 9D ;
iii). D CQx]0,T[U® x ]-T,0[ ;
iv). il existe un ouvert non vide w, € D Nw x |-T,, 0] avec T, €10, T ;
v). D € C? si Q est C? et connexe ;
vi). D est convexe avec un choix adéquat de (4,7T,) si Q est convexe .

En particulier, w € H? (D).
Etape 2 - Nous prétendons qu'il existe g € H? (Q x |=T,T[) N H} (Q x |=T,T[) ¢ H? (D) tel que

029+ Ag = Afloxomr) dans Qx|-T,T] ,
g=0 sur 0 (Q x |=-T,T[) =002 x |-T,T[UQ x {£T} ,

et
||9||L2(D) < ||fHL2(Q><]O,T[) : (4.15)

27



En effet, nous allons procéder en six sous-étapes dans le cas ot  est C? et connexe (le cas ou
est convexe étant bien connu car alors Q x |=T,T| est convexe). On dénote h = Afloy o) €
L?(Q x |=T,T]).
Sous-étape 1: on rappelle que h € L? (Q x |-T,T[) implique I'existence de g € H} (Q x |-T, T).
Sous-étape 2: grace a la régularité intérieure des systemes elliptiques, pour tout Dy € Q x |-T,T7,
g € H?(Dy).
Sous-étape 3: grace a la régularité a la frontiere des systemes elliptiques, mais loin des sommets
Q x {~=T,T}, g est aussi localement dans H? car 2 est C2.
Sous-étape 4: on étend la solution & ¢t =T comme suit.
Soient h(z,t) = h(x,t) pour (z,t) € Q x |-T,T[ et h(x,t) = —h(x,2T —t) pour (x,t) € Q x
|T,3T[. Ainsi h € L? (2 x |-T,3T[). Soient g(z,t) = g(z,t) pour (x,t) € Q x [-T,T|[ et g(x,t) =
—g(x,2T —t) pour (z,t) € Q x [T,3T)]. Alors, g vérifie
02+ Ag=h dans Qx|-T,3T] ,
g=0 sur 9 (Q x |-T,3T[) = 9Q x |-T,3T[UQ x {~T,3T} .
En appliquant la régularité & la frontiére comme au sous-étape 3, on obtient que g € H? (2 x |0, 27).
En particulier, g € H? (Q x |0, TY).
Sous-étape 5: on étend de maniere analogue & t = —T pour conclure que g € H? (Q x |-T,0]).
Sous-étape 6: finalement, on multiplie 92g + Ag = h par (—A)fl g et on integre par parties sur
QO x |-T,T], afin d’avoir

T T _
f,T ||3t9\|§171(9) dt + HgHi%Qx]—T,T[) = fo fQ —Af(z)(-A) ! g (z,t) dedt

T -
=[5 Jo F (@) (=A) (=A) " g (z,t)dzdt car f € H3 ()
< fllpzxjo,7p N9l p2@x)—77p  Par Cauchy-Schwarz .
ce qui aboutit & I'inégalité désirée (4.15).
Etape 3 .- Finalement, nous appliquons le Théoréme 4.3 avec A, =0+ A, v=uw-—g dans

D avec I' = 9Q x 0, T —6[ et Q x [0/2+T/4,3T/4— /2] C Dy C D tels que 0Dy NID € T et
D, \('N9dDy) C D de sorte que

/|w gl? dy<0() /|w gl dy+5/|w g’ dy Ve>0,
D

ce qui implique que

/D1|w| dy<C(> /\g\ dy+5/ |w| dy Veelo1],

ot nous avons utilisé le fait que w = 0 dans w,. A partir de (4.15), nous conluons qu’il existe C' > 0
et p €10,1] tels que

3T/4—5/2 1 e T
/ /|w(x,t)|2dxdt§0<> / /|f(x)\2da:dt+e/ /|w(:c,t)|2d:vdt Ve 0.
5/2+T/4 Q € 0o Ja 0 JO

D’un autre c6té, nous avons les inégalités suivantes
2

fo fQ|f | dxdt _TfQ Z ajej (x)| dz

2
dx

x (@) X aje;(x)
J<M

2

fOT Ja |w(m,t)|2dmdt = fOT Ja j;MajeJ z)ch (\/Ajt) — Z aje; (z)| dadt

2

< 2T62\/)\MT Z
<M

Z ajej (v)| dx
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2

duwdt <2 [3H/402

§/24T/4 fQ lw (x, t)|2 dxdt

2
dx .

3T/4—6/2
f/ziT/4/ Jo j;Majej (z) ch (\/Ajt)

+2T [ |x (x) 3 aje; ()

j<M

Par conséquent, a partir des quatre dernieres inégalités, nous en déduisons que pour tout € > 0,

2

3T/4—5/2
(T/2-0) ¥ a? < 5/2/+T/4/ Jo| X aje; (z)ch (y/Ajt)| dadt
J<M <M
2
§2C()“ Zajej() dx
2
+de | Te2V T Z ajej (z)| dx
j<M
2
) 2. aje;(x)| dw.
J<M
Choisissons € = %%, nous obtenons l'existence de C' > 0 tel que
2
> <o 15 aies @)
Jj<M “li<Mm
4.6 Application a ’équation de la chaleur
Dans cette section, nous proposons le résultat suivant.
Théoréme 4.7 .- Soient Q un ouvert borné soit conveze, soit C? et connezxe dans RY, N > 1

et w un ouvert non vide de Q. Alors pour tout T > 0, il existe C > 0 et p €0, 1] tels que pour tout
u solution de (2.3), et pour tout t, € 10,T[, on ait

/Q|u(x,to)|2dx <C <etco/Q|u(x,O)2d:z:>l_# </w |u(x,to)|2dx>”

Remarque .- Maintenant, rappelons que pour toute solution u de (2.3) avec u (-,0) = u, € H} (Q),
on ait (voir e.g., [P08])

U0
/\u(x,0)|2dx§exp <2t | HHI — 2@ /\ x, o)) dx .
Q ||Uo||L2(Q)

Par conséquent, en combinant cette derniere inégalité avec le Théoreme 4.7, il existe C' > 0 tel que

Uo 1 1=n
/|u(x,0)|2dx§C’exp <2t i HH (Q> </| (z,0))? dx) (/ lu(z,t0)] d:c) ,
Q HuoHL2(Q)

29



ce qui aboutit a 'inégalité d’interpolation suivante

2
1 C/u 1 HUoHHl Q
ol 2y < CFe o exp <2to o) / (2, t) [ dar .

o luo |72 0

La quantification de la propriété de continuation unique pour les équations paraboliques avec des
coefficients en espace-temps a partir de la nullité sur w x {t,} est plus délicate (voir le travail de L.
Escauriaza, F.J. Fernandez et S. Vessella [ EFV]).

Preuve du Théoreme 4.7 .- Soient A1,As2,- - - et ey,ea,- - - les valeurs propres et fonctions propres de
—A dans H} (9), formant une base orthonormée dans L? (Q2). Pour tout u, = u (-,0) = Y aje; dans

Jj=1
L? () ou o = [, uoe;dw, la solution u de (2.3), sécrit u (z,t) = 3 aje; (z) e Nt Soit ¢, € ]0,T7.
i>1
Nous introduisons (voir [ Lin] ou [ CRV]) la solution
)= ase; (@) e Mch (V) = x (@) Y aze; (@) e,

Jj=1 Jj=1
ou x € Cf° (w), x =1 dans @ € w. Alors, w vérifie

Zw+ Aw=Af dans Q x 10,77 ,

w=0 sur 002 x 0,77 ,

w=0w=0 sur w x {0} ,

w=w(x,t)€ H*(Qx]0,T[) ,
ot f=—xu(t,) € H?(Q). Par conséquent, de fagon analogue & la preuve du Théoreme 4.5, il existe

6 €10, T/2[, C > 0et pel0,1] tels que I'on ait

T—6
/ o (2, 1) dmdt<0<> //|f |dxdt+s//|th|dxdt Ve 0
Q

Par ailleurs, nous avons les inégalités suivantes.

/OT/QIf(x)dedtST/M|X(x)u(x’to)|2dx,

/ /\w (z,t) d:cdt<2TZa2 —2(Ato VAT +2T/|X (@, t,)* de

7j>1
Za?efz(xjtr XT) > j2‘efz(xjtr\/)\»j:r)Jr D aiefz(xjtr X;T)
j>1 {J>1\F<T} {izu/2>E
< ¢? to > ozjz ,

j>1

2

T—5 -5
/ /Q Zajej e Nitech («/)\jt) dzdt < 2/6 /Q|w(x,t)|2dxdt+2T/ Ix (&) u(z,t,)| da
w

j>1
En conséquence, a partir des cing dernieres inégalités, nous en déduisons que pour tout & > 0,

(T —26) ¥ aZe~2Mte < (T —28) Y aZe 2(te=v/i0)

j>1 j>1
—4 N\
6T Jo Z aje; (x) e *itoch (\/)\jt)
<2TC (L f|X u(x,t,)|* da

+ATe (25 T +f X (@ <x,to>|2dx>

+27 [ |x (= (:E to)? da .

2
dxdt
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Finalement, il existe C' > 0 tel que pour tout ¢, > 0,
Jolu(@,to))?de =3 aZe=ite
i>1

<CR)7 [ lula,to) dr +ee®s [y lu(z,0) dr Ve elo,1]

ce qui implique l'inégalité d’interpolation du Théoreme 4.7,

1—p 1—n Iz
j(\u(x,tJ\Qdm < oS (j/|u(x,0ﬂ2dx) (j/|u(x,ug|2dxdt) .
Q Q w

Commentaire .- L’inégalité suivante peut étre obtenue grace au Théoreme 4.7 suite aux travaux de
G. Lebeau et L. Robbiano [ LeR] sur le controle exact de la chaleur et de G. Wang [ W] sur le principe
d’un contréle bang-bang.

Théoréme 4.8 .- Soient Q un ouvert borné soit convexe, soit C? et connexe dans RN, N > 1
et w un ouvert non vide de Q. Soient T >0 et € C [0,T] tels que mes(E) > 0. Alors, il existe C >0
tel que pour tout u solution de (2.3), on ait

m@ijgc//m@m%ma
Q EJw

4.7 Application a ’équation des ondes

En reprenant ’idée de L. Robbiano qui consiste & utiliser une inégalité d’interpolation de type Hélder
pour I'opérateur elliptique 92 + A et la transformation de FBI introduite par G. Lebeau et L. Robbiano,
nous obtenons ’estimation de dépendance de type logarithmique suivante.

Théoréeme 4.9 .- Soient Q un ouvert borné soit conveze, soit C? et conneze dans RN, N > 1
et w un ouvert non vide de ). Alors, pour tout B € 10,1[, Il existe C > 0 et T > 0 tels que pour toute
solution u de (2.2) avec la donnée initiale non nulle (ug,u1) € H} (Q) x L? (Q), on ait

c o w1 o) 20y |77
<e (w0, v L2 0y m—1(0)

H(uovul)HHé(Q)xLz(Q) ”“”LQ(wX]O,T[) :

5 Principales nouveautés liées a ’équation de Schrodinger

Les ramifications autour de I’équation de Schrodinger sont nombreuses. En effet, a partir de ’équation
de Schrédinger linéaire ou non linéaire, nous avons

e I’équation des plaques via la factorisation 97 + A% = — (i9; — A) (i0; + A) ;

I'équation de la chaleur via la transformation de FBI (voir e.g., [P04]) ;

les équations d’Euler via la transformation de Hasimoto | Ha] ;

e ’électromagnétisme via un scaling (voir e.g., [ Ic]) ;

la cinétique via la transformation de Husimi (voir e.g., [ LP]) .
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5.1 De I’équation des ondes a celle de Schrodinger

Nous avons appliqué a la théorie du controle des EDP une transformation utilisée par L. Boutet de
Monvel [ BAM] dans le cadre de la propagation des singularités (voir aussi le travail de L. Kapitanski
et Y. Safarov [ KS] sur les propriétés régularisantes des équations de Schrodinger) qui permet de passer
de I’équation des ondes a celle de Schrodinger. La démarche entreprise est originale dans le cadre de
la controlabilité et a fait 'objet d'un papier publié dans SICON [P04] (cité par 11, 12 13 14 15 16
17 entre autres). Ce travail a débuté pendant ma premiere année en tant qu’ATER & I’Université de
Provence 18 (voir aussi [P05]).

Nous appliquons les idées décrites au paragraphe 3.1. Soit v une solution de I’équation des ondes
controlée vers I’état d’équilibre sur une partie du bord par ©p ot © = O (x,t) € C? (92 x |0, T.[; R),
o € H' (]-T,T[; L* (09)) et avec donnée initiale (vy,0) out vy € H{ (). Nous commengons par
construire par symétrie une solution v € C' (R; H' (2)) N C* (R; L? (Q)) vérifiant

020 — AU =0 dans 2 x R,

v (z,t) = (©0) (z,t) Lisaxjo,r.[ — (©0) (x,—1) Lsax)-1. 0 > (T,t) €INXR,

(6a ata) (70) = (UOa 0) dans ) ;

v=0 dans Q x (]—oo, =T,] U [T¢, +o0[) .

Par ailleurs, a partir de la solution fondamentale de I’équation de Schrédinger monodimensionelle

E(t) = ezf et € O ({t > 0} x Rg) N C ([0, +o0[; H~/27¢(Ry)), nous avons l'existence de F =

F(¢,t) € C([0,+oo[; H™! (Ry)) vérifiant

g

10 F (67 t) + algF (& t) = f (& t) 1E€(R\]7TC,TC[) ’ (ga t) ERxR,

F(£,0)=0(¢) ,LeR,

F((t)=0 » (6t) € [=Te, Te] x [e, +oo]
Finalement, nous observons que la solution

z (z,1) :/RF(E,t)E(x,Z)dK,

HLasiecka, I., Triggiani, R., Zhang, X. (2003) J. Inv. Ili-Posed Problems 11, 1-63.

12Zuazua, E. (2003) Remarks on the controllability of the Schrédinger equation, A. Bandrauk, M.C. Delfour, and C.
Le Bris, Quantum Control: mathematical and numerical challenges, CRM Proc. Lect. Notes Ser., AMS Publications,
Providence, R.I., 181-199. " The paper by K.D. Phung [P] is also worth mentioning. In [P] the author establishes the
connections between the heat, wave and Schrodinger equations through suitable integral transformations. This allows
him to get, for instance, estimates on the cost of approximate controllability for the Schrodinger equation when the GCC
(Geometrical Control Condition) is not satisfied and also on the dependence of the size of the control with respect to
the control time.”

BMiller, L. (2004) Arch. Rat. Mech. Anal. 172, 429-456. ”Phung’s paper [Phu0l] drew our attention to the
subjet. His Theorem 2.3 proves that, under geodesic condition, the cost of controlling data in Hé (M) grows at most as
exp (C/T?) as T tends to 0.

The strategy used by Phung to prove Theorem 2.3 in [Phu0O1], is what we have coined the transmutation control
method. Phung was inspired by [BAM75,KS96] (i.e. articles of L. Boutet de Monvel (1975), L. Kapitanski & Y. Safarov
(1996)) where the Schréodinger semigroup on the whole space is written as an integral over the wave group.”

M Miller, L. (2006) SIAM J. Control Optim. 45, 762-772. ”the Schrodinger equation, which is the control problem to
which a transmutation method was first applied by Phung ... ”.

15Zuazua, E. (2006) Controllability and Observability of Partial Differential Equations: Some results and open prob-
lems, in Handbook of Differential Equations: Evolutionary Differential Equations, vol. 8, C. M. Dafermos and E.
Feireisl eds., Flsevier Science, pp. 527-621. ”Previously similar arguments and transformations have been used by K.D.
Phung to analyze the cost of controllability for the Schrédinger equations.”

16llner, R., Lange, H., Teismann, H. (2006) ESAIM, Control Optim. Calc. Var. 12, 615-635.

"Dehman, B., Gérard, P., Lebeau, G. (2006) Mathematische Zeitschrift, 4, 729-749.

8http:/ /www-gm3.univ-mrs.fr/~gallouet /documents/phung.pdf
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satisfait

iatz — Az =0 dans © x ]0,¢[ ,
fo (4,t) (©p) (z,0) dl — f  F(0,1) (©0) (v, =) dl , (x,1) €OQ xR,

z (-,O) =1 dans  ,

z2(,e)=0 dans € .

5.2 De I’équation de Schrodinger a celle des ondes

Une propriété essentielle de I’équation des ondes concerne la propagation des singularités ou encore la
propagation de la régularité microlocale (voir e.g., [ Pau]). Différentes techniques permettent de décrire
ce phénomene comme les rayons gaussiens | Ra], les opérateurs intégraux de Fourier [ Ho|, I'extension
de la méthode des multiplicateurs avec des opérateurs pseudo-différentiels [ MS], les mesures de défauts
[ GeLl.

Nous nous sommes intéressés a introduire des opérateurs h-Fourier intégraux et il est alors naturel de
travailler avec I'opérateur i9s — h (A — 97) avec h > 0.

Nous introduisons la fonction a = a (z,t,s) € C* (RV*2;C), dépendante de h € ]0, 1] définie comme
suit.

1 1 =2 1 1 2
a(z,t,s) = ——=5 e AT ( 6_4M+1> .
<(is+1)N/2 ) V—ihs +1
Cette fonction a peut étre vue comme produit de NV + 1 solutions de ’équation de Schrodinger monodi-
mensionnelle i, = hd?. En particulier, nous obtenons.

(i0s +h (A=97))a(z,t,s)=0,

1 1 _a =2 1 42

la (z,t,8)| = PR i Nt S e il

- ( 82+1)N/2< (h5)2+1)1/2

Maintenant, nous allons construire un opérateur intégral de Fourier associé a a de la facon suiv-
ante. Soit € Q, om = (my,--,my) € ZN, X > 1 et e €]0,1]. On écrira €2 = 2m+1)e
et A(¢°) = {¢= 51,--- En) € RN 2m; < &j/e <2mj +2}. On notera ¢ = ¢ (x,t) une fonction
reguhere vérifiant ¢ (-,t) € C5° (Q) et [lo (-, t)[| e (q) < e’ Soit f € L! (RVF1) N L2 (RNV*1) telle

que la transformée de Fourier de ¢f, 92} €Lt (RN +1). Nous introduisons 'opérateur suivant

(A(2°,£°) f) (@, 1, 5)
- W féeA(é") flr|<A

eiréttr o=i(IP=m")hs (z — 2° — 2¢hs, t + 27hs, s) of (€,7)dédr .
En particulier, nous en déduisons les deux égalités suivantes

(i0s + h (A = 07)) (A(2°,€°) f) (x,t,5) =0,

1 . —
A (20 €° _ ) ix€+tT déd
(A€ ) (2,1,0) = a z — 2°,1,0) [(%)NH S o et e
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Cette derniere égalité entraine, a partir de la formule d’inversion de Fourier et une sommation sur les
m € Z" provenant de £° = (2m + 1) &, 'apparition de la quantité a (x — 2°,¢,0) (¢f) (x,t) qui localise
autour du point z°. Par ailleurs,

(A (mo’go) f) (I,t, L) — (271_)% fEeA(gc) f|-r\<}\ eimf—i-t‘r e—i(|f| -7 )hL (;}- (6; 7_)
a(r —2° — 26°hL +2(£° — &) hL,t + 27hL, L) dédr

avec |£° — ¢] < e pour tout & € A(£°), ce qui entraine une localisation autour du point x° + 2£°hL
pour ¢ suffisamment petit.

Maintenant, on multiplie (i0; 4+ h (A — 7)) A (z°,£°) f = 0 par u solution de (2.2) et on intégre par
parties sur (z,t,s) € Q@ x R x [0, L] pour en déduire la formule suivante.

foR (A (xo’go) f) (I,t,()) U(JC,t) dxdt
= foR (A(x()?f()) f) (JZ,L‘,L) u(l‘,t) dmdt
+Zh fOL f(’)QxR (A (xo, 50) f) (.’13, t7 S) al/u (-757 t) do (-’17) dtds .

Cette formule établit un lien entre une localisation autour du point x° dans la direction £° et une
localisation autour du point z° + 2£°hL pour e suffisamment petit, pourvu que le segment de droite
(ou autrement dit le rayon) reliant x° et x° + 2£°hL soit suffisamment éloigné du bord 9.

Pour traiter le terme de bord (plus précisément, le terme fOL /. saxg " de la formule ci-dessus), une
stratégie consiste a construire un autre opérateur intégral de Fourier de maniere & rendre la trace
au bord suffisamment petite (voir par exemple la construction des rayons gaussiens par J. Ralston).
Cette étape est délicate. Les calculs sont beaucoup plus simples quand la frontiere est plate (par
exemple dans le cas d’un rayon captif entre deux surfaces paralleles). Ici, un probléeme ouvert consiste
a établir une décroissance exponentielle et non uniforme de ’énergie de I’équation des ondes amorties
en présence d’un rayon captif entre deux surfaces strictement convexes (comme le cas traité par M.
Tkawa [ Ik] par exemple).

Dans le cadre de la décroissance polynomiale pour ’équation des ondes amorties (3.1), nous fixons
e = 1 et c’est la propriété de dispersion en la variable s de la fonction a qui va étre utilisée pour traiter
le terme (A (z°,£€°) f) (z,t, L) (voir [P11]).

6 Projet en cours sur I’équation de Schrodinger

Tout au long de ce mémoire, nous avons déja évoqué de nombreux problemes ouverts. Ici, le point de
départ est un résultat de C. Kenig, G. Ponce et L. Vega [ KPV] concernant la propriété de continuation
unique pour 'équation de Schrédinger suivante. Soit u = u (x,t) une solution suffisamment réguliere
de

i (x,t) + Au(z,t) =0 , (x,t) e RN xR,

et telle que u (z,0) = u (x,1) = 0 pour tout z € w C RY ot w doit vérifier des conditions géométriques.
Alors, u est identiquement la solution nulle. Par conséquent, il semble naturel de se poser le probléme
de stabilisation suivant.

Soient T' > 0 et Q un ouvert borné connexe de RV & frontiere 9§ suffisamment réguliere. Nous
considérons ’équation de Schrédinger amortie

+oo
iw+ Aw+ia(z) X 6 (t— (2 +nT))®@w=0 dans D' (QxRY) ,
n=0

w=0 sur 00 x Rt |
w(+,0) = w, dans Q ,
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ol a € C? (Q,RT) vérifie {x € Q0 > 0} # 0. Ici, 6 (t — (£ + nT)) est la masse de Dirac concentrée &
I’instant (% + nT). Pour ne pas s’encombrer avec des difficultés liées aux espaces fonctionnels. Nous
nous ramenons a 1’étude du systéme régularisé suivant. Soit e € ]0, min (1,7'/4)[ suffisamment petit,

+oo

iOyw® + Aw® +ia(z) Y p° (t— (5 +nT))w* =0 dans Q@ x R,
n=0
w® =0 sur 9 x Rt |
we (+,0) =w, € H2(Q) N HE (Q) ,
+oo
olt p° € D(R) est une suite régularisante de sorte que, quand € — 0, > p (t — (£ + nT)) converge
n=0

+oo
vers Y. 6 (t — (L 4+ nT)) dans D’ (RT).

n=0

Maintenant, w® € C ([0,+00); H? () N Hj (2)) N C* ([0, +00); L? (2)) et son energie E (w®,t) =
fQ |w® (:L',t)|2 dz est une fonction décroissante en temps ¢. Bien entendu, nous voudrions en savoir
plus. S’agissant de controle sous forme d’un ”pulse”, il me semble qu’il existe encore peu de résultats
mathématiques (voir e.g., [ LS]).

7 Travaux en collaboration

J’al commencé a travailler sur les problemes de contrélabilité parabolique lors du postdoctorat a
I’Université de Madrid invité par E. Zuazua.

Dans [P06], j’ai étudié la propriété de controle exact vers zéro de I’équation de la chaleur comme
limite quand € > 0 tend vers zéro, de celui des ondes dissipatives dépendant du parametre ¢ > 0. Ce
résultat répond & un probléme ouvert posé par A. Lopez, X. Zhang et E. Zuazua [ LZZ].

Durant cette visite a I’Université de Madrid, E. Zuazua m’a donné un manuscrit de L. Escauriaza
[ E] sur la méthode de ”doubling property” avec la quantité

(V@0 + 10 @, t)F ) (12 = £~ [af*) dadt
B [, (. ) dedt

N (r)

)

comme la fonction fréquence en la variable r, o1 B, est la boule de centre 0 € R™+! et de rayon r > 0.

Lors du séjour au Center for Optimal Control and Discrete Mathematics & Wuhan (Chine), j’ai
collaboré avec G. Wang sur différents problemes de controle optimal. En particulier, nous nous sommes
posés la question de savoir si une solution T-périodique en temps u (z, t) de ’équation de la chaleur avec
un potentiel ¢ € L™ (2 x ]0,T), paire et T-périodique en temps, pouvait vérifier I'inégalité suivante

lu (@,0)[| L2 < Cllu(,0)l 12y -

Une réponse positive est donnée dans [P10] pour des potentiels g associés a des temps T adéquats.
Cette propriété entraine la propriété de continuation unique pour I’application de Poincaré. Nous avons
employé la technique des inégalités de Carleman de A. Fursikov and O. Imanuvilov pour le Laplacien.
De plus, la stabilisation de 1’équation de la chaleur avec un potentiel g(x,t) non nul est étudiée dans
[P10] & partir d’un contréle explicitement construit et vivant dans un sous-espace de dimension finie.

Dans les problemes pratiques d’ingénierie, le controle est souvent soumis & des contraintes (par
exemple, [/|g||| < 1), mais avec un temps d’attente éventuellement grand. Si cela est possible &
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construire, alors le nombre de candidats est infini. Aussi, on ne s’intéressera qu’a ceux avec le plus
petit temps de controlabilité. Les résultats désirés de controlabilité nécessitent alors une tres bonne
connaissance de leur cout. Nous recherchons a démontrer ’existence de solutions en contréle optimal
vis-a-vis du temps de controlabilité. Ce travail est en collaboration avec G. Wang et X. Zhang [P12].
Aussi, il s’agira de caractériser les controles optimaux que nous espérons bang-bang (i.e., |||g]|| = 1).

Plus récemment, en contrat a 1’Université de Sichuan jusqu’en mai 2008, j’ai collaboré avec X.
Zhang sur les équations de Kirchhoff dans le cadre du retournement temporel [P14]. Le procédé de
retournement temporel génere de réelles applications liées aux phénomenes ondulatoires. Nous avons
présenté une stratégie pour reconstruire la donnée initiale pour les équations des plaques de Kirchhoff a
partir d’une méthode itérative de retournement temporel. Parallelement, nous établissons la stabilité
de la convergence. Nous tenons compte de la condition de controle géométrique de C. Bardos, G.
Lebeau et J. Rauch liée aux solutions a haute fréquence. Mais aussi, en combinant la transformation
de FBI et des inégalités de Carleman ponctuelles pour un systeme elliptique d’ordre 4, nous traitons
le cas d’'une géométrie sans condition particuliere sauf connexe et réguliere, et pouvant générer des
rayons captifs.
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