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Introduction

Le présent mémoire est consacré a 1’étude mathématique d’un modele de compétition entre deux
especes, introduit et développé dans ses idées principales par Michel Benaim et Claude Lobry dans un
article intitulé Lotka- Volterra with randomly fluctuating environments or "How switching between bene-
ficial environments can make survival harder', publié en 2016 dans The Annals of Applied Probability
(référence bibliographique [BL16]). I1 est remarquable de voir & quel point une hypotheése simple, celle
de la fluctuation aléatoire de I’environnement, est capable d’enrichir la dynamique, par rapport a des
modeles compétitifs de type Lotka-Volterra, ot I’environnement est constant. Quand bien méme 'une
des especes serait amenée, dans chaque environnement parmi un jeu donné, a s’éteindre si ’environne-
ment restait fixé, nous verrons que « tout est rendu possible »par la fluctuation environnementale : de
Pextinction de ladite espece a lextinction de ’autre espéce, en passant par une coexistence stable (ou
persistance). Nous avons travaillé & élargir sensiblement le cadre développé dans Particle [BL16], ce qui
a nous a permis de découvrir un nouveau comportement potentiel du systeme, ainsi qu’a approfondir
certains aspects de 1’étude.

Le corps principal de ce mémoire est découpé en quatre parties. La partie [I| est consacrée a la
présentation du modele et & sa matérialisation mathématique sous la forme d’un processus markovien,
ainsi qu’a ’exposition de ses possibilités dynamiques en temps long, dont les démonstrations sont
ensuite données dans la partie [3| Entretemps, la partie |2 caractérise le support de la loi du processus
et donne de nombreux résultats utiles sur ses lois invariantes. Quant & la partie [ elle s’intéresse
aux caractéristiques topologiques de ce qui constitue I’ensemble w-limite des trajectoires du processus
lorsqu’il y a persistance, et constitue un approfondissement notable par rapport a ce qui est présenté
dans [BL16]. Dans I'annexe |A] on trouvera ’appui conceptuel et théorique indispensable aux résultats
de la partie 3] Ensuite on pourra trouver, en annexes [B] et [C] respectivement, des démonstrations et
un développement dont on a estimé qu’ils pouvaient apesantir une premiére lecture. Enfin, I'annexe [D]
contient un certain nombre de résultats classiques utilisés dans ce travail et provenant notamment de
la théorie des systemes dynamiques et de celle des chaines de Markov.

1 Présentation du modele et propriétés principales

1.1 Systéme compétitif a deux espéces en environnement constant
1.1.1 Modélisation

Nous allons étudier un systéeme constitué de deux especes, x et y, dont on représente les tailles
de population par deux réels positifslﬂ évoluant avec le temps, z(t) et y(¢). Les deux especes ont
une tendance naturelle & croitre, mais disposent de ressources limitées (en nourriture, en eau, en
ensoleillement par exemple). On suppose que les deux espéces ne sont pas dans un rapport de prédation
I'une avec 'autre, mais qu’elles doivent se partager au moins une partie des ressources. Par conséquent,
deux facteurs viennent limiter leur croissance :

— la compétition intraspécifique d’une part, qui a lieu entre les individus au sein de chaque espece ;

— la compétition interspécifique d’autre part, entre les individus d’especes distinctes.

Dans un environnementﬂ constant, on peut proposer une loi d’évolution sous la forme d’une équa-
tion différentielle autonome :

{ft—xHx(l'vy)a (1)

y=yHy(z,y),

1. Implicitement, nous travaillons donc avec des populations assez grandes.
2. Entre autres choses, le débit total disponible en ressources, la structure du milieu, la température, le pH...



ou Hy et Hy représentent des taux de croissance par individu (positifs ou négatifs). Dans ce cadre, &
chaque instant la contribution moyenne des individus a 1’évolution démographique de leur espéece est
déterminée par la taille des populationsﬂ De plus, le milieu est fermé a I'immigration : toute extinction
est définitive.

Pour le confort mathématique, on suppose que les fonctions Hy et Hy sont lisses, c’est-a-dire qu'il
existe un ouvert U contenant (R;)? tel que Hx, Hy € €°°(U). On fait les hypotheses suivantes pour
chaque espéce h € {x,y} :

(H2) 0,Hn <0 et yHy < 0 sur (Ry)?;

(H3) Tl existe A > 0 tel que Hp(x,y) <0siz > Aouy > A.

L’hypothése signifie que lorsque la pression démographique est faible, les populations croissent. Le
point traduit le fait que la compétition, qu’elle soit intraspécifique ou interspécifique, augmente
avec les tailles de populationsﬂ Enfin, 'hypothese implique qu’une fois un certain seuil franchi
par x ou ¥y, la compétition est suffisamment forte pour réduire la population de chaque espece.

1.1.2 Dynamique

On peut analyser sans difficulté la dynamique du systéme en s’appuyant sur la configuration des
courbes isoclines. Pour h € {x,y}, on définit 'isocline isoy, par I’équation Hj, = 0 sur (R )2

Proposition 1.1. Pour tout h € {x,y}, il existe 0 < z, < A et une fonction lisse gn : [0, zn] — R4,
nulle en xy et strictement décroissante, telle que isoy soit égale au graphe de gyp.

Démonstration. Voir I'annexe [Bl [ |

Notons F : U + R? le champ de vecteur associé au systéme (), & savoir :

F(x’y) = (me(xay)ayHy(x’y))'

Soit @ son flot, tel que pour tout (zo,yo) € U, la fonction ¢t — Dy(zo,y0) = P(¢, zo, yo) soit 'unique
solution maximale du probléme de Cauchy associé au systeme (1) et a la condition initiale (zq,yo).
Le flot ® est défini sur un ouvert Ups C R x U et de classe € sur cet ouvert (voir par exemple
[Tes12, Theorem 2.10]). Bien sfir, le quadrant (Ry)? est positivement invariant par le ﬂotﬂ Mieux,
pour toute condition initiale (zo,y0) € (R4)?, c’est aussi le cas du carré [0, z¢ V A] x [0,yo V 4], car
le champ est entrant sur ses arétes supérieure et droite. La compacité de ce domaine implique que
Ry x {(z0,90)} € Us.

Nous pouvons d’ores et déja identifier trois points d’équilibre du champ F': (0,0), (zx,0) et (0,yy),
ou yy est 'unique zéro de Hy(0,-), i.e. yy = gy(0). L'origine est instable, c’est une source en raison
de ’hypothese Etant donné une condition initiale (zg,0) avec zp > 0, y(¢) reste nulle et z(¢)
converge vers xx. C’est une conséquence du fait que

Vo >0, sgn(Fy(z,0))=sgn(rx — ).

De méme, si 'on part de (0,y0) avec yo > 0, alors x(t) = 0 et y(t) — yy-

Cela étant dit, la situation qui nous intéresse véritablement est celle ot les deux espéces coexistent

3. Il s’agit donc d’un modéle dans lequel la loi des grands nombres intervient pour gommer la variabilité individuelle.
La remarque faite dans la note [I| s’en trouve soulignée.

4. Dans ce cadre il n’y a donc pas de coopération entre les individus.

5. On dit qu’un domaine D C U est positivement invariant par ® si: V(¢,z,y) € Up N (R+ X D), Py (z,y) € D.



au départ. Dans la suite on se donne donc une condition initiale (zo,y0) € (R%)?. Les isoclines vont
jouer un role clef dans la structuration de ’ensemble des dynamiques possibles.

Premier cas : les isoclines ne s’intersectent pas

Il s’agit d’un cas particulier important. Sans perte de généralité, on peut supposer que isox est située
au-dessus de isoy. Les points d’équilibre identifiés précédemment sont alors les seuls, et Hy (0, 2x) < 0
tandis que Hx(0,yy) > 0, ce qui fait de (0, zx) un puits et de (0, yy) une selle du champ F'. La situation
générale est représentée sur la figure|l| (bien entendu les fleches y représentent le champ F'). Trois zones
fermées du quadrant (R;)? y sont distinguées : A la zone sous isoy, B la zone entre les isoclines, et C
la zone au-dessus et & droite de isox.

Y
180y :
Hy =0
(n-'."fy)
B
T
0 isoy: Hy =0 (7x,0)

FIGURE 1 — Cas ol isox est située strictement au-dessus de isoy.

Tout d’abord, remarquons qu’au niveau des frontieres isox et isoy de la zone B, le champ F est
entrant. Ceci a pour conséquence que B est positivement invariant par le flot. Si (zo,y0) € B, alors
t — x(t) et t — y(t) sont respectivement croissante et décroissante et par conséquent le systéme
converge, ce qui se fait nécessairement vers un point d’équilibre du champlﬂ Or on a Hy(0,yy) > 0, ce
qui rend impossible la convergence vers (0, yy), d’ot :

(zo,90) € B = P(x0,Y0) e (zx,0).
Si (zo,yo) est dans A ou C, alors :

— soit la trajectoire du systéme reste dans la méme zone, auquel cas les fonctions ¢ — z(t) et
t — y(t) sont monotones & valeurs dans [0, zg V A] et [0, yo V A], ce qui implique pour les mémes raisons
quauparavant la convergence vers (zx,0)[;

— soit la trajectoire sort de cette zone donc entre dans B, auquel cas elle converge aussi vers (zx, 0).

6. En effet, si p € (R4)? n’est pas un équilibre, on peut supposer sans perte de généralité que & := Fy(p) > 0, et
alors toute courbe intégrale pénétrant dans le voisinage {F, > §/2} N B1(p) en ressort aprés une durée d’au plus 4/4.
7. Bien sir, en réalité ce cas de figure est impossible pour (zg,yo) € A.



Par conséquent, toute condition initiale ou coexistent les deux espéces conduit asymptotiquement y
a son extinction et x a son équilibre propre x«. Il s’agit d’'un cadre d’application du principe d’exclusion
compétitive de Gause (voir [Gau32]). Nous qualifierons par la suite ce type d’environnement,
c’est-a-dire de champ, de favorable & ’espéce x (et défavorable a I’espéce y).

Second cas : les isoclines s’intersectent

Dans ce cas, de nouveaux points d’équilibre du champ apparaissent, précisément au niveau des
intersections entre les isoclines. Nous nous plagons dans le cadre générique ou ces intersections se font
de fagon transverse et en-dehors des axes. La situation est représentée sur la figure

Y

® point d'équilibre
stable

isoy : Hy =0

@)
FI1GURE 2 — Cas générique ou les isoclines s’intersectent.

Sur cette figure on voit une alternance de puits et de selles. Toute condition initiale conduit a la
convergence vers un point d’équilibreﬂ Selon les cas, cela peut étre un état de coexistence entre les
especes ou d’extinction de I'une au profit de 'autre.

1.1.3 Exemple : Le systéme de Lotka-Volterra

L’exemple le plus classique de systéme compétitif de deux espéces est celui de Lotka-Volterra. Il
consiste a choisir de simples fonctions linéaires de x et y pour les taux de croissance par téte :

Hx(xay) = O((l —ar — by)7

V(z,y) € (Ry)?, {Hy(x,y) = B(1 — cx — dy).

Le coefficient « (resp. 3) est homogeéne & une fréquence et représente le taux de croissance de x (resp. y)
dans la limite (z,y) — (0,0). Le coefficient a (resp. d) est représentatif de la compétition intraspécifique
au sein de I'espéce x (resp. y), tandis que le coefficient b (resp. ¢) traduit la pression compétitive exercée
par lespéce y sur l'espéce x (resp. par lespéce x sur lespéce y). L’équilibre propre de 'espéce x

8. Le bassin d’attraction, appelé variété stable, est un ouvert de U pour les puits, et une courbe lisse pour les points
selles (voir la section intitulée "Variétés stable et instable" dans annexe @



(resp. y) en cas d’absence de l'autre espece se situe en (1/a,0) (resp. (0,1/d)). Les isoclines sont de
simples segments de droites. L’environnement est favorable a 1'espece x lorsque a < ¢ et b < d, c’est-
a-dire quand x subit une pression compétitive venant de chaque espéce moins forte que celle ressentie
par y. Lorsque les inégalités sont dans l'autre sens, ’environnement est favorable a y. Il y a deux
autres situations génériques possibles :

—a > cetb<d:lacompétition interspécifique est dominée par la compétition intraspécifique,
auquel cas toutes les conditions initiales dans (IR’_';_)2 conduisent vers un unique équilibre (z., y.) ou les
espeéces coexistent ;

— a < cet b>d:lacompétition interspécifique 'emporte sur la compétition intraspécifique, et
(Ri)2 est scindé en deux zones par la courbe instable associée a I'unique point d’équilibre du quadrant
ouvert ; les conditions initiales situées en-dessous (resp. au-dessus) de cette courbe conduisent vers

(1/a,0) (resp. (0,1/d)).

1.2 Alternance environnementale

Dans la section précédente, nous avons vu que la dynamique des populations en environnement
constant se résume a la convergence vers un équilibre, oti I'une des espéces peut avoir disparu, notam-
ment lorsque environnement est favorable & une espéce (principe de Gause). Cependant, I’hypothese
d’un environnement pouvant étre considéré constant a des échelles de temps grandes du point de vue de
I’évolution démographique des populations apparait fragile, en dehors du laboratoire. Par conséquent,
il est important de pouvoir tenir compte de variations environnementales. Celles-ci vont complexifier
la dynamique et faire naitre des phénomeénes intéressants, voire contre-intuitifs.

Le cas de variations périodiquesﬂ a été étudié a plusieurs reprises (voir notamment[Koc74), [Cus80,
dMS81]). Par exemple, le résultat intéressant suivant est établi dans [dMS81] : sous un environnement
T-périodique F(t), dont le champ moyen est favorable a I’espéce x, on peut obtenir une orbite T-
périodique localement attractive, avec coexistence des deux especes.

On peut également autoriser ’environnement a alterner entre plusieurs configurations possibles, en
prenant ¢t — F(t) constante par morceaux, ce qui est fait dans [LSN94]. Les auteurs y montrent le fait
remarquable suivant : en alternant entre deux environnements favorables & 1’espéce x, il est possible
d’obtenir asymptotiquement la coexistence des deux espéces, mais aussi 'extinction de x (voir a ce
propos la figure [3] tirée de [BLI6]).

En ce qui concerne ce mémoire, nous allons reprendre pour une grande part le travail effectué
par Michel Benaim et Claude Lobry dans [BL16], qui consiste & considérer un environnement pouvant
alterner, de fagon aléatoire cette fois, entre différentes configurations favorables & la méme espeéce x.
Le cadre sera cependant sensiblement plus général et nous obtiendrons des propriétés supplémentaires.
Le contenu original sera signalé a I'occasion. Soulignons également I'importance primordiale, dans la
genése de ce mémoire, de Particle [BBMZ15], complément indissociable de [BL16].

1.2.1 Description du modele
On commence par se donner une famille finie (F i)lgigd, avec d > 2, de champs de la forme :
F': U — R?
(z,y) = (zHx(2,y,1), yHy (2, y,1)),

oit les fonctions Hy(+,1) et Hy/(-,) vérifient les hypotheses [(H1)] [[H2)} et [[(H3)| du paragraphe

9. On peut penser aux variations journaliéres ou saisonniéres.




u

(0,0)

F1GURE 3 — Deux familles de semi-orbites positives associées a des champs favorables & x : en
alternant les environnements on peut éteindre x.

Dans la suite du mémoire, on supposera que les champs sont fixés, et qu’ils sont tous favorables
a Pespéce x|}

Nous désignerons par £ = {1, ...,d} 'ensemble des indices paramétrant I’environnement. Pour tout
i € £, nous noterons ®* le flot, et (x;,0) (resp. (0,y;)) I'unique point d’équilibre situé sur R% x {0}
(resp. {0} x R%), du champ F"* . Nous ferons I'hypothese générique que tous les x; (resp. y;) sont
distincts. Pour tout ¢ € &, le point (z;,0) est un puits du champ F*, tandis que (0, y;) est une selle. On
définit ., = MiNjece Ti, Timae = MaXice Ti, €6 Ymin, Ymaz de la méme maniére. Enfin on note 4y,
imaz (T€SD. Jmin, Jmaz) l€S environnements associés & Tmin €t Tmaz (T€SP. Ymin €t Ymaz)-

L’état du systeme a un instant ¢t € R, quelconque est décrit non seulement par les tailles de popu-
lations mais aussi par 'environnement. On I'inscrit donc dans une variable aléatoire Z; = (X3, Yy, I})
a valeurs dans (R;)? x £. On fait le choix de décrire 'évolution de 'environnement par un processus
cadlag[] effectuant des sauts en respectant la loi :

P[Liys = j | (Xu, Yus Lu)o<use, It = i) = Nij(Xe, Yy) s+ o(s)

pour tous %, j € £ distincts et t,5 € Ry, ol les fonctions A; ; : Y — R, sont continues et représentent
des taux de saut, dépendant a priori des tailles de populationsE De plus, on fait I’hypothese d’irré-
ductibilité des transitions environnementales : pour tous (z,y) € (Ry)? et 4,7 € £ distincts, il existe
une chaine d’indices (ig = ¢,41,...,in—1,%, = j) tous distincts telle que HZ;(l) Niginsr (2,y) > 0. Quant
aux populations, elles évoluent selon la loi (Xt, Y}) = F1:(X;,Y;), ot la dérivée est & droite. Nous allons
donner un tour plus rigoureux a tout cela dans le paragraphe suivant.

11. Continu a droite avec limites a gauche.
12. Il s’agit d’une généralisation supplémentaire par rapport a [BLI6]. C’est toutefois le cadre d’étude dans [BBMZI5].



1.2.2 Construction mathématique du processus (Z;)icr,

Restriction a un compact

Tout d’abord, nous allons nous faciliter la tdche en nous restreignant a un domaine compact au
sein duquel le processus (Z;) = (X¢,Y:, It)ier, évolue nécessairement a partir d'un certain temps, s’il
satisfait & la description du paragraphe précédent avec (Xo, Yy) # (0,0).

La condition |(H1)| vérifiée par les taux de croissance permet de trouver 0 < a < A tel que pour
tout h € {x,y}, Hn admette un infimum ey , > 0 sur [0,a]® x &.

Proposition 1.2. Posons M = [0, A]?\[0,a[?. Si (Xo,Y0) = (z0,50) € (Ry)?\{(0,0)}, alors da partir
d’un certain temps, (X¢,Y;) € M.

Démonstration. Voir annexe [Bl [ |

Comme on souhaite étudier la dynamique en temps long, on pourra supposer sans perte de gé-
néralité que (Xo,Yy) € M. Nous noterons M (resp. M) lintersection de M avec le demi-axe des
ordonnées (resp. des abscisses)lEI, et nous l'appellerons frontiere ou ensemble d’extinction de ’espece
x (resp y). On notera My = MF U M. Enfin, on utilisera les abréviations suivantes : M = M x &,

X=MFxE MY =M xEet Mg= My xE.

Nous allons construire le processus (Z;), en nous restreignant au cas ou il prend ses valeurs dans

le compact M.

De facon préliminaire, remarquons que par compacité de M et continuité des fonctions A; ;, on
peut trouver A > 0 tel que

max Aij <A 2

(e ; i,i(p) (2)

Des lors, si 'on pose pour tous p € M et i,j € £ :

/\i,j (P)
A

L . 1
sii#7j et Q(p,z,z)zl—/\;/\i,j(p)>0,
YE)

Qp,i,j) =

alors la matrice (Q(p,1,7))1<i,j<d est stochastique, irréductible et apériodique. On s’autorisera
un léger abus de notation en désignant également par @ le noyau sur M associé a la transition suivante :
a partir de (p,i) € M, on change ¢ en j avec probabilité Q(p,1,j). Autrement dit, son action sur une
fonction g : M — R mesurable bornée quelconque est donnée par :

V(p,i) €M, Qq(p,i) =Y Qp,i,1)g(p,)-

JjEE

La chaine squelette

Tout d’abord, remarquons que pour construire le processus (Z;), il suffit de construire ses sauts, la
dynamique intermédiaire étant déterministe. On peut faire cela de la maniére algorithmique proposée
dans [BBMZI15, §2.1], qui consiste & commencer par proposer des instants de saut & un taux A, ce qui
nous fournit des sauts en exces selon , avant de procéder a un « raffinement ».

Dans un premier temps, nous allons donc construire une chaine de Markov (Z,)nen, qui servira
ensuite de squelette au processus. Elle s’interprétera comme un échantillonage du processus Z; aux
instants de saut d’un processus de Poisson d’intensité A\. On commence par se donner un espace de

13. On a donc M¥ = {0} X [a, A] et MY = [a, A] x {0}.



probabilité (€, F,P), sur lequel sont définies une variable aléatoire Zy = (Xo, Yy, Io) & valeurs dans
M, une famille (Uy),>1 de variables exponentielles de parametre A, ainsi qu'une famille (V;,)p>1 de
variables uniformes sur [0, 1], toutes ces variables étant indépendantes. On pose Ty = 0 et pour tout
n>1,1T, = Zk 1 Ur. Remarquons que quitte & remplacer € par un sous-ensemble de probablhte 1,
on peut supposer que pour tout w € €2, sup,, ey In(w) = +00. On définit enfin Zn = (X, Yy, I,,) pour
tout n > 1 par récurrence en posant :

(Xnayn) = ¢371(anlayn71)7 (3)

n

fn = G‘/n (Xn’Ynajn—l)a (4)

ou Gy (z,y,1) désigne, pour tous v € [0,1[, (z,y) € M et i € £, 'unique j € F tel que

v E Z Q(z,y,1,k), Z Q(z,y,1,k)

1<k<j 1<k<j

L’étape correspond & 1’évolution déterministe entre les sauts, dans l'environnement I,,_;, tandis
que V'étape (4)) correspond au changement éventuel d’environnement a T, : il s’agit du « raffinement »
auquel nous faisions allusion plus haut. Il est important de remarquer que le saut d’environnement est
possiblement fictif (i.e. I, = Nn,l).

On pose également, pour tout n € N, F,, = o(Zo,Uy,...,Un, Vi,...,V,). Enfin, soient (K¢)ter,
le semi-groupe de transition (déterministe) et K le noyau définis par :

Kig(e,y,i) = g(®i(x,9),i) et K= / Ne MK, ds,
0

pour tous (z,y,i) € M, t € R4 et ¢ : M — R mesurable bornée. Tout est en place en vue de la
proposition suivante.

Proposition 1.3. Le processus (Z,) est une (F,)-chaine de Markov de noyau de transition P = KQ.

Démonstration. Soit n > 1. La F,-mesurabilité de (Zn) se prouve sans probléme par récurrence.
Nous avons construit la transmon de Zn 1 a Z en deux temps : une premiere transition de Zn 1

(Xn,YmIn,l)7 donnée par , suivie d’une seconde transition vers Z,, correspondant & . Soit
h : M — R une fonction mesurable bornée. Comme U, est indépendante de F,,_1, on a :

E [h(Xnvynainfl) |-7:—n71] =E [h((b[i};il(xnflvynfl)afnfl) }ﬁn71:|

+o0 _ N 5
- / e Mp(@In-1(X, 1, Y1), [_1)du
0

= Kh(Xn—lv Y/n—ly In—1)~

La premiére étape est donc associée au noyau de transition K. Ensuite, (X, Y,, I,,—1) est mesurable
par rapport & o(F,—1,U,), et on a :

E [h(Zn) ‘ﬁn—h Un} =E [h(Xnyyn GVn (Xnaynafn—l)) | fn—l]

La seconde étape est donc associée a . On déduit la proposition en combinant les deux transitions. ll



Le processus (Z;)

Dans la suite nous noterons pour tous v € Ry, v € [0,1], (x,y) e M et i € E :

fu(xay»i) = ((I)L(xay)vl) et gv(‘rvyvi) = (xvvav(xvyvi))'

On définit le processus cadlag (Z;)er, par interpolation a partir de la chaine (Z,) en posant :
Vn €N, Vt € [T, Toi1], Zi= (@szn (Xn,ffn),fn) :
ainsi que la ﬁltrationE (Ft)ter, par:
VteRy, F={AeF:VneN, A, €F,, AN{T, <t <Tpp1}=A,N{T, <t <Tpi1}}.

Proposition 1.4. Le processus (Z;) est un (Fy)-processus de Markov, de semi groupe de transition
(P;) donné par :

Pih(z) = Z E|:1{Tn§t<Tn+1}h o fi-1, ogv, © fu, °...0gv; © fu,(2)], (5)
neN
pour toust € Ry, h : M — R mesurable bornée et z € M.

Démonstration. Par construction, le processus (Z;) est (F)-adapté. Pour tous t,s € Ry, on a :

Zt+8 = E 1{Tn§t<Tn+1} E :l{Tn+pSt+S<Tn+p+1}ft+S—Tn+p O GVytp © fUn+p ©...00V,44 © an+1—t(Zt)'
neN peEN

Soient h : M — R mesurable bornée et n € N. Sur 'événement {T,, <t < Ty 41}, on a :

h(Ziys) = Z 1{Tn+p7t§s<Tn+p+17t}h ° fsf(Tnerft) O GV,ip © fU,LﬂJ 0...00v, 1, © an+17t(Zt>-
pEN
Or, conditionnellement & {T;, <t < Ty, 41} € Ft, les propriétés suivantes sont vériﬁéesE| :
* 0(Thny1 —t,Unaa, Unas, - .), 0(Via1, Viaa, .. .) et ftE sont mutuellement indépendantes ;
* Thy1 —t,Upyo,Upyts, ... sont des variables exponentielles de parametre A indépendantes ;
* Viut1, Viga, . .. sont des variables uniformes sur [0, 1] indépendantes.

Ceci nous permet d’utiliser I’équation définitionnelle , qui donne :

E (WM Zeys)lim, <t<tny | Ft] = Y, <t<tsry Psh(Z0),

puis en sommant sur n € N :

E[h(Zt4s) | Fi] = Psh(Zy).

L’ensemble de la proposition est démontré car cette égalité implique aussi que (P;)ier, est un semi-
groupe de transition. [ ]

14. On laisse le lecteur vérifier le fait que (F¢) ainsi définie constitue bien une filtration. Cela tient essentiellement au
fait que pour tousn E Net 0 < s<t,ona{Th <s<Th41}N{Th <t < Tny1} ={Th < s}N{Th <t <Tny1}, et que
{Tn < s} € Fp.

15. Les deux premiéres utilisent le fait que les variables exponentielles sont sans mémoire.

16. Plus précisément sa trace sur {1, <t < Ty, +1}, qui se confond par définition avec celle de Fn.
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Définition 1.5. On dit qu’un noyau markovien R sur M est fellerien si pour toute fonction
fe€M), Rf e €(M).

On dit qu'un semi-groupe de transition (R;);cr, sur M est fellerien si pour tout t € Ry, le
noyau Ry est fellerien, et si de plus :

* pour tout borélien B C M, Uapplication Ry x M 3 (t, z) — Ri(z, B) est mesurable ;
* pour toute fonction f € €(M), on a ||Rif — f|l, = 0 quand t — 0.
Dans ce cas, le domaine du générateur infinitésimal S du semi-groupe, noté Dom(S), est l’ensemble

des fonctions f € €(M) telles que (Rif — f)/t converge uniformément quand t — 0. La limite alors
notée Sf et le générateur infinitésimal est application S : Dom(S) > f — Sf € €(M).

Définition 1.6. On dit que f : M — R est une fonction de classe €' sur M si pour tout i € &,
Uapplication f' : M > (z,y) — f(z,y,i) admet des dérivées partz’elleslﬂ continues. L’ensemble des
fonctions réelles de classe €1 sur M est noté € (M).

Proposition 1.7. Le semi-groupe (P;) est fellerien, de méme que P, et vérifie pour tout t € Ry

Pt = eiAth + Z )\"ef)‘t/

o1 {uern:y " u;<t}

(KUIQKWQ K, QK y u) dus ...du,.  (6)

De plus le domaine de son générateur infinitésimal L contient €1 (M), et pour toute fonction f € €1(M)
on a:

V(x,y,i) 6M7 [’f(xayvl) :Dfl(x’y)Fl(xvy)+ Z /\i,j(xay) [fj(xvy)_fz(xay)} . (7)
jee{i}

Remarque. 11 s’agit du générateur attendu, avec une premiere composante due a la dynamique déter-
ministe conduite par les champs, et une seconde due aux sauts environnementaux.

Démonstration. L’équation @ est une conséquence de et de résultats classiques sur les pro-
cessus de Poisson. Pour tous ¢t € Ry et n € N, conditionnellement & {7,, < ¢t < T,41}, la variable
U := (Uy,...,U,) est distribuée uniformément sur le simplexe {(u1,...,u,) € R} : 327" u; < t}. Ce
simplexe est de volume " /n!, et P(T,, <t < T,11) = e (M) /nl.

On pourra consulter [BBMZ15], Proposition 2.1] pour le reste de la preuve. [ |

1.3 Comportement en temps long : propriétés principales

Commencons par introduire quelques objets fondamentaux et notations utiles dans I’analyse asymp-
totique de la dynamique du systeme.

Définition 1.8. Pourt > 0 et n > 1 les mesures d’occupation empirique II, et I1,,, du processus

(Zy) et de la chaine (Z,,) respectivement, sont définies pour tout borélien B de M par :

1

,(B) = t/OtIB(ZS)ds et Hn(B):%Zlg(Zk).

Remarque. La quantité II;(B) (resp. IL,(B)) mesure la proportion de temps passé dans B par (Z5)o<s<t
(resp. (Zk)i<k<n)-

17. La forme de M permet bien de définir ces dérivées méme sur le bord.
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Définition 1.9. Etant donné une trajectoire t — (x(t),y(t)) dans (Ry)?, un ensemble B C (R)? est
dit récurrent pour la trajectoire si

(Neer, {(x(s),y(5)), s> t}) N B #0.

L’ensemble w-limite de la trajectoire est [’ensemble des points dont tous les voisinages sont récurrents,
autrement dit c’est le fermé

Neer, {(2(s), y(s)), s > t}.

Soit D € {M, M\ My, M2, M}(,)} Dans tous les cas, D est un domaine positivement invariant par
les tous les flots. Cela a pour conséquence que D = D x & est absorbant pour le semi-groupe (F;) ainsi
que pour K. C’est aussi le cas pour Q, donc pour P = f(Q Nous noterons P;(D) I'ensemble des
mesures de probabilité sur D et Piny (D) (resp. Pine (D)) Tensemble de celles qui sont invariantes
par le semi-groupe (P;) (resp. par le noyau P). De plus, le domaine D est naturellement associé & une
mesure de Lebesgue ¢p, bidimensionnelle si D € {M, M\ My}, unidimensionnelle si D € {MF, M }.

On notera ¢p et on appellera mesure de Lebesgue sur D la mesure £p ® (3, ¢ ).

Le théoréme suivant, que nous démontrerons plus tard, caractérise le comportement du processus

€€

sur les frontieres d’extinction.

Théoréme Pour tout h € {x,y}, il existe une unique loi i, € Piny(ME). De plus :
1. La mesure uy est absolument continue par rapport a €M3.
2. Le support de pn est [Tmin, Tmaz] X {0} X € sih =1y, et {0} X [Ymin, Ymaz] X € st h =x.
3. Si Zy = z9 € MY, alors presque sirement :
(a) II; S M étmz’tementlﬂ;
(b) sih =y (resp. x), 'ensemble w-limite de (X;) (resp. (Y)) est [Tmin, Tmaz] (T€SD- [Ymin, Ymaz))-
4. 1l existe C,a > 0 tels que :

VzeME, YVt e Ry, |[P(Z; € ) — pmllyp < Ce™™.
Démonstration. Voir la section B.1]

Définition 1.10. Pour h € {x,y}, on appelle taux d’invasion moyen de l’espéce h la quantité

Ah = ,uh(Hh) = thuh'
Mg

Remarque. Si I’'on pense au théoréme[3.1] cela représente le taux de croissance par individu de I'espece
h, moyenné sur un grand intervalle temporel, dans sa limite de faible population (i.e. au voisinage de
M}), d’oit le nom.

Il s’avere que les taux d’invasion moyens, en faisant des frontieres d’extinction Mg‘ des zones
attractives (Ap < 0) ou répulsives (A > 0), vont jouer un role décisif dans la structuration des
possibilités dynamiques du systéme en temps long.

L’autre facteur clef est la nature de 1’ensemble des points accessibles pour le systeéme, noté I'. On
présentera en détail la notion d’accessibilité dans la section Disons pour le moment qu’un point

18. Autrement dit pour tous z € D et t € R4, on a P;(z,D) = K(2,D) = Q(z,D) = P(z2,D) = 1.

19. Nous l’identifierons avec la partie des mesures de probabilité sur M qui sont supportées par D. Cette identifica-
tion est un homéomorphisme pour la topologie étroite, ce que 'on peut voir comme une conséquence du théoreme de
Portmanteau.

20. La note |19| permet de dissoudre 'ambiguité concernant ’espace, P1(M) ou Pl(Mg), dans lequel considérer cette
convergence.
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(z1,y1) est accessible en partant de (xo,yo) s’il est possible de s’en approcher arbitrairement pres en
composant adéquatement les flots associés aux différents environnements. L’ensemble I' est constitué
des points accessibles & partir de toutes les conditions initiales (xq, y9) € M\ M.

Supposons que les espeéces x et y coexistent initialement i.e. Xg,Yy > 0. Voici un résumé des
résultats qui seront développés dans la partie |3} concernant les dynamiques possibles en temps long.

a) Cas ou Ay < 0 et Ax > 0 (théoréme [3.3)

Dans ce cas, de fagon presque siire, il y a extinction de 1’espéce y, la mesure empirique du processus
converge vers [iy, et 'ensemble w-limite de la trajectoire de (X, Y;) est le segment [Zpmin, Tmaz] X {0}.
De plus le processus converge en loi vers iy .

b) Cas out Ay > 0, Ax <0 et {0} X [Ymin;Ymaz] € T (théoréme [3.5))

Presque siirement, il y a extinction de 1’espece x, la mesure empirique du processus converge vers
lx, et Uensemble w-limite de la trajectoire de (Xi,Y;) est le segment {0} X [Ymin, Ymaz].- Enfin (Z)
converge en loi vers fix.

c) Cas o1 Ay <0 et Ax <0 (théoréme (3.6))

Presque stirement, il y a extinction de I'une des deux especes. Conditionnellement a l’extinction
de y (resp. x), le processus a le comportement décrit dans le cas a (resp. b).

d) Cas out Ay > 0 et A > 0 (théoréme [3.8))

Dans ce cas il existe une unique loi II € P;,,,(M\My), et celle-ci est absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesgue fnp\n,, de support T' x £, et integre (z,y) — 279 + y~% pour un
certain 8 > 0. Presque stirement II; converge étroitement vers Il et I' est I'ensemble w-limite de la
trajectoire (X;,Y;). De plus sous certaines conditions de généricité sur les F*, pour toute condition
initiale zg € M\My, il y a convergence en variation totale de la loi de Z; vers II.

e) Cas out Ay >0, Ax <0 et I'NMZF =0 (théoréme [3.10))

11 existe une unique loi II € P;,,, (M\My), et celle-ci est absolument continue par rapport a v\ My »
de support I' x &, et integre y — y~? pour un certain > 0. Presque sfirement on a soit extinction de
Pespéce x, soit convergence de la mesure empirique vers II. Conditionnellement au premier cas (resp.
au second cas), le processus a le comportement du cas b (resp. d). L’extinction de x n’est possible que
pour certaines conditions initiales.

Remarque. Les cas a et b sont symétriques dans leurs conclusions, mais le cas b nécessite une hypothese
supplémentaire. Nous verrons qu’en réalité I'inclusion [Zmin, Zmaz] X {0} C T est toujours vérifiée, ce qui
est une conséquence du fait que tous les environnements sont favorables a x. En revanche, 'hypothese
{0} X [Ymin, Ymaz] C T peut ou non étre vérifiée, ce qui crée une dichotomie entre les cas b et eEl

En dehors du cas a, qui correspond a l'extinction de ’espece défavorisée comme dans le cadre
déterministe, nous voyons donc que ’hypothése d’environnements tous favorables a une méme espece
peut mener a des comportements asymptotiques divers, allant de la coexistence stable des espéces,
dans les cas d et e, a 'extinction de Pespéce pourtant a priori favorisée, dans les cas b, ¢ et e. A
jeu d’environnements et taux de saut fixés, on peut méme avoir plusieurs possibilités pour certaines
conditions initiales (cas c et e).

21. Nous verrons dans la propositionm qu’on a soit I'N MZX =0, soit I' D {0} X [Ymin, Ymaz]-
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Dans les cas d et e, ou il y a persistance au moins potentielle des deux especes, la topologie du
support de II dépend directement de celle de I', d’ou I'importance d’en comprendre les propriétés
principales. C’est 'objet d’une investigation poussée dans le théoréme [£.7]

Bien sfir nous devons nous demander si ces cinq cas théoriques@ sont tous effectivement possibles.
Tout d’abord, quels que soient les champs F', le cas a (extinction de y) peut toujours étre obtenu
en choisissant les taux de saut de facon a ce qu’un environnement "domine" les autres, au sens ou le
processus y passe I’essentiel de son temps : c’est ce que montre la proposition ci-dessous, lorsque
I’on choisit u petit. En ce qui concerne les autres cas, ils peuvent ou non étre obtenus, suivant la
collection d’environnements que l'on se donne. Des exemples correspondant aux cas b, ¢ et d sont
donnés dans [BL16]. Le cas e est pour sa part une nouveauté de ce mémoire. Dans I’annexe [C] nous en
donnons la raison, puis nous expliquons comment construire un exemple satisfaisant les hypothéses du
cas e, avec deux environnements qui ne sont pas de type Lotka-Volterra et des taux de saut constants.
Cette construction repose sur la proposition [[.12] ci-apres.

Proposition 1.11 (Environnement dominant). Soiti € {1,...,d}. Pour tout u > 0, on se donne des
tauz de saut (N} ;) jkee, j-k indépendants des tailles de populations, vérifiant :

o {u sij =i,
gk L
1 sij#1.
Pour tout h € {x,y}, on note pj’ Uunique loi invariante sur M} pour le processus (Z;) associé auz
tauzr de saut )\;‘k Alors :

T (5(%70) ®9; sih=y,
T (5(0’%) ®d6; sih=x,

étroitement. En particulier :

Ay = py(Hy) — Hy(2;,0,7) <0 et Ay = py(Hyx) - Hy(0,y;,7) > 0.

u—0
Démonstration. Voir 'annexe [ |

Proposition 1.12 (Champ moyen). Soient i,i € & distincts et s €]0,1[. Alors le champ moyen
F := sFi+ (1 — s)F" posséde un unique équilibre sur MY (resp. ME), que l'on note (z,0) (resp.
(0,)). Pour tout u > 0, si l'on se donne des tauz de saut (X}})jkee, j-k indépendants des tailles de
populations, vérifiant :

(I1-9)u sij=ietk=1,

w _ )su sij=1 etk =1,
ok sijeE eth¢ {ii'}
u? sijé¢{i,i'} etke{ii},

et que l'on note il (resp. pi) Vunique loi invariante sur MY (resp. M) pour le processus (Z;) associé
aux taux de saut /\?’k, alors pour tout h € {x,y}, on a pour la topologie étroite :

RN O(z,0) ® (86 + (1 —s)dy) si h=y,
P w0 (5(0,'@) ® (s6; + (1 —8)dy) si h=x.

Démonstration. Voir annexe [Bl [ |

22. 1l s’agit d’une liste exhaustive si I’on considere uniquement le cadre générique ot Ax, Ay # 0.
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2 Caractéristiques du processus et liens avec la chaine sque-
lette

2.1 Support de la loi des trajectoires

Pour tout n € N*, notons T,, = £"*! x R. Un élement (i,u) = ((io, ceeydn)s (U, . ,un)) eT,
représente une suite d’environnements encodés dans i se succédant avec des intervalles de temps encodés
dans u. On notera alors (p,i,u) — ®i(p) = @/ o... 0 ®i0 (p) le flot composé. On pose également
T = Upen+Th. Ceci va nous permettre d’encoder les chemins suivis par le processus (X, Y3).

Définition 2.1. Soit (i,u) = ((io,...,in), (u1,...,un)) € Ty et p € (R})%. Notons py = p, to =0 et
pour tout 1 <k <n, ty =u; +...+up et pp, =Py ' o...0 <I>ffl (p). Alors on définit np; u par :

P stt=20
Npiul(t) = @iith (pr) sitey <t <tgyr pour0<k<n-—1.
oin, sit>t,

C’est la trajectoire obtenue en partant de p puis en suivant F' pendant une durée uy, F' pendant
une durée usg, etc.

On notera en outre

Q(P> ia U.) = Q(pla iOv Zl) LR Q(pna infh Zn) et Tn,ad(p) = {(ia u) € Tn : Q(P> ia U.) > 0}7

z N

dont les éléments seront dits "adaptés" & p. On ajoutera éventuellement 7, j (resp. +) en exposant pour
indiquer qu’on impose ig =i et i, = j (resp uq, ..., Uy > O)E

La proposition qui suit énonce un résultat clef pour la compréhension du support de la loi des
trajectoires (X, Y})ier, . La notation ||-|| désigne la norme euclidienne dans ’ensemble du mémoire.

Proposition 2.2. Soit (i,u) € T,,. Alors pour tous (p,i) € M, j €&, etT,0 >0 :

P, | sup ||(Xt7Yt) — np’i,u(t)H <o, Ir=j|>0.
0<t<T

Démonstration. On peut supposer ¢, < T quitte & raccourcir (i,u), car cela ne modifie pas la
trajectoire 7 ;. sur [0,7]. Par irréductibilité de la matrice de transition Q(p, j,k)i<jr<a pour tout
p € M, quitte & insérer des transitions environnementales inst_antanées@ on peut également supposer
(i,u) € T;},)- En remarquant que 7piu(t) = 4" yn, © Pirgr _yar,_, © - © Py, (p), on voit que
(pyu,t) = mpiu(t) est une fonction continue. Par conséquent, (p,u) = (7p5,u)|j0,7) est continue pour
la topologie de la convergence uniformelﬁ La fonction (p,u) — Q(p,i,u) étant également continue,
on obtient I’existence de 1,2 > 0 tels que :

{supoggnnp,u@) — pia(t)]| <6,

Vv =(v1,...,0,) €ERY,  max |vp —ui| <6 =
( Ve 3 | Q(pi,s) = 6.

1<k<

Si Tp11 > T alors It = I, et la trajectoire suivie par (X, Yi)o<t<r en partant de (p,7) est N,ius OU

23. Par exemple : Ti’i’j ={@i,u) €Ty 190 =4%,%n = j,u1,...,un > 0}.

24. Insérer une transition instantanée par I'environnement j € £ consiste & modifier (i,u) en insérant j entre ij et
ik+1 dans i, et O entre uy et ugy; dans u, pour un certain k.

25. C’est une conséquence de la compacité de [0, T.
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I:=(l,...,1,) et U:= (Uy,...,U,), par conséquent :

Ppi| sup [|[(X4,Ys) = mpiu(t)|| <6, Ir = ]}
L 0<t<T

Z Pp’i 1I<nka‘§ |Uk _uk‘ §617 Un+1 > T_tn+n51, (fo,...,in) :1:|

=Ep; l{max1gkgn |Uk —ug| <61, Un+1>T_tn+n51}Q(p7 i,U):|

Z 52Pp7i|: max ‘Uk 7uk| S 51, Un+1 > Tftn +n51:|
1<k<n

> (52 |:H(e—)\uk _ e—/\(uk+61)) e—)\(T—tn,—‘rnél)Jr
k=1
> 0. |

Pour tout p € M, notons Conv(F)(p) 'enveloppe convexe des {F(p), i € £}. Nous désignerons
par ., 'ensemble des fonctions 7 : Ry — M solutions de l'inclusion différentielle

i(t) € Conv(F)(n(t)), (ID)

d’origine 7(0) = p. Nous entendons par "solution" toute fonction absolument continuem vérifiant (D)
pour presque tout t.

Bien évidemment .7, contient I'ensemble ., := {1, i u, (i,u) € T},. En fait nous allons voir qu'il
en constitue 'adhérence dans l'espace € (R4, M) muni de la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts. Pour le comprendre nous avons besoin d’introduire également 5”1;’ , défini comme
I’ensemble des fonctions 7 : Ry — M qui sont solutionsm d’une équation différentielle

() =Y w)F (), (ED)

€€

d’origine 1n(0) = p, pour un certain jeu de fonctions 7; : Ry — [0,1] mesurables et de somme 1. De
fagon claire, nous avons les inclusions . C .’ C .%},. L’équation est de la forme 7 = G(t,7n)
ou (G est une fonction mesurable en ¢, continue en 7, localement bornée et localement lipschitzienne
en 7 : cela implique l'existence et l'unicité de la solution maximale (voir par exemple [Hal80, §I.5]).
L’invariance positive de M par les champs ainsi que sa compacité impliquent alors que pour toute
condition initiale dans M, I'intervalle maximal est égal a R..

Proposition 2.3. Pour toutp € M, on a /) = 5’1;’. Cet ensemble est non vide, compact, conneze
par arcs, et c’est 'adhérence de YZ;.

Démonstration. Ce résultat correspond pour essentiellement au lemme 3.3 de [BBMZ15] ainsi qu’aux
arguments utilisés dans la preuve du théoreme 3.4 de ce méme article. Cependant, il renvoie a des résul-
tats généraux de la théorie des inclusions différentielles. Nous avons préférer créer une démonstration
sur mesure pour ce mémoire : rendez-vous en annexe [B] pour découvrir cette preuve technique! |

Théoréme 2.4. Si (Xo,Yy) =p € M alors la loi de la trajectoire (X¢,Y;)ier, a pour support 7.

Démonstration. Toute trajectoire est dans 5”;, d’ott I'inclusion du support dans .7, = ?&,’. Récipro-
quement la proposition montre que le support contient 5”;, donc son adhérence .7,. |

26. Donc dérivable presque partout.
27. De facon analogue au cas de (ID)), il s’agit des fonctions absolument continues vérifiant (ED)) presque partout.
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2.2 Accessibilité

Une notion fondamentale dans I’étude des trajectoires de (X3, Y}:) est celle d’accessibilité, typique-
ment d’un point a partir d'un autre. Ceci nécessite dans un premier temps de définir Paccessibilité
d’un ouvert a partir d’'un point, et nous montrons que diverses formulations de cette notion sont
équivalentes.

Définition-Proposition 2.5. Soient p un point et V un ouvert de M. On dit que V est accessible
depuis p si l'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

(i) Il existe i,j € € et t € Ry tels que P ;[Z, € V x {j}] > 0;
Pour tous i,j € &, il existe t € Ry tel que Pp;[Z, €V x {j}] >0;

9

(i)

(if) Il existei,j € € et n € N tels que Py ; [Zn ey x {]}} >0,

(ii") Pour tousi,j € €, il existe n € N tel que Pp ; [Zn eV x {]}] >0,

(iii) 11 existe (i,u) € T tel que ®,(p) € V;

(iv) Il existe n € S et s € Ry tels que n(s) € V.

Remarque. Les quatre premiers points se reformulent au moyen de la notion classique d’accessibilité
pour les chaines ou les processus de Markov (voir la section |[A.1). Par exemple, le point signifie
qu'il existe 7,5 € £ tels que V x {j} soit accessible & partir de (p,4) pour la chaine (Z,).

Démonstration. Bien entendu (i') =[()]et (ii") = De plus, = |(iv)| car pour tout (i,u) € Ty,

on a ®i (p) = npiu(ts). Ensuite, (i) = et = car quel que soit ¢ € Ry ou n € N, toute
réalisation de (X, Y:) ou (X,,Yy) avec (X, Yy) = p est de la forme @i (p) avec (i,u) € T.

Enfin, supposons Par densité de .7, dans .7, (proposition, il existe n € N* et (i,u) € T,
tels que ¢ := np;.u(s) € V. La proposition implique alors le point (i’). Fixons i,j € € : quitte a
modifier (i, u) sans changer la trajectoire 7, ; u sur [0, s], on peut supposer (i,u) € ']I‘Z’(Ji(p), et t, =s.11
existe 61 > 0 et 6o > 0 tels que :

®i(p) €V,

Vv =(v1,...,0n) ERY, max |vy —ug| <01 =
| YT ks | Qp,i,v) > .

On a alors, en notant U = (Uy,...,U,) :

Ppi[Zn € VX {j}] > Py, [lglggnlUk —u <01, (o, 1) = i]
= Epi [l{mamgkgn Uk —u|<61}Q(p, 1, U)]
> 5oP, [1r<n]?é(n Uk — ug| < 51]
> 0,

ce qui prouve (ii’). [ |

Définition 2.6. Soientp,q € M. On dit que q est accessible & partir de p si tous les voisinages ouverts
de q dans M le sont. On note Acc(p), l’ensemble des points accessibles a partir de p, d savoir :

Acc(p) = {n(t), n € Fp, t ERy}.
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Proposition 2.7. Soient p,q,r € M. Si q € Acc(p) et r € Acc(q), alors r € Acc(p).

Démonstration. Soit V, un ouvert contenant r. Comme r € Acc(q), il existe (i,u) € T tel que
®i (¢) € V,. Par continuité de ¢’ — ®i (¢'), il existe un ouvert V, contenant ¢ tel que :

Vg €V, ®(¢)eV,.

Comme g € Acc(p), il existe (i’,u’) € T tel que <I>i;, (p) € V,. Alors @Ei}fl) (p) € V», dot r € Acc(p).l

Définition 2.8. On dira qu’un point p € M est accessible s’il est accessible d partir de tous les points
q € M\My. L’ensemble des points accessibles sera noté T'.

Remarque. La proposition implique que T est soit vide, soit égal & Acc(p) pour p € T quelconque.

Proposition 2.9. Pour tout p € M, Acc(p) est compact et positivement invariant par tous les flots
o', i € £. En particulier c’est le cas pour T.

Démonstration. Par définition, Acc(p) est un fermé de M. La proposition montre le reste. W

Proposition 2.10. Le segment [Tmin, Tmaz) X {0} est inclus dansT. Quant au segment {0} X [Ymin, Ymaz),
il est inclus dans Acc(p) pour tout p € M. De plus on a soit TN MZF =0, soit {0} X [Ymin, Ymaz) S T

Démonstration. Pour tout p € M\My, ®/™"(p) converge vers (Zmin,0) quand ¢ — +oo, et donc
(Tmin,0) € T. L’invariance de T par le flot ®¢mae entraine alors que [Tpmin, Tmaz] X {0} C T.

Pour tout p € Mg, ®™(p) converge vers (0,ymin) quand ¢ — +oo donc (0, ymin) € Acc(p).
L’invariance de 'ensemble Acc(p) par ®/ma= implique qu'il contient {0} X [Ymin, Ymaz). Par conséquent
si TN MZF # 0, la transitivité de la relation d’accessibilité entraine que {0} X [Ymin, Ymaz] S T- |

2.3 Lois invariantes

Soient D € {M, MY, M, M\My}, et D = D x . Dans la suite on notera Z (resp. £) ensemble
(aléatoire) des valeurs d’adhérence de (II,,) (resp. (II;)) pour la topologie étroite dans P;(M). Le
résultat suivant est d’importance cruciale.

Proposition 2.11. L’ensemble £ est toujours non vide, et est presque stirement inclus dans Pino (M).
De plus, si D est compact et Zy = zg € D, alors avec probabilité 1, £ est inclus dans Pip, (D). Dans
ce cas Piny(D) est compact pour la topologie étroite et non vide.

Démonstration. L’espace P;(M) muni de la topologie étroite est compact car M ’est : on peut le
voir comme une conséquence du théoreme de Prohorov. Par conséquent .Z est toujours non vide.

Soit f : M — R une fonction continue quelconque. Pour tout n > 1, on a :

- 1 [~ - 1
0, Pf—Tf =~ (Z Pf(Zx) - f(Z/c+1)> + ~ (F(Zns1) = f(Z1).
k=1
Posons Gy, = o(Z1,...,Zks1) €t My, = 25:1 (Pf(Z;) — f(Zj+1)) pour tout k € N*. Le processus
(M})ken+ est une (Gy)-martingale, dont les incréments sont bornés par 2|| f|| . D’apres la loi forte des

grands nombres pour les martingales (voir l’annexe@, M, /n converge presque stirement vers 0 quand
n — 400. Cela implique qu’avec probabilité 1, I, Pf — II,,f — 0 quand n — +oco. Comme M est un
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compact métrisable, il existe une famille dénombrable (f,)yen dense dans €(M @ La convergence
précédente ayant lieu pour toute fonction f € %(M), on a presque slirement : pour tout p € N,
IL,Pf, — 11, fp 3 0. La densité des f, implique alors :

n—-+00

(er%”(M), I,Pf—1I,f — o) p.s. (8)

Sur cet événement presque siir, si (1:[¢(n)) est une suite extraite de (II,,) convergeant étroitement vers
v € P1(M), alors pour toute fonction f € ¥ (M), d'une part II,,Pf — vPf, car P est fellerien, et
d’autre part I, — vf en raison de (§). D’ou vPf = vf, et ceci pour toute fonction f € % (M), donc
v est invariante par P.

Si D est compact et Zy = z, € D, alors (II,,) est & valeurs dans P; (D). Cet espace est fermé dans
P1(M) pour la topologie étroite, en raison du théoréme de Portmanteau. Par conséquent on a presque
sfirement & C P(D)N 75mv(M) = Pinv (D). Cet espace est donc non vide, et c’est une intersection
de fermés du compact P;(M). En effet, comme P est fellerien, ’application v — vP est continue pour
la topologie étroite sur P (M). [ |

Proposition 2.12. L’application v — vK réalise un homéomorphisme de Piny(D) vers Pin,(D),
et v — vQ est son homéomorphisme réciproque. En outre ces homéomorphismes ne changent pas le
support des mesures.

Démonstration. Voir [BBMZ15, Proposition 2.4, Lemma 2.5]. |

Corollaire 2.13. Il est équivalent de prouver 'unicité (ou l'existence) d’une mesure invariante pour
la chaine (Z,) et pour le processus (Z) sur D. Si D est compact alors Pin, (D) est un compact non
vide.

On peut également établir une correspondance asymptotique entre les mesures empiriques II; et
IT,,. Pour tout ¢ € R, notons Ny = sup{n e N: T, < t}

Proposition 2.14. Presque sirement, pour la topologie étroite :

I, -y, K — 0 et Iy, —II,K — 0.
t——+4o00

n——+oo

Démonstration. Voir [BBMZ15, Lemme 2.5], appliqué & une suite dense dans €' (M). [ |

Corollaire 2.15. L’ensemble £ est toujours non vide, et est presque stirement inclus dans Pip,(M).
De plus, si D est compact et Zg = z9 € D, alors avec probabilité 1, £ C Piny (D).
Démonstration. Choisissons w € ', ou €’ est un événement de probabilité 1 sur lequel :

- j g ﬁinv (M)7

— les convergences de la proposition précédente ont lieu.

Soit IT € £ (w) : il existe (tx)ren une suite d’éléments de R tendant vers 400 telle que IIy, (w ) =11
étroitement, quand k — +oo. D’aprés la proposition precedente I Ne, (w)(w) — II, donc I N, () (W) —
I1Q. Etant donné que Ny, (w) — 400 quand k — +oo|f[, la mesure HQ est une valeur d’adherence de

28. Il est facile de voir dans notre cas qu’on peut par exemple plonger M dans R? et prendre les fonctions polynomiales
& coeflicients rationnels, dénombrables et denses dans ¢ (M) d’apres le théoréme de Stone-Weierstrass.

29. Il s’agit d’un processus de Poisson d’intensité .

30. On rappelle que dans la construction du processus on a supposé sup,, ¢y ITn = 400 sur €2, quitte a le remplacer
par un sous-ensemble de probabilité 1.
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(IT,,) donc un élément de P;,,,(M). Par conséquent IT € Py, (M). Enfin si Zo(w) € D avec D compact,
alors (IT;(w))¢>0 est & valeurs dans le compact P; (D), et donc II € Py, (D). [ |

Les propositions qui suivent seront utiles lorsque 'on s’intéressera a la continuité absolue des
mesures invariantes par rapport a {p.

Proposition 2.16. Les noyaux K et Q préservent Uabsolue continuité par rapport & lp des mesures
positives finies.

Démonstration. Soient « une mesure positive finie sur D, de densité f par rapport a ¢p, et B un
borélien de D. On a, en utilisant les théorémes de Fubini et de changement de variable géométrique :

aK(B) = . f(2)K(z,B)tp(dz)
- Z f(p,i)K(p,i, B)p(dp)
icg /PED

- /PED/€R+ (. e (1), ) dito(dr)

€€

= Z /ER+ e M /peD f(®",(q),9)1p(q,9)| det(DP ,(q))|¢n(dg)dt

€€

ott 'on a noté D@, la différentielle de ®° ,, restreinte a I'axe des abscisses ou des ordonnées dans le
cas ou D € {MZ, MY }. En utilisant une nouvelle fois le théoréme de Fubini on obtient une égalité de
la forme :
aR(B) =Y [ gla.i)iala. o (do).
icg Y4ED
ofl g est une fonction réelle mesurable positive. Cette fonction est la densité de aK par rapport a {p.
Enfin, on a :

icg Y PED

Yo ) QWi )15, i)ln(dp)

icg Y PED je€

-/, (Z f<p7z’>c2<p,z',j>) Lo(p. )t (dp),

JjeE €€

ce qui montre que a@) a aussi une densité par rapport a /p. |
Nous pouvons en tirer la conséquence importante suivante.

Proposition 2.17. Soit v € P, (D) (resp. Pino(D)), et notons v et Vsing les parties absolument
continue et singuliére de v par rapport ¢ lp. Alors vee et Vsing sont aussi des mesures invariantes
par (P,) (resp P). En particulier, si il y a unicité de la loi invariante pour le processus (Z;) (resp. la
chaine (Zn)) sur D, alors v est soit absolument continue, soit singuliére par rapport a {p.

Démonstration. Soit v € 75”“,( ), et Vac, Vsing comme dans 1’énoncé de la proposition. En appliquant
le noyau Pala décomposition, on obtient v = VacP-i-UsmgP Or, d’apres la proposmon la. mesure
VaeP = 1. KQ est absolument contlnue par rapport a fp. L’'unicité de la décomposition de Radon-
Nikodym implique alors que v, > v4.P. Il y a donc égalité car les mesures sont positives de méme
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masse totale Ceci entraine vgingP = v — Vge = Vsing. S’il y a unicité de la loi invariante pour la

chaine (Z,) sur D, alors nécessairement v,.(D) = 0 ou Vsing(D) = 0, sinon les mesures v,./vec(D) et
Vsing/Vsing(D) constitueraient deux lois invariantes distinctes.

Enfin, en utilisant les homéomorphismes donnés dans la proposition [2.12] on montre la méme chose
pour v € Py, (D). [ |

3 Dynamiques en temps long

Cette partie constitue le coeur du mémoire. C’est pourquoi nous avons choisi de lui donner cette
position centrale, en reportant une partie du contenu théorique sur lequel elle s’appuie dans I’annexe [A]
Il s’agit ici de démontrer le théoréme [3.1] ainsi que les résultats relatifs aux cinq cas de figure présentés
dans la section [L3l

3.1 Cas d’une seule espeéce

L’examen du comportement du processus (Z;) sur les ensembles d’extinction est un préliminaire
indispensable a une analyse plus générale.

Théoréme 3.1. Pour tout h € {x,y}, il existe une unique 107 jp € Piny(MR). De plus :
1. La mesure uy est absolument continuelﬂ par rapport d EM(*;'
2. Le support de pn est [Tmin, Tmaz] X {0} X € sih =1y, et {0} X [Ymin, Ymaz] X € si h =x.
3. Si Zy = 29 € MY, alors presque sirement :

(a) II; S M étroitement ;

(b) sih =y (resp.x), Uensemble w-limite de (X;) (resp. (Yz)) est [Xmin, Tmaz] (T€SD- [Ymins Ymaz))-
4. Il existe C,a0 > 0 tels que :

VzeMg, Yt €Ry, |P.(Z; € ) — pinllyp < Ce.

Démonstration. On restreint au cas ot h =y, Pautre étant similaire. Soit p € [Zmin, Tmaaz] X {0}. Si
imin €t imaz sONt les environnements associés aux points d’équilibre (Zin, 0) et (Zymaz, 0) alors Fimin (p)
et Flima=(p) sont de signes distincts, ce qui entraine le critére d’Hérmander fort (voir définition en
ce point. De plus, p est accessible depuis tout point de M (proposition. On peut alors appliquer
le théorémeavec D = M, affirmant qu'il existe au plus une loi dans P;,,,(MY), et que si existence
il y a, cette loi est absolument continue par rapport a KMg. Le corollaire @ implique qu’elle existe
bel et bien : notons-1& p, .

Si Zy = 29 € MY, le corollaire entraine alors qu’avec probabilité 1, (II;)¢~o, & valeurs dans le
compact P;(MY), a pour unique valeur d’adhérence py,, d’ott la convergence énoncée dans

D’apres la proposition il existe aussi une unique mesure fi, invariante sur My, dont le support
est identique a celui de py. Or I'accessibilité de p depuis tout Mg implique celle de O x {i}, pour tout
ouvert O contenant p et i € £, du point de vue de la chaine (Z,,) restreinte & MY. La proposition
implique alors fin (O x {i}) > 0. Cela prouve que l'on a :

[l‘min; xmaw] X {0} x & g Supp(ljh) = Supp(/’[’h)'

31. Il suffit, pour chaque ensemble mesurable, de lui appliquer ’inégalité obtenue en méme temps qu’a son complé-
mentaire.
32. Dans le cas de deux environnements de type Lotka-Volterra, sa densité est explicitement calculable, voir [BL16]|.
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Pour linclusion réciproque, on peut remarquer que, partant d’une condition initiale 2y dans
[Trmin, Tmaz] X {0} X &, le processus (Z;) y reste, et par conséquent le point associé au théo-
réme de Portmanteau, montre que fiy ([Zmin, Tmaz] X {0} x €) = 1. Le point [2] est donc prouvé.

Passons au point Pour tout point de départ 2o € MY, on a presque stirement :

lim inf II; (]xmm,xmw[x{O} X 8) > Ly (]xmin,xmam[x{()} X 5) > 0.

t—+oo

Sur cet événement de probabilité 1, (X;) péneétre dans le segment [Z,nin, Tmaz), PUIS y Teste néces-
sairement, donc I’ensemble w-limite de (X;) est inclus dans [Zmin, Tmaz]- Réciproquement, pour tout
ouvert O de R intersectant [mmin, xmm], on a presque strement :

ltiLnJriant(O x {0} x &) > puy (O x {0} x &) > 0.

Ceci entraine, pour chaque & € [Zymin, Tmaz), la récurrence de tous les voisinages de  pour la trajectoire
(X¢)ter, - Autrement dit [Zin, Tmaz] est inclus dans 'ensemble w-limite de (X;) avec probabilité 1.

Enfin, occupons-nous de On peut appliquer la proposition avec K = D = MJ. En modifiant
légérement les notations, on obtient ¢y, 79 > 0 et une mesure positive non nulle v sur My tels que la
condition de Doeblin suivante soit vérifiée :

Vz € M%’, Vt € [toﬂfo + 7“0], P,g(z7 ) > 1/0(-). (9)

Notons g9 = vo(M7) €]0,1]. Soit s € [to,to + o] quelconque. Par un raisonnement classique, nous
allons voir que @[) entraine le caractére contractant de Ps sur P;(MyY). En effet, le noyau N défini sur
M} par N(z,-) = P(z,-) — vp(+) est positif, et vérifie N(z, My ) =1 — ¢ < 1 pour tout z € My . Pour
toutes lois v, 2 € P1(MY), on a donc :

1 Ps = vaPsllyp = [[iN = va Nl < (1 = €0)llr1 — v2llyp- (10)
Notons m = [tg/ro] et soit t > mitg. Alors la division euclidienne de ¢ par tp nous fournit n > m
et 0 < r < tptels que t = ntg+7r. On a v’ :=r/m < 1o, et t = (n — m)tg + m(to + '), d’ou
P, = (P,)" "™ (Piy4r)™. En utilisant on a donc pour tout z € M} :

1P (2, ) = pyllyp = 10=Pr — py Pellyyp < (1 —€0)" (|62 — pyllyp < 2(1 —€0)"™

En remarquant que n > t/tg — 1, et en notant a = —log(1 —&¢)/to > 0, C = 2/(1 — €¢), on obtient :

Vt > mto, || Pi(z,-) — pyllyp < Ce™ .

Quitte a effectuer C' < C Vv 2eM™0 | I'inégalité précédente tient pour tout ¢ > 0. |

3.2 Inégalités de dérive
Dans la suite, nous noterons, pour tout intervalleﬁ JCRy

Mf={(z,y)e M :zeJ} et M) ={(z,y)ecM:yeJ},

33. Nous utiliserons pour cette occasion (et uniquement celle-ci) les notations anglo-saxonnes, & savoir des parenthéses
pour les extrémités ouvertes, afin d’augmenter la lisibilité en indice.
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ainsi que M = M¥ x € et MY, = MY x €. De plus, nous supposerons Ay, Ay # 0, et noterons :

VX M\MX — R et VY: M\MJ SR
(z,y,1) — —sgn(Ax) log(x) (x,y,1) — —sgn(Ay) log(y).

Ces fonctions vont nous permettre d’exprimer des inégalités de dérive du processus au voisinage des
frontieres d’extinction, quantifiant le fait intuitif que M est localement attractive ou répulsive selon
que Ap < 0ou Ay > 0.

Proposition 3.2. Soient h € {x,y}, et 0 < an < |An| quelconque. Alors il existe Ty > 0 tel que, pour
tout T > Ty, on puisse trouver er,0r > 0 et pr 10,07 —]0, 1] satisfaisant auzx propriétés suivantes :

Prvh(z) — Vh(z)

(i) Vz € Ml(‘O,ET) ) T < —ap. (VB-dérive linéaire)
(if) Vz € Ml(long), V0 <6 <0r, PT(eevh)(z) < pT(H)eGVh (2). (eevh-dém've géométrique)

Démonstration. Fixons h € {x,y}. Si Zyg = 2z € M\ME, on a pour tout T' > 0 :

VP (Zp) — VP(2) = —sgn(An) /0 Hn(Z,)ds, (11)

En passant a l’espérance, on obtient grace au théoreme de Fubini :

Prvh(z) — VR(z)
T

T
= —sgn(Ah)%/ PSHh(Z)dS.
0

Si Von pose p4(-) = (1/T) fOT Ps(z,-)ds € P1(M), alors ceci se réécrit sous la forme :

Prvh(z) — Vh(z)
T

= —sgn(An)pz(Hp). (12)

Dans un premier temps, nous nous donnons comme objectif de prouver ’assertion suivante :
3Ty > 0, VT > Ty, Vz € MY,  —sgn(Ap)pi(Hy) < —om. (13)

La mesure p#% correspond a la 'espérance de la mesure d’occupation empirique IIr pour un processus
parti de z. Pour T grand et z € Mlol, on s’attend a ce qu’elle soit proche de uy et donc que le terme
de gauche dans I'inégalité précédente soit proche de |Ap|. Supposons par ’absurde ﬁ. Dans ce cas,
il existe une suite (z,, T}, )nen avec z, € MB et T}, — oo, tels que |fM3 Hpdpz! — An| > [An| — an
pour tout n € N. Cela implique que la suite (177 ), qui est a valeurs dans le compact P (M}), n’admet
pas u comme valeur d’adhérence. Comme pyp, est 1'unique loi invariante par (P;) sur ME, il nous
suffit pour obtenir une contradiction de démontrer que toute valeur d’adhérence de (u7!') appartient

a ’PmU(ME). Or pour tousn € Net t € Ry, on a:
T+t t
/ Py(zp,)ds —/ Ps(zp,)ds| ,
T, 0

et donc H u;’; P, — ,uZT’:L HVT < 2t/T,. Cette inégalité associée au caractere fellerien de (P;) implique que
toute valeur d’adhérence pu. de la suite (usz)neN doit vérifier . P; = ps. D’ou la contradiction, ce qui
prouve par I’absurde.

1

z 1 " 7
pi Py(-) = ?/0 Pysi(zn, )ds = pg, +
n n
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Fixons T' > T. L’application définie sur M par

T
z — —sgn(An)ps(Hn) = l/ P,Hy(2)ds,
0

T
est continue, en conséquence du caractére fellerien du semi-groupe (P;) et du théoréme de convergence
dominée. Ainsi, l'inégalité pz(Hn) < —ap est vérifibe pour z dans un ouvert contenant M. La
compacité de MP entraine I’existence d’un ez > 0 tel que M

[O,ET)
découle alors de .

Démontrons dorénavant le point m Nous noterons ¥ = —sgn(Ay) fOT Hy(Zs)ds, variable aléatoire
bornée par T'||Hul|, pp < +00. L'égalité donne :

soit inclus dans cet ouvert. Le point

VOER, Ve M, Pr(e’V")(z) = V" ()el0:2),

avec (0, z) = log [E.(e”*)]. Comme X est bornée, pour tout z € M, la log-Laplace § — (6, z) est de
classe €°, et vérifie

ol 0 ) — E.(2e%) CE (%
20 ,Z)*W* 2,0(2),
Vo € R,
0%l E,(22e2)E, (%) — B, (Zef*)?
o) = B Vo)
ou E, g et V, g désignent respectivement 1’espérance et la variance sous IP, g, définie comme la loi de

densité e /E_ (%) par rapport & P,. Pour tous z € M}(‘0 ey ©t 0 € Ry, on a donc :

ol

%(0, 2) =E,(X) = PrVPB(z) — VP(2) < —Tay,
82

0< o25(0,2) < (T Halloo na)*-

— 062

L’inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre 2 entraine donc que (6, z) < —0Tay, + (9T||Hh||oo,M)2/2' Si
I'on note r7(0) le second membre de cette inégalité, et 7 = _20‘h/(T||Hh||io ) alors pour 0 < 6§ < 07
on a r7(6) < 0. Ainsi Papplication pr :]0,07[3 0 — €7@ est & valeurs dans ]0, 1], et on a :

Y0 < 0 < 9T7 Yz e Ml(l(],gT)ﬂ PT(EOV}‘)(Z) _ e@Vh(Z)el(e,Z) < pT(Q)GQVh(Z)- ]

3.3 Extinctions
Il s’agit ici d’étudier les cas a, b, et ¢ exposés dans la section |1.3]

Théoréme 3.3 (Extinction de l'espéce y). Supposons Ay < 0, Ax >0, et Zy = 29 € M\My. Alors
l ’événementlﬂ Exty défini par les trois points suivants est réalisé avec probabilité 1 :

(i) limsup,_,, . log(¥;)/t < Ay.
(ii) TI, e by étroitement.
(iii) L’ensemble w-limite de la trajectoire (X, Y:) est [Tmin, Tmaz] X {0}

De plus, Z; converge en loi vers iy, quand t — +oo.

34. On pourra se convaincre que Exty est bien un événement en remarquant d’une part, que t — (X3, Y:) et ¢ +— I
sont continus donc les limites peuvent étre prises sur Q, et d’autre part que ’ensemble w-limite est caractérisé par
le fait que parmi une base dénombrable d’ouverts, les ouverts récurrents pour (X¢,Y:)ier . sont exactement ceux qui
I'intersectent.
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Démonstration. Nous allons débuter par le point Fixons 0 < ax < Ax et 0 < ay < —Ay. La
proposition [3.2] nous permet d’obtenir 7' > 0, > 0,0 > 0 et 0 < p < 1 tels que

PrV*(z) — V*(2)
T

Vz € M’EO’&_) y S —0Ox, (14)
Prvy(z) —V¥(z) -

vz e MYy, T =% (15)
Pr(e™*)(2) < pV¥ ().

On définit alors pour h € {x,y} :

RO —inf{k e N: Zyr e M\MY, )}, Bt =inf {k € N: Zp € MYy },

o0 —inf {teRy : Z e M\MY, )}, ol =inf{t e Ry : Z, e MYy}

h,I . ) h,I
Les temps 720U et TE/’QH sont des temps d’arrét pour (Z,r, Fnr)nen, tandis que o0Out et as/’; sont

des temps d’arrét pour (Zy, Fy)icr, (entrée dans un fermé pour un processus cadlag).

Dans un premier temps, nous allons démontrer que :
Je>0, V2 e M\MG, P.(r2" < +o0) > ¢ (16)

Supposons Zg = z € MTO@) , et posons, pour tout n € N, M,, = V*(Z,, 1) + naxT. Le processus (M,,)
est borné inférieurement par — log A, et pour tout n € N on a :

E. [M

]:nT} = 1{7_;:,Out E [Mn+1 ’]:nT] + MT;,OM 1{T§‘O"t§n}

(nJrl)/\Tf’oUt >n} %

= 1{7_;:,Ollt>n} (PTVX(ZnT) + (n + 1)axT) + MT;C,Out 1{T§,Olltgn}

< M x,0ut ,
— nATZ

en utilisant I'inégalité (D Autrement dit, comme E.(My) = V*(z) < 400, le processus (M, , xour)
est une (F,r)-surmartingale. Il s’ensuit que l'on a :

axTE,(n A0 <E. (M, xou) < VX(2).

g

Par convergence monotone quand n — 400, on obtient E, (7X0%) < V*(2)/(axT) < +oc. Par consé-
quent, si (Z;) démarre en z € M\MF alors on aura :

T;"O“t < 400 p.s. (17)

Nous avons besoin du lemme qui suit afin de poursuivre.

Lemme 3.4. Soient IC un compact et U un ouvert de M, tels que pour tout p € K il existe
g € UN Acc(p). Notons o =inf {t > 0: Z; € U x E} le temps d’entrée dans U x E. Alors il existe
c> 0 tel que :

Ve Kx €&, P,lo<+0)>c (18)

Démonstration. Soit z = (p,i) € K x £. Par hypothése 'ouvert U est accessible depuis p, donc
d’apreés la proposition-définition il existe t(z) € Ry tel que 8(z) :=P, (Zy») € U x €) > 0. Le
caractere fellerien du processus (Z;), associé au théoréme de Portmanteau, montre I'existence d’un
ouvert V, contenant z tel que pour tout 2’ € V., on ait P./(0 < +00) > P./(Zy,) € U) > 6(2)/2.
En extrayant un sous-recouvrement fini de /K par la famille (V. ),cx, on montre 'existence de ¢ > 0
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tel que soit vérifiée. d

Etant donné que [Zin, Tmaz] X {0} C I, on peut appliquer ce lemme avec K = M\M"0 o) €t
U= Mﬁ),g/z) - On obtient I'existence de ¢ > 0 tel que pour tout z € M\MT, ), P.(¢Y 6/2 < 4o00) > e
En combinant ceci avec au moyen de la propriété de Markov forte, appliquée au processus fellerien
a trajectoires cadlag (Z;) et au (F;)-temps d’arrét 772", on obtient ([16).

Dans un second temps, définissons 1’événement A = { limsup;_, o VY(Z;)/t < —ay}, et montrons
I’existence d’une constante ¢’ > 0 telle que :

Vz e MY P.(A) > . (19)

[0,e/2]

Déja remarquons que dans le cas trivial on z € MY, on a P,(A) = 1. D’apres (15), e®V : (2,y,1) — y°
est une fonction surharmonique pour le noyau Pr sur Mb(' o) majorée par A? sur ce domaine. Pour
Zo = z € M\MY, si I'on pose W, = Y, pour tout n € N, alors le processus (W, , y.ou) est une

surmartingale positive. En se donnant 0 < h < ¢, on a donc, pour tout z € M?, (0.h]

VnEN, E. (W, voulgyou_, ) <E(Wp) <A’

n

Par convergence dominée quand n — 400, on obtient E, (WTEy,Out l{TEy,Out<+oo}> <h?, dou:

1
P, (7¥0" < +00) < ;e]Ez (WTEy,outl{Tsy,outGoo}) < (h/e)? < 1. (20)

Pour h = £/2, on obtient P, (7¥:9% = +00) > 1 —1/2% > 0. Supposons Z; = z € M (0,c/2], et posons
pour tout n € N :

M, =Y (V¥ (Zir) = PrVY¥(Zg—nyr) -
k=1

Le processus (M,,) est une (F,7)-martingale, dont les incréments sont bornés par 27 | Hy |l o p» done
d’apres la loi forte des grands nombres pour les martingales (voir 'annexe @, on a presque stirement
M, /n — 0 quand n — +o0. Or pour tout n € N* :

n—1

i Prvy( ZkT —VY(Zyr)

k=0

Vy(ZnT) M + Vy ZO 1
+ J—
nT n

Avec (|15) en téte, on en déduit que presque slirement :

Vy(Z
(Ing >0,Yn >ng, Yor <e) = limsup M

s T < —ay ps. (21)

Etant donné que pour tousn € Net 0 <t < T, ona V¥(Znryt) —VY¥(Zur) < [[Hy| oo T, Vévénement
a droite de I'implication n’est autre que A. En particulier, A est réalisé presque slirement sur
l’événement {7¥0u = 100}, qui est de probabilité supérieure ou égale a ¢’ := 1 — 1/2% > 0 d’apres
. Ceci montre .

L’événement A est indistinguable de 'événement A, = { limsup,_, ;o V¥(Zr44)/(T + 1) < —ay }
pour tout temps aléatoire 7 fini presque stirement : on dira que A est invariant par translation tempo-
relle. La propriété de Markov forte appliquée en TT " donne alors, pour tout 2 € M\Mj, en utilisant
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et : P,(A) > ¢c’. A partir de maintenant fixons zy € M\Mj et supposons Zy = 2. On a :

— _ s /
14 = t_l}mDOIP’ZO (A|F) = tETOO]P’Zt (A)>cd >0 ps.,
la premiere égalité étant une conséquence du théoreme de convergence des martingales de Doob, et
la deuxieme une conséquence de la propriété faible de Markov et de l'invariance de A par translation
dans le temps. Ceci prouve que 14 = 1 presque siirement. En appliquant ceci pour tout oy dans une
famille dénombrable de supremum —Ay, on prouve que le point est réalisé avec probabilité 1.

De plus, presque stirement, toutes les valeurs d’adhérences de (II;) dans P;(M) sont invariantes
par (P;) et, en conséquence de supportées par MJ. Ainsi (II;) a presque slirement pour unique
valeur d’adhérence py,, ce qui prouve le point m

Enfin, d’apres le théoréme supp(tty) = ([Tmin, Tmaz] X {0}) x &, donc presque siirement, pour
tout ouvert O intersectant le segment [Zmin, Tmaz] X {0}, on a :

ltingigoth((’) xE)> py(OxE)>0

Ceci implique la récurrence de l'ouvert O pour la trajectoire de (X¢,Y;), et donc ensemble w-limite
de (X:,Y:) contient [Zmmin, Tmaz] X {0} avec probabilité 1. Réciproquement, fixons 0 < py < Zmin
et p1 > Tpmaz. On a pour tout i € &, Fi(py,0) > 0 et Fi(pg,0) < 0. Par conséquent pour ¢ > 0
suffisamment petit :

VO<y<e, Fi(po,y) >0 et Fi(p1,y) <O0. (22)

Or d’apres le point pour tout w dans un événement Q' de probabilité 1, on a Y;(w) < € & partir
d’un certain temps to(w). D’aprés ce que nous venons de voir, quitte & modifier ' on peut supposer
qu’il existe t1(w) > to(w) tel que Tmin < Xy, (W) (W) < Zmae- La propriété montre alors que (X3, Y;)
ne peut pas quitter la boite [pg, p1] X [0, €] par les frontiéres latérales {po} x [0,¢] et {p1} x [0, €] pour
t > t1(w). Comme pendant ce temps Y; < e , on voit que (X, Y;) reste piégé dans cette boite, et donc
Pensemble w-limite de (X;,Y}:) est inclus dans [pg,p1] % [0,&] avec probabilité 1. En faisant tendre,
(po, p1,€) vers (Tmin, Tmaz,0) au moyen d’une suite, on prouve que est réalisé presque stirement.

Il nous reste a démontrer la convergence en loi de Z; vers py, quand ¢ — +oo. Soit f € €(M).
D’apres le point [@] du théoréme [3.1] il existe C, o > 0 tels que :

Vie MY, |Pf(z) - unf] < Cef]|
Fixons § > 0. On peut choisir ty assez grand de fagon a ce que :
VzeMy, [P, f(2) — pyfl <0
Par continuité de P, f et compacité de MY, il existe donc € > 0 tel que
Vee MY, 4, [P f(2) — pyfl < 26. (23)

La convergence presque siire de Y; vers 0 quand ¢ — +oo implique sa convergence en probabilité,
autrement dit il existe t; > 0 tel que :
Vit Z tl, Pt(Zo, M)[,O,E]) >1-46. (24)

Soit t > t1 + to. Alors

Ptf(ZO yf / Py, ZO7dZ )[Ptof(zl) - Hyf] + /M\My Pt—to(ZOa dZ/)[Pth(Z/) - Myf]-
<]

[0 e]
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En utilisant et (24)), on obtient |P; f(z0) — py f| < 20 + 26| f|| o-On en déduit que P, f(z0) = py f
quand ¢t — 400, et ceci pour tout f € ¥ (M), d’ou la derniére assertion du théoréeme. |

Théoréme 3.5 (Extinction de lespeéce x). Supposons Ay > 0, Ax < 0, {0} X [Ymin, Ymaz) C T et
Zy = z9 € M\My. Alors l’événement Exty défini par les trois points suivants est réalisé avec probabilité
1:

(i) limsup,_, o log(Xy)/t < Ax.

ii) II; — Stroit t.
(ii) I, WS M Etroitemen

(iii) L’ensemble w-limite de la trajectoire (X;,Yy) est {0} X [Ymin, Ymaz). De plus Zy, converge en
loi vers ux quand t — 400.

Démonstration. Il s’agit d’une copie de la démonstration du théoreme [3.5| en échangeant le role de
x et de y. L’hypothése {0} X [Ymin, Ymaz] C T’ permet le moment venu d’appliquer le lemme [ |

Théoréme 3.6. Supposons Ay, < 0 et Ax < 0. Soient Exty et Exty les événements décrits par les

points des théorémes et respectivement. Alors pour tout z = (x,y,1) € M\Mj :
P.(Exty UExtyx) =1, et P,(Exty) > 0.

Si de plus Acc(x,y) 2 {0} X [Ymins Ymaz), alors P,(Extyx) > 0, ce qui est au moins le cas pour x
suffisamment petit. Enfin, pour h € {x,y}, si P,(Exty) > 0, alors P,(Z; € -|Exth) converge en loi
vers pun quand t — +0o.

Démonstration. En guise de préliminaire, nous énoncons le lemme suivant.

Lemme 3.7. Soit h € {x,y} et supposons A, < 0. Si h =y (resp. si h = x), l’événement
{Y; = 0} (resp. {X¢ — 0}) implique presque stirement Exty. De plus, il existe €,6 > 0 tels que :

VO <h<e VzeMy, ), P.(Bxtn) >1—(h/e)’.

Démonstration. On peut se restreindre au cas h = y. En reprenant la preuve du théoreme [3.3]
on voit que I’événement {Y; — 0} implique presque stirement les points et de la définition
de Exty. De plus, pour tout 0 < ay, < —Ay, il existe €,6,7 > 0 tels que :

* {3ng > 0,Vn > ng, Yor < e} C {limsup,_,, . log(¥;)/t < —ay } presque sfirement ;

*pour tous 0 < h<cetze€ M)[,(],h] , P (Y0 = 400) > 1 — (h/e)? > 0.

En appliquant le premier item pour tout o, dans une famille dénombrable de supremum —Ay, on
comprend que presque stirement :
C i < .
{Yi,—= 0} € {liffl;plog(m/t < Ay}

Ceci prouve la premiere assertion du lemme.

Out — 400}, on a

Y: — 0 presque stirement, donc Exty aussi. Le deuxieme item permet de conclure. O

Si maintenant on fixe o, = —A,/2, le premier item montre que sur {7

Appliquons le lemme précédent : on peut choisir h; > 0 suffisamment petit de sorte qu’il existe
c1 > 0 tel que :
vh € {x,y}, Vz € M}[l07h1) , P.(Extp) > c;1.
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De plus on peut appliquer le lemmeavec K= M\M’[B,hl) et U = Mﬁ),hl) , ce qui entraine ’existence
de ¢ > 0 tel que :
V2 e M\MY,, ), P.(o™ < +00) >c.

Par conséquent, en utilisant la propriété forte de Markov et 'invariance par translation dans le temps
des événements Extyx et Exty, on trouve que pour tout z € M\Mjy, on a P,(Extx UExty) > cc;. Par
un argument de martingale déja utilisé dans la preuve du théoreme on a pour tout z € M\Mj :

1Ext, UExt, = tEToo P, (1Ext, UExty | Ft) = t_l)ig_noQ Py, (Extx UExty) > ccy >0 p.s.

Par conséquent P, (Extx U Exty) = 1.

Soit (p,i) € M\Mjy. On a Acc(p) 2 [ZTmin, Tmaz) X {0} ce qui implique P ,i(Gan < +00) =:c >0,

et donc P, ;(Exty) > ’c1 > 0. Si Acc(p) 2 {0} X [Ymins Ymaz), un argument similaire implique
Pp,i(Eth) > 0.

Enfin, en ce qui concerne les convergences en loi, on traitera le cas h =y, 'autre étant identique.
Soit f € €(M), et fixons > 0. De méme que dans la preuve de I’assertion finale du théoréme on

peut trouver g, tg > 0 tels que
Vz € M)[’O,e()] o P f(2) — py £l < 0. (25)

Le lemme [3.7] implique que l'on peut choisir h < ¢¢ suffisamment petit de sorte que

Vz € M}[Io,h] , P(Exty)>1-4. (26)
En outre, il existe t; > 0 tel que
Vs >t1, P,i(Z € Mb[,o h) | Exty) >1—0. (27)

Pour tout t > tg + t1, on a en utilisant :

|]Ep7i [f(Z1) | Exty] — Nyﬂ <

By [(1(2) = 1y D genay, |5t |

+ |Ep,i [(f(Zt) - Nyf)lzt,toeMgﬁh |Exty} ’
B PPJ(EXty) P t Hy Zi—t Engh Exty o

La propriété faible de Markov en ¢y associée a 'invariance par translation temporelle de Ext, donne :

Ep.i (f(Z:) - Nyf)lzt,toeMg,hlExty} =Epi {1Zt,toeM%”hEZf,_to [(f(Zto) - ﬂyf)lExtyH
= Epi (12, emy, Bz, [(F(Z) = iy )]

~ By [z eny, Bz [(F(Zi) = iy ) 1oy ] |

En utilisant les inéquations (25 sur le premier terme et sur le second, on trouve :

<6+ 2|1l 0.

Epi |(F(Z0) = iy 17, eny, Listy |
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Finalement on obtient donc :

Wty (B [F(Z) | Exty) =y f] < Sl gy
B P y N PP z(E t ) o
Comme 6 > 0 et f € %' (M) sont arbitraires, on a P, ;(Z; € - | Exty) — 1y en loi. [ |

3.4 Persistance
Dans cette section, nous nous penchons sur les cas d et e de la section

Théoréme 3.8 (Persistance stire). Supposons Ax > 0 et Ay, > 0. Alors il existe une unique loi
e Pinv (M\Mo) De plus N

1. La loi 11 est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue fng.

2. 1l existe 0 > 0 tel que

1 1
1I(dx, dy, di ( + ) < 00.
/M\M0 ( ) i ye

3. Le support de 11 est T x &, et I' # ).
4. Pour toute condition initiale dans M\My, presque strement :
(a) II; — II étroitement ;
t—o0
(b) lensemble w-limite de la trajectoire (X¢,Y:)ier, est T

5. Sl existe un point p* € M\ My accessible et vérifiant le critére fort d’HO'rmandeﬂ alors on
peut trouver C,a > 0 tels que pour toute condition initiale z = (x,y,i) € M\My et tout t € Ry :

1 1
HPZ(Zt < ')_HHVT <C<1+339+y(’) e ot (28)

Démonstration. Fixons une condition initiale (z,y,7) € M\Mj quelconque. Souvenons-nous (corol-
laire que l’ensemble ¥ des valeurs d’adhérence de (II;) pour la topologie étroite dans P;(M)
est toujours non vide, et que sur un ensemble ' C Q de probabilité 1, il est constitué de probabilités
invariantes pour le semi-groupe (P;). Dans la suite on raisonne sur ', et on se donne II € Z. Pour
tout t > 0, on a :

1og(Xt) log(x / Ho(Z2)ds = T, (Hy).
n t

Or, (z,y) — log(x) est bornée supérieurement sur M, ce qui implique :
II(H,) < 0. (29)
Comme Mj et M\M sont absorbants, on a
IT = ITp + Iy, (30)
ouIlp = IT(MFN-) et II; = IT(M\MF N -) sont également invariantes pour (P;). Dans un premier

temps nous allons démontrer que

35. Voir la définition
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Soit f € €'(R,) quelconque, et notons f : M 3 (x,y,4) — f(x). Alors
V(w,y,i) €M, Lf(z,y,i) = Fy(2,y)f (¢) = He(z,y, i)z f' ().

Définissons pour tout entier n € N* la fonction f,, coincidant avec le logarithme sur [%,—l—oo[ et
prolongée & gauche par sa tangente, c’est-a-dire donnée par f,(z) = log(1/n) + n(x — 1/n) pour tout
0<z<1/n.

C’est une famille de fonctions de classe ¢! sur R, vérifiant en outre |z f/,(x)| < 1 pour tous n € N*
et x € Ry Avec des notations évidentes, on voit que pour tous n € N* et (z,y,7) € M,

1 _
T2 E = Cfn(z,y,z) = Hx(m,y,i),

et que de plus ||£fn||oo,M < [|Hxl oo pp < 00. Vis-a-vis de la mesure Ily, finie et supportée par M\M, il
y a donc convergence dominée de la suite £ fn vers Hy. Or, Uinvariance II; par (P;) fournit 1Ty £ fn =0
pour tout n € N*. On en déduit par passage a la limite quand n — oco. En évaluant en Hy,
on trouve II(Hy) = IIy(Hx), et donc devient : II(Hyx) < 0. Or par unicité de la loi invariante sur
MZ d’une part, on a Il = Io(IMF)ux, et par hypothese d’autre part, on a pux(Hx) = Ax > 0. Ceci
implique que Iy est de masse nulle. Par conséquent, IT = II; et donc II est supportée par M\MZ.
En suivant le méme raisonnement en échangeant les roles de x et y, on obtient que II est supportée
par M\M} . Finalement, II est une probabilité sur M\\Mj invariante par (P;), ce qui montre la partie
"existence" de ’assertion principale.

En ce qui concerne 'unicité de la probabilité invariante sur M\, qui reste & démontrer, notons
déja qu’elle implique sur ' que £ = {II}, entrainant convergence énoncée dans le point Le point
clef pour démontrer ladite unicité réside dans le lemme suivant.

Lemme 3.9. L’hypothése Ay, > 0 implique existence de i, € € et s €]0,1] tels que le point
d’équilibre unique sur M du champ moyen F = sF; + (1 — s)Fy, noté (,0), soit un point-selle.
Si l’on note Cipstapie la courbe instable associée a cet équilibrelﬂ alors Cinstapie N (R4)2 C T, et
de plus, tous les points de Cinstapie N (Rj)2 dans un voisinage de (z,0) vérifient le critére faible
d’Hérmander.

Démonstration. Il s’agit de trouver T € |Zmin, Tmaz| tel que P'on puisse, en alternant convena-
blement les environnements, s’échapper du point (Z,0) de fagon transversale & Paxe des abscisses
(pour y petit non nul). Ceci requiert, dans un premier temps, un environnement ¢ € £ qui puisse
faire augmenter y, ou plutot logy (ce qui est équivalent mais qui est I’échelle correcte) au voisinage
de (z,0). Comme chaque environnement est favorable a l'espéce x, cela implique de faire aussi
augmenter z. Il nous faut donc un second environnement i’ € £ qui puisse :

— compenser cela immédiatement par une diminution d’égale amplitude de x;
— ne pas trop diminuer logy afin de préserver le bénéfice de la premiere étape.

Notons heuristiquement (§logy); (resp. (dlogy):) et dx; (resp. dx;) les déplacements infinitési-
maux correspondants dans I’environnement 4 (resp. ¢'). En imposant dz; = —dz;/, quantité que
I'on note |dx|, on a

Hy(z,y,i) Hy(z,y,7)\ ||
ol i ol o= 4 — Y J .
( Ogy) +( Ogy) (Hx<x,y72) Hx(x,y,@/) x +O(‘ $|)

On souhaite que le terme d’ordre 1 soit strictement positif, pour (x,y) tendant vers (Z,0). Autre-
ment dit notre raisonnement heuristique (auquel on donnera finalement un cachet rigoureux plus

36. Voir la proposition dans "annexe @
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loin) nous donne pour mission de démontrer la proposition suivante :

o
3 € [Tomins Tmazl, Jini €€, { Hx(@:0,7) <0, ‘ (32)

Supposons par Uabsurde —(32). Soient 2, € |Tmin, Tmaz[\ U {pr} et io € € quelconque. Démarrons
keE

un processus (Z;) en zg = (z(,0,40). On sait que presque stirement II; . j) ty pour la topologie
—+00
étroite, d’ou :

1 t
. /0 Hy(X,.0.L)ds — Ay >0, (33)

Nous savons que, presque siirement, (X;) s’approche de X, €t Zpq. pour des temps arbitrairement
grands donc, par continuité, repasse par x{, pour des temps arbitrairement grands. Comme x{ n’est
pas un point d’équilibre, ces instants de passage sont isolés. On peut donc découper 'histoire du
processus au moyen des temps (7, )nen définis par 79 = 0 et

VneN, 7,41 =inf{t >71,: X; =20}

Nous allons montrer que :

Tn+1
vn €N, / Hy(X,,0,I,)ds <0,

n

ce qui entrera en contradiction avec . Il suffit de considérer la premiere excursion entre les
instants 0 et 71, les autres cas étant identiques. Nous pouvons aussi supposer que Xo>0 pour
fixer les idées. Notons x} < ... < 2y les positions, remises dans 'ordre, au niveau desquelles
il y a eu un switch environnemental, avant I'instant 71. On peut subdiviser l'intervalle [0, 71| en
définissant o9 = 0, oy = inf {t > 0: X; € {af,2],... 2y} } puis:

inf{t > oy : X; € {x},2},...,2\}} st Flox(X,,,0) #0,

Vk Z 1, Ok4+1 =
inf{t > o : It # I, } si Floxn (X,,,0) =0

Soit K € N* l'unique entier tel que op; = 71. Pour tout & € {0,..., K — 1}, Uenvironnement est
constant sur l'intervalle ¢ € oy, og41[, et plus précisément :

(i) soit (X;) parcourt un intervalle du type [x;, xh g [, de gauche a droite;
(ii) soit (X;) parcourt un intervalle du type ]xg, x; +1]7 de droite & gauche;
(iii) soit (X) reste constant.

Soit j € {0,..., N — 1} quelconque. Il y a autant de parcours de type que de type au cours
de 'excursion : on peut donc les apparier entre eux. Soit un parcours de type|(i) | ayant lieu sur
un intervalle [s,, t,[ sous Penvironnement i, et un parcours de type sur Pintervalle [sp, t5[ sous
Penvironnement i,. On a Hy(z,0,i,) > 0 pour tout € [x;v,:c;H], et

ta Tit1 Hy(x,0,i) da
[ o as = [ gEae
Sa :L’j X » Y Ya
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par le changement de variable z = X. De méme, Hy(x,0,4;) < 0 pour tout x € [x},xg-ﬂ], et

t T+ Hy(z,0,4,) da
Hy(X,,0,1,)ds = —/ i A Rt R Vi
/sb Y z; Hx(x7072b) Z

L’hypotheése —| implique :

o Hy(x,0,i,)  Hy(x,0,i)
V. I A e AN R L TAN . ANt Rt R VA Y |
S [$]’$1+1} s (mylaalb) Hx(l',o;ia) Hx(x,o,ib) -

et par conséquent :

i1
/ Hy(X,,0,1)ds = / A(x,iq,0)dz < 0.
[sa,ta[u[sb,tb[

.
J

Ceci vaut pour chaque appariement effectué, ce qui nous laisse les parcours de type Pendant
un tel parcours, Z; est immobilisé en un point (z.,0,14.) tel que F'(z.,0) = 0, pour tout t € [s, t.|.
Comme l'environnement i. est favorable & I’espece x on a nécessairement Hy (z.,0,4.) < 0, et donc :

tC
/ Hy(X,,0,1,)ds < 0.
On déduit de ce qui précede que
T1
/ Hy(X,,0,1,)ds <0,
0
ce qui entre en contradiction avec . Nous avons donc prouvé par I’absurde.
Soient Z,1%,¢ fournis par . Soit s € ]0, 1] 'unique solution de
sHy(Z,0,4) + (1 — 8)Hx(7,0,i') =0 (34)

et notons F = sF" + (1-s)F " Ce champ moyen est associé a des taux de croissance qui vérifient
les hypotheses du paragraphe et montre que (z,0) est son point d’équilibre unique sur
MF. La différentielle du champ F' au point (Z,0) a pour matrice :

Z(s 0y Hx(,0,4) + (1 — 5) 0, Hx(7,0,1")) *
0 s Hy(Z,0,i) + (1 — s)Hy(%,0,i') )

Comme 0,Hyx < 0, le terme supérieur gauche est une valeur propre strictement négative de la

diﬁ’érentielle@ : notons la —y. Quant au terme inférieur droit, c’est une seconde valeur propre :
notons-la v. Si l'on pose r = sHx(Z,0,i) = —(1 — s)Hx(Z,0,4'), on obtient :

o (B0 @00,
Hy(z,0,i)  Hx(,0,4)

D’apres le théoreme avec les notations associées, I’ensemble Cjy,siapie := wamble(f,O) est

1
une courbe lisse, dont la tangente en (z,0) est dirigée par la direction propre associée a v. De plus

37. Nous les traitons bien qu’ils soient en réalité de probabilité 0.
38. On retrouve simplement le fait que (Z,0) est stable dans la direction de I’axe des abscisses.
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si p est un point quelconque dans Cjpstapie N (Rj_)2, alors en notant ® le flot du champ F ,ona:
Cinstable N (Rj-)Q = {i)t(p)a te R} (35)

Notons (€x, €5) la base canonique du plan et @ = (ug,u,) 'unique vecteur propre unitaire associé
a v tel que u, > 0. On désignera par (z’,y’) le systéme de coordonnées associé au repére d’origine
(Z,0) et de base (éx, ). D’apres le théoréme si Pon prend § > 0 suffisamment petit alors
pour |z'[,|y’| < & le schéma de la dynamique locale associée au champ F est celui représenté
en figure [l On y a mis en évidence le parallélogramme 5 constitué des points de coordonnées
-6 <12’ <4, 0<y <4, et lallure locale des courbes Ciystapic €t Cstapie = Wgable(f, 0). Le point

Es (resp. Ss) est Uintersection de laréte gauche (resp. supérieure) avec Csiapie (resp. Cinstabic)-
Notons les points suivants :

— le champ est entrant sur les arétes latérales du parallélogramme (s, et sortant sur l'aréte
supérieure ;

— les courbes intégrales entrant dans ¢s par son aréte gauche en un point E # FEj sont exac-
tement celles qui en sortent par Iaréte supérieure, en un point S strictement a gauche du point
Ss;

—idem en remplagant "gauche' par "droite" dans le point précédent (non représenté sur la
figure).

F (sortant) Parallélogramme {;

[ 1\

Al
(- iratahle

F (entrant)

EO (-_r.t.."ru’J."r (:j‘.: ﬂ:]

FIGURE 4 — Dynamique associée au champ F au voisinage du point-selle (z,0).

Remarquons que le point S5 conduit, en suivant la trajectoire n € .5, solution de 7 = F (n), a
I’ensemble de tous les points de Cjpstapie qui sont a 'extérieur de ¢5. Quant aux points intérieurs,
ce sont les S5 avec §' < §. Comme on sait déja par-ailleurs que (z,0) € T, on voit qu’il suffit de
montrer que Ss € I" pour que Cipsrapie € T

Montrons que Ss € I'. Pour cela ocommencons par fixer € > 0. Choisissons un point S de 'aréte
supérieure du parallélogramme (s, strictement a gauche de Ss et a une distance inférieure ou égale
a ¢ de celui-ci. Notons E le point d’entrée sur I’aréte gauche de la courbe intégrale sortant en S.
Comme les courbes intégrales ne peuvent se croiser, toute courbe issue d’un point E’ €]F, Es[ doit
ressortir par un point S’ €]5, S5, qui appartient donc & la boule ouverte B.(Ss). Il suffit donc de
montrer que on peut atteindre |E, Es[ en partant de tout point (zg,yo) € M\My au moyen des
champs F* i € £. Le champ Fmin permet de s’approcher arbitrairement proche de (Z,,in,0). Le
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champ Fmas permet quant & lui de se rendre de (Z,in,0) & (Zmaz, 0), en passant par le point Ej.
On en déduit qu'il existe 7 > 0 tel que &% (z — §,0) = (Zynin,0). Soit la fonction 1 définie au
voisinage de (0, 0) par :
b(t,y') = 'z, ((2,0) + y'a).

On a 941)(0,0) = F'maes(z,,;:,,0), non nul et paralltle & ex, et 9,4(0,0) = Dd'me(z,0) - 4.
Etant donné que ®_7 est un difféomorphisme, ce vecteur est non nul, et forme une base avec
D<I>i_"’§:” (7,0) - €x, qui est paralléle & € étant donné que ®Pmas laisse invariant I’axe des abscisses.
On voit done que 1 est un difféomorphisme local en (0, 0). Par conséquent, il existe At > 0, Ay’ > 0
tels que 9 (]—At, At[ x |[-Ay', Ay'[) soit un ouvert V contenant (Zn,0), et quitte & choisir on
peut supposer At < T et Ay’ < |EE;||.

Les ingrédients sont maintenant en place. Si (xo, yo) est un point initial quelconque dans M\ My,
alors en suivant F'min on finit par tomber dans V), disons en (z1,y1). Alors il existe (t,y) dans
J]=At At x |-Ay’, Ay'[ tel que (21,y1) = (t,y'), autrement dit, 777 (21,y1) = Es5 +y'u. On a

nécessairement y’ > 0 et donc @777 (x1,y1) €]F, Es[. Cela conclut la preuve du fait que S5 € T" et
donc Cz'nstable g I

Afin de conclure la démonstration du lemme, rappelons-nous que

et donc pour (z*,y*) € Cipstaie N (R%)? choisi dans un voisinage de (z,0), on aura :

; ” Hy(z*,y*,1) Hy(z* y*, )
det (Fz x*,y* ’Fz x*,y* ) :x*y* *7 *a. *7 *a‘ 0.
( ) ( ) I_Iy(flj 7y 72) Hy(m 7y aZ/) #
Ceci implique le critére faible d’Hérmander en (z*, y*). O

Soit p* € Cipstavie € I' vérifiant le critere faible d’Hérmander. On peut appliquer le théoréme
avec D = M\ My, d’ott I'unicité de la loi invariante par (P;) sur M\Mj, ainsi que son absolue
continuité par rapport a la mesure de Lebesgue /n\nv, = én (point [1)).

Passons au point 3] D’apres la proposition il existe une unique loi I € ﬁinv(M\Mo), et on a
supp(IT) = supp(I). Dans la suite on se donne (p,i) € M, et @ un ouvert contenant p. Si 'on suppose
p €T, alors O x {i} est accessible pour la chaine (Z,) restreinte & M\Mj. La propriété entraine
alors que II(O x {i}) > 0. Dans ce cas (p, i) appartient & supp(IT) = supp(II). Réciproquement, si I'on
suppose (p, i) € supp(Il), alors en démarrant un processus (Z;) en un point (¢, j) € M\Mj quelconque,

on aura presque slirement :
ltlglﬁgf I, (O x {i}) > II(O x {i}) > 0.

Cela implique qu'il existe (i,u) € T et s € Ry tels que 174,3,u(s) € O, sans quoi I, (O x {i}) serait nul
pour tout t. D’apres la définition-proposition p est donc accessible depuis tout point g € M\ My,
i.e. p € I'. Ainsi, nous avons démontré que supp(Il) = I" x E. Montrons maintenant que I # . Le
théoreme appliqué & D = M\ M, et p*, nous fournit un ouvert non vide W de M \ My, un entier
m et une constante ¢ > 0 tels que :

Vj€&, PpjlZme]>ctm(-NnWxE). (36)
Supposons donc que p € W. Dans ce cas, quel que soit j € £, on a :

Py i (X, Yin) € 0) > el ((ONW) x €) > 0.
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Cela montre que p est accessible a partir de p* € T', et donc que p € I'. Ainsi, I >Ww.

Considérons le point [4(b)l Comme T" x & = supp(II), on a presque stirement pour tout point de
départ z € M\M :
liminf IT,(I" x &) > TI(I" x £) > 0,

t—+oo

donc presque stirement (X, Y;) pénétre dans I'. Comme I est positivement invariant par les trajectoires
de (X,Y;), cela implique que presque stirement ’ensemble w-limite de (X, Y;) est inclus dans T
Réciproquement, avec probabilité 1, pour tout ouvert O intersectant I :

liminf I1,(O x &) > (O x &) > 0.
t——+oo

Ceci implique pour tout p € I la récurrence de tous les voisinages de p pour la trajectoire (X, Y};)ser, -
Autrement dit, avec probabilité 1, T est inclus dans ensemble w-limite de (X, Y7) .

Démontrons le point [2} En nous servant de la proposition [3.2) on peut obtenir 7' > 0, > 0, 6 > 0
et 0 < p <1 tels que

1

O<z<e=E, 0>_p L

. T €

Vz = (z,y,1) € M, ) )
O<y<e=E, |—=]<p—

Yﬁ) y?

1 1
Notons W : M\My — R la fonction définie par W(x,y,i) = —; + —;. Pour toute condition initiale
Z Y

z = (x,y,1) € M\Mj du processus (Z;), on a :

T
log(Xr) = log(x) —I—/ Hy(Zs)ds,
0
et donc log(Xr) > log(x) — T'||Hxl| , pp- On en déduit que :

1 eeTHHXHOO,M
< —

SL'>E:>EZ<)(,ZQ 59

eT“H"“wwM/se, on a de fagon générale :

1 1
E.| = | <p—+ K1
(57) <o

Apres avoir effectué le méme raisonnement sur la coordonnée y, on obtient I'existence d’une constante
K > 0 telle que la condition de drift géométrique suivante soit vérifiée sur M\Mj, :

Par conséquent en posant K1 = e

En appliquant le noyau Pr de fagon répétée, on obtient, pour tout n € N*, P, W < p"W+ K ZZ;S ok,

d’ot, en posant K = K/(1 — p) :

Vn e N*, P,oW < p"W+ K. (37)
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Si on se donne un réel L > 0, alors la concavité de la fonction x — = A L sur R implique, par I'inégalité
de Jensen :
Vn € N*,  Pup(WAL) < (PuyW)AL< ("W +K)AL.

En intégrant contre la mesure invariante II, on obtient :
YneN*, T(WAL)<I((p"W+K)AL).

Par convergence dominée lorsque n — +o0, on obtient II(W A L) < II(K A L) < K. Le point [2 est
alors obtenu par convergence monotone quand L — +oc.

Pour finir, nous devons démontrer le point 5| Supposons qu’il existe un point p* € M\Mj accessible
et vérifiant le critere fort d’Hoérmander. On peut alors appliquer la proposition avec D = M\ My,
fournissant un ouvert non vide W de M\ My, tel que pour pour tout compact K C D, on puisse trouver
cie, tic, ric > 0 vérifiant :

Vze Kx &Vt e ti,te + k], Pulz:) > ecbm(-NW x E). (38)

Choisissons R > 2K /(1—p) et notons K = {(z,y) € M\M, : 1/2°+1/y? < R}. Il s’agit d'un compact
et quitte & augmenter R, on peut supposer fag (K NW) x ) > 0. En notant vy = pm(- N W x E) et
en appliquant de fagon répétée , on obtient :

V2 e K, YVt € [tic, te +ric], Ym € N*, Poy(z,-) > (exvo(K)™ Lexvo(s).

Choisissons s € [tx,tx + ri] tel que s/T soit rationnel. Soient m,n € N* tels que s/T = n/m et
notons P = P,,,s = P,7, ainsi que ¢’ = (cxr(K))™ tex > 0. Alors P, vu comme noyau markovien sur
M\My, vérifie :

(i) PW < p"W + K ;

(ii) V2 e M\My, W(z) < R=P(z,-)>v(").
Etant donné que R > 2K /(1=p) > 2K /(1 — p™), nous pouvons appliquer le théoréme ergodique de
Harris (voir Pannexe E[) L’unique probabilité invariante de P n’est autre que II, donc nous obtenons

Pexistence de C' > 0 et 0 < v < 1 tels que, pour toute fonction mesurable bornée f : M\My — R et
tous z € M\M, k€ N :

[P*f(2) = ILf| < Cy* (1 + W (2))|f = ILf |-

Soit t € Ry. Il existe k € N et 0 < r < nT uniques tels que t = k(nT') + r. On a alors, pour tout
z € M\Mj et toute fonction f: M\My — R mesurable bornée :

|P.f(2) = TL(f)| = [P*(Pf)(2) = TI(P-f)] < CY* (1 + W (2))2] fl -
Or, v* < 4¥/"T=1 ce qui nous donne quitte & modifier C' et & poser a = —log(y)/nT. [ |

Nous achevons notre catalogue des dynamiques possibles avec le cas hybride e, qui donne un autre
jeu d’hypothéses pour lequel la persistance est possible (page suivante).
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Théoréme 3.10 (Persistance potentielle). Supposons Ay >0, Ax <0, et T N M =0, alors :

1. L’ensemble = := {p € M : Ace(p) N MF = @} est un compact contenant I', disjoint de M, et
positivement invariant par les flots ®¢, i € £.

2. I existe une unique loi I € Pip,(M\My), et de plus :
(a) La loi I est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue fng.

(b) Il existe 0 > 0 tel que
A1
/ (dw, dy, di)— < oo.
M\M, Y

(c) Le support de Il est T x &, et I # 0.

3. Si Zy = zp € (2 x E)\My, alors l’événement Pers défini par les deux points suivants est réalisé
avec probabilité 1 :

(a) II; — II étroitement;
t——+o0

(b) L’ensemble w-limite de (X;,Y;)ier, estT.

4. 8l existe un point p* € T'\ My vérifiant la condition forte d’Hormander, alors on peut trouver
C,a > 0 tels que, pour toute condition initiale z = (x,y,%) € (£ x E)\My et tout t € Ry :

IP.(Zi e )~ T, <C (1 n ;9> oo, (30)

a) Ppi(Pers UExty) =1, P, ;(Extx) > 0, et P, ;(Pers) > 0;

5. Si (p,i) € M\Mg avec p ¢ 2, alors :
(a)
(b) Ppi(Zs € - | Extx) (S Hex € loi;
(

c) si Uhypothése du point est vérifice, alors ||Pp i(Z; € - | Pers) —II||,, 1 Moo 0.
Démonstration. Commencons par le point [I| Le fait que = soit disjoint de M est une conséquence
de la proposition L’ensemble = contient I" par hypothése, étant donné que I' = Acc(p) pour tout
p € I'. L’invariance positive de = par les flots est quant a elle une conséquence de la transitivité de
la relation d’accessibilité. Enfin, de fagon similaire & la preuve du théoréme [3.3] mais en échangeant le
role de x et y, si I'on se fixe 0 < ayx < —Ax, alors on peut trouver € > 0 tel que :

Vze My .o, P (liiligop log(Xy)/t < —ax> > 0.
Ceci implique nécessairement que pour tout (g,i) € M)[(o, /2] il existe une trajectoire n € .7 telle
que n;(t) = 0 quand ¢t — +oo. Cette trajectoire & valeurs dans le compact M posséde au moins une
valeur d’adhérence, qui appartient & M, ainsi qu’a Acc(q) d’apres la caractérisation faite dans la
définition-proposition Or pour tout r € M, Acc(r) 2 ({0} X [Ymin, Ymaz]). Par transitivité de la
relation d’accessibilité, on a donc :

VQ S M>[c075/2] ) ACC(Q) :_> ({0} X [yminaymax})-

D’aprés la proposition m pour tout p € M, on a p ¢ = < Acc(p) 2 ({0} X [Ymin, Ymaz)). Il n'est
alors pas difficile de voir que

ME=Mn| |J @) (M)
(i,u)€T
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Comme les applications ®!, sont continues et que M ’[57 c/2) ©st un ouvert de M, l'ensemble M\Z est
un ouvert de M. Par conséquent = est compact, ce qui clot le point

Le lemme entraine 'existence d’un point p* € T'\ M, vérifiant le critére faible d’Hérmander.
D’apres le théoreme appliqué & D = M\ My, il y a donc unicité d’une éventuelle loi invariante
par (P;) sur M\My, et si celle-ci existe, elle est absolument continue par rapport a £ypnv, = M. Pour
obtenir I'existence, et les points et 3] il suffit de reprendre les arguments de la démonstration du
théoréme [3.8] en remplagant M par =, ce qui est permis par sa compacité et sa positive invariance par
les flots. Ensuite, la proposition [3.2] montre Pexistence de T'> 0, e >0, 0 > 0 et 0 < p < 1 tels que

1 1
Vz=(z,y,9) €M, 0<y<e=E.|—5|<p
Yy Y

En notant W : (2 x £)\Mj — R, la fonction définie par W (z,y,i) = 1/y%, et en reprenant la aussi la
preuve du théoréeme en remplagant M par =, on démontre les points et

Passons au point |5l Etant donné que Ay < 0, le lemme [3.7| implique que 'on peut choisir hy > 0
suffisamment petit de sorte qu’il existe ¢; > 0 tel que :

Vze MY, Pa(Ext) > e (40)

Soit (p,i) € M\Mj tel que p ¢ = : on a donc Acc(p) 2 ({0} X [Ymin, Ymaz]). Ceci entraine que
Pp7i(a;fn < 400) > 0 d’apres la définition-proposition En combinant ces résultats au moyen de la
x,In

propriété forte de Markov en o3, on a en raison de l'invariance par translation temporelle de Exty :
P,.i(Extx) > 0. De méme, Acc(p) D I et donc si I'on note

o=inf{t>0:2Z € (ExE\My} <inf{t>0:2 el x&},

onalP,;(c <+4o00)> 0. En conséquence du point [3| I'événement Pers est presque str sur {o < 400},
ce qui prouve P, ;(Pers) > 0. Ensuite, 'hypotheése Ay > 0 impliquelﬂ lexistence de € > 0 tel que

Vze M\MJ, P,(0Y°% < +o0) = 1. (41)

De plus, on peut appliquer le lemme avec K = M\(M’[B Y MB[:) o et U = I'. Comme I' C E\ My
et que Pers est presque siir sur {0 < +00}, ce lemme nous fournit une constante ¢ > 0 telle que

Vz € M\(MT, p,,) U M“’['O,E) ), P,(Pers) > c. (42)

En combinant , et au moyen de la propriété de Markov au temps d’arrét o¥-©ut on
obtient :
Vz € M\My, P,(ExtyxUPers)>cAc;.

De méme que dans la preuve des théorémes [3.3] et [3.6] un argument de martingale entraine alors que
pour tout z € M\Mj, on a P, (Extx UExty) =1, ce qui cl6t le point
Le point se démontre de la méme maniere que dans la preuve du théoreme

Enfin, démontrons le point On suppose qu'il existe un point p* € I'\ M vérifiant la condition
forte d’Hormander, de sorte que la majoration est vérifiée. Remarquons que ’ensemble = x &£
est absorbant, et que presque slirement sur 1’événement Pers, le processus (Z;) finit par y entrer. Par
conséquent, si ’on se fixe § > 0, il existe t; > 0 tel que

P,i(Zy, €EExE)>1—0. (43)

39. Voir la propriété (17) dans la preuve du théoréme avec les roles des espéces inversés.
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Pour tout ¢ > t; et toute fonction f : M — R mesurable bornée, on a :

|Ep,i [f(Zt) —10f| Pers} | < Ep [1Z,,1€E><£(f(Zt) —1If) |Pers]

+

By [1Zt1¢5><6(f(zt) —1IIf) \Pers]

< F, (Pors) Ep,i [12,, ezxe(f(Z:) — I1f)] ‘ +2|| £l 6,

en utilisant I'implication presque stire (Z;, € = x £ = Pers), et 'inégalité . La propriété de Mar-
kov puis la majoration entrainent ensuite :

Ep,i [1Zt1 eExE(f(Zt) — Hf)] ‘ =

< B [0 (14 57 ) el

t1

Ep’i [].Zt1 GEXE(Ptftlf(Ztl) - Hf)} ’

Or, si 'on note (z,y) les coordonnées de la condition initiale p, on a

1 eetl”Hyuoo
—_ < —=C
YTy "
d’ou : c+Cy)
+Cp) it
Vit >ty |Epi[f(Zi) —I1f | Pers]| < (Pm(Perg)e (t=t1) +25> £l -

Pour tout ¢ > t; + (1/A)log,. (60(1 + Cp)/IP’m(Pers)), on a donc
|Pp,i (Z¢ € - | Pers) — ||\, < 36.

Ceci conclut le point [ |

4 Persistance : topologie de I

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a la topologie de ’ensemble I' des points accessibles
dans I’hypothése ou Ay > 0. Dans le cadre des théorémes et cela revient en effet a tenter
de comprendre I'asymptotique de la trajectoire (X;,Y;)er, lorsqu’il y a persistance des especes.

Remarque. En réalité, I' dépend uniquement des champs et pas des taux de saut. Etant donné une
famille de champs défavorables & y, on peut réaliser Ay > 0 si et seulement s’il existe 7,4’ € € et s €]0, 1]
tels que le taux de croissance Hy, et Péquilibre (,0) associés au champ F = sF’ + (1 — s)F" vérifient
ﬁy(f, 0) > 0. Le sens direct est donné par le 1emme; le sens inverse, quant a lui, est une conséquence
de la proposition En effet, avec les notations de cette proposition, on a Ay = uy(Hy) — Hy(z,0)
quand u — +o0.

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser au systéme dynamique a valeurs ensemblistes
donné par I'application

U:Rx (Ry)? = 2 ((Ry)?)
(t,z) = Wy (p) = {n(t), n solution de sur [0,t], n(0) = p}.

C’est le systéme dynamique engendré par l'inclusion différentielle (ID)). On notera naturellement
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VU ;(B) = ¥(J x B) pour toutes parties J C R et B C (R;)2. On vérifie sans probléme les propriétés
suivantes pour tous z,y € (Ry)? :

(a) Wo(x) = {x};
(b) Vt,s € Ry, Uyp(z) = Uy (Uy(2));
(c) y € Uy(z) =z € U_y(y).

Définition 4.1. Un ensemble B C (R1)? est dit

- fortement positivement invariant sous U si pour tout t € Ry, ¥4(B) C B;

- invariant sous ¥ si pour tout p € B il existe une solution n de (ID)) définie sur R et vérifiant
n(0) = p telle que n(R) C B;

Remarque. Si B est invariant sous ¥, alors pour tout ¢t € Ry, B C ¥, (B). Si de plus B est fortement
positivement invariant sous W, alors pour tout ¢t € Ry, ¥;(B) = B.

Définition 4.2. Soit p € (R, )2. L’ensemble w-limite de p sous ¥ est défini par

wy (p) = Nier, Yt 4o00[(P)-

Proposition 4.3. Pour tout p € M, l’ensemble wy(p) est fortement positivement invariant et inva-
riant sous V.

Démonstration. Voir 'annexe [ |

On note Cyin et Crae les courbes instables associées & (0, Ymin) €t (0, Ymaz) qui sont des points-
selles de leurs champs respectifs. Ces courbes étant des variétés € transverses a l’axe des ordonnées,
il existe dx,dy > 0, et des fonctions gmin, Gmaz :| — Ox,0x[— R de classe € telles que Ciyin/max
coincide avec le graphe de gin/mae SUr le rectangle ouvert | — 0x, 0x[X]Ymin/maz — Oy» Ymin /maz + Oy [-
De plus, si 'on note @min = (Umin,z, Umin,y) 1'unique vecteur unitaire tangent & Cpir, €n (0, Yrmin) tel
que Umin,x > 0, alors (@min, €y) est une base de diagonalisation de la jacobienne du champ F Jmin gy
point (0, Ymin ), associée a des valeurs propres fimin > 0 €t —Vp, < 0. On définit de fagon analogue

—
umaza Nmama Vmam M

Avant de poursuivre, donnons quelques définitions complémentaires de topologie.

Définition 4.4. On appelle rétraction par déformation d’un espace topologique X sur un sous-
espace A C X toute application continue Ret : X x [0,1] — X telle que :

* pour tout © € X, Ret(z,0) = x, et Ret(x,1) € A;
* pour tout a € A, Ret(a,1) = a.

Définition 4.5. On dit qu’un espace topologique X est contractile s’il existe une rétraction par
déformation de X sur l'un de ses points.

Définition 4.6. Une courbe de Jordan dans R? est limage d’une application v : [0,1] — R?
continue, injective sur [0, 1] et vérifiant v(0) = ~(1).

On appellera domaine de Jordan tout domaine de R? compact dont la frontiére est une courbe

de Jordan.
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Nous pouvons désormais énoncer le théoréme caractérisant la topologie de I'" dans le cadre persis-
tant.

Théoréme 4.7. Supposons Ay > 0. L’ensemble I' vérifie les propriétés suz’vantesm :
1. T contient un domaine de Jordan K tel que KK N M7 = [Tmin, Tmaz) X {0}
2. 51 ({O} X [ym,;n,ymam]) C T, alors il existe 0 < h < dx tel que

TNMY = {(z,y) €RL:0< 2 <h, gmin(®) <y < gmax(z) }-

T est égal a l’adhérence de son intérieur.
I' est contractile, en particulier connexe par arcs et simplement conneze.

I\ M, est connezxe par arcs.

S oA

. T =wg(p) pour tout p € T'. En particulier, T est fortement positivement invariant et invariant
sous W, et pour tout t € Ry, U, (T') =T.

7. TNRy x {0} = [Zmin, Tmaz] X {0}
Démonstration. Commencons par le point [I} Nous pouvons réutiliser les objets introduits par le
lemme [3.9] et sa preuve. Choisissons § > 0 suffisamment petit de facon a ce que, en notant Cs5 =
Cinstable N Qs

* Cjy est transverse en tout pointlﬂ aux champs Fimin et Fimez (cf. figure [5)) ;

* Hy (') imaz) > 0 et Hyx (-, imin) < 0 sur Cs.

(7,0)

FIGURE 5 — Champs Fmin et Fimas transverses a Cs.

Notons 7o : Ry 3t + ®imin(Ss) et 41 : Ry 3 t — ®ime=(Ss), les courbes intégrales de Fimin et
Fimas issues de S5. Notons également Ds la demi-droite issue de Sj dirigée par €y, et Oy (resp. Oq)
I'ensemble des points de (Ry)? situés strictement a gauche (resp. a droite) de la barriere Cs U Ds.
En raison des items ci-dessus, le champ Fimin (resp. Fmes) pointe vers O, (resp O4) en Ss, donc
Y0(t) € Oy (resp. 71 (t) € Og) pour t > 0 petit. Notons

to = 1nf{t >0: Hx("}/()(t),lmin) > 0}

C’est le temps de sortie de Pouvert { Hx(+, imin) > 0} de la courbe 7y, éventuellement infini. Pour tout
0 <t < Ty, ona Y(t) <0 donc sur cet intervalle de temps 7y ne peut avoir traversé Ds de gauche

40. Les points[1fet sont des points nouveaux par rapport & [BLI6|. Le point est une amélioration, car dans [BLI6|
il est seulement montré que I\ M est contractile.
41. Dans ce cas il est nécessaire que F*min pointe a gauche et F*min a droite sur tout Cj.
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a droite. La courbe ne peut pas non plus avoir franchi Cj vers la droite, donc pour tout 0 < t < g,
Y0(t) € Oy4. Ensuite pour ¢t > tg, vy reste dans la zone {Hx(:,imin) > 0} qui est invariante pour
le champ Fimin. On en déduit que la courbe -y n’intersecte Cs qu’au temps ¢t = 0. De plus on sait
que Yo(t) = (Zmin,0). On peut donc définir un domaine de Jordan Ky (voir figure [6)) délimité par la
frontiere :

8IC0 = ’Yo(R+) U [:cmm,i] X {0} U C(s.

'\\\ HX( K "';'um.e':]

\\\ — [}

-~

(Zmin. 0) (z,0) (Zmar 0)
F1GURE 6 — Construction du domaine de Jordan I = Ky U KC; constitué de points accessibles.

La zone
Ho = {(ZL',y) € (R+)2 : Hy(xayvimin) > 0}

est connexe par arcs et contient l'origine qui est a 'extérieur de Ky, mais aucun point sur la frontiere de
Ko. En effet la portion ([Zmin, ] x {0)} UCjs est disjointe de Ho, et vy reste dans {Hy (-, imin) < 0} (le
complémentaire de Hp), qui est invariant par le flot de Fémin. Par conséquent la zone Hy est disjointe
de Ky, i.e. :

V(z,y) € Ko, Hy(xayvimin) <0.

Soit (0, %0) € Ko\{(Zmin,0)}. Il s’agit de montrer que la courbe o : t — & (g, y0) atteint Cs
pour un certain ¢t € Ry. C’est le cas si yg = 0. Sinon, on a

wp (Fin () <0
(z,y)€K0, y=2y0

donc cette courbe voit son ordonnée augmenter suffisamment vite pour sortir de Ky en temps fini. Elle
en sort nécessairement au niveau de Cjs car le reste de la frontiére est constitué de portions de courbes
intégrales pour Fmin. Par conséquent, en renversant le temps, le point (g, o) est accessible a partir
d'un point de Cjs en suivant le champ Fémin : comme Cs C T', cela montre que (zg,yo) est aussi un
point de I'. Nous avons donc montré que g C T

En ce qui concerne la courbe 71, elle reste a 'intérieur de 'ouvert {Hx(:,4maz) > 0} qui est
positivement invariant sous le flot de Fme=. Ainsi son abscisse augmente strictement, donc elle ne
peut franchir Ds de droite a gauche. Comme elle ne peut pas non plus traverser Cs vers la gauche,
elle reste dans O4 pour tous les instants ¢ > 0. On sait aussi que 1 (t) = (Zmaz,0). De la méme
maniére que précédemment, on peut donc définir un domaine de Jordan K; (voir figure @ délimité par
la frontiere :

K1 = 71 (Ry) U ([F, Zmas] % {0}) U Cs.
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La zone
Hi = {(x,y) € (Ry)?: Hy(x, Y, imin) < 0}\{(wmaz,0)}

est connexe par arcs et non bornée donc intersecte 'extérieur de Kq, mais n’intersecte pas la frontiere
de K;. Par conséquent H, N K, =0, i.e. :

V(z,y) € ’Cl\{(xmax70)}7 Hx(x,y,imm) > 0.

Soit (21,41) € Ki\{(Zmaz,0)}. Il s’agit de montrer que la courbe oy : t + & (x1,y;) atteint Cs
pour un certain t € Ry. Comme Hy(Z1, Y1, tmaz) > 0, on a nécessairement 1 < Zy,q,. Par conséquent,

on a
inf (e (2, y)) > 0,

(z,9)EK1, z<a1

ce qui fait que la courbe o7 voit son abscisse diminuer suffisamment vite pour sortir de K en temps
fini. On conclut ensuite comme précédemment que (x1,y;) € I'. Le domaine K = Ko UK1, qui est aussi
un domaine de Jordan de frontiére

oK = 'YO(R-':-) U ([wmima?maZ] X {O}) U (Ry),

vérifie les conditions du point [1] du théoreme.

Supposons maintenant [(0, Ymin), (0, Ymaz)] € T' et démontrons le point 2| Tout d’abord, un rai-
sonnement similaire & celui réalisé dans la preuve du lemme @ montre que les courbes instables C,;p,
et Cipae sont incluses dans I'. Poursuivons par le lemme suivant.

Lemme 4.8. Notons (z’y’) les coordonnées associées au repére d’origine (0,Ymin) et de base
(rmin, e})lﬂ. 1l existe o > 0,0 > 0 tel que pour tout 0 < h < ¢ et tout point p :

(a) Si0<a'(p) <ah ety (p)| = h, alors[™|sgn(Fj=(p)) = —sgn(y'(p));

,umin o

> h;

a .
(b) Si gh <a'(p) < ah et|y'(p)| <h, alors F™ (p) =
(c) 8i0<a'(p) <ah et |y (p)] < h, alors |F)""| < 2w h.

1l en est de méme en remplacant min par max.

Démonstration. En notant L la différentielle de Fgmi" en (0, Ymin), o0 a :
Fgmi”' ((0, Ymin) + @' Umin + y'€y) = &'L - Upin + 'L - €5 + o(|2'| + |y']).

Notons A = L - Umin €t B = L - €5 = Ymin OyHy (0, Ymin, jmin) < 0. Soient 0 < a < 1 tel que
|Alee < |B|/3, et 8 < |B|/3. Il existe § > 0 tel que

Vo< o',y <6, |Fm((0, ymin) + ' lUmin + y'€y) — ' A—y'B| < B(|2'| + |y/]).
Soient alors 0 < h < 6,0< 2’ <ah,y =+h.Ona

ce qui implique le point @

En ce qui concerne le reste, nous avons les développements limités

FZrm = pin@’ + o(|2'| 4+ [y]) et F2mm = —vminy’ + o(|2'| + y/])

42. Plus loin (FD_Z,"”'"7 Fj,’"i") désignent naturellement les coordonnées du champ Fimin dans cette base.

43. Il s’agit bien de y en indice & gauche.
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Quitte & réduire 4, on peut donc supposer que pour |z'|, |y'| <4 :

. QL VUmi
FIr > pigna’ — 220 < vminly/| + =5 (12’ + 1y/))-

(|2’ +1y']) et |Ejm

Cela implique les points KED et La méme preuve est valable en changeant min en max. [

Dans le lemme suivant, nous faisons une premiére moitié de chemin dans la preuve de la propriété
Bl du théoréme.

Lemme 4.9. [l existe 0 < & < 6x tel que

INMY ., C{(z,y) €RL :0< 2 <e, gmin(®) <Y < gma(z)}.

Démonstration. Soient d,« > 0 fournis par le lemme appliqué en (0, Ymin). Par définition
de Ymin, on & Hy (0, Ymin,j) > 0 pour tout j € E\{jmin},donc quitte & prendre 0 plus petit on
peut supposer que le parallélogramme [Js défini par les inéquations 0 < 2/ < a, —§ <y < § est
inclus dans I'ouvert Njeg\gj,...31Hy(+,7) > 0}. Comme tous les environnements sont favorables a
'espece x, cet ouvert est inclus dans Njeg g5,,.. 31 Hx(+,7) > 0}. En raison du point du lemme
laréte droite du parallélogramme, définie par 2’ = « ,§ < y < 6, est alors incluse dans
Njce{Hx(-,j) > 0}. De plus lorsque " diminue & z’ constant, autrement dit lorsque ’on descend
a la verticale, Hy(-,j) augmente pour tout j. Par conséquent, pour tous les points p € (Ri)2 de
coordonnées 7' = «, 3y’ < 6, on a FJ(p) > 0 pour tout j € €. Quitte a réduire encore § (ce qui
précede restant valable), on peut aussi supposer que § < dx et que tous les champs F7, j # jmin
sont transverses a la courbe C,;, dans (g, ce qui nous donne le schéma de la figure m On y voit
qu’en posant €1 = Umin,x @9, la zone

Vii={(z,y) € Ry)*:0<z <e1, 0<Y < gmin(2)}

est inaccessible depuis son extérieur. Elle est donc disjointe de T'.

Appliquons maintenant le lemme4.8|en (0, Ymaz ), ce qui nous fournit, en recyclant les notations,
de nouveaux 4, « > 0 et un nouveau parallélogramme [Js. On suppose sans perte de généralité que
§ < ¢ et que tous les champs F7, j # jmae sont transverses a la courbe Ch,q, dans Os. Par
définition de Ymaz :

Vj € E\{jmaz},  F3(0, Ymaz) = F(0, Ymaz) < 0.

Ainsi la quantité .
Iy =~ E)0), 9 05,7 € 8\ (i)}

converge vers I > 0 quand § — 0. D’autre part
ss = sup {|F% (), p € 05,5 € E\{Gmax }}

tend vers 0 quand 6 — 0. Quitte & diminuer § on peut donc supposer 0 < ss/Is < a/8. Ceci assure
que le segment 75 d’équation

2
sc'fa(?:%(y’fd), —§<y' <6
5

est inclus dans la zone définie par les inéquations («/2)§ < 2’ < ad, —6 <y’ < 4. On est alors en

44. 11 y a équivalence sur (Ri)2 entre F:Z,mi" > 0, Fimin > 0 et Hx(, jmin) > 0.
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Parallélogramme U

(n: E'}mm)‘ 3 jmm

Choin * Y = Gminlx)

1,',;'”.-;“

NN T/

T = iy

FIGURE 7 — Le domaine V; (hachuré en vert) est inaccessible depuis son extérieur.

mesure d’appliquer le point [(b) | du lemme qui nous donne :

Flre(p) >0,
jmaz
Vpe%a Fy/ (p) < 8Vmaz.
Fir(p) ~ Hmaz @

Choisissons d tel que 8 Vpaz/(fmaz @) < Is5/(255). L'orientation des champs F? au niveau du
segment 75 est représentée sur la figure [§ : quand ce segment est parcouru vers le haut, tous ces
champs pointent a droite. Notre but est de construire la zone Vs dessinée sur cette figure, qui est
inaccessible depuis son extérieur.

Il nous reste a définir la demi-droite Dg. Soit As le sommet supérieur droit du parallélogramme
U5, on sait d’apres le pointdu lemmeque Fg“ (A4s) < 0, et quitte a prendre § suffisamment
petit la méme chose est vraie en remplagant j,,.q.. par j € € quelconque. Notons

Js = JlIelg ( - Fg(A(s)) >0,

et
€= sw |Fi(p)
(p.d)EM

On définit alors Ds comme la demi-droite d’origine As et dirigée par le vecteur de coordonnées
(2C, J5). Pour tout point p € Ds N M et tout j € £, on a Fi(p) < Fj(As5) < —Js et FF(p) > —C,
ce qui implique la-aussi que sur M les champs pointent a droite de Ds quand celle-ci est parcourue
vers le haut. Il apparait clairement sur la figure[8]que la zone V est inaccessible depuis son extérieur
dans M : elle est donc elle aussi disjointe de I'. En notant ¢4 ’abscisse du point d’intersection entre
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j_)r'r
i, je&:
Flz—C et F,<—Js

T

sur Dy M

9, # Foae I-j;'i, > —g5 et I-'rf, < —15 sur Tj
P =0 et B fFR < If2es s T
|~

Crar 2 Y = Gmar(T)

(D: ?}mr:,a')
Parallélogramme [

-["“'.}.: J _T'L jmru-

FIGURE 8 — Le domaine Vs (hachuré en vert) est inaccessible depuis son extérieur dans M.

Ts et Ciuae, nOUS obtenons :
TN{(z,y) € R)?:0<x <2, ¥> gmae(x)} = 0.
Le lemme est démontré avec ¢ = min(eq,€2). O

Fixons désormais ¥min < 9o < Ymaz quelconque. On a F?-]“ > 0 sur le segment {0} X [Ymin, Vo],
donc c’est aussi le cas sur Koy := [0,€]] X [Ymin — €7, Y0 + €1] pour €] > 0 suffisamment petit. On peut
supposer yo + €7 < Ymaz €t €] < €. Soit tg > 0 tel que &7 (0, Ymin) = (0,30 + €7), alors il existe
g1 < & tel que

02@(}”‘1’{“” (€1, gmin(£1)) — 17 (0, Yomin) || < €1
Alors (@{;’m (51,gmm(€1))y > yg, d’on lexistence de t; < tg tel que (@i;"” (51,gmm(51)>y = yo.

Notons 7 : [0,#1] — K., la courbe définie par v(t) = @{m” (€1, gmin(€1)), et hy 1= info<i<y, 72 (t). Par
construction v, = Fgm” () > 0, donc en particulier, pour tout ¢ < 1, v,(t) < vy (t1) = yo. De plus ¥
pointe au-dessus de C,;,, €n O|E|, et si 'on définit

Wi ={(z,y) € (R})? 1y > gmin(z A1)},

alors pour t > 0 petit, y(t) € Wi. Comme pour tout 0 < ¢t < t1, on a v,(t) > 7,(0) = gmin(€1),
pour que y ressorte de Wi il faudrait qu’elle traverse la courbe C,;, vers le bas au niveau d’un point
d’abscisse x < €1, ce qui est impossible. Ainsi la courbe ~ intersecte uniquement en ¢t = 0 le graphe de
gmin sur [0, 1], que 'on notera G;. Comme le montre la figure E on peut donc définir un domaine de
Jordan 77 délimité par :

45. Par construction de la constante € les champs F7,j # jmin pointent au-dessus de Cpnin au niveau des points
d’abscisse z < €.
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— le segment {0} X [yYmin, Yo] & gauche;
— le graphe G; en bas;

— la courbe v a droite;

le segment [0, v, (t1)] X {yo} en haut.

(ﬂ: ) —'A—L

(n: :Umm)

FIGURE 9 — Construction du tube 7; C T

Vis & vis du champ F7ma= | les frontiéres gauche et droite de ce domaine sont des portions de courbes
intégrales, sa frontiére inférieure est entrante et sa frontiere supérieure sortante : on a donc la un tube
de champ. De plus, 77 est inclus dans ICE/1 , donc sur ce domaine Fg“ est bornée inférieurement
par une constante strictement positive. Ainsi, pour tout point p € 71, la courbe ¢ —» ®Imes (p) sort
nécessairement du tube 77 en un point ¢ € G;. En renversant le temps, cela nous dit que le point ¢
meéne & p en suivant la champ FJmas. Or, G; C C),, est constitué de points accessibles, donc p est
aussi accessible. On en conclut que la zone

L= {(:c,y) € (R+)2 co < hla gmin(aj) <y< yo},

bien définie et incluse dans 7; d’apres la définition de hq, est aussi incluse dans T'.

On peut faire une construction similaire d’un tube 7 du champ FJmin | limité supérieurement par
une portion de la courbe Cj, 4z, nous fournissant hg > 0 tel que

Lo = {(z,y) € R)*: 2 < ho, Yo <Y < Gmaz(®)}

soit incluse dans I'. Le point [2| du théoréme est donc finalement démontré avec h = min(hq, ho).

Passons au point |3} L’ensemble U y)eT <I>{1(F) est un ouvert, inclus dans I' et contenant I" : c’est
donc I'. Cet ensemble non vide contient au moins un point p, ce qui entraine :

T = Acc(p) :mg I,

Concernant le point [4] nous avons deux cas a considérer : T' N MZF = 0, ou {0} X [Ymin, Ymaz] €T

48



(voir proposition [2.10)). Dans le premier cas, application

contr : I' x [0,1[ - T
(pa ’LL) = (biml?é(lfu) (p)
se prolonge par continuité sur I' x [0, 1] en posant contr(1,p) = (ymin,0) pour tout p € T'. En effet,
le point (2,,in,0) est un puits du champ Fimin et sa différentielle DFimin se diagonalise dans une
base (€, ), avec des valeurs propres strictement négatives. Done, en notant (z,y’) les coordonnées
associées au repere d’origine (z,in,0) et de base (€, @), d’apres la proposition il existe § > 0 tel
que pour ¢’ < 4, le parallélogramme

Bs: = {p € U : max(|z’(p)], |y’ (p)]) < &'}

soit positivement invariant par le flot ®min. Si I'on se fixe p € T' et 0 < 6’ < 6, alors étant donné que
" (p) = (Tmin, 0) quand t — +o00, il existe " > 0 tel que @7 (p) € B/ /2. Dés lors il existe un
voisinage V, de p tel que pour tout p’ € V,, on ait @7 (p') € By . Ceci implique :

Vt>T, p' €V, @ (p) € By,

et donc la continuité de cr au niveau des points de T x {1}. Ainsi, 'application contr constitue une
rétraction par déformation de I' sur le point (Zin,0).

Dans le cas ou I' D {0} X [Ymins Ymaz], DOUs procédons en deux temps. On construit une premiére
rétraction par déformation

retp : I'x [0,1] = T
(a:,y,u) — (fﬂu,yu),

en posant :
(I—wz+uh/2 siz<h/2,
Ty = s
“ T six > h/2,
Imax (x) -y Y — Gmin (-1')
in(Ty) + X sizx <h 2,
Yu = gma:r(x) - gmzn(m) Jmi ( U) gmaz(l‘) - gmzn(x) gmaw( U) /

Y six > h/2.

L’application retr rétracte continument I' sur T'\ Mg, /2 On peut ensuite définir
cont'p : T\Mg'), ;5 x [0,1] = T

de fagon identique a contp. Il suffit de concaténer les deux applications pour obtenir une rétraction
par déformation de I" sur le point (Z.,n,0).

En ce qui concerne le point [5} soient p,q € T'\My. Etant donné que K est non vide et constitué
de points accessibles, il existe des courbes 1, € .7, et n, € 7, entrant dans K. Or ces courbes sont
incluses dans I'\ My, de méme que I&, qui de plus est connexe par arcs. Par conséquent p et ¢ sont dans
la méme composante connexe par arcs dans I'\ M.

Passons au point @ Fixons p € I'. Si ¢ € wy(p) alors en particulier ¢ € Vg, (p) = Acc(p) et donc
q € I'. Réciproquement, supposons q € I'. D’aprées le lemme nous savons qu’il existe p* € T'\ My
vérifiant le critere faible d’Hérmander. Le théoreme entraine alors l'existence de (i,u) € ’]T:;a d(p*)
tels que v + ®1 (p*) soit une submersion en u. Le lemme fournit des ouverts J contenant p*, W
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contenant @ (p*) et Z C (R%)™ contenant u, tels que :
VreJ, W< e (r). (44)

Fixons un point piv € W. Pour tout point b € I'\My, l'accessibilité de p* implique l'existence de
n € S et s € Ry tels que b := n(s) € J. Ensuite, montre qu’il existe v = (vy,...,v,) € T tel
que ®1 (V') = piv. On note alors &, iy, : [0,8 +v1 + ...+ v,] — I le chemin d’origine b et d’extrémité
piv constitué par la concaténation des chemins 7 sur [0, s] et 7y ;v sur [0,v1 + ...+ v,]. Remarquons
que v1 +...+v, > 0, donc la durée du chemin &, 5,4, est non nulle. Par conséquent, pour tout 7' € R,
en concaténant &y, i, avec un nombre suffisant de lacets &pip piv, o0 peut construire un chemin §, de
durée t > T, d’origine b et d’extrémité piv, solution de I'inclusion différentielle . Si ’on se donne
un ouvert quelconque V, 3 g, il existe alors v € ., et t/ € Ry tels que y(¢') € V,. Si Pon concaténe
¢ avec y dans cet ordre, on obtient un chemin o € .7, tel que o(t +t') € V,, et t +t' > T. Cette
construction étant faisable quels que soient T € Ry et V,, cela prouve ¢ € wy(p). En conclusion :
I' = wy(p).

Pour le dernier point, nous savons que :
[Tmin, Tmaz] X {0} ST N (R4 x {0}) € MY = [a, A] x {0}.

Soit = € [a, A\[Tmin, Tmaz)- SI T < Tpin, alors info<p<z ice Fi(2',0) > 0, et si & > Zyqq, alors
SUD, << ice Fi(x',0) < 0. Ainsi, toute solution p de sur R telle que p(0) = (z,0) sort en temps
fini du segment [a, A] x {0} = M lorsque l'on remonte le temps. Par conséquent il n’existe pas de
solution de sur R passant par (z,0) et restant dans I' C M. L’invariance de T" sous ¥ exclut donc
Pappartenance de (x,0) a T, ce qui prouve le point |

Ainsi s’achéve notre étude des propriétés dynamiques du modele.

Et apres?

Nous avions souligné, dans le paragraphe I'importance de I’hypothese implicite de « grandes
populations » qui est faite dans la modélisation, principalement parce que nous considérons 1’aléa
comme inexistant a I’échelle de la population et donc utilisons une approximation des grands nombres.
Cela a pour effet de rendre toute extinction en temps fini impossible, et de permettre dans les cas d et e
la convergence du processus (en occupation moyenne et en loi) vers la loi invariante IT € Py, (M\Mp).
Dans la perspective d’une modélisation plus réaliste, il serait donc naturel d’introduire une composante
de stochasticité purement démographique. L’un des problemes a se poser alors serait de comprendre
comment interpréter dans ce cadre les résultats du présent mémoire : quelles sont implicitement les
limites d’échelles, etc.
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Annexe A Irréductibilité, conditions de Doeblin et criteres
d’Hormander

Cette annexe constitue un pilier théorique pour la démonstration des résultats de la partie

A.1 Irréductibilité

Cette section est consacrée a quelques notions classiques de la théorie générale des chaines de
Markov. On s’y donne une chaine (X, )nen & valeurs dans un espace mesurable (X, 27), de noyau de
transition P. Pour tout x € X on notera P, la loi de la chaine issue de x.

Définition A.1. L’ensemble A € Z est dit accessible d partir de x € X s’il existe n € N tel que
P.(X,, € A) > 0. Il est simplement dit accessible s’il est accessible d partir de tout point x € X.

Définition-Proposition A.2. On appelle noyau résolvant le noyau R =3 2-"=Lpn, 1l s’agit
d’un noyau markovien et pour tout A € 2, A est accessible si et seulement si R(-, A) est strictement
positive sur X.

Démonstration. Laissée au lecteur! [ |

Proposition A.3. Soit m une probabilité sur X invariante par le noyau P. Alors pour tout ensemble
Ae Z accessible, m(A) > 0.

Démonstration. Si A € 2" est accessible, R(-, A) est strictement positive sur X donc 7R(A) > 0. Or
Iinvariance de 7 par P entraine 7R = 7. |

Définition A.4. L’ensemble C € X est un small-set pour la chaine (X,,) s’ existe m € N et une
mesure positive non nulle v sur X tels que la condition de Doeblin suivante soit vérifiée :

Ve e C, P.(X,,€-:)>v(). (45)
Remarque. Si la condition est vérifiée, on dit que C' est un m-small-set.

Définition A.5. On dit que la chaine (X,,) (ou son noyau P) est irréductible si elle posséde un
small-set accessible.

Proposition A.6. Si P est irréductible, alors il existe une mesure positive non nulle ¢ sur X telle
que pour tout A € X', p(A) > 0 si et seulement si A est accessible.

Démonstration. Supposons P irréductible. Alors il existe C' € 42" accessible, m € N et une mesure
positive v sur X non nulle tels que :

Vee O, P™(z,-)>v().

On pose ¢ = vR. Soit A € Z'. Si A est accessible, alors R(-, A) est strictement positive sur X, donc
vR(A) = ¢(A) > 0. Réciproquement, si ¢(A) > 0, alors il existe n € N tel que vP™(A) > 0. De plus
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pour tout x € X, il existe k¥ € N tel que P*(x,C) > 0, d’ou :

Pk+m+”(m, A) > pF (z,dy) / P"(y,dz)P"(z, A)
yeC zeX

> P*(z,dy) / v(dz)P"(z, A)

yel zeX
> P*(z,C)vP"(A)
> 0.

Donc A est accessible. [ |

Corollaire A.7. Si P est irréductible, alors pour tout A € 2, A ou X\ A est accessible.
Démonstration. Soit ¢ donnée par la proposition VAe X, p(A)+o(X\A) =¢(X)>0. N
Proposition A.8. Sim est une mesure de probabilité sur X invariante par P et que P est irréductible,
alors pour tout A € &', m(A) > 0 si et seulement si A est accessible.

Démonstration. Le sens inverse est démontré dans la proposition[A.3] Soit A € 2" vérifiant w(A4) > 0.
Notons A = {x € X: R(z, A) > 0} I'ensemble des points pouvant accéder & A. Si x € X est tel que A
est accessible depuis z, alors il existe m € N tel que P™(x, A) > 0, et on a :

Rz, A) > %PmR(x,A) > 2% /y _ PR 4) >0,
donc A est accessible depuis z. Par conséquent, il suffit de montrer que A est accessible, et de plus :
VreX, z¢ A= R(z,A) =0.
On en déduit :

7(A) = 7R(A) = / n(dz)R(z, A).

z€A

Or A D A donc n(A) > 0. De plus R(-, A) < 1, ce qui entraine, pour m-presque tout = € A, 'égalité
R(x, A) =1 ou, ce qui est équivalent,R(z, X\ A) = 0. On en déduit que X\ A n’est pas accessible, donc
d’apres le corollaire [A.7] A Dest, ce qui conclut. |

Proposition A.9. Si p est une mesure signée sur X invariante par P, alors ses parties positive p
et négative p_ (vérifiant p = uy — p— ) sont également invariantes par P.

Démonstration. Soient X, X_ € 2 disjoints tels que py (resp. p_) soit supportée par X (resp.
X_). L’invariance de p par P implique 1'égalité :

pP=p-P+pq —p. (46)

Les mesures p4 P et p_ P sont positives de méme masse que p4 et pu—_ respectivement, et pour tout
Ae Z,ona:

pa P(A) 2 pp PAAN Xy ) = p-P(AN X4 ) + pp (AN X ) 2 pg (A).

En appliquant ceci également au complémentaire de A, on en déduit puy P(A) = pu4(A). Donc puy est
P-invariante, et p_ aussi en conséquence de . |
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Théoréme A.10. Si (X,,) est irréductible, alors elle posséde au plus une probabilité invariante.

Démonstration. Supposons par 'absurde qu’il existe deux probabilités invariantes distinctes m et
m1. La mesure signée p = my — 7 est invariante par P. D’apres la proposition ses parties positive
i+ et négative pu_ sont P-invariantes. Comme p est non nulle, 4 ou g4 est non nulle, et en fait les
deux le sont car py(X) = p_(X). Notons 7y = py /4 (X) et m— = p_/p—(X). Ces lois sont mutuel-
lement singuliéres, or la proposition [A8] implique qu’elles sont au contraire mutuellement absolument
continues : le théoréeme est prouvé par 'absurde. |

A.2 Conditions de Doeblin, critéeres d’Hormander

Il s’agit dans cette section de voir comment on peut obtenir des conditions de Doeblin locales,

pour la chaine (Z,,) et pour le processus (Z;), & partir de critéres géométriques vérifiés par les champs
Fiick.

Lemme A.11. Soient m > n > 1 des entiers et f : (t,p) — f,(t) une application de classe €1 de
(RE)™ x R™ dans R™. Supposons qu’il existe un couple (to,po) € (R})™ x R™ tel que f,, soit une
submersion en to. Soit T C (R)™ un voisinage ouvert de to. Alors on peut trouver un voisinage ouvert
J de po et un voisinage ouvert W de fp, (to) tels que pour toutp € J, on ait W C fp(Z). Si de plus T
est une variable aléatoire a valeurs dans (R%)™, admettant une densité hr bornée inférieurement par
co > 0 sur Z, alors quitte a restreindre J et W, il existe ¢ > 0 tel que :

VpeJ, P(f(T,p)e-,TeI)>clp(-NW).

Démonstration. Voir [BBMZ15, Lemma 6.3] [

Dans la suite, on prendra D € {M\My, MF, M7} et on considérera la dynamique, du processus
(Z;) ou de la chaine (Z,), restreinte &8 D = D x &. Les frontieres MZ et M seront vues comme
parties d’'un espace de dimension 1, autrement dit, on parlera de submersion dans ces espaces pour
une application dont la différentielle est de rang 1. Les ouverts seront pris pour la topologie trace sur

e — —
D, enfin on notera M\ My = R?, MZF = {0} x R et M =R x {0}.

Dans la proposition suivante, nous donnons un critere permettant d’obtenir une condition de

Doeblin pour la chaine (7).

Proposition A.12. Soient p € D et (i,u) € T;,ad(p), tels que v — ®L(p) est une submersion en u.

Alors il existe un ouvert V contenant p, un ouvert W contenant ®1 (p) et une constante ¢ > 0 tels que
Vg eV, Py [Zm € x{im}] > clp(-NW). (47)

Démonstration. Par continuité de (¢,v) — Q(g,1,v), il existe un voisinage ouvert V, de p et des
constantes d1,d2 > 0 tels que :

* \m . < . > )
Vg eV, ¥ve (Ry)™, 12}Ca§xm|vk ug| <61 = Q(q,1i,v) > o
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Notons U = (Uy,...,Up) et I = (Iy,...,I,). On a pour tout g € Vp

Py.io [Zm €. x {zm}} > Pyio [@b(q) €., I=1i, max |Up—ug| < 51}
1<k<m

= Eqp |:1{lI>iU(q)€‘,max1§k§m Up—un|<8:} Qa5 1, U)}

Y%

02Pg i [‘I’iu(CI) € max |Ui — ug| < 51]

On peut appliquer le lemme avec la variable aléatoire T' = U, la fonction f : (v, q) — ®1(q), le
point (p,u) et le voisinage T = Bs, (u)N(R%)™. En effet la densité de U, qui est un produit de fonctions
exponentielles décroissantes, est bornée inférieurement par une constante strictement positive sur Z.
On obtient alors I'existence d’ouverts J > p, W > ®i (p) et d'une constante ¢ > 0 tels que :

Vg€ J, Pgi, [fbiU(q) €, max |Up —up| < 51] > clp(- x W).
1<k<m
En combinant cela avec ce qui précede, on obtient avec V=V,NJ. [ |

La proposition qui suit concerne ’obtention d’une condition de Doeblin pour le processus (Z;).

Proposition A.13. Soient p € D et (i,u) € T tels que v — dim

m,ad(p) to—v1—...—v
submersion en u pour un certain ty > uj + ...+ Uy,. Alors il existe un voisinage ouvert V de p, un

o ®L(p) est une
voisinage W de ®1 (p) et une constante ¢ > 0 tels que :
Vg eV, Pq,io [Zto € - X {’Lm}] > CKD(' n W) (48)

Démonstration. Par continuité de (¢,v) — Q(g,1,v), il existe un voisinage ouvert V, de p et des
constantes d1,ds > 0 tels que :

* \m
— <
Vg eV, Vv e (RY)™, lg}ﬂa<xm|vk ug| < 6 =

{Q(qa i,V) > 52)

v+ .. o, < S

Notons U = (Uy,...,Up) et I= Iy, ..., L), ainsi que f : (v, q) — @™ _o®i (q). L’application

to—v1—...—v
partielle f(-,p) est par hypotheése une submersion en u. Pour tout ¢ € V,, on a :

Pq,io Zto € X {Zm}:| Z IP>q7io |:f(U,q) € '7i = i,lg}gaéx ‘Uk - ukl S 61;Um+1 Z tO]

= Eq,io |:1{f(U7q)€'7maX1§k§m ‘Uk*uk|S51}Q(q’ i, U)l{Um+1 Zto}}

vV

G20y 5, [ (U, q) € - max Uk — g < 1),

On conclut alors comme dans la proposition précédente, en invoquant le lemme |

Les conditions de Doeblin obtenues dans les propositions et peuvent étre considérable-

ment améliorées : elles manquent d’uniformité en I’environnement initial, en I’environnement final, et

en ce qui concerne la proposition en temps. Les lemmes et ci-aprés vont permettre de

combler ces manques.
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Lemme A.14. Soit p € D, etV un ouvert contenant p. Alors il existe un ouvert V' CV contenant p,
et des constantes c,e > 0 tels que :

Pq,i[del eVx{j} >¢

Pi[Vt € [e/2,e], Zy € V x {j}] > c. (49)

YgeV, Vi,j€E, {

Démonstration. On note Cy = sup,cs 4epllF(q)]|. Si Ton choisit € > 0 suffisamment petit, Pouvert
Ve :={q € D : dist(q, D\V) > Cie}

contiendra p. Toute trajectoire du processus (Z;) issue d’un point de V. restera dans l'ouvert V sur
Iintervalle 0 < ¢ < e. Pour i, € £ donnés, il existe, par irréductibilité et apériodicité de la matrice de
transition Q(p, j, k)1<; k<d, une suite d’environnements i = (io = 4,41, ..,l4—2,%4—1 = Jj) tels que

Q(p,1,0) = Q(p,i0,41) ... Q(P, ta—2,%a—1) > 0.

Par continuité de (¢g,u) — Q(q,i,u), il existe 0 < §; < ¢/(2(d — 1)), d2 > 0 et un voisinage ouvert
V' C V. de p tels que

YgeV, Yu=(u,...,ug_1) € (Ry) 1 | Jpax up <01 = Qg,i,u) > ds.

En posant U = (Uy,...,Us_1) et I = (Iy,...,I4_1), on a alors pour tout ¢ € V' :
min (Pg; [Za—1 € V x {j}], Pgi[Vt € [¢/2,¢], Z: € V x {j}])
> Py Vs + .+ Usa S /2, fay = j, Ua 2 €]

> P [i:i max U, <6 U>g}
= g 71§k§d71 k> 01, Ug Z

= Eq,i |:1{maxlgk§d—1 UkS51}Q<Q7 i, U)l{UdZﬂ?}}
> (52(1 _ e—>\61 )d—le—As_

Ce dernier terme est une fonction c¢(i,7) au travers de J; et Jo. La proposition est vérifiée avec
¢ = min; jeg ¢(4,7) > 0. n

Lemme A.15. Soient p € D, W un ouvert de D contenant p, et i € £. Alors il existe ¢ > 0, un
owvert W' de D contenant p, un instant t; > 0 et un entier my tels que

Up(-NW)®6;) P™ >clp (-NW x &),
(ED( N W) X (51) Ptf > clp ( NW x 5) .
Démonstration. Voir [BBMZ15, Lemma 6.8] |

Au moyen des lemmes précédents, nous pouvons améliorer les conditions de Doeblin obtenues dans

les propositions [A.12]et [ATT3]: ¢’est ce que nous faisons dans les théorémes[A.16]et [A T7|respectivement.

Théoréme A.16. Soient p € D et (i,u) € T

moad(p) LElS que v = ®i (p) est une submersion en u.

Alors il existe un ouvert V contenant p, un ouvert W contenant ®1 (p), un entier n et une constante
c> 0 tels que :
VgeV, Vi€, Pgi[Z,€:]>clp(-NWXE). (50)
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Démonstration. La proposition [A.12| nous fournit un ouvert V; contenant p, un ouvert W, contenant
®! (p) et une constante c¢; > 0 tels que :

Vg € Vi, Py [Zm € x {im}] > cilp(- N W).

En appliquant le lemme on obtient l'existence d'un ouvert V contenant p et d’une constante
co > 0 tels que :
VgeV, Viel, Pq,,»(Zd_l €V x {Zo}) > co.

Le lemme fournit quant & lui une constante ¢ > 0, un ouvert W contenant ®i (p) et un entier
my tels que :

(zD(- AW ® 5im,)15mf > ealp ((NW x ).

En combinant ces trois résultats, on obtient :

Vg eV, ik, Pq,i(Zd,Hmmf e ) > cocreslp ((NW x E). m

tels que v > ®im

to—v1i—...—Um

Théoréme A.17. Soient p € M et (i,u) € T} ad(p) o ®i (p) est une

submersion en u pour un certain ty > U1 + ... + Um. Alors il existe des instants to > t1 > tg, un
voisinage V de p, un voisinage W de ®1,(p) et une constante ¢ > 0 tels que

VgeV, Vie&, Vte [tl,tg}, Pqﬂ‘ [Zt E'] ZCéD('ﬂWXE). (51)

Démonstration. La proposition nous fournit un voisinage ouvert V; de p, un voisinage Wi de
®! (p) et une constante ¢; > 0 tels que

Vq € V1, ]Pq,io [Zt[) € - X {Zm}} > 61£D(~ n W1)

En appliquant le lemme [A7T4] on obtient l'existence d’un ouvert V' contenant p et d’une constante
co > 0 tels que :
YgeV, Vie€, ]P’q,i(Vte[s/Z,a], Zt€V1X{i0}) > co.

La combinaison de ces deux résultats au moyen de la propriété de Markov donne :
VgeV, Vtelto+e/2,to+e], VieE, Pyui(Zi€-x{in})

2 Eq’i {1{Zt—t0€V1><{i0}}PZt*to (ZtO € X {Zm}):|

> CQC1£D(' N Wl)

Le lemme fournit quant & lui une constante c3 > 0, un ouvert W contenant ®1 (p) et un temps
ty tels que :

(eM(-mwl) ® 6 )Ptf > e3lp (-NW x £).

im

Finalement, on obtient :

Vg eV, VtE[t0+€/2+tf,t0+€+tf], Viec&, ]P)q,i(ZtE')ZCQClcng('ﬂWXé‘). |

Les théorémes [AT6] et [AT7 conservent I'inconvénient d’étre difficilement utilisables si 'on ne
sait pas calculer les flots ®%,i € £. Dans la suite nous allons donner des critéres faisant intervenir
directement les champs F*, suffisants pour obtenir les conclusions desdits théorémes.
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Définition A.18. Soient les collections de champs Ay := {F',i € £} et By :={F'—FIi,j € £}. On
définit inductivement Ay, By, pour tout k € N* en posant, pour C € {A, B} :

Ck = Ck?—l U {[FZ7V]7V € Ck—l}a

ot [+, -] désigne le crochet de Lie des champs de vecteurs. Pour tout p € M nous noterons Cy(p) ’espace
vectoriel engendré par les V(p) pour V € Cy,.

On dit que le point p € D satisfait le critére faible (resp. fort) d’Hormander s’il existe k € N
tel que Ap(p) = D (resp. Bi(p) = D).

Remarque. Le critére fort implique le faible car By, C Ay pour tous k € N.

Théoréme A.19. Si p € D wvérifie le critére faible (resp. fort) d’Hérmander, alors il existe (i,u)
(resp. (i,u) et tg) vérifiant les hypothéses du théoréme|A.16| (resp.|A.17). Par conséquent la conclusion
dudit théoreme est vérifiée.

Démonstration. Voir [BBMZ15, Section 7], ot il est démontré que le critére faible (resp. fort) d’Hor-
mander en p € D donne l'existence de (i,u) dans T,, (resp. (i,u) dans T,, et tog > uy + ... + Up)

tel que v — @1 (p) (resp. v = ®im _®!(p)) est une submersion. Par irréductibilité, on peut

to—u;1—...—u
supposer (i,u) € T, 4qp) quitte & ajouter des transitions instantanées. Enfin, comme ’application
rang est semi-continue inférieurement, quitte a bouger légérement u, on peut supposer uy, . .., U, > 0.
Cela conclut. ]

Nous poursuivons en donnant des conséquences utiles de la vérification des critéres d’Hérmander
au niveau de points accessibles.

Théoréme A.20. Supposons qu’il existe p € D accessible depuis tous les points de D et vérifiant
le critere faible d’Hérmander. Alors la chaine (Zn) sur D posséde au plus une loi invariante, qui si
elle existe est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue {p. Il en va de méme pour le
processus (Z;) sur D.

Démonstration. D’apres le théoréme la conclusion du théoréme est vérifiée : il existe un
voisinage V de p, un ouvert non vide W, un entier n et une constante ¢ > 0 tels que

V(q,i) €V XE, Pg;i[Zne ] >clp(-NWxE). (50)
L’ouvert V x & est donc un small-set pour la chaine (Zn) L’accessibilité de p depuis tous les points de
D fait donc de V x £ un small-set accessible pour la chaine (Z,) sur & D, d’olt son irréductibilité et
donc I'unicité d’une éventuelle loi invariante d’apres le théoréme

Supposons qu'il existe 7 € P, (D). D’aprés la proposition laccessibilité de V x &£ entraine
7#(V x ) > 0. Pour tout borélien B C D, on a en utilisant :

7(A) = TP™(A) > / 7(dz)P™(z, A) > 7(V x E) clp(ANW x E).

z2€EVXE

Ceci implique que 7 possede une partie absolument continue par rapport a fp qui est non nulle.
Comme la loi invariante sur D est unique, la proposition 2.17 montre que 7 est absolument continue
par rapport & {p.

Les ensembles P, (D) et Pipny (D) étant en correspondance via des homéomorphismes préservant
labsolue continuité par rapport & ¢p (propositions et , Vassertion finale du théoréme est
vérifiée. |
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La proposition suivante concerne 'extension de la condition de Doeblin pour le processus (Z;),
partant d’une condition locale.

Proposition A.21. Supposons qu’il existe p € D, accessible depuis tous les points de D et vérifiant
le critére fort d’Hormander. Alors existe un ouvert non vide W de D, tel que pour pour tout compact
K C D, on puisse trouver cic,tic,ric > 0 tels que :

V(Qaz) € K x 57 vt e [tKath + TK]a Pq,i[Zt € ] > CICED(' NW x 5) (52)

Démonstration. D’apres le théoréme la conclusion du théoréme est vérifiée. En modifiant
légerement les notations, on obtient 'existence de tg,79,co > 0, d’'un ouvert V contenant p et d’un
ouvert non vide W de D tels que :

VQGV, ViEg, Vte [t07t0+T0], ]P)q,i [ZtE'] ZCQKD('QWX(S‘). (53)

Pour abréger, notons vy(-) = ¢p(-NW x £). Soit zy quelconque dans W. Quitte & agrandir le compact
K, on peut supposer zg € K. Posons, pour toust>0et § >0 :

O, 0) ={z€D: P2,V xE) > d}.

Le caractére Fellerien du semi groupe (P;) nous dit que z — Pi(z,-) est continue pour la topolo-
gie étroite, donc d’aprés le théoréme de Portmanteau les O(t, ) sont des ouverts. L’accessibilité de
p € V x € depuis tous les points de D implique que D = U;>0,6500(t, d). Ensuite, par compacité de
IC, il existe 0 <t < ... <ty et d1,...,0m, > 0 tels que K C UP,O(ty, 6). Notons § = min(dy) et
Vie = O(tg,0k), 1 <k <m. Soit £ € {1,...,m} tel que 2y € V4. Choisissons un entier N > (¢,, —t1)/70o
et notons 1y = (ty, — tr)/N < ro. Alors :

VkE{l,...,m}, tr + N(to + i) + Nty = Ntg + t,, + Nty,

durée indépendante de k que l'on note 7. Fixons k € {1,...,m} et posons successivement 7 = t, puis
pour tout n € {1,..., N}, Top, = Ton—1 + to + 7, €t Topt1 = Ton + tg. Par construction, mon41 = 7. Si
I'on démarre un processus (Z;) en z € Vj, alors en notant Z() = Z,., on a :

P.(Z. €V xE) >P, (Z<1> cVxEZD eV, Z® evxg zWeV,,..., z@N+D ers).

Maintenant, en utilisant de fagon répétée le caractére markovien de (Z;), la définition des O(ty, dy) et
I’équation , cette inégalité entraine que P,(Z, € V x &) > (dcovo(V))N 4. Par conséquent :

Vz € IC, Vit € [to,to + 7’0]7 ]P)Z(ZTth S ) > ((SCQZ/()(W))N(SC()VQ(‘).

Ceci démontre avec tic = T+ to, 7c = 10 et cx = (dcoro(Vy))Ndcy. On a bien vo(Vy) > 0 car V;
est un voisinage de zg € W. |
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Annexe B Preuves diverses

Dans cette annexe sont regroupées un certain nombre de démonstrations que nous avons préféré
reporter ici dans le but d’alléger une premieére lecture.

Proposition Pour tout h € {x,y}, il existe 0 < xn < A et une fonction lisse gy : [0, zn] — Ry,
nulle en xy, et strictement décroissante, telle que isoy soit égale au graphe de gyp.

Démonstration. Les hypothéses |[(H1)| et [(H3)| (voir le paragraphe [1.1.1)) impliquent existence de
0 < zp < A tel que Hyp(zn,0) = 0. Pour tout 0 < 2 < xy,, on a Hy(z,0) > 0 en raison du point [(H2)|
Le point [(H3)| entraine alors lexistence de 0 < gn(z) < A tel que Hy(x, gn(z)) = 0. En conséquence

du point on a :

sgn(Hh(x,y)) = sgn(gh(x) — y) si 0<z <y,
Hy(z,y) <0 si x> zp.

V(l‘,y) € (R+)27 {

L’isocline isop est donc égale au graphe de gy. D’apres le théoréme des fonctions implicites, gy est une
fonction lisse, de dérivée donnée par :

0, Hy (x,gh(a:))

_ R IR ),
8th(x,gh(x))

gn(z) =
pour tout 0 <z < xp,. [ |

Proposition Posons M = [0, A]?\[0, a[2. Si (X0, Yo) = (w0,%0) € (R4)?\{(0,0)}, alors (X;,Y;) € M
a partir d’un certain temps.

Démonstration. Voir Si (zg, o) € [0,a[?\{(0,0)}, alors on a :

F? T,Y) 2 ToEx.as
Y(z,y) € [xo,a[X[yo,al, Vi € &, w_( Y) > Toex,
Fy(2,9) = Yoey.a-

Ainsi, le processus (X, Y;) issu de (2o, yo) pénétrera dans le domaine (R )?\[0, a[* avant instant

. a—To a— Yo
top = min , < 400.
To€x,a Y0€y,a

Ce domaine est positivement invariant par tous les flots car les champs F* sont tous entrants au niveau
de la portion de frontiére ({a} x [0,a]) U ([0,a] x {a}).

D’autre part, si (g, y0) € (R4)?\[0, 4], alors on a

Fi(z,y) < —Aéy,
V(x,y) € [0,(1?0} X [ano]\[O,A]27 Vl c 67 z(x y) = i
7;(1‘7y) S _AEy’
ol on a noté pour tout h € {x,y} :
- inf (— Hu(z,9.1)) > 0.

h = n
(z,y)€({A}x[0,A)U([0,A]x {A}), i€€
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Cela implique que le processus (X¢,Y;) issu de (zo, yo) pénétrera dans [0, A]? avant l'instant

zo— A —A
tlzmax< 0 Yo ><—|—oo.

Aey 7 Aey
Le domaine [0, A]? est également positivement invariant par les flots, donc M aussi, ce qui conclut. B

Proposition Soiti € {1,...,d}. Pour tout u >0, on se donne des tauz de saut (N} ;) jkee, j-k
indépendants des tailles de populations, vérifiant :

Nu u st j =1,
gk T .. .
1 sij#i.

Pour tout h € {x,y}, on note pi lunique loi invariante sur MY pour le processus (Z;) associé aux
tauz de saut Ny . Alors :

T O(a;0) @i sih=y,
" us 5(0,%) ®9; sih=x,

étroitement. En particulier :

Ay = py(Hy) — Hy(x;,0,i) <0 et AY = py(Hx) — Hx(0,y;,4) > 0.

—0 x u—0

Démonstration. Pour tout u > 0, on notera £* le générateur du processus (Z;) associé aux taux de
saut /\;f .- On suppose h =y, 'autre cas étant identique. Tout d’abord, montrons que

LMY X {i)) — L. (54)

u——+o0
Soit u > 0. En appliquant le générateur £* & la fonction f € € (M) définie par f(z,y,j) = 1=,
on obtient d’aprés I’équation [7] de la proposition :

S dik = —u(d 1) sij=i

vxmin S T S Tmax, v] € 5; ‘Cuf xu()?j =
( ) )\jﬂ‘ =1 Sij 7é 7.

En appliquant la mesure uy a cette égalité, on obtient :
0= pyL"f = —u(d = Dug (M5 x {i}) + py (Mg x E\{i}),
d’ott py (MY x {i}) =1/(1 +u(d — 1)), et donc est vérifiée.
Fixons ¢ > 0. Soit g € ¢*(M) la fonction définie par g(z,y,j) — (z — 2;)*1j—;, on a :

—u(d —1)g(x,0,3) sij=1,

mein S T S Tmazx, V] € 57 ‘Cug(x70a]) = 2($ - .’IZ‘Z)F;(J},O)]_{j:,L} +

9(,0, ) sij#i.
Pour tout j € &, abrégeons puy ;(dz x {0} x {j}) en puy j(dz). Rappelons aussi que MY = [a, A] x {0}.
En appliquant p, a I'identité ci-dessus, on finit par obtenir :

2/[G7A] (; — 2)Fi(z,0)ul ;(dz) = —(d — m/

o0 () + / 920,81 ().

[a,A]
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L’intégrande du terme de gauche est partout positif, et nul en z = x; uniquement. En notant

u(e) agng?bngZs((xz 2)Fi(2,0)) € R%,

on a :

((d —Du+1 —::;((EJ)\éfg X {Z})]) ||9||oo m 0. (55)

pry [(MI\Be(2,0)) x {i}] <
En combinant et (55)), on obtient
y (Be(x:,0) x {i}) — 1.

Cela conclut la proposition pour h =y, car la convergence en probabilité implique la convergence en
loi. |

Proposition Soient i,i € & distincts et s €]0,1[. Alors le champ moyen F := sFi + (1 — s)F?
posséde un unique équilibre sur MY (resp. M), que l'on note (z,0) (resp. (0,y)). Pour tout u > 0, si

l’on se donne des tauzr de saut ()\?’k)%keg’j;ék indépendants des tailles de populations, vérifiant :

(1—-s)u sij=ietk=7,

w _ )su sij=1 etk=r1,
K sijel ethe {iil
u? sij¢{i,i'} etke{ii},

et que l'on note iy (resp. pi) lunique loi invariante sur MY (resp. M) pour le processus (Z;) associé
auz taur de saut )\;{k, alors pour tout h € {x,y}, on a pour la topologie étroite :

b
u——+00

d(z,0) ® (s0; + (1 —8)dyr) si h=y,
5(0,@) ® (s6; + (1 —8)dy) si h=x.

Démonstration. On se restreint au cas h = y, 'autre étant identique. Le champ moyen F vérifie
F.(a,0) > 0, F,(A,0) > 0 et 0,F,(x,0) < 0 pour tout x € [a, A], donc il existe un unique # € [a, A]
tel que F,(Z,0) = 0.

Dans la suite on supposera sans perte de généralité que i = 1 et i’ = 2 Pour tout u > 0, on note L¥
le générateur du processus (Z;) associé aux taux de saut AY - En appliquant, & gauche de la fonction
f € €Y(M) définie par f(z,y,7) = 1(j—1}, le générateur £*, suivi de la mesure piy, on obtient :

0= il f = —((1— s)u-+ (d— D)t (M x {11) + sup (M x {2}) +u2p (MY x (E\{1,2}).
Notons m{ = py (Mg x {1}) et m4 = p2 (Mg x {1}). Sil'on applique aussi ce qui précede en échangeant
1 et 2, on obtient le systeme :

—((1=s)u+(d—2))m} + sumy +u*(1 —m} —my) =0, (L1)
—(su+(d—2))m% + (1 — s)um{ +u*(1 —m} —mk) = 0.

Comme m¥, mY et m¥ + mY sont des probabilités, & valeurs dans [0, 1], la ligne (L1f) entraine :

u+(d—2)

7
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et donc m{ +m§ — 1 quand v — +o0. En utilisant ensuite ’égalité des deux lignes, on trouve :

. 2su+(@d-2) . "
my :m(ml +m2)uz>oo s, puis  mj u;)@lfs.

On voit aussi qu’e si 'on supposait par I'absurde ml = 0, la premiere égalité ci-dessus impliquerait
m§ = 0 et donc, d’apres , u? = 0, ce qui est une contradiction. Donc m¥ et m% sont non nulles
pour tout u > 0, ce qui nous permet de définir les lois de probabilité vy, = pg(- x {1})/m{ et
Yty i= (- x {2})/m3.

Dans la suite, nous travaillerons implicitement avec v au voisinage de +oo. Nous venons de voir
que m¥ = s+ o(1) et m§ =1— s+ o(1). En injectant cela dans (L)), on obtient :

u?(1—m¥ —mY) = (d—2)s+ (1 — s)uo(1l) + suo(1)
= o(u) (56)

Pour tout j € £, abrégeons py (dz x {0} x {j}) en py j(dz). En appliquant £* suivi de uy a gauche
de la fonction g € €1 (M) définie par g(x,vy,7) = —(z — )?/2, on trouve :

0= / (7 — 2)F} (z,0)ul , (da) + / (7 — 2)F2(z, 0)u 5 (dz)
[a,A] [a,A]

T —x)F](2,0)uy ;(dz). 57
+2<J§j<d/[a7m< VY (2,0 () (57)

En répétant une nouvelle fois I'opération avec h : (z,y,j) — (Z — ) Fp (z,y)1{j=1}, on a :

oz/w] Ozh(2,0,1)py 1 (dz) — ((1—s)u+d—2)/ h(z,0,1)pt | (dz)

[a,4]
+ su/ h(z,0, 1)u;)2(dx) + u? Z / h(z,0, 1)M3,j(d$>
[a,A] 2 52q” [0, 4]
ce qui implique :
/ h(z, 0, 1)t (dz) = L/ h(,0, 1)t 5 (de)
a0t (I—s)utd=2Jgq
1
- @@ 1)t
+ (1—s)u+d—2/[a’,4] axh(z707 )/J“y,l(d'r)
u?

> / h(z,0,1)p% ;(dz).
[a,4]

+—
(1—5)u+d—22<jgd

Or, on a :
1

(I-s)u+d—2

R

<—rn— —
- (1—S)u+d—2uﬁ‘+oo

bl

[ oun 0., )
[a,A]

u?

(I—-s)u+d—2

w21~ my —m8)||hl o ry

h(l‘,o, 1)Mu (de‘) < — 0,
2<JX;d /[a,A] " (I=s)utd=2  ustoo
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en utilisant . Par conséquent :

su
h(z,0,1)py 1 (dz :—/ h(z,0,1)ps ,(dx) + o(1). 58
/[a,A] ( iy (de) (I=s)u+d—2 ] ( )y o(dz) + o(1) (58)

Si l'on réinjecte ce résultat dans (57)), alors obtient, en se souvenant de la définition de h et de Vyo:

su
= —Fl 0 F2 0 U, U d
/[a,A](m 7 [(ls)qudQ 2 (2,0) + F (z, )] mivy o(dz)
-3 / (% — 2)F3 (2, 0)ul;(dz) + o(L).
2<j<d” 4]
Or, on a
su " N
—(1—s)u+d—2m2 ujms et ms ujm (1—3s).
En notant
C= sup |(z — x)F2(z,0)| < +o0,

(z,y)EMY, jEE

cela entraine que

<0(1)C+0(1)C + C(1 —m} —m%) + o(1),

/ (& — ) [sFX(2,0) + (1 — 8)F2(2,0)] 1 5(dr)
[a,4]

d’ou :
=o(1). (59)

/[ - ) Ey (2, 0) 5 (de)

Fixons € > 0, et notons

tle) = inf z—x)Fy(x,0)).

© a<e<A, o—3|>e (@ - 2)Fa(,0))

Comme z + F,(x,0) est continue, positive sur [a, A] et s’annule uniquement en = = Z, on a () > 0.
En utilisant , on en déduit que

T —x 1*:; T,
1/;,‘72([(1, AN\lz —e, 2+ s[) < /[ i (L>(€>(0)l/;,‘,2(dx) .0

uU—+00
On peut reproduire le méme raisonnement en échangeant 1 et 2, s et (1—s). Cela prouve la convergence
en probabilité, et donc la convergence étroite, de vy 5 et vy, vers dz, quand u — +oo. Pour toute
fonction test f € €(M), on a :

/ fdpy =mY J(z,0, Dvy 4 (dz) + my f(2,0,2)vy 5 (dx) + Z f(z,0,7)py ;(dx).
MY [a,A] [a,4] 2<j<d”’ @Al

(60)

Or le dernier terme est majoré en valeur absolue par | f|| (1 —m} —m%), et quand u — +oc0, on a
m} — s et m§ — (1 —s). Par conséquent, fMg fduy — sf(2,0,1) +(1—s)f(2,0,2), ce qui conclut. B
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Proposition Pour tout p € M, on a %) = 5”1;’. Cet ensemble est non vide, compact, connexe
par arcs, et c’est l'adhérence de 5’;.

Démonstration. Fixons p € M. Le caractere non vide est une conséquence de l'inclusion 5”1; C .
La preuve de la proposition va consister a démontrer que :

i est dense dans ;
i) 7 est d dans .7,
(ii) 7, est compact et connexe par arcs.
Ces deux points ajoutés a la chaine d’inclusions ., C .} C .7}, entrainent I'’ensemble de la proposition.

Commengons par démontrer un lemme d’approximation en vue d’obtenir On note

B

Ci= sup ||F1(p)H et Cy= sup |HDF1(p)|
icE,peM i€E,peM

ot |||-|| désigne la norme subordonnée & la norme euclidienne ||-||.

Lemme B.1. Soient h,e >0 etn: [0, h] = M vérifiant ent =0, et |n(h)—no—hn(0)|| < ch.
Alors pour tout & € M, il existe £ € 5”5’0 tel que :

l€(R) = n(h)Il < lI€o = noll(1 + Cah) + C201h* + eh. (61)

Démonstration. Par hypothese, il existe des coefficients 71, ...,7v4 positifs et de somme 1 tels
que 7(0) = Z?Zl Yl (no). Notons i = (1,2,...,d,1), u = (hy1,...,hya), et posons & = ng, i u-

On notera également h; = 2221 hvy; pour tout 0 < ¢ < d. Sur un intervalle de temps de type
[hi_1, hi], € suit la dynamique de F* donc en appliquant 'inégalité de Taylor-Lagrange & I'ordre 1

on obtient :

1€ (hi) = &(hi—1) = (hi — hi—1)F*(€0)|l < (hi — hi—1) E[:HP hv]HFi(ﬁ(s)) — F'(&)

B

ce qui donne ||&(h;) — &(hi—1) — by F (&)|| < (hi — hi—1)CoC1h. En sommant ces inégalités sur 1,
on trouve :

d
[6(h) = &0 = 1> %iF'(&)| < 20102,

i=1

En écrivant

i=1
d
- (n(h) —no—h Z%‘Fi(no)> )
i=1

puis en majorant séparement chaque terme, on obtient :

d d
&(h) = n(h) = (€0 — o) + 1Y v (F' (&) — F'(no)) + (5(}1) —&o— hZ%Fi(ﬁo)>
i=1

d
1€(R) = (W) < [I1€ = noll + 2 Y 7iCalléo — noll + C2C1h* + €h.
i=1
Ce n’est autre que puisque E‘;:l i = 1. O

Fixons désormais nn € .4, T > 0 et ¢ > 0. Par définition de .%,, il existe un mesurable 7 C [0, 7] de
complémentaire Lebesgue-négligeable dans [0, T, sur lequel n est dérivable et vérifie 1 € Conv(F)(n).
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Si l'on définit, pour tout entier n > 1 :
To={t €T :Yhe0,1/n], [n(t+h)—n(t)—hqt)| < eh},

alors Up,>17T, = T. Comme I'union est croissante et que les 7, sont mesurableslﬂ, il existe un entier
N, que 'on peut prendre supérieur & 1/e, tel que ¢(Ty) > T —e/2, out £ désigne la mesure de Lebesgue
sur [0, 7). Comme celle-ci est de plus réguliére intérieurement pour les compacts, il existe un compact
K1 C Ty tel que £(KC1) > T — . On réalise alors la procédure suivante :

j:=1;

Tant que K; # () faire
t; ;== minK;;
ICj+1 I:{tGICthth+1/N};
Ji=J+1

Fin tant que.

Cette procédure termine apres n < NT +1 boucles car la suite (¢;) progresse d’au moins 1/N & chaque
étape. Notons h; = (1/N) A (T — t;). Par construction, la famille de segments ([t;,¢; + hj])1<j<n
recouvre Kq. Remarquons que pour tout 1 < j < n, la fonction 7(¢; + ) vérifie les conditions du lemme
avec h = h; < 1/N < e. Nous pouvons construire une approximation ¢ € ., de 7 en procédant
de la maniére suivante :

1. On fait démarrer £ en p;

2. On suit le champ F'! (par exemple) en dehors des intervalles [t;,¢; + h;];

3. Quand ¢ pénetre en [t;,t; + h;] on fait coincider £(¢; + -) avec 'approximation de n(t; + -)
fournie par le lemme issue de &(¢;).
On aura alors, en ce qui concerne l'erreur sur les premiéres étapes :

o |I€(t1) — n(t1)|| < 2C1t; car € et n se déplacent & une vitesse inférieure & Cf ;

o [l€(t + ha) = n(ts + ha)|l < [1€() — n(t)[[(1 + C2ha) + (C2C1 + 1)ehy.
Afin de justifier heuristiquement ce qui va suivre, notons C. = (1 + C2C1)e, u = ||€ — 7| et récrivons

le second point :
u(ty + h1) < u(ty)(14 Cohq) + Cohy. (62)

En imaginant h; — 0 on fait apparaitre I'inégalité différentielle v < Cyv + C¢, dont I’équation associée
a pour solution v(t) = (vg + C./Cy)e?! — C./Cy. Ceci nous invite & transformer (62)) en utilisant le
fait que

w(ty)(1 + Cahy) 4+ Cohy < (u(ty) + Co/Cr)e®2M — CL/C,

ce qui donne :
u(t1 + hl) < (201t1 + CE/CQ)€C2h1 — CE/CQ.

En notant At; j4+1 = t;41 — (t; + h;) pour tout 1 < j <n — 1, on a successivement :

<>u(t2) < u(t1 + hl) + 2C1At172
< (201(t1 + Aty 2) + 05/02)6C2h1 —C./Cy;

o u(ty + ha) < u(te)(1+ Caho) + Coho
< [201(t1 + AtLg) + 05/02] 6C2(h1+h2) — CE/CQ;

46. Ce que l'on voit en se restreignant aux h € Q dans la définition, 7 et 7 étant mesurables sur 7.
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ou(ty) < [201(t + Aty o+ ...+ Aty_1,) + C./Cy] eC2mittha-1) _ 0/,

oulty + hn) < [2C1(t + At1o + ... 4 Aty 1) + C. /Co] eC2itthaatha) _ ¢/
Etant donné que Ky C U[_,[tj,t; + hy] et que £(K1) > T — ¢, il s’ensuit que :
t1 + Atl’g + ...+ Atnfl’n < é([O, T]\’Cl) <eg,

et que la subdivision

est de pas inférieur a €. On en déduit que :

Vi e [0,T], wu(t) < max. (u(t;) V ult; + hyj)) + 2Cqe,

soit finalement, en utilisant les inégalités obtenues sur les valeurs de u :

14+ CyC 14+ CyC
sup [|€(t) —n@)|| < 2018+M8 eCzT_M

€+ 2Ce.
te[0,7] Cs Cy '

Comme un tel £ € Ylﬁ peut étre construit pour tous € > 0, T' > 0 et n € ¥, cela prouve la densité de
&, dans .7}, i.e. le point

Passons au point Nous commencons d’abord par démontrer que I'ensemble " := Upe 7))
est compact. L’espace € (R4, M) étant métrisable, on raisonnera de fagon séquentielle. On se fixe donc
une suite (7®))zen d’éléments de .#”. Pour chaque k € N on dispose de fonctions 'yfk) Ry - M,i €&,
mesurables positives et de somme 1 telles que@ :

vt e Ry, 7™ () =n®(0)+ / > P F (1)) ds. (63)

¢
0 jee

Soit T > 0 quelconque. Les restrictions des n*) au compact [0,T] sont continues, & valeurs dans le
compact M, et Ci-lipschitziennes. D’apres le théoreme d’Ascoli, quitte a extraire on peut supposer
qu'il existe ny € €([0,T], M) tel que
U(k) — Nr
k—+4oo

uniformément sur [0,7]. En posant ¢7 = (1/T)¢, on fait de ([0,7], Z([0,T]),¢r) un espace de pro-
babilité. Pour tout ¢ € &, la famille de fonctions (’yi(k))keN, a valeurs dans [0,1], peut étre vue
comme une famille uniformément intégrable d’éléments de LI(ET)@ D’apres le théoreme de Dunford-
Pettis, c’est donc une famille relativement compacte pour la topologie faible. Le théoréme d’Eberlein-
Smulian montre en outre que cette relative compacité peut étre prise au sens séquentiel. Autrement
dit, quitte a extraire successivement pour chaque i € £, on peut supposer qu’il existe des fonctions
Yooy ya € LY (L) telles que "

h —
,yz k——+oo

faiblement dans L*(¢7). Comme le dual topologique de L'(¢7) s’identifie & L>°(f7), cela implique que

47. C’est simplement une formulation sous forme intégrale de la définition des .7'.
48. On confondra, comme il est souvent d’usage, les fonctions et leur classe d’équivalence pour la relation d’égalité
presque partout.
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pour toute fonction g : [0,7] — R mesurable bornée, pour tout ¢ € £ :

k—4o0c0

T
/O [49(9) = 7i(s)] gls)ds — 0. (64)

Notons

up = sup [0 () = nr(@)],
te[0,T]

quantité qui tend vers 0 quand k — 4o00. Pour tous t € [0,T] et k € N, on a alors :

‘ nr(t) — / > %i(s)F(nr(s))ds

€€

< |lnr() = ™ @) + Inr(0) — 7% ()]

Z 7i(s) = 1 (3)| Py (s)) s

€€

¥ / S (s) [Fine(s) ~ F1 (P (5))] ds
0 jee
< 2uk—|—z /0 ['y,(s) —%-(k)(s)} Fi(nT(s))ds 4+ CoTuy,.

En faisant tendre k vers +oo et en appliquant a chaque composante des fonctions s — 1,<¢ F*(n7(s)),
on voit que :

vte[0,7], nr(t /Z% )F (nr(s))ds,

€€
autrement dit np est solution de l'inclusion différentielle (ID)) sur [0, 1.

Récapitulons : si (n(k)) reN est une suite d’élements de ., alors on peut en extraire une sous-suite
(@), ey (ot @1 : N — N est strictement croissante) qui converge uniformément sur [0, 7] vers une
solution nr de U'inclusion différentielle (ID)). En poursuivant, on construit ¢, @3, . . . telles que pour tout
n € {2,3,...}, la suite extraite (n(?1°¢2°--°¢n (k) v converge uniformément quand k — oo vers une
solution n,r de sur [0, nT]. Les fonctions 7,7 coincident avec une unique fonction 7 : Ry — M,
qui appartient & .. Si 'on définit I’extraction diagonale ¥ : N — N par :

VkeN, W(k)=¢10...00¢r(k),

alors la suite (7Y *)),cn converge vers ) € .#" dans (R, M) : ainsi, %" est compact. De plus pour
tout p € M, I'ensemble des fonctions d’origine p est un fermé de ¢’ (R, M) donc .}’ est également
compact.

Pour finir, démontrons la connexité par arcs de .,’. Soient 19,71 € .7, et (71-(0))%5, (fyfl))ieg leurs

familles de fonctions barycentriques associées. Définissons pour tous u € [0,1], ¢ € £ :

W = (= sl

7

et posons 7, € ./, comme étant 'unique solution de I'équation

t) =3 AW OF (1))

€€

d’origine 7,,(0) = p. Il s’agit de montrer que u — 1, qui joint 1y & 71, est un chemin continu. Pour
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cela donnons-nous u,w’ € [0,1]. On a pour tout ¢ € Ry :

d’ou : .
17 (8) = nw ()| < 2C1tlu — /| + Co /0 [[7u(s) = nur(s)||ds.
En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient alors :

Ve Ry, |nu(t) — nw ()] < 2C tu — u'|eCQt7

d’ou la continuité de u — 1, pour la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. ]

Proposition Pour tout p € M, l’ensemble wy (p) est fortement positivement invariant et inva-
riant sous U.

Démonstration. Soit ¢ € wy(p). Pour tout n > 1, ¢ € ¥, 4 oo[(p), donc il existe une fonction 7, € 7,
et t, > n tels que

17 (tn) — qll < 1/n. (65)

Posons, pour tous n € N* et —1 <t < 1, &,(t) = nn(t, + t). La famille (&,)nen est une famille de
solutions de l'inclusion différentielle sur [—1,1] & valeurs dans M. Au cours de la preuve de la
proposition nous montrions la compacité de .7" = Upen.#)’ = Upen-#. De méme, I'ensemble
des solutions de sur [—1,1] & valeurs dans M est compact donc on peut extraire une sous-suite
de (&) convergeant uniformément vers une solution & de sur [—1,1]. La propriété entraine
£(0) =q.

Soient t € [—1,1] et T € R,. Pour tout € > 0, par construction de &, il existe n > T + 1 tel que
1€@) = n(t, +1)|| <e. Or, t, +t>n—12>T, dou {(t) € ¥ip (p). Comme ceci vaut pour tout
T >0, et tout t € [—1,1], on a £([-1,1]) C wyg(p). Cela signifie qu’a partir d’'un point ¢ € wy(p)
quelconque on peut construire deux solutions de définies sur des intervalles de temps de longueur
1, 'une terminant en g, ici §—1,q], et I'autre partant de g, §|j9,1), et a valeurs dans wy (p). On peut donc
augmenter l'intervalle de définition de £ des deux c6tés d’autant d’unités de temps que 'on souhaite,
c’est-a-dire que on peut prolonger ¢ en une application € : R — wy(p) solution de . Autrement
dit, wy (p) est invariant sous U.

Passons & l'invariance positive forte de wg(p). Fixons ¢ € wy(p), n € S, t € Ry. 1l s'agit de
mountrer que 7(t) € wyg(p). On se donne € > 0 et T € R,. D’apres la proposition on a Z =7,
d’ot D'existence de (i,u) € T tel que ||14,1,u(t) — n(t)|| < €. Par continuité des flots composés, il existe
€ >0 tel que :

Vi e M, |ld —ql <&=lIngiu(t) —n@)l <e.

Soient v € 7, et s > T tels que [|y(s) — ¢ < &, si 'on concatene (g5 avec 7y(s),i,u, ON obtient un
chemin o € ., qui vérifie ||o(s +t) — n(t)|| < ¢, avec s+t > T. Comme on peut faire ceci pour tous
e>0,T € Ry, on an(t) € wy(p), ce qui conclut. [ |
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Annexe C Persistance potentielle : réalisation

Dans cette annexe, nous nous intéressons aux conditions de réalisation des hypotheses du cas e
(persistance potentielle) présenté dans la section a savoir : Ay >0, Ax <0et TN MF =0.

Tout d’abord, voyons pourquoi ce cas constitue une nouveauté par rapport & l'article [BL16], dans
lequel les auteurs travaillent avec deux environnements de type Lotka-Volterra et des taux de saut
constants. Il se trouve que dans ce cadre, les hypotheses A, > 0 et A; < 0 impliquent I'existence d'un
champ moyen F' = sF' + (1 — s)F?, avec s €]0, 1], lui aussi de type Lotka-Volterra, qui est favorable
a lespéce y (voir [BL16, Proposition 2.5]). En particulier, pour chaque condition initiale dans M\ My,
la courbe intégrale n associée & F issue de ce point converge vers I'équilibre (0,9) € M¥ de ce champ.
Cela entraine que (0,y) € T' (voir la section @ donc T' N MF # 0.

Passons a la construction d’un exemple remplissant les conditions du cas e. Par rapport a ’article
[BL16], on va s’affranchir uniquement d’une contrainte, celle que les environnements sont de type
Lotka-Volterra. On commence par se donner des fonctions I:Ih,i, pour h € {x,y} et i € {1,2}, de
classe € sur un ouvert U contenant (R)?, de telle sorte que les courbes isop ; = {ﬁh,i = 0} soient
disposées de la maniére exposée sur la figure [I0]

Y

0 o1 02 03 04 05 08 07 08 09 1
FIGURE 10 — Disposition souhaitée des isoclines isoy, ;.
Le point B vérifie fIyJ(B) <0et ﬁx72(B) > 0. Pour cet exemple, on a pris :

- Tr+y(l+5y) -

Hx,l(xay) =1- 3.5 ) Hy,l(x,y) =1-4x - 5ya
Heola,y) =1 fy o, y) = 0,9 — 222
x2\T,Y)=1—T =Y, v,2\Z,Y) =Y, _1—|—.T_y

49. D’une facon plus informelle, cela vient de ce qu’on peut suivre une trajectoire arbitrairement proche de n en
alternant suffisamment rapidement entre les deux environnements, de fagon a passer une proportion s du temps a suivre
F'et 1 — s asuivre F2.
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Notons que les hypotheses[(TI1)} [[H2)| et [[H3)| que doivent vérifier les taux de croissance par téte des
especes sont stables par multiplication par un scalaire strictement positif, et par combinaison convexe.

On note pour tout o > 0 :
H{ = (0/2)Hyy + (1/2)Hyn et H = (1/2)Hy 1 + (a/2)Hy 5.

Le champ associé
F@ () (2H (2, y), yH (2, y))

est par construction la moyenne de deux champs F1(®) et F2(®) dont les couples d’isoclines sont
(isox,1,180y 1) pour l'un et (isox 2,is0y 2) pour l'autre : chacun est favorable & 'espece x. Pour « grand,
les isoclines {H,(CO‘) =0} et {Hs(,a) = 0} sont respectivement proches de isox 1 et isoy 2. On peut donc
prendre « tel que 'entrelacement des isoclines soit fidele a la figure On choisit alors F! = F1.(e)
et F2 = F%(®) comme environnements.

0.94

@ pointd'équilibre stable

Q point d'équilibre instable

zone positivement invariante

sous F' et F?

0 04 0.2 03 04 0F 06 07 0.8 0.9 1

FIGURE 11 — Isoclines de ’environnement F'“ pour « grand.

On a ici repris les équations utilisées pour 'exemple représenté en figure [I0] avec a = 40.

La position du point B vis-a-vis des isoclines sur la figure implique que pour ¢ € {1,2}, on a
Fi > 0sur {zp} x [0,yp] et F, < 0 sur [zp,+oo[x{yp}. Par conséquent la zone [zp,+0o[x[0,ys]
est positivement invariante par F*. En particulier, la frontiere M est disjointe de I' et il nous reste a
montrer qu’en choisissant de bonnes fonctions de taux de saut, on peut obtenir Ay > 0 et Ax < 0. La
proposition montre qu’en prenant des taux constants Ay 2 = A21 = u/2, on a
Ay = py(Hy) — H(0.50) >0,

u—+00
u (@)
Ax u~>—+>oo Hx (ana) < 0.

En choisissant ces taux avec u suffisamment grand, nous obtenons les caractéristiques souhaitées.
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Annexe D Reésultats classiques

Variétés stable et instable

Dans cette section, on se donne U un ouvert de R? et X : U — R? un champ de vecteur lisse
sur U, admettant un point d’équilibre p.. On note ¢ : (t,p) — ¢+(p) son flot, défini sur un ouvert
Uy CR x U. On note W, (pe) (resp Wik, ue(pe)) Vensemble des points p € U tels que Ry x {p}
(resp. R_ x {p}) est inclus dans U, et ¢(p) — pe quand ¢ — +oo (resp t — —o0). Les domaines
WX e(pe) et WX o (pe) sont appelés respectivement variété stable et instable du point pe, associée

au champ X.
On suppose de plus que DX (p.) est diagonalisable dans une base (i, ¥). On note (z’,y’) les coor-
données dans le repére d’origine p. associé & cette base, et (X, X,/) les coordonnées du champ dans

(@, 7). Pour tout d > 0 on appelle {5 le parallélogramme d’équation 0 < max(|z’|, |y']) < 4.

Théoréme D.1. Supposons que p. soit une selle, avec U associé a la valeur propre négative et U a la
valeur propre positive de DX (p.). Alors W 1. (pe) et WX, i10(pe) sont deuz courbes lisses, tangentes
en pe 4 U et U respectivement. De plus, pour § > 0 suffisamment petit :

* Xy > 0 surl’aréte gauchelﬂ Xz < 0 sur laréte droite, Xy» > 0 sur l’aréte supérieure et X,» <0

sur laréte inférieure du parallélogramme Qs ;

* pour tout p € Qs n'appartenant pas & W2 ;. (pe) (resp. Wik ome(Pe))s la courbe t — ¢y (p) sort
de Qs lorsque lon fait croitre (resp. décroitre) t.

Démonstration. Voir [HSD04, §8.3] pour une démonstration géométrique. Les auteurs s’y limitent
toutefois & démontrer la régularité ¢! des courbes. On pourra consulter [Tes12] §9.2] pour un traitement
complet concernant les variétés stable et instable, en dimension quelconque.

Nous nous bornerons ici & justifier le premier item. En notant (—pu, v) le couple de valeurs propres
associé a (4, v), on a :

Xor = —pa’ ol +|y']) et Xy = vy +o(j'| + |y'])-

Prenons le cas de laréte gauche par exemple, si § est assez petit alors sur cette aréte :

Xor > —pa’ = S|+ /1) = £ > 0.
Le reste se traite de facon analogue. ]

Théoréme D.2. Sip. est un puits, alors Wi ., (pe) est un ouvert contenant p., et W:X_, . (p.) est
réduit au singleton {p.}. De plus, pour 6 > 0 suffisamment petit, X, > 0 sur l’aréte gauchd®2 X, <0
sur laréte droite, Xy < 0 sur laréte supérieure et X,» > 0 sur l’aréte inférieure du parallélogramme Os.
En particulier, celui-ci est positivement invariant par le flot. Sipe est une source, les mémes assertions

sont vérifiées en échangeant W, (pe) €t Wik yape(De), et en changeant le sens des inégalités.

Démonstration. Supposons que p. est un puits. L’application V : p — z/(p)? + 3/ (p)? est alors un
exemple de fonction de Lyapunov pour le point d’équilibre p.. Par conséquent, pour ¢ assez petit,
'ensemble de sous-niveau de V. = {V < e} est inclus dans W2, (pc), et pour tout p € V-\{pe}, la
courbe t — ¢;(p) sort définitivement de V. lorsque l'on fait décroitre le temps. Partant de 1a, on voit

50. On se représente @ comme un vecteur horizontal et ¥ comme un vecteur vertical
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sans difficulté que WX, ... (pe) = {pe} et que

n

Wiiapie(pe) = Urer, {p € U : (p,t) € Uy et ¢(p,t) € V2},

d’olt son caractere ouvert. Les assertions concernant le signe de X,/ et X,/ se prouvent comme dans
le théoreme Le parallélogramme {5 est alors positivement invariant car le champ est entrant sur
sa frontiere.

Si p. est une source, on se rameéne au cas traité en renversant le sens du temps. |

Théoreme ergodique de Harris

Théoréme D.3 (Harris). Soit P un noyau markovien sur un espace mesurable (X, Z"). Supposons
que les deuz critéres suivants soient veérifiés :

(i) Il existe une fonction mesurable W : X — R et des constantes 0 < v < 1, K > 0 telles que
PW <~AW + K ;

(ii) Il existe un niveau R > 2K/(1 — ), une mesure de probabilité v sur X et une constante
0 <c<1 tels que
Ve e X, W(z) < R= Pz, ) > cv(:).

Alors il existe une unique mesure de probabilité m invariante par P, et des constantes C > 0,0 <5 < 1
telles que, pour toute fonction f: X — R mesurable bornée et tous x € X, k € N :

[P*f(2) =7 fl < CFF(L+ W (@) If = 7floo-

Démonstration. Voir [HM11]. |

Loi forte des grands nombres pour les martingales

Dans cette section on se donne un espace de probabilité filtré (2, F, (F, )nen, P) et (X, )nen+ une
suite (F,)-adaptée de variables aléatoires dans L%(P), vérifiant E(X,|F,,_1) = 0. Le processus (M,,)
défini pour tout n € N par M,, = >}, X, est alors une (F,)-martingale L.

Théoréme D.4. Si ), -, E(X;)/n* < 400, alors :

M,
— — 0 p.s
n n—4+oo

En particulier c’est le cas si (X,,) est bornée dans L?(P).

Démonstration. Pour tout n € N on pose Y,, = Y, X}, /k. Le processus (V) est aussi une (F,)-
martingale L?, et vérifie E(Y,2) = > ,_, E(X?)/k*. L’hypothése implique alors que (Y,) est bornée
dans L2, donc elle converge vers une limite finie sur un ensemble de probabilité 1. On conclut au moyen
du lemme suivant.

Lemme D.5 (Kronecker). Soit (2, )nen+ une suite de réels telle que la série de terme général x, /n
converge. Alors :

1 n
— E . — 0.
n =1 n—+o0o
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Démonstration. Pour tout n € N*, notons r,, = >, x/k. La suite (r,) tend vers 0. On a :

1 1z
szk = gz k:(rk — 7“19+1)
k=1 k=1
1.
= ﬁzrk Tn+41
k=1

Or, quand n — +00, 7,41 tend vers 0, ainsi que (3", _, rx)/n d’aprés le lemme de Cesaro.
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Index des notations

Ci-dessous, une liste avec quelques notations standards non nécessairement explicitées dans le
texte, avec le lieu de leur premiere occurrence.

T dérivée de x par rapport au temps, page
Oy dérivée partielle par rapport a la variable z, page
Dg différentielle de la fonction g, page

%> (U) ensemble des fonctions réelles sur I infiniment dérivables, page

% (M)  ensemble des fonctions réelles continues sur M, page

¢1(Ry) ensemble des fonctions réelles sur R, admettant une dérivée continue, page
gl supremum de la valeur absolue de g, page

Il norme euclidienne, page

-1y norme de variation totale (subordonnée a ||-|| , pour I'action sur les fonctions mesurables bornées), page
B adhérence de B, page
r intérieur de I', page

B.(q) boule ouverte de centre q et de rayon € pour la norme euclidienne, page
(Fy, F,) composantes du champ F' dans la base (€, €y ), page

sgn fonction signe (vaut 1 sur R, —1 sur R* | et 0 en 0), page
o VA  maximum de zg et A, page
tAt, minimum de ¢ et t,, page

0; mesure de Dirac en ¢, page
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