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terministe

Cadre :
= deux espéces x et y, de populations z(t), y(t) € Ry ;
= compétition intra/interspécique (partage de ressources);

= en environnement constant :

&= xHx(z,y)= F.(2.y) 1)
Y= yHy(xa y>:: F’,/(,(‘. Y)

= Hy, : taux de croissance per capita de h (pas d'immigration);

= implicitement : loi des grands nombres.
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Hypotheses :
(HO) Hy, est lisse;
(H1) Hn(0,0) > 0 (croissance spontanée);
(H2) 0pHn > 0 et 0,Hp < 0 (compétition) ;
(H3) 3A >0, zVy> A= Hn(z,y) <0 (seuil de dépopulation).
Conséquences :
= un équilibre x5 > 0 unique pour I'espéce x en |'absence de y;
= ['isocline isox := {Hx = 0} est le graphe de gx : [0, zx] = Ry
lisse strictement décroissante ;
= idem pour 'espéce y.

Exemple : Lotka-Volterra, Hx = (1 — ax — by), Hy = B(1 — cxz — dy).
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= Les isoclines ne
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Cas d'une espéce : z(t) — 2 OF—>—e—=
Cas de deux espéces :

= Les isoclines ne

N = Les isoclines s'intersectent
S Intersectent pas

iSOy

Hy=0

@ point d'équilibre
stat

isoy: Hy =0

(0,9y)

™~

o

v
isoy: Hy =0 (x,0) o

Cas favorable a x : (z(t), y(t)) = (zx,0) Convergence vers un équilibre
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nvironnementale

= Champs F*, i € {1,...,d} =: £, favorables a x (d > 2).
= Etat du systéme Z; = (X, V3, I;) € (R4)*xE.
= Loi d'évolution :
(Xt7 }/t) = Fh (Xtv}/t)7
Vi ?é Js P[It—i-s =7 ‘ (Zu)OSUStv I = 'L:| = )‘i,j(Xt’ Y;f) s+ O(S)

ol \;j € € (R3,R+), vérifiant pour tous p € R3, i # j :
n—1
A(ig = 1,141, ...,1, = j) distincts tels que H Xij(p) > 0.
k=0
= Le processus (Z;) est markovien, cadlag.
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= Sia > 0 est assez petit, pour tout 7 € £ :

i
]
X
‘11{'\ /‘} M' : ensemble
]

d’extinction de h
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) un compact

= Sia > 0 est assez petit, pour tout 7 € £ :

Y
< F
] W— S ‘
v oy i
11{‘\( /‘} M' : ensemble
(0.1 ¢ M i d’extinction de h
a ___,»_’_T * My := MF U M}
A ap i
O a (2, 0) A T

= (Xo,Y0) # (0,0) = (Z; € M := M x £ quand ¢ est grand).
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e la chaine squelette

= On fixe A > SUDjece peM (Zi# )\i,j(p)).
= On définit Z,, = (X’n,ffn,fn) inductivement partant de
Zg € M. Pourtoutn >1:
> on tire U, ~ Exp(A);
> on pose (X,,Y,) = (I){}:l’l()?n_l,fn_l);
> on choisit I,, = j avec probabilité

n—1,]

)‘f (Xn? Y/'71)//\ si j 7& j:nflv
1 o Zj¢f7l—1 >\I~n717j(Xn,Yn)/)\ Si ‘7 = In_l'

Adrien Prodhomme



Présentation du modéle

JU processus

Adrien Prodhomme



Présentation du modéle

JU processus

= |nterpolation :

Vt € [T, Tpial, Zi= (cb{ng (X, V), fn).

Adrien Prodhomme



Présentation du modéle

JU processus

= |nterpolation :

Vt € [T, Tpial, Zi= (cb{ng (X, V), fn).

e 1Y)

Iy \
"”,./ ¥ i,
v (X2, ¥3) 2
(Xo, Ya) 0/ l. (X 75)
L. e
(Xe¥y) N Iy (XY,
j; - ‘ T
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= Transitions P (chaine), (P;)¢>0 (processus) felleriennes :
> P.(Z, € ), P.(Z € ) continues en z € M;
> Genérateur L : pour f € €1(M),
Lf(z,y,i) =Df(z,y) - F'(z,y)

+ D Mgl y) [Fey) - flay)]
JEE()
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= Transitions P (chaine), (Py)t>0 (processus) felleriennes :

> P.(Z, € ), P.(Z € ) continues en z € M;
> Geénérateur £ : pour f € €1 (M),

Lf(z,y,i) =Df'(z,y) Fi(z,y)

+ D Mgl y) [Fey) - flay)]
IEENG:
d

_ e
iy e f(x,y,1)

t=0
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= Mesure empirique : II; : B — %fg 15(Zs)ds.

= Ensemble w-limite : wyim = Nier, {(Xs,Ys), s > t}.
= Lois invariantes :
Pour D € {M, M\M,, M§, M} } absorbant :
> homéomorphisme P, (D) < Piny (D)

préservant le support, I'absolue continuité p/r a Lebesgue
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Théoréme ergodique. P, (M) = {py}, et :
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Théoréme ergodique. P, (M) = {py}, et :
= supp(ph) = [Tmin, Tmaz] X {0} x &;

= Si Zy € MB‘ alors presque siirement :

> II; — pp étroitement, i.e. :
Vf e € (My), / 1z ds—>/ fdpy;
> Wiim = [xmin»l‘ma:v] X {O}

(Analogie avec les chaines de Markov sur espace fini)

Adrien Prodhomme



Dynamiques en temps long

= Taux d’invasion moyen de h : Ay, := up(Hy).

Adrien Prodhomme



Dynamiques en temps long

sion

= Taux d’invasion moyen de h : Ay, := puy(Hy).
= Interprétation :

T grand, Yy petit = (log Y7 —logYy)/T ~ Ay (gde proba).

Adrien Prodhomme



Dynamiques en temps long

sion

= Taux d’invasion moyen de h : Ay, := up(Hy).
= Interprétation :
T grand, Yy petit = (log Y7 —logYy)/T ~ Ay (gde proba).

= Ap> 0 = MP répulsive (e.g. h = x en env® constant).

Adrien Prodhomme



Dynamiques en temps long

sion

= Taux d’invasion moyen de h : Ay, := up(Hy).
= Interprétation :
T grand, Yy petit = (log Y7 —logYy)/T ~ Ay (gde proba).

= Ap> 0 = MP répulsive (e.g. h = x en env® constant).

= Ap< 0= M} attractive (eg. h=y ).

Adrien Prodhomme



Dynamiques en temps long

sion

= Taux d’invasion moyen de h : Ay, := up(Hy).
= Interprétation :

T grand, Yy petit = (log Y7 —logYy)/T ~ Ay (gde proba).
= Ap> 0 = MP répulsive (e.g. h = x en env® constant).

= Ap< 0= M} attractive (eg. h=y ).

= Peut-on avoir Ay > 07 A, <07

Adrien Prodhomme



Dynamiques en temps long

sion

= Taux d’invasion moyen de h : Ay, := up(Hy).
= Interprétation :

T grand, Yy petit = (log Y7 —logYy)/T ~ Ay (gde proba).
= Ap> 0 = MP répulsive (e.g. h = x en env® constant).

= Ap< 0= M} attractive (eg. h=y ).

= Peut-on avoir Ay > 0?7 A, <07 Oui!
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= (O accessible depuis p si

ur,i1), ..., (Up,in) € RE X E, @Z’:l o...oéiol(p) € 0.

= q € Acc(p) si tout ouvert O > g est accessible depuis p

= I':= Npern\a, Acc(p) = {pts accessibles depuis tout M\ My},
de plus :
> T D [Tmin, Tmaz) X {0};
> T est fermé, positivement invariant par la dynamique;
> soit 'NME =0, soit I' D {0} X [Ymin, Ymaz)-

Adrien Prodhomme



Dynamiques en temps long

® Dynamiques en temps long

= Extinctions

Adrien Prodhomme



ntation du modéle
Dynamiques en temps long
S

Topo
Eléments de pre

Théoréme (extinction de y). Supposons Ay < 0, Ax > 0.

Adrien Prodhomme



Présentation du modéle
Dynamiques en temps long
‘e de T

Topc
Eléments de pr

Théoréme (extinction de y). Supposons Ay < 0, Ax > 0.
Si Zy € M\My, alors ps. :

= limsup;_, o, log Y/t < Ay;

Adrien Prodhomme



Présentation du modéle
Dynamiques en temps long
‘e de T

Topc
Eléments de pr

Théoréme (extinction de y). Supposons Ay < 0, Ax > 0.
Si Zy € M\My, alors ps. :

= limsup;_, o, log Y/t < Ay;

= Iy — py étroitement;

Adrien Prodhomme



Présentation du modéle
Dynamiques en temps long
‘e de T

Topc
Eléments de pr

Théoréme (extinction de y). Supposons Ay < 0, Ax > 0.
Si Zy € M\My, alors ps. :

= limsup,_,, o logY;/t < Ay ;
= Iy — py étroitement;

C Wiim = {-rminymmax] X {0}

Adrien Prodhomme



Présentation du modéle
Dynamiques en temps long

Top de I
Eléments de p

Théoréme (extinction de y). Supposons Ay < 0, Ax > 0.
Si Zy € M\My, alors ps. :

= limsup,_,, . log Yi/t < Ay;
= Iy — py étroitement; EXty

C Wiim = {-rminymmax] X {0}
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I'NME #0.Si Zy € M\My, alors p.s. :

= limsup;_, | log X;/t < Ay;
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€ X

Théoréme (extinction de x). Supposons Ax <0, Ay >0 et
I'NME #0.Si Zy € M\My, alors p.s. :

= limsup;_, | log X;/t < Ay;

= II; — ux étroitement;
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€ X

Théoréme (extinction de x). Supposons Ax <0, Ay >0 et
I'NME #0.Si Zy € M\My, alors p.s. :

= limsup;_, | log X;/t < Ay;
= II; — px étroitement;

= Wiim = {0} X [ymimymal‘]'
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€ X

Théoréme (extinction de x). Supposons Ax <0, Ay >0 et
I'NME #0.Si Zy € M\My, alors p.s. :

= limsup;_, | log X;/t < Ay;
= II; — ux étroitement; Extx

= Wiim = {0} X [ymimymal‘]'
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‘une espéce

Théoréme (extinction de x ou y). Supposons Ay < 0, Ay < 0.
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une espéce

Théoréme (extinction de x ou y). Supposons Ay < 0, Ay < 0.
Si Zp = (p,i) € M\My, alors P(Extx U Exty) = 1.
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une espéce

Théoréme (extinction de x ou y). Supposons Ay < 0, Ay < 0.
Si Zp = (p,i) € M\My, alors P(Extx UExty) = 1. De plus :

= P(Exty) > 0;
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une espéce

Théoréme (extinction de x ou y). Supposons Ay < 0, Ay < 0.
Si Zp = (p,i) € M\My, alors P(Extx UExty) = 1. De plus :

= P(Exty) > 0;
= P(Extx) >0 < Acc(p) N Mg # 0.
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= Persistance
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Théoréme (persistance siire). Supposons Ay > 0, Ax > 0.
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Théoréme (persistance siire). Supposons Ay > 0, Ax > 0.
Alors Piny(M\Mjy) = {I1}, et :
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Théoréme (persistance siire). Supposons Ay > 0, Ax > 0.
Alors Piny(M\Mjy) = {I1}, et :

= supp(ll) =D x &, et I' #0;
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Théoréme (persistance siire). Supposons Ay > 0, Ax > 0.
Alors Piny(M\Mjy) = {I1}, et :

= supp(Il) =T x €&, etf‘;«é@;
= 30 >0, fM\MO (270 +y9) dlI < +o0;
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Théoréme (persistance siire). Supposons Ay > 0, Ax > 0.
Alors Piny(M\Mjy) = {I1}, et :
= supp(Il) =T x €&, etf‘;«é@;
= —0 —0 .
= 46 > 0, fM\MO (ac +y )dH< +00;
> Si Zy € M\Mj alors :

> II; — II étroitement,

i

@
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Théoréme (persistance siire). Supposons Ay > 0, Ax > 0.
Alors Piny(M\Mjy) = {I1}, et :
= supp(Il) =T x €&, etf‘;«é@;
= —0 —0 .
= 46 > 0, fM\MO (ac +y )dH< +00;
> Si Zy € M\Mj alors :

> II; — II étroitement,

i

@

> wym =1
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possible

Théoréme x (persistance ou extinction de x).

Supposons Ay > 0, Ax <0 et 'V M = 0.
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possible

Théoréme x (persistance ou extinction de x).
Supposons Ay > 0, Ax <0 et 'V M = 0.
Alors Piny(M\Mjy) = {I1}, et :
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possible

Théoréme x (persistance ou extinction de x).
Supposons Ay > 0, Ax <0 et 'V M = 0.
Alors Piny(M\Mjy) = {I1}, et :

= supp(Il) =T x &, et ' £ 0;

Adrien Prodhomme



Dynamiques en temps long

possible

Théoréme x (persistance ou extinction de x).
Supposons Ay > 0, Ax <0 et 'V M = 0.
Alors Piny(M\Mjy) = {I1}, et :

= supp(Il) =T x &, et ' £ 0;

= 360 > 0, fM\MO y_e dIl < 40
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Théoréme x (persistance ou extinction de x).
Supposons Ay > 0, Ax <0 et 'V M = 0.
Alors Piny(M\Mjy) = {I1}, et :
= supp(Il) =T x &, et ' £ 0;
= 360 > 0, fM\MO y_e dIl < 40
= Z:={pe M :Acc(p) "M = ()} est fermé, pos' invariant;
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Théoréme x (persistance ou extinction de x).
Supposons Ay > 0, Ax <0 et 'V M = 0.
Alors Pipy(M\My) = {I1}, et :
= supp(Il) =T x &, et T £ 0;
= 360 > 0, fM\MO y_g dIl < 40
= Z:={pe M :Acc(p) "M = ()} est fermé, pos' invariant;
= Supposons Zy = (p,i) € M\My.
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Théoréme x (persistance ou extinction de x).
Supposons Ay > 0, Ax <0 et 'V M = 0.
Alors Pipy(M\My) = {I1}, et :
= supp(Il) =T x &, et T £ 0;
= 360 > 0, fM\MO y_g dIl < 40
= Z:={pe M :Acc(p) "M = ()} est fermé, pos' invariant;
= Supposons Zy = (p,i) € M\My.

Sip e = alors :
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Théoréme x (persistance ou extinction de x).
Supposons Ay > 0, Ax <0 et 'V M = 0.
Alors Piny(M\Mjy) = {I1}, et :
= supp(Il) =T x &, et ' £ 0;
= 360 > 0, fM\MO y_g dIl < 40
= Z:={pe M :Acc(p) "M = ()} est fermé, pos' invariant;
= Supposons Zy = (p,i) € M\My.
Sip e = alors :

étroitement,

Adrien Prodhomme



Dynamiques en temps long

Théoréme x (persistance ou extinction de x).
Supposons Ay > 0, Ax <0 et 'V M = 0.
Alors Piny(M\Mjy) = {I1}, et :
= supp(Il) =T x &, et ' £ 0;
= 360 > 0, fM\MO y_g dIl < 40
= Z:={pe M :Acc(p) "M = ()} est fermé, pos' invariant;
= Supposons Zy = (p,i) € M\My.
Sip e = alors :

étroitement,

> wiim =1
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Théoréme x (persistance ou extinction de x).
Supposons Ay > 0, Ax <0 et 'V M = 0.
Alors Piny(M\Mjy) = {I1}, et :
= supp(Il) =T x &, et ' £ 0;
= 360 > 0, fM\MO y_g dIl < 40
= Z:={pe M :Acc(p) "M = ()} est fermé, pos' invariant;
= Supposons Zy = (p,i) € M\My.
Sip e = alors :

étroitement, Pers

> wiim =1
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Théoréme x (persistance ou extinction de x).
Supposons Ay > 0, Ax <0 et 'V M = 0.
Alors Piny(M\Mjy) = {I1}, et :
= supp(Il) =T x &, et ' £ 0;
= 360 > 0, fM\MO y_g dIl < 40
= Z:={pe M :Acc(p) "M = ()} est fermé, pos' invariant;
= Supposons Zy = (p,i) € M\My.
Sip e = alors : Sip ¢ Z alors :

étroitement, Pers

> wiim =1

Adrien Prodhomme



Dynamiques en temps long

Théoréme x (persistance ou extinction de x).
Supposons Ay > 0, Ax <0 et 'V M = 0.
Alors Pipy(M\My) = {I1}, et :
= supp(Il) =T x &, et T £ 0;
= 360 > 0, fM\MO y_g dIl < 40
= Z:={pe M :Acc(p) "M = ()} est fermé, pos' invariant;
= Supposons Zy = (p,i) € M\My.

Sip e = alors : Sip ¢ Z alors :
> 1, > 1 > P(Extyx) >0,
étroitement, Pers

> wiim =1
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Théoréme x (persistance ou extinction de x).
Supposons Ay > 0, Ax <0 et 'V M = 0.
Alors Pipy(M\My) = {I1}, et :
= supp(Il) =T x &, et T £ 0;
= 360 > 0, fM\MO y_g dIl < 40
= Z:={pe M :Acc(p) "M = ()} est fermé, pos' invariant;
= Supposons Zy = (p,i) € M\My.

Sip e = alors : Sip ¢ Z alors :
> 1, > 1 > P(Extyx) >0,
étroitement, Pers | = P(Pers) > 0,

> wiim =1
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Théoréme x (persistance ou extinction de x).
Supposons Ay > 0, Ax <0 et 'V M = 0.
Alors Pipy(M\My) = {I1}, et :
= supp(Il) =T x &, et T £ 0;
= 360 > 0, fM\MO y_g dIl < 40
= Z:={pe M :Acc(p) "M = ()} est fermé, pos' invariant;
= Supposons Zy = (p,i) € M\My.

Sip e = alors : Sip ¢ Z alors :

> 1, > 1 > P(Extyx) >0,
étroitement, Pers | = P(Pers) > 0,

> wiim =1 > P(Eth U Pers) = 1.
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© Topologie de I'
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Topologie de T’

ge de M7

= T" contient un domaine de Jordan K comme suit :

Cistable. F

(o 0) (x.0) (maz. 0)
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ge de M

= Si T D {0} X [Ymin, Ymaz] :

(0. Ymas) 4777 Cinstabic, maz

'lr(} .‘.-'l.uu.--‘.] ‘k“———b C I_'.._\'rlr'J‘r T

«—>
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Topologie de T

ge de MF

= Si T D {0} X [Ymin, Ymaz] :

= I se rétracte (par
é 1 X ( 3 -+ (I-'--.-.:'r-r'n.'r ot
déformation) sur I\ M (0, Ymaz) #7777 ©
----- ' M
l'r(} 'U“”'“"] ‘h‘__» ( I.'--.\.'rlr'J.‘r min

>
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Topologie de T

= T est contractile = connexe par arcs, simplement connexe;

(rétraction de T\MX sur (0, Tyin) le long de Fimin)
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= T est contractile = connexe par arcs, simplement connexe;

(rétraction de T\MX sur (0, Tyin) le long de Fimin)
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Topologie de T

= T est contractile = connexe par arcs, simplement connexe;

(rétraction de T\MX sur (0, Tyin) le long de Fimin)

= I'NnMY = [.Tmz‘mxmam] X {0}
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Casou Ay <0, Ay >0:
= Lemme (drift). Soient 0 < ap < |An|, h € {x,y}.
Il existe T, 6, e >0et 0 < p<1 tels que :

Vz = (z,y,1) € M, vz = (x,9,4) € Mg,

E. (log X1)—logx

' < —oy (Lx) Ez(l()g?)—logy > ay (Ly)
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attraction

= Supposons Yy =y €]0,¢[. Soit M,, = —log Y, 7 +nTay :
(Ly) = (M, .y.0u) sous-martingale
= IE(TEy’O”t) < —logy < 4o0.
= Supposons Xy = x €]0, [. Soit
(Gx) = (W

n/\Tex,Out) sous-martingale

= P(r20% < f00) < (z/e)? < 1,
De plus :

(Lx) = sur {720 = oo}, limsup log(X,7)/T < —ax
t——+oo

= sur {70" = {00}, extinction de x.
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hérence de (II;)

= Lemme. £ := {valeurs d'adhérence de (II;)} C P, (M) p.s.
= On suppose p € Z. Soit IT € .Z. Alors IT € P, (E x E).

Iy = II( - NML),

II, = H( . m(:\ % g)\My) invariantes.
1 = M,

= I =Tl + I oﬂ{

= Hy=<«L(1/y)» = IL(Hy)=<«ILL(1/y)>» =0.
= D'ou Ig(Hy) > 0. Or Iy o py et py(Hy) > 0. Donc Iy = 0.
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) mesure invariante sur M\ M

= |rréductibilité de (Zn) ~ liee a I'existence de p* € T' N M\ M)

/.
. / p
1."..... //
IP » Courbe instable de
/
A P (champ moyen )

* T
Timin T Ty

= 7’z'm(l\/l.\l.\/lo) = {11}, II; — IL.
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Si Acc(p) N M -

it

P(fog < +oo) > 0 = P(Pers) > 0;

i

» [P’(O’M]:B’E/z[ < 400) > 0 = P(Extyx) > 0;

= 3e>0, Vz € MY _jo, P. (02"0‘“ < 400) <1—¢ dob:
> P(n allers-retours entre MG _ o) et M +oo[) <(1l-¢)"—=0
> A.p.ct.: Z; € M¥

10,61 (1) ou Z; € ME‘E/Z_H)O[

= Cas (1) = Extx.
= Cas 2 e, Ty >0, Vz € ME/2,+oo[’ P.(opye <T1) > c1.
= le processus finit par entrer dans I C =.
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