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Probléme n° 4

On dit qu’une surface réguliere est minimale si sa courbure moyenne est identique-
ment nulle.

On dit qu'une carte locale (¢, U) d’une surface réguliere est conforme si g11 = g22
et gio =0 sur U.

1) Montrer qu'une carte conforme (¢, U) est une application conforme de U sur
p(U).

2) Soit S une surface réguliere orientée minimale. Montrer que T,n est une
similitude en tout point p € S ou T,n est injective.
3) Soit (¢, U) une carte conforme d’une surface S avec les coordonnées
(u! = u,u? = v). On pose e; = d;¢ = dp/Ou’.

a) Montrer que < d1e; + dq2e2, €; >= 0 pour i = 1, 2.

b) En déduire que die; + dres = —2X2Hn out A\ = g1; et H est la courbure
moyenne de S.

c) Montrer que ¢(U) est minimale si et seulement si les fonctions coordonnées
(1, P2, p3) de ¢ sont harmoniques, c’est-a-dire vérifient I’équation de Laplace

0%pa |OU? 4+ 0%pq JOV? =0

4) On considere dans le plan Oyz la courbe C' d’équation y = f(z) avec f > 0 et
de classe C2. Montrer que la surface de révolution engendrée par la rotation de C
autour de 'axe des z est minimale si et seulement si

f// 1

S

Intégrer cette équation au voisinage d’un point ot f’ £ 0 (on pourra multiplier les
deux cotés par f’). Conclusion ?

5) Montrer que ¢ = (¢1, 2, P3) avec
¢1(u,v) = sinhvsinu, ¢2(u,v) =sinhvcosu, ¢z(u,v) =1u

ou (u,v) € ]0,27[ x R est une paramétrisation conforme d’un hélicoide et que
cette surface est minimale.

6) Montrer que ¥ = (11,12, 13) avec

1(u,v) = coshwvcosu, Pa(u,v) = —coshvsinu, ¥s(u,v) =v



ou (u,v) € ]0,2w] x R est une paramétrisation conforme d’un caténoide et que
cette surface est minimale.

7) Montrer que (¢, %) (a=1,2,3) vérifie les équations de Cauchy-Riemann :

a¢a/av = —8¢a/8u
(*) 8¢a/au = awa/av

8) On pose ¢'(u,v) = cost ¢(u,v)+sint 1) (u,v). Montrer que ’on obtient ainsi une
famille a un parametre t de surfaces paramétrées régulieres conformes et minimales.
Montrer que ces surfaces ont la méme premiere forme fondamentale.

9) Pour (u,v) fixé, montrer que la courbure de Gauss K;(¢'(u,v)) de ¢ en ¢'(u, v)
ne dépend pas de t.

10) Montrer que les résultats 8 et 9 sont vrais pour tout couple (¢, 1) de surfaces
régulieres conformes minimales vérifiant les équations de Cauchy-Riemann (x).

11) Donner une paramétrisation conforme de la sphere

S ={(z,y,2) : 2® + 9>+ 2 =1}.



