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Examen

Exercice 1
On considere le cone S C R? d’équation z = ky/22 + y?2 avec (z,y) € R?\ {(0,0)}
et k > 0. On note « le demi-angle au sommet (on a 0 < o < 7/2 et tana = 1/k).

On considere aussi le secteur de R?

S ={(rcosf,rsinf), r>0, 0<6<2msina}

1) Justifier que S et S sont des surfaces régulieres.

2) On admet que ¢ : U =0, 00[x]0, 27 sin a[— S telle que ¢(r,0) = (rcos,rsinb)
est une carte de S. Calculer les coefficients (g; ;) de la premiere forme fondamentale
de S dans cette carte.

3) On admet que ¢ : U =]0, 0o[x]0, 27r[— S telle que p(u,v) = (ucosv, usinv, ku)
est une carte de S.

a) Calculer les coefficients (gi j) de la premiere forme fondamentale de S dans cette
carte. ’

b) Calculer les coefficients (L; ;) de la seconde forme fondamentale de S dans cette
carte.

c) Calculer les courbures principales et la courbure de Gauss de S. D’apres la
courbure de Gauss, est-il plausible que S soit localement isométrique au plan ?

4) Montrer qu’il existe une application différentiable f: S — S telle que

f(rcosf,rsinf) = (rsinacos(f/sin ), rsin asin(f/ sin «), r cos ).

”

Exprimer I'application “f lue dans les cartes (o,U) et (o,U)” quon notera

f:U—>Q.

5) Montrer que pour tout (r,0) € U, on a G(r,0) = *JG(u,v)J, o J est la matrice
jacobienne de f en (r,8) et G(r,0) [resp. G(u,v)] est la matrice des (g; ;(r, 0)) [resp.
des (gij(u,v))] et ou (u,v) = f(r,0).

6) En déduire que f est une isométrie de S dans S.

7) Ecrire ’équation d’une géodésique joignant deux points p = f(ry cos 61,1 sin 6;)
et ¢ = (f(racosbs,r2sinfsy) de S. Une telle géodésique existe-t-elle toujours ?



Exercice 2
Soit v : I — R? un courbe biréguliere paramétrée par 1’abscisse curviligne.

1) Rappeler les formules de Frenet. On notera (T(s),N(s),B(s)) le triedre de
Frenet de v en ~(s).

2) Montrer que y(I) est contenue dans un plan si et seulement si la torsion de ~y
est identiquement nulle.

3) On suppose que y(I) est contenue dans une surface réguliére orientée S. On note
n(p) le vecteur normal unitaire de S en p et T,n 'endomorphisme de Weingarten.
On suppose que 7 est une courbe géodésique de S. Montrer que n(y(s)) = £N(s)
et que le signe est constant sur I.

4) On suppose que 7 est a la fois une courbe géodésique de S et une ligne de
courbure de S (cela signifie que pour tout s € I, il existe A(s) € R tel que
(Tysym)(7'(s)) = A(s)7'(s)). Montrer que (1) est contenue dans un plan.

Exercice 3

Soit S = {(z,y,2) € R®: 22 +y?+ 2% = 1} la sphere unité de R? orientée par
le vecteur normal sortant. On rappelle que son aire est 47 et que le volume de la
boule qu’elle borde est 47/3.

Soit w la forme différentielle définie sur R® \ {0} par
xdy Ndz + ydz A dz + zdx N dy
(2 + y2 + 22)3/2

1) Soit a une 1-forme différentielle sur S. Montrer en utilisant la formule de Stokes

que
/ da = —/ da,

ot ST et S~ sont respectivement les hémispheres nord et sud. En déduire que
Jqda = 0.
s

2) Montrer que la forme différentielle w sur R3 \ {0} définie plus haut est fermée.
3) Montrer que pour U, V,W € R3, on a ’égalité
det(U,V,W) = (Widy A dz + Wadz N\ dx + Wsdx A dy)(U, V).

4) Calculer w,(U, V), oup € S et (U, V) est une base orthonormée positive de T},S.
En déduire que la restriction wig de w a S est la forme de surface canonique de S.

5) Evaluer [qw)s en utilisant la question 4.
6) Evaluer [;w)s en utilisant la formule de Stokes et la forme différentielle
W' = xdy \Ndz + ydz A dx + zdx A dy

définie sur R3.

7) Déduire des questions précédentes que la forme différentielle w sur R\ {0}
n’est pas exacte.



