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Chapitre 1

SUITES NUMERIQUES

1.1 Deéfinitions et premiéres propriétés

Définition 1.1.1. Une suite (numérique) est une application de N, privé éven-
tuellement d’un nombre fini d’éléments, dans K, ot K =R ou C.

Si z désigne une telle application, pour chaque n € N, x,, = x(n) est appelé le
terme général d’ordre n de la suite et on note (zy)n>0 ou (2,)n>0 la suite
elle-méme.

Une suite réelle (resp. complexe) est une suite numérique telle pour tout n > 0,
xn € R (resp. x, € C).

Exemple 1.1.1. ((—1)"), () et (n?) sont des suites réelles.

Définition 1.1.2. Deux suites (2, )n>0 €t (Yn)n>0 sont égales si, pour tout n > 0,
on a T, = Yn.

Remarque 1.1.1. Il ne faut pas confondre l’ensemble £ = {z, ; n > 0} des
éléments de la suite (z,,)n>0 et la suite (z5,)n>0. Par exemple, les suites (2, )n>0
et (yn)n>0 définies respectivement par x, = (—1)" et y,, = (—1)""! ont un méme
ensemble d’éléments E = {—1, 1}, mais ne sont pas égales.

Définition 1.1.3. 1. Une suite réelle (z,,),>0 est dite majorée (resp. mino-
rée) si ’ensemble de ses termes est une partie de R majorée (resp. minorée),
ce qui peut s’écrire :

Il existe M € R (resp. m € R) tel que pour tout n € N, x,, < M (resp.
m < zp).

2. Une suite numérique (z,,),>0 est dite bornée s’il existe A > 0 tel que pour
tout n € N, on ait |z, | < A.

Remarque 1.1.2. Une suite réelle est bornée si elle est a la fois majorée et
minorée.
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1.2 Convergence

Définition 1.2.1. Une suite (x,),>0 est dite convergente s’il existe £ € K
vérifiant :

Ve >0, 3N € N tel que pour tout n > N, on ait |z, — {| < &.

Le nombre ¢ est appelé limite de la suite (z,,)p>0. On dit que (x,),>0 a pour

limite £ ou que la suite (x,),>0 converge vers £. On écrit alors ¢ = lil}_l T, ou
- n—-—+00
T, — L.
n—-+o0o

Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.

Rappel. Le corps R est archimédien, ¢.e. pour tout a,b € R tels que a > 0 et
b > 0, il existe n € N tel que a < nb.

Exemple 1.2.1. 1. La suite (1) a pour limite 0.

2. La suite ((—1)™) n’est pas convergente car pour tout £ € R, on a max (¢ —
1,16 4+1]) > 1.

Remarque 1.2.1. Soient (x,),>0 une suite dans K et £ € K. On déduit immé-
diatement de la définition que 'on a

lim z,=¢ << lm z,—-¢(=0<«= lim |z,—¢=0.
n—-+4o00o n—-+4o00o n—-+4o0o

Proposition 1.2.1. Lorsqu’elle existe, la limite d’une suite est unique.
Proposition 1.2.2. Toute suite convergente est bornée.

Remarque 1.2.2. Une suite bornée n’est pas forcément convergente. Par exemple,
la suite ((—1)™) est bornée et divergente.

Parmi les suites non bornées, on va distinguer des suites particuliéres :

Définition 1.2.2. Soit (zy,)n>0 une suite réelle.

1. On dit que (2,)n>0 tend vers +oo si pour tout A > 0, il existe N € N tel

que pour tout n > N, on ait x, > A. Dans ce cas, on écrit li]grl Ty = 400
n—-—+0oo

ou xr, — —+00.
n—-+0o0o

2. On dit que (xy,)n>0 tend vers —oo si pour tout B < 0, il existe N € N tel

que pour tout n > N, on ait x,, < B. Dans ce cas, on écrit li]grl Ty = —00
n—-—+0oo
oux, — —0Q.
n— 400
Remarque 1.2.3. 1. Une suite réelle qui tend vers 400, ou vers —oo, n’est

pas bornée. Mais la réciproque est fausse. Par exemple, la suite ((—1)"n)
n’est pas bornée, mais elle ne tend pas vers +o0o ou vers —oo.
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2. Ona lim |z, =400 <= lim L1 =o0.
n—-+o00 n—-+oo In

Théoréme 1.2.1. Soient (xp)n>0 €t (Yn)n>0 deux suites réelles convergentes

telles que x, <y, pour tout n > N, alors on a lim x, < lim y,.
n——+0o n—-+0o0o

Corollaire 1.2.1. Soient (z,,)n>0 une suite réelle convergente et a,b € R.

1. 8%l existe N € N tel que pour tout n > N, on ait a < xp, alors on a

a< lim z,.
n—-+4o0o

2. S8l existe N € N tel que pour tout n > N, on ait x,, < b, alors on a

lim =z, <b.
n—-+o0o

Théoréme 1.2.2. Soient (zn)n>0, (Yn)n>0 €t (2n)n>0 des suites réelles telles que :
(o) 1l existe N € N tel que pour tout n > N, on ait x, < yp < 2.
(B) Les deux suites (n)n>0 €t (2n)n>0 convergent vers la méme limite £.
Alors la suite (Yn)n>0 converge vers £.
Proposition 1.2.3. Soient (x,)n>0 et (Yn)n>0 des suites réelles telles que x,, < yn,
pour tout n > N. On a :

1. S1 lim =z, = +o0, alors lim y, = 4o00.

n—-+o0o n—-+o0o
2. 8 lim y, =—o0, alors lim =z, = —occ.
n—-+o0o n—-+00

Théoréme 1.2.3. Soient (z,)n>0 €t (Yn)n>0 des suites convergeant respective-
ment vers {1 et 5. Alors on a :

1. Les suites (Tn, + Yn)n>0 €t (TnYn)n>0 convergent respectivement vers {1 + {o
et 6162.

2. Pour tout X € K, la suite (Azp)n>0 converge vers \y.

. . Tn . .
3. Si 62 §é 0, la suite (y—n)nzo est deﬁme pour n assez gmnd et converge vers
L1
o

1.3 Suites monotones; suites adjacentes

Définition 1.3.1. Soit (zy)n>0 une suite réelle.
1. On dit que (xy,),>0 est croissante si pour tout n > 0, on a z, < 4.
2. On dit que (z,)n>0 est décroissante si pour tout n > 0, on a zp41 < Ty,
3. On dit que (2, )n>0 est monotone si (x,)y>0 est croissante ou si (zy)n>0

est décroissante.

Théoréme 1.3.1. 1. Toute suite réelle croissante et majorée est convergente.
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2. Toute suite réelle décroissante et minorée est convergente.

Proposition 1.3.1. 1. Toute suite réelle croissante mon majorée tend vers
+00.

2. Toute suite réelle décroissante non minorée tend vers —oo.

Définition 1.3.2. Deux suites réelles (x,)n>0 et (yn)n>0 sont dites adjacentes

si (@ )n>0 est croissante, (y,)n>o décroissante, et si lil}_l Yn — Tp, = 0.
- - n—-—+0o0

Théoréme 1.3.2. Soient (xy,)n>0 €t (Yn)n>0 deux suites adjacentes. Alors on a :
1. Pour toutn >0, on a x, < yYn.

2. Les suites (xp)n>0 €t (Yn)n>0 sont convergentes et ont la méme limite.

1.4 Suites extraites

Définition 1.4.1. Soit (x,,),>0 une suite numeérique. On dit qu'une suite (Y, )n>0
est une suite extraite ou sous-suite de la suite (z,),>0 8'il existe une application
strictement croissante ¢ de N dans N telle que y, = z(,), pour tout n € N.
Exemple 1.4.1. Si (xy,)n>0 est une suite, alors les suites (z2n)n>0 €t (T2n+1)n>0
sont des suites extraites de (zp)n>0.

Lemme 1.4.1. Soit ¢ : N — N une application strictement croissante, alors
pour tout n € N, on a p(n) > n.
Théoréme 1.4.1. Soit (xy,)n>0 une suite numérique.

1. Si (zp)n>0 est convergente et a pour limite £, alors toute suite extraite de
(Tn)n>0 converge aussi vers £.

2. Siles deux suites extraites (Taon)n>0 €t (Tan+1)n>0 sont convergentes et ont

la méme limite ¢, alors (z,)n>0 est convergente et a pour limite (.

Remarque 1.4.1. 1l existe des suites divergentes dont on peut extraire des suites
convergentes. Par exemple, la suite de terme général x,, = (—1)" est divergente,
et pourtant les suites extraites (T2, )n>0 €t (Z2n+1)n>0 sont convergentes.

Théoréme 1.4.2 (Bolzano-Weirstrass). De toute suite numérique bornée, on peut
extraire une suite convergente.

1.5 Suites de Cauchy

On va démontrer un critére de convergence des suites numériques qui ne fait pas
intervenir la limite.
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Définition 1.5.1. On dit qu’une suite numérique (x,,),>0 est de Cauchy si pour
tout € > 0, il existe N € N tel que pour tous p > N et ¢ > N, on ait |z, — x| < €.

Proposition 1.5.1. Toute suite numérique convergente est de Cauchy.
Proposition 1.5.2. Toute suite de Cauchy est bornée.

Lemme 1.5.1. Soit (zy)n>0 une suite de Cauchy. Si (zn)n>0 admet une suite
extraite qui converge vers £, alors la suite (zy)n>0 converge aussi vers L.

Théoréme 1.5.1. Une suite numérique est convergente si et seulement si elle est
de Cauchy.

n

1
Exemple 1.5.1. Pour tout n > 1, on pose x, = Z =k Alors la suite (zp)n>1
k=1
est de Cauchy dans R, donc convergente.

1.6 Fonctions continues et suites numériques

Théoréme 1.6.1. Soient I un intervalle de R, a € I et f : I —> R une fonction.
Alors f est continue en a si, et seulement si, pour toute suite (z,)n>0 d’éléments
de I convergeant vers a, la suite (f(x,))n>0 converge vers f(a).

1.7 Suites récurrentes

Définition 1.7.1. Soient I un intervalle de R et f : I — I une fonction.
Toute suite (z,)n>0 définie par zo donné dans I, et la relation de récurrence
ZTnt1 = f(zy,) pour tout n € N, est appelée suite récurrente.

est une suite

Exemple 1.7.1. La suite définie par g = 1 et z,11 = g
x

n
récurrente, qui peut étre associée a la fonction f définie sur I = [0, 1] par f(x) =
1

1+z

Proposition 1.7.1. Soient I un intervalle de R, f : I — I une fonction et
(Tn)n>0 une suite définie par xo donné dans I, et la relation de récurrence xp,q1 =
f(xn) pour tout n € N. Alors on a les propriétés suivantes :

1. Si (zp)n>0 converge vers £ € I et si f est continue en £, alors on a f(¢) = ¢.

2. Si f est croissante, alors la suite (xy)n>0 est monotone. Si de plus I est
borné, alors (xy)n>0 est convergente.

3. Si f est décroissante, alors les suites (Tan)n>0 €t (Tan+1)n>0 sont monotones
et ont des sens de variations opposés. Si de plus I est borné, alors les suites
(Xon)n>0 €t (Tant1)n>0 Sont convergentes. Si elles ont la méme limite ¢,
alors (xp)n>0 converge vers £. Sinon, (xy)n>0 est divergente.
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Exemple 1.7.2. Etudier la suite définie par zg € [0, 2] et 2,41 = \/Tn, pour
tout n € N.

Exemple 1.7.3. Etudier la suite définie par zg = 1 et 2,41 = , pour tout

1
1+z,
n € N.

Définition 1.7.2. Soient I un intervalle de R et f : I — I une fonction. On dit
que f est contractante s’il existe une constante K € [0, 1] telle que pour tout
z,y €1, onait [f(z) — f(y)| < K|z —y].

Remarque 1.7.1. Soient I un intervalle de R et f : I — I une fonction.
1. Si f est contractante, alors f est continue.

2. Supposons f dérivable sur I et & dérivée bornée. Notons K = sup|f’(z)].
xzel
D’apres le théoréme des accroissements finis, on a alors |f(z) — f(y)|

K|z —y|. Si K € [0, 1[, alors f est contractante. Par exemple, si I = [3,
et si f(z) = ﬁ, alors on a f(I) C I, f est dérivable sur I et on a |f'(x)]
% < 1, pour tout z € I.

IN 2 A

Théoréme 1.7.1 (Du point fixe). Soient I = [a, b] un intervalle borné fermé de
R et f : I — I une fonction contractante. Alors on a :

1. L’équation f(x) = x a une unique solution r dans I, appelée point fize de
f dans I.

2. Toute suite récurrente définie par xg € I et xyy1 = f(xy) pour tout n € N,
converge vers ce point fize r.
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Exercices 7

1.8

Exercices

. Montrer que si la suite (uy,)nen converge, alors la suite (Ju,|) converge. La

réciproque est-elle vraie?

. Montrer qu’une suite de nombres complexes (u,)nen converge vers 0 si et

seulement si, la suite de réels positifs (Juy,|)nen converge aussi vers 0.

Soit (2 )nen une suite de nombres complexes. Montrer que la suite (2, )nen
est convergente si et seulement si les deux sous-suites (z2,) et (zop+1)
convergent vers la méme limite.

. Soit (2, )nen une suite de nombres complexes. On suppose que les sous-suites

(22n), (z2n+1), (23,) convergent. Montrer que la suite (z,) converge.

. Montrer qu’une suite complexe (z,) est convergente si et seulement si les

deux suites réelles (u,) et (vy,), respectivement partie réelle et imaginaire
de (z,), sont convergentes.

. Soient (x,)nen une suite convergente vers 0 et (y,)nen une suite bornée.

Montrer que la suite (z,yn)nen converge vers 0.

7. Etudier la convergence de la suite (a"),>0, oil a est un réel fixe.

8. Soit (un)nen une suite de réels strictement positifs. Montrer que :

Un+1
Unp

(a) S’il existe un réel A et un entier p tels que Vn > p, > A > 1, alors

lim w, = +o0;

n——+o0o

Un+1
Un,

(b) S'il existe un réel A et un entier p tels que Vn > p, < A< 1, alors

lim wu, =0.
n—-4o00

(c) Enoncer des résultats analogues si I'on suppose lim

[0, 4-00].
. n® n
(d) Etude des suites u,, = o ot €R; 2 et 2

. Etudier les suites suivantes, définies par leur terme général u,

2 2 n
1 1 1\» 2

UNZL3UHZ\/”+1_\/7®+5§U7¢:”—§Un:(_+_> J Up = —

n*+1 2n 2 ' n n!

12422+ 4+ n? 1n n 1+2+---+n
Up = ;U =T ; Up =TN€ 5 Up = 2

nd+1 n

In(n) (mr) n cR I OO
Up = ——=; Up =sin(—); up, = —, a DU
v+l " "ol " 2 n?2+1 (n+1)?

.0 4204 +n! 1 1 1

Un = 2”8111(2—”), 0eR; uy, = oy 3 Un = (1_5)(1_5)”'(1_27%—1—1

) ;
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10. Montrer que 'on a

n 1\n I\ 1
lim (1+£> =e*ouxzeR ; lim <1+—) =e ; lim (1——> =

n——+o0o n n——+o00 n n—+00 n e

: I : 1 \n : 1 \n

11. Déterminer les constantes a, b > 0 telles que li_}rn nb (\/an2 +n+1—vn2+ 1)
n (o]

soit finie.
12. Soit a € R tel que a eR\Z.
™

(a) Montrer que

lim sin(na) existe <= lim cos(na) existe
n—+oo n—-+00

(b) En déduire que lim sin(na) n’existe pas.
n——+0o00

c) doit o € R. En déduire que
(c) Soi R. En déduire g
(i) lim sin(na) existe <=« € 7Z, et que dans ce cas, on a
n——+00
sin(na) = 0.
(i) lim cos(na) existe <= « € 27Z, et que dans ce cas, on a
n——+00
cos(na) = 1.
(iii) lim e
n—-+0o
e =1,

existe <= « € 2nZ, et que dans ce cas, on a

13. Soit (uy,) une suite réelle. Montrer que si (u,) est convergente dans R, elle
posséde au moins 'une des propriétés suivantes :

(a) il existe un indice h tel que up, = supuy, ;
neN

(b) il existe un indice k tel que ug = inlf\] U
ne
14. (Moyenne de Césaro) Soit (uy)neny une suite de nombres complexes

convergeant vers £. On considére la suite (v, )nen définie par

1
Un:E(U1+U2+“‘+Un)-

(a) Démontrer que lim v, = ¢. La réciproque est-elle vraie?
n——+00

(b) Démontrer que, si la suite (uy, )nen & termes strictement positifs converge
vers £, alors il en est de méme de la suite (wy,),en définie par w, =

Yuiusg . .. uy. Réciproque?
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(¢) Soit (un)nen une suite de nombres réels. On définit les suites (v, )nen
et (wp )nen par :
1 1
vn = —(un Fug o), wy = E(u%+u%+"'~l—u%).
— Prouver linégalité suivante :  (ug +ug + -+ + up)? < n(u? +u3 +
).
~ Montrer que, si lim (w,) =0, alors lim (v,) = 0. Réciproque ?
n—-+o0o n—-+o0o
(d) Montrer que si la suite x,41 — 2, a pour limite ¢, la suite (x,/n) a
pour limite £.
(e) Montrer que si (z,)nen est une suite & termes positifs, et si la suite
Zn41/Tyn a pour limite ¢, la suite {/x, a pour limite ¢.
(f) Etudier la convergence et déterminer la limite des suites :
~ 1 o
Up = —, vy = Vnd+n?2—1.
n
p=1
. 1 L,
15. Montrer que la suite u, =1+ 3 + 3 + --- 4+ — n’est pas de Cauchy.
n
M I sui B 1 1 1 Cauch
16. Montrer que la suite un—1+§+?+~'+m est de Cauchy.
n
17. Montrer que la suite u, = ——— est convergente et calculer sa limite.
4 n ; k(k+1) &

18. Pour tout z € C, on pose u,(z) = kz_o E Montrer que ngrfw un(z) existe.
(On appelle cette limite "exponentielle de 2" et on la note e*.

19. Soit (an)nen une suite réelle bornée et p un nombre positif. Montrer que la

n
. a . . .
suite (Z —k) converge. Application : on fixe un entier naturel p > 1
o pk neN
et on suppose a, € {0,...,p— 1}; alors la limite en question est le dévelop-
pement p—adic d’un nombre réel dans [0, 1].

20. On considére une suite de nombres complexes (x,,),en pour laquelle existe
k € [0,1] tel que, Vn > 1, on ait |x,411 — zp| < k|2, — ©p—1|. Montrer que
(x,) converge en utilisant le critére de Cauchy.

21. Montrer que les deux suites suivantes sont adjacentes :

) 1+1 N 1 1 N 1
Up=1—=-+-—-- — Uy =U
" 2 3 n—1 2n’ " " oan+1

Que peut-on conclure?
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

On pose ug = a et vg = b, avec 0 < a < b. On considére les deux suites
(Un)n>0 €t (vp)n>0 définies par

Up + U
Un+1 = V/UnUn Untl = %
Montrer que ces deux suites sont adjacentes, et en déduire qu’elles convergent
o a+b
vers une limite ¢ €]V ab, 5 [.
|
Pour tout n € N* on pose S, = i et T, =S, + ﬁ Montrer que S et
k=0

T sont deux suites adjacentes. En déduire que e est irrationnel.

Soient o € R et ¢ > 0. Montrer qu'il existe u € Q et v € R\ Q tels que
|lu—a| <eet|v—al <e Autrement dit, Q et R\ Q sont denses dans R.

Montrer que la suite (u,)nen définie par ug = 1 et up4q1 = cos(uy) est
convergente.

Soient a et b deux nombres réels donnés avec 0 < a < 1. Etudier la suite
(Zn)nen définie par :
xo e R
Tpy1 = asin(z,)+b Vn>0
Etudier les suites récurrentes suivantes, suivant la valeur initiale ug € R.

4
Unt1 = V2Un + 35 Upr1 = V2 — Up ; Upt1 = - arctan(uy) ; unp4+1 = In(1+uy,) .

Etudier la suite (x,)nen définie par :
Ty = V2 et Tpt1 =V2+a, Yn>0

Soit a € RT. Etudier la suite (x,,),en définie par :

1
xo > Va et an:i(mn—i-xi) Vn>0

Etudier les suites (x,)nen définies par :

Z = 1 i) = 0
_ _Tn ) 8+ 22

Etudier les suites (x,)en définies par :

! Vn>0 ’ 2 Vn>0
€T = n
2, m T+a2  °

Tn41
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3+ 2uy,
2+ uy, F(tn), uo

(a) Montrer que l’équation ¢ = f(¢) admet deux solutions ¢; et £5.

32. On considére la suite récurrente up41 =

1 T
est une suite géométrique, et calculer

(b) Montrer que la suite v,, =
Up — fz

Up,.
(c) En déduire 'expression de u,, en fonction de n, puis la limite de (uy,).

(d) Peut-on appliquer le théoréme du point fixe?

33. On consideére la fonction f(z) = 22 — %, on se donne un réel oy € R, et on

se fixe pour but d’étudier la suite définie par récurrence par : ug = xg et
Unt1 = fup).
(a) Tracer le graphe de la fonction f, déterminer ses zéros et ses deux
points fixes a < f.

(b) Soit I = [—1, 0]. Montrer que f(I) C I et donner une majoration de
|f'(t)], t € I. En déduire que si 29 € I, alors la suite (u,) converge vers
a.

(c) On suppose que xg €] — 3, S[. Montrer qu'il existe un entier n, pouvant
dépendre de x, tel que u, € I et en déduire que la suite (u,) converge
encore vers q.

(d) Etudier la suite (uy,) si xg = £ puis si |zg| > .

34. Soient (a,b) € C*xC et (up )nen la suite définie par larelation de récurrence :
Vn €N, Upy1 = QUy + b.

(a) Démontrer que si a = 1, (Vn € N) u, = ug + nb, et que si a # 1,
(Vn e N) u, —r = a"(up — r) (déterminer le nombre r).

(b) La suite (up)nen est-elle convergente ?
35. On considére la suite définie par : ug € R; Vn €N, wupy1 = 3u71; =
— 2Up,

(a) Montrer que ’équation f(¢) = ¢ admet deux solutions ¢; et lo.
u —_—
21 est une suite
Up — £2

(b) Montrer que la suite (v,)pen définie par v, =
géomeétrique.

(c) Exprimer le terme général v, en fonction de n, puis le terme général

uy, en fonction de n. Calculer Lim .
n—-+00
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Chapitre 2

SERIES NUMERIQUES

2.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 2.1.1. Soit (z,)n>0 une suite réelle. On appelle série de terme

général z,, notée Z T, ou Z Ty, le couple des deux suites ((l’n)nzoa (Sn)nZO)
n>0

n
ou S, = E z, est la somme partielle des n + 1 premiers termes de la série.
p=0
Parfois on considére une suite (zy,)n>n,. On lui associe la suite (x,,),>0 telle que
x, =0 pour 0 < n < ng — 1, et la série correspondante sera notée E T -

n>ng

Définition 2.1.2. Si la suite (S,)n>0 a une limite S, on dit que la série an

n>0
+o0o
est convergente et a pour somme S. On note alors S = Z T
n=0
Si la suite (Sy,)n>0 n'a pas de limite, alors la série Z T, est dite divergente.

n>0
Etudier si une série donnée est convergente ou divergente, c’est étudier sa nature.

Définition 2.1.3. Soit Z Ty, une série convergente ayant pour somme S. Le réel

n>0
+oo
R, =5 — 5, est appelé reste d’ordre p de la série. En fait, on a R, = Z Tp.
n=p+1

Notez que la série E xy converge vers S se traduit par lim R, =0.
p—+00
n>0

Exemple 2.1.1 (Série géométrique). C’est une série de terme général x,, =
aq™, avec a,q € R et a # 0.

13
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1. Sig=1,ona S, =(n+1)a, donc la série an diverge.

n>0
1— qn+1
2. Sig#1,onaS,=a
1—g¢
. . a .
(i) Pour |[¢g| <1,ona lim S, = 1o donc la série an converge et
n—-+o0o —q n>0
a
a pour somme .
—4q
(ii) Pour |g| > 1 ou ¢ = —1, la suite (S,)n>0 n'a pas de limite et la série
Z Ty diverge.
n>0

Exemple 2.1.2. Série de terme général z,, = f(n+1) — f(n), out f est une

n
fonction donnée. On a alors S, = Zajp = f(n+ 1) — f(0). Par conséquent,

p=0
la série an converge si, et seulement si, la suite (f(n)),>0 est convergente.
n>0
1 1 1 1
Exemple, considérons la série —— . 0Ona = - —, d’ou
empIe, Zn(n—l—l) n(n+1) n+1+n7

n>1

Sp=1-—

1
. Donc la série ——  est convergente et a pour somme 1.
n+1 §>:1 n(n+1) Vers P

Proposition 2.1.1. Soient an et Zyn deuz séries convergentes et ont pour
n>0 n>0
sommes respectives S et T. Soit A € R, alors on a :

1. La série an + y,, est convergente et a pour somme S +T.
n>0

2. La série E Az, est convergente et a pour somme AS.
n>0

Théoréme 2.1.1 (Condition nécessaire de convergence). Si la série E Ty est
n>0
convergente, alors on a lim =z, = 0.

n——+o00
Remarque 2.1.1. En pratique, c’est la forme négative du théoréme qui est la
plus utile :
Si la suite (z,,)n>0 ne tend pas vers 0, alors la série Z xy diverge.
n>0

Exemple 2.1.3. Si z,, = (—1)", alors la série an diverge. Mais on peut voir
n>0
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cela d’une autre maniére car on a So, = 1 et Sop41 = 0 et donc la série E Tn,
n>0
diverge.

Remarque 2.1.2. La réciproque du théoréme précédent est fausse. Il existe des

: _ 1
séries divergentes dont le terme général tend vers 0. Par exemple, la série Z —
n>1

est divergente et pourtant on a lim — =0.
n—+oo n

Théoréme 2.1.2. La nature d’une série ne change pas si [’on modifie un nombre
fini de termes.

2.2 Critére de Cauchy ; convergence absolue

Théoréme 2.2.1 (Critére de Cauchy). La série an est convergente si, et

n>0
seulement, si elle vérifie la condition :
p
Pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout p > q > N, on ait Z Tn| <
n=q+1

€.

Définition 2.2.1. La série E T, est absolument convergente si la série
n>0

E |z, | est convergente.

n>0

Théoréme 2.2.2. Toute série absolument convergente est convergente.

Remarque 2.2.1. La réciproque du théoréme précédent est fausse. On verra

-1" 1
que la série Z (=1) est convergente, alors on sait déja que la série Z — est

n
n>1 n>1

divergente.

2.3 Séries a termes positifs

Théoréme 2.3.1. Soit E Ty une série 4 termes positifs, c’est-a-dire 0 < xp,
n>0

pour tout n > 0 (ou n > ng). Alors la série an converge si et seulement si

n>0
“+o00
la suite des sommes partielles (Sy)n>0 est magjorée. Dans ce cas, on a E Ty =
n=0

sup Sp,.
n>0
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Remarque 2.3.1. Soit Z Ty une série & termes positifs. Si la suite des sommes
n>0

partielles (S,,)n>0 n’est pas majorée, alors on a lim S, = 4o0.
- n—-+o0o

Théoréme 2.3.2 (Critére de comparaison). Soient an et Zyn des séries
n>0 n>0
telles que 0 < xp, < yn @ partir d’un certain rang ng.

1. S Zyn converge, alors an converge.

n>0 n>0
2. Si E xy, diverge, alors E Yn diverge.
n>0 n>0

Corollaire 2.3.1. Soient Z Ty, et Z Yn deuz séries a termes positifs. S’il existe

n>0 n>0
a >0 etb>0 tels que, pour tout n > ng, on ait ax, < y, < bx,, alors Z:L‘n et
n>0
Zyn sont de méme nature.
n>0
Corollaire 2.3.2. Soient an et Zyn deuz séries a termes positifs.
n>0 n>0
x
1. 8 lim == =0, alors on a :
n—+00 Yp
(1) Si Zyn converge, Z:L‘n converge.
n>0 n>0
(11) Si an diverge, Zyn diverge.
n>0 n>0
x
2. 8 lim = =c, avec ¢ > 0, alors les séries an et Zyn sont de méme
nTEee Un >0 >0
n> n>
nature.
x
3. Si lim = = +oo, alors on a :
n—+00 Yp
() Si Zyn diverge, an diverge.
n>0 n>0
(B) Si an converge, Zyn converge.
n>0 n>0

Théoréme 2.3.3. Soient Z T, et Z Yn deux séries a termes strictement positifs

n>0 n>0

Yn+1

Tn+1 <

T Yn

telles que a partir d’un certain rang ng, on ait
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1. S Zyn converge, alors an converge.

n>0 n>0
2. Si E xy, diverge, alors E Yn diverge.
n>0 n>0

Théoréme 2.3.4 (Régle de Cauchy). Soit Z Ty une série 4 termes positifs.
n>0
1. 8%l emiste K, avec 0 < K < 1, tel que, @ partir d’un certain rang ng, on ait
Y, < k <1, alors la série Z:L‘n converge.
n>0

2. Si, a partir d’un certain rang ng, on a Yx, > 1, alors la série Z Ty diverge.
n>0
Corollaire 2.3.3. Soit E Ty une série o termes positifs.

n>0

1. Si lim Yz, =4, avec £ < 1, alors la série Z Ty converge.

n——+o0o
n>0
2. 851 lim Yx, =4¢, avec £ > 1, alors la série E Ty, diverge.
n—-+o0o >0
n_

3. St lim Yz, =1, on ne peut pas conclure.
n—-+o0o

Remarque 2.3.2. Donnons deux exemples de séries de nature différentes telles
que lim +/x, =1.

n—-+00

1
1. Soit z, = —. On a lim ¥z, = 1 et on a déja vu que la série an
n

n——+o0o

n>1
diverge.
. . . T N
2. Soit z, = —- On a lim ¥z, = 1. Comme on a lim — = 1, ou
n n—-4oo n—++a>yn
Yn = ——, alors les deux séries E Ty et E Yn sont de méme nature.
n(n+1)

n>0 n>0

Or on a déja vu que E Yn, converge, donc E Ty, coOnverge.
n>0 n>0

Théoréme 2.3.5 (Régle de d’Alembert). Soit an une série a termes stricte-
n>0
ment positifs.
1. 8%l emiste K, avec 0 < K < 1, tel que, a partir d’un certain rang ng, on ait
Tn41
L,

<k <1, alors la série an est convergente.
n>0
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L . . Tn+41
2. Si, & partir d’un certain rang ng, on a

> 1, alors la série Z:L’n est

xr
n n>0

divergente.

Corollaire 2.3.4. Soit an une série a termes positifs.
n>0

.. Tn+1 ..
1. 8 lim —H — £, avec £ < 1, alors la série E Ty, converge.
n—+o00 Tp >0
n>

.. Tn+1 L. .
2. 8 lim =2 = £, avec £ > 1, alors la série E T, diverge.
n—+o00 Tp >0
nz

.. Tn41
3. Si lim 2 = 1, on ne peut pas conclure.
n—+o0 Tp

1
Définition 2.3.1. On appelle série de Riemann une série de la forme Z —.
n>0

1
Proposition 2.3.1. La série de Riemann Z — est convergente si, et seulement

n>0
st, a > 1.

2.4 Multiplication des séries absolument convergentes

Théoréme 2.4.1. Soient Z:L’n et Zyn deur séries absolument convergentes,
n>0 n>0
de sommes respectives S et T'. La série produit de terme général

Wy = TOYn + T1Yn—1 + -+ + TnYo

est absolument convergnte et a pour somme ST .

2.5 Séries semi-convergentes

Définition 2.5.1. Une série E T, est dite semi-convergente, si elle est conver-
n>0
gente sans étre absolument convergente.

Définition 2.5.2. Une série an est dite alternée, si pour tout n € N, z,, et
n>0

Tn+1 sont de signe contraire. Si on a xg > 0, le terme général de série s’écrit alors

sous la forme (—1)"|zy|.

Théoréme 2.5.1 (Criteére des séries alternées). Pour qu’une série alternée Z Tn
n>0

soit convergente, il suffit que la suite (|xy|)n>0 tende vers 0 en décroissant. Dans

ce cas, pour tout n € N, le reste Ry, est du signe de x,41 et on a |Ry| < |zp41]-
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(=D"

Exemple 2.5.1. La série Z
n

n>0

est alternée convergente.

Théoréme 2.5.2 (Abel). Soit Zanazn une série. On suppose que :
n>0

1. (an)n>0 est une suite de termes positifs, décroissante et tendant vers 0.

m
2. Il existe une constante M > 0 telle que, pour tout n,m € N, on ait ‘ Z a:p‘ <
p=n

M.

Alors la série E anTy est convergente.
n>0

Remarque 2.5.1. Le critére des séries alternées peut se déduire du théoréme
d’Abel.

Exemple 2.5.2. Etudier la nature des séries Z ap cos(nz) et Z ap sin(nz), ou

n>0 n>0

(an)n>0 est une suite de termes positifs, décroissante et tendant vers 0

) einm _ z (n+1)z

1pr pr N
Pour = # 2k, onaZe D — , d’oul ‘Ze ‘1_6“0‘ Par

p=n
< 2
conséquent, on a ‘ cos(pz ‘ < —— et ‘ sin(px ‘ < ————. Comme
q 7 pz:;l (p ) — ‘1_6255‘ pzz;b (p ) — |1 _ezx|

on a sin(2k7) = 0, on en conclut que :

L. Z ap cos(nz) converge pour tout x # 2km.
n>0

2. Z ap sin(nx) converge pour tout = € R.
n>0
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2.6 Exercices

1. Déterminer la nature des séries | u,, ol :

In(n) 1 n!
Up = n Up = ln(l + %)7 Up = ln(l + n_12)7 Up = n1—+%7 Up = e_n?
n!
Up = m;
" - In(n) " - In(n) " - 1 " - n?—1
Topd4bn2’ M 5 T ndn(n)’ Y n3+3n2 — 17

In(n? +n+1) In(n? +1) 1)
Up = ——5———, Uy = ——5—— — 1, up, = In| ——25,
In(n?4+n—1) In(n? —1) 2 —sin(1)
In(n)

tn = In(e” — 1)’
nn—i—% " 1 1
S S S =nl/m _1q - -
T ey T i ey T 2 sin(n?)
Uy = e VI .
3"+5 (141 n? —1\"v"
= s = (14 )=, = O, = (P
1 _ a n—1
= e = DO = (VAT Vi) (n . 1>,
= (= (1 3))"
vn n
up = (n+ 1)1/71_ (n— 1)1/717 Un = n—ln(ln(n))j Up = an—aa Un = n j_ pn’

2. Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature de la série ) uy,. Si la
série est convergente, calculer sa somme.

u, = cos(nm), u, = sin(nw), u, = cos(nf) — cos((n — 1)0), wu, =

1
ln(l—l——),
n
ERR PR 1 _ 2n—1 _n? 1\
mEM T R) Ty T s Ty T TR

1 1 2
u, = (n+ 137", wu, = sin” (%), Uy = 4 - =

1
un_n(n—l—l)
1 1 1
= = Arctan—— =In(l1- =
U = e D)y e T At s e =l - o)
2 an? + fBn + n+1
un:m, un:( p 7)a” pour a€R, u, = TR

3. Etudier la nature des séries suivantes de terme général u,,.
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—1)" nln(n) —nl/3
e)un:Sin<( D >,f)un:(—1)”<%_l ,g)un:\/_l (n)

Vvn 1+ 4" e n?+1
un = 1) wy, = (=1)"0! 7 sin = i) up = B Gl k)
) n ) (_1)11 + \/ﬁ:

(_1)n2+4n+1

tn = n2+4dn+1"°

4. Etudier la convergence des séries :
Zan—l Z3n4—3n2+1 Z n2—|—1
ant nd ’ (n? —1)2

5. Montrer que :

i n+l i 13 i": n 5
n2(n+1)2 7’ n2—1 4 (n2—-1)2 4
n=1 n=2 n=2

(On décomposera les fractions rationnelles en éléments simples).
6. Calculer les sommes des séries de termes généraux :

1

1 T Sinm n3
U, =In{1-—— ], wv,=Incos—, Wp = —F"—""7"5 LTn="7;
n? 2n COS = COS —— n!
n n+1
1 N 1 2 ;
= - — Zp = arctan ——— -
Yn Vn—1 +Vn+1 n " n24+n+1

7. Etudier la convergence absolue des séries suivantes :

(-)™ (=" nlz" n"tlgn "
vn n3/2 41 nn n! n!
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Chapitre 3

SERIES DE FOURIER

3.1 Séries trigonométriques

Définition 3.1.1. On appelle série trigonométrique (forme réelle) toute série
de fonctions de la forme

% + Z (an cos(nx) + by, sin(nz))
n>1

ou les an, n > 0, by, n > 1, sont des nombres réels ou complexes appelés coefhi-
cients de la série trigonométrique.
On appelle série trigonométrique (forme complexe) toute série de fonctions de
la forme
co+ Z (cnein:c + C_ne—inx)
n>1

ou les ¢,, n > 0, sont des nombres réels ou complexes appelés coefficients de la
série trigonométrique.

Théoréme 3.1.1. Siles séries Z lay| et Z |b,| sont convergentes alors la série
n>0 n>1

trigonométrique 0 + Z (an cos(nz) + by, sin(nw)) est normalement convergente
2 n>1

sur R.

De méme, si les Z len| et Z lc_n| sont convergentes, la série trigonométrique
n>0 n>1

co + Z (cneim + c_ne_im) est normalement convergente sur R.

n>1

Théoréme 3.1.2 (calcul des coefficients). Soit ¢y + Z (cn€™ + c_pe™™) une

n>1
série trigonométrique uniformément convergente sur R, de somme f. On a pour

23
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tout n € Z,
1 2

n = — tye " dt.
‘=57 ) f(t)e

5 . s . St ao . .
De méme, si la série trigonométrique > + E (an cos(nz) + by, sm(nw)) est unt-
n>1
formément convergente sur R de somme f, on a

1 2

ap, = — f(t)cos(nt)dt pourn >0,
T Jo
1 2m

b, = — f(t)sin(nt)dt pourn > 1.
T Jo

3.2 Séries de Fourier

Définition 3.2.1. Une fonction f : R — C est dite périodique, s’il existe un
réel T > 0 tel que
fle+T)= f(x) pour tout z € R.

Tout réel T > 0 vérifiant 1’égalité précédente est appelé une période pour f et
on qualifie, aussi, f de fonction T-périodique.

Définition 3.2.2. Soit f : R — C une fonction 27-périodique, continue par
morceaux. On appelle coefficients de Fourier de f, les nombres

1 2 )
Cn(f) = % 0 f(t)e_znt dtv nez,

dans la présentation complexe, et les nombres

an(f) = % Ozﬂ F(t)cos(nt)dt, n>0; bu(f)= % Ozﬂ F(t)sin(nt)dt, n>1,

dans la présentation réelle.
On appelle série de Fourier de f la série trigonométrique

co(f) + Z (cn(f)e™ + c_n(f)e"™) (forme complexe)

n>1

ou la série trigonométrique

# * Z (an(f) cos(nz) + bu(f)sin(nx))  (forme réelle).

n>1
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Théoréme 3.2.1 (formule de Parseval). Soit f : R — C une fonction 2m-
périodique et continue par morceaur. On a

27
(P + 3 (Il +lecn(PF) = 5= [ 7P at,

n>1

oD 5™ (a2 4 ) = & [T irreae

n>1

Corollaire 3.2.1. Soit f : R — C une fonction 2m-périodique et continue. Si
tous les coefficients de Fourier de f sont nuls, alors f est identiguement nulle.

Théoréme 3.2.2 (convergence normale). Soit f : R — C une fonction 2m-
périodique , continue et C' par morceaus. Alors la série de Fourier de f converge
normalement sur R et sa somme est f.

Théoréme 3.2.3 (Dirichlet). Soit f : R — C une fonction 2r-périodique et C!
par morceaux. Alors la série de Fourier de f converge simplement sur R. De plus,
pour tout ¢ € R, on a

+00
%(f(x +0) + flz ~ 0)) = co(f)+ Z (cn(f)e™ + con(f)e™™)

) cos(nx) + by (f) sin(nz)) .

n>1

3.3 Exercices

1. (a) Développer en série de Fourier la fonction 2m-périodique définie sur

[, 7] par f(z) = .

1 1 1
(b) En deéduire A =" —, B= > s
n>1 n>1
2. (a) Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique impaire définie
sur [0, 7] par f(z) = x(ﬂ —x).
(=)™

1
(b) En déduire A= Z m B = Z m
n>0

n>0

3. (a) Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique paire définie

sur | — 7, [ par f(z) = 22
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o 1 (=" 1
(b) En déduire A = Zﬁ’ B = Zm, C = Zm, D =
n>0 n>0

n>1
1 1
S har-y ot
il = (2n+1)

4. (a) Développer en série de Fourier la fonction 2m-périodique définie sur

| —m 7l par f(z )Z\Sin( )l
(b) En déduire A = Z

4n2
n>1

5. Développer en série de Fourier la fonction 2m-périodique définie par :

f(:z:):{ x si x€]0, 2n|

m™ st x=0
6. Soit f de période 27 telle que f(x) = z(m + x) sur | — w,7[.
(a) Former le développement en série de Fourier trigonométrique de f ainsi
—_1)"
que la formule de Parseval pour f. En déduire A = Z (—2), B =
n

1 1 "
2::E§ MJCYZ:EZ:EZ'

n>1 n>1
(b) Déduire le developpement de F de période 27 telle que F'(x / f(t)dt.

En déduire C' = Z E
n>1
7. Déterminer le développement en série de Fourier de la fonction f de période
x T
27 telle que f(x) = cos(=) + sin(=

1 2) 2)
Z4n2—1'

n>1

sur | — m, 7[. En déduire la valeur de

8. On consideére la fonction f définie sur R par f(t) = | cos(t)]>.
(a) Montrer que la fonction f est paire et de classe C! sur R.

(b) On considére les coefficients de Fourier de f

1 (7 1 (7
an = — f@)cos(nt)dt , b, = = f(t)sin(nt) dt
1 znt
tn =5 =(an +iby) f dt.

Montrer que b, = 0 pour tout n > 0, et que a,, = 0 si n est impair.
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(¢) (i) Déterminer deux nombres réels A et B tels que pour tout ¢t € R,
on ait (cos(t))® = Acos(t) + B cos(3t).
(ii) En déduire a, lorsque n est pair.

4

. . 3
(ii) Verifier que L tend vers — lorsque n tend vers +oo.
azp 2

(d) Ecrire la série de Fourrier de f. Montrer sa convergence simple sur R
et déterminer sa somme.
(e) Etudier la convergence uniforme de la série de Fourrier de f.

9. Soit f la fonction paire 2m-périodique définie par

T
1 si 0, —
81386[,4]

f(z) =

0 si xe[ﬂ,w]

4
(a) La série de Fourier f converge-t-elle uniformément vers f sur [—m, 7] ?
Pourquoi ?

(b) Donner sin(%) et COS(%T) en fonction de n (modulo 8).

(c) Déterminer la série de Fourier de f et calculer sa somme.
1
dn +1)(4n +3)°

(d) Calculer la somme Z (
>0



