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Chapitre 1SUITES NUMÉRIQUES1.1 Dé�nitions et premières propriétésDé�nition 1.1.1. Une suite (numérique) est une appliation de N, privé éven-tuellement d'un nombre �ni d'éléments, dans K, où K = R ou C.Si x désigne une telle appliation, pour haque n ∈ N, xn = x(n) est appelé leterme général d'ordre n de la suite et on note (xn)n≥0 ou (xn)n≥0 la suiteelle-même.Une suite réelle (resp. omplexe) est une suite numérique telle pour tout n ≥ 0,
xn ∈ R (resp. xn ∈ C).Exemple 1.1.1. ((−1)n), ( 1n) et (n2) sont des suites réelles.Dé�nition 1.1.2. Deux suites (xn)n≥0 et (yn)n≥0 sont égales si, pour tout n ≥ 0,on a xn = yn.Remarque 1.1.1. Il ne faut pas onfondre l'ensemble E = {xn ; n ≥ 0} deséléments de la suite (xn)n≥0 et la suite (xn)n≥0. Par exemple, les suites (xn)n≥0et (yn)n≥0 dé�nies respetivement par xn = (−1)n et yn = (−1)n+1 ont un mêmeensemble d'éléments E = {−1, 1}, mais ne sont pas égales.Dé�nition 1.1.3. 1. Une suite réelle (xn)n≥0 est dite majorée (resp. mino-rée) si l'ensemble de ses termes est une partie de R majorée (resp. minorée),e qui peut s'érire :Il existe M ∈ R (resp. m ∈ R) tel que pour tout n ∈ N, xn ≤ M (resp.

m ≤ xn).2. Une suite numérique (xn)n≥0 est dite bornée s'il existe A ≥ 0 tel que pourtout n ∈ N, on ait |xn| ≤ A.Remarque 1.1.2. Une suite réelle est bornée si elle est à la fois majorée etminorée. 1



2 Chapitre 1. SUITES NUMÉRIQUES1.2 ConvergeneDé�nition 1.2.1. Une suite (xn)n≥0 est dite onvergente s'il existe ℓ ∈ Kvéri�ant :
∀ ε > 0, ∃N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait |xn − ℓ| < ε.Le nombre ℓ est appelé limite de la suite (xn)n≥0. On dit que (xn)n≥0 a pourlimite ℓ ou que la suite (xn)n≥0 onverge vers ℓ. On érit alors ℓ = lim

n→+∞
xn ou

xn −→
n→+∞

ℓ.Une suite qui n'est pas onvergente est dite divergente.Rappel. Le orps R est arhimédien, i.e. pour tout a, b ∈ R tels que a > 0 et
b > 0, il existe n ∈ N tel que a ≤ nb.Exemple 1.2.1. 1. La suite ( 1n ) a pour limite 0.2. La suite ((−1)n) n'est pas onvergente ar pour tout ℓ ∈ R, on a max

(

|ℓ−
1|, |ℓ+ 1|

)

≥ 1.Remarque 1.2.1. Soient (xn)n≥0 une suite dans K et ℓ ∈ K. On déduit immé-diatement de la dé�nition que l'on a
lim

n→+∞
xn = ℓ ⇐⇒ lim

n→+∞
xn − ℓ = 0 ⇐⇒ lim

n→+∞
|xn − ℓ| = 0 .Proposition 1.2.1. Lorsqu'elle existe, la limite d'une suite est unique.Proposition 1.2.2. Toute suite onvergente est bornée.Remarque 1.2.2. Une suite bornée n'est pas forément onvergente. Par exemple,la suite ((−1)n) est bornée et divergente.Parmi les suites non bornées, on va distinguer des suites partiulières :Dé�nition 1.2.2. Soit (xn)n≥0 une suite réelle.1. On dit que (xn)n≥0 tend vers +∞ si pour tout A > 0, il existe N ∈ N telque pour tout n ≥ N , on ait xn ≥ A. Dans e as, on érit lim

n→+∞
xn = +∞ou xn −→

n→+∞
+∞.2. On dit que (xn)n≥0 tend vers −∞ si pour tout B < 0, il existe N ∈ N telque pour tout n ≥ N , on ait xn ≤ B. Dans e as, on érit lim

n→+∞
xn = −∞ou xn −→

n→+∞
−∞.Remarque 1.2.3. 1. Une suite réelle qui tend vers +∞, ou vers −∞, n'estpas bornée. Mais la réiproque est fausse. Par exemple, la suite ((−1)nn)n'est pas bornée, mais elle ne tend pas vers +∞ ou vers −∞.



1.3. Suites monotones ; suites adjaentes 32. On a lim
n→+∞

|xn| = +∞ ⇐⇒ lim
n→+∞

1
xn

= 0.Théorème 1.2.1. Soient (xn)n≥0 et (yn)n≥0 deux suites réelles onvergentestelles que xn ≤ yn pour tout n ≥ N , alors on a lim
n→+∞

xn ≤ lim
n→+∞

yn.Corollaire 1.2.1. Soient (xn)n≥0 une suite réelle onvergente et a, b ∈ R.1. S'il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait a ≤ xn, alors on a
a ≤ lim

n→+∞
xn.2. S'il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait xn ≤ b, alors on a

lim
n→+∞

xn ≤ b.Théorème 1.2.2. Soient (xn)n≥0, (yn)n≥0 et (zn)n≥0 des suites réelles telles que :(α) Il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , on ait xn ≤ yn ≤ zn.(β) Les deux suites (xn)n≥0 et (zn)n≥0 onvergent vers la même limite ℓ.Alors la suite (yn)n≥0 onverge vers ℓ.Proposition 1.2.3. Soient (xn)n≥0 et (yn)n≥0 des suites réelles telles que xn ≤ ynpour tout n ≥ N . On a :1. Si lim
n→+∞

xn = +∞, alors lim
n→+∞

yn = +∞.2. Si lim
n→+∞

yn = −∞, alors lim
n→+∞

xn = −∞.Théorème 1.2.3. Soient (xn)n≥0 et (yn)n≥0 des suites onvergeant respetive-ment vers ℓ1 et ℓ2. Alors on a :1. Les suites (xn + yn)n≥0 et (xnyn)n≥0 onvergent respetivement vers ℓ1 + ℓ2et ℓ1ℓ2.2. Pour tout λ ∈ K, la suite (λxn)n≥0 onverge vers λℓ1.3. Si ℓ2 6= 0, la suite (xn

yn

)

n≥0
est dé�nie pour n assez grand et onverge vers

ℓ1
ℓ2
.1.3 Suites monotones ; suites adjaentesDé�nition 1.3.1. Soit (xn)n≥0 une suite réelle.1. On dit que (xn)n≥0 est roissante si pour tout n ≥ 0, on a xn ≤ xn+1.2. On dit que (xn)n≥0 est déroissante si pour tout n ≥ 0, on a xn+1 ≤ xn.3. On dit que (xn)n≥0 est monotone si (xn)n≥0 est roissante ou si (xn)n≥0est déroissante.Théorème 1.3.1. 1. Toute suite réelle roissante et majorée est onvergente.



4 Chapitre 1. SUITES NUMÉRIQUES2. Toute suite réelle déroissante et minorée est onvergente.Proposition 1.3.1. 1. Toute suite réelle roissante non majorée tend vers
+∞.2. Toute suite réelle déroissante non minorée tend vers −∞.Dé�nition 1.3.2. Deux suites réelles (xn)n≥0 et (yn)n≥0 sont dites adjaentessi (xn)n≥0 est roissante, (yn)n≥0 déroissante, et si lim

n→+∞
yn − xn = 0.Théorème 1.3.2. Soient (xn)n≥0 et (yn)n≥0 deux suites adjaentes. Alors on a :1. Pour tout n ≥ 0, on a xn ≤ yn.2. Les suites (xn)n≥0 et (yn)n≥0 sont onvergentes et ont la même limite.1.4 Suites extraitesDé�nition 1.4.1. Soit (xn)n≥0 une suite numérique. On dit qu'une suite (yn)n≥0est une suite extraite ou sous-suite de la suite (xn)n≥0 s'il existe une appliationstritement roissante ϕ de N dans N telle que yn = xϕ(n), pour tout n ∈ N.Exemple 1.4.1. Si (xn)n≥0 est une suite, alors les suites (x2n)n≥0 et (x2n+1)n≥0sont des suites extraites de (xn)n≥0.Lemme 1.4.1. Soit ϕ : N −→ N une appliation stritement roissante, alorspour tout n ∈ N, on a ϕ(n) ≥ n.Théorème 1.4.1. Soit (xn)n≥0 une suite numérique.1. Si (xn)n≥0 est onvergente et a pour limite ℓ, alors toute suite extraite de

(xn)n≥0 onverge aussi vers ℓ.2. Si les deux suites extraites (x2n)n≥0 et (x2n+1)n≥0 sont onvergentes et ontla même limite ℓ, alors (xn)n≥0 est onvergente et a pour limite ℓ.Remarque 1.4.1. Il existe des suites divergentes dont on peut extraire des suitesonvergentes. Par exemple, la suite de terme général xn = (−1)n est divergente,et pourtant les suites extraites (x2n)n≥0 et (x2n+1)n≥0 sont onvergentes.Théorème 1.4.2 (Bolzano-Weirstrass). De toute suite numérique bornée, on peutextraire une suite onvergente.1.5 Suites de CauhyOn va démontrer un ritère de onvergene des suites numériques qui ne fait pasintervenir la limite.



1.6. Fontions ontinues et suites numériques 5Dé�nition 1.5.1. On dit qu'une suite numérique (xn)n≥0 est de Cauhy si pourtout ε > 0, il existe N ∈ N tel que pour tous p ≥ N et q ≥ N , on ait |xp−xq| < ε.Proposition 1.5.1. Toute suite numérique onvergente est de Cauhy.Proposition 1.5.2. Toute suite de Cauhy est bornée.Lemme 1.5.1. Soit (xn)n≥0 une suite de Cauhy. Si (xn)n≥0 admet une suiteextraite qui onverge vers ℓ, alors la suite (xn)n≥0 onverge aussi vers ℓ.Théorème 1.5.1. Une suite numérique est onvergente si et seulement si elle estde Cauhy.Exemple 1.5.1. Pour tout n ≥ 1, on pose xn =

n
∑

k=1

1

k2
. Alors la suite (xn)n≥1est de Cauhy dans R, don onvergente.1.6 Fontions ontinues et suites numériquesThéorème 1.6.1. Soient I un intervalle de R, a ∈ I et f : I −→ R une fontion.Alors f est ontinue en a si, et seulement si, pour toute suite (xn)n≥0 d'élémentsde I onvergeant vers a, la suite (f(xn))n≥0 onverge vers f(a).1.7 Suites réurrentesDé�nition 1.7.1. Soient I un intervalle de R et f : I −→ I une fontion.Toute suite (xn)n≥0 dé�nie par x0 donné dans I, et la relation de réurrene

xn+1 = f(xn) pour tout n ∈ N, est appelée suite réurrente.Exemple 1.7.1. La suite dé�nie par x0 = 1 et xn+1 =
1

1 + xn
est une suiteréurrente, qui peut être assoiée à la fontion f dé�nie sur I = [0, 1] par f(x) =

1

1 + x
.Proposition 1.7.1. Soient I un intervalle de R, f : I −→ I une fontion et

(xn)n≥0 une suite dé�nie par x0 donné dans I, et la relation de réurrene xn+1 =
f(xn) pour tout n ∈ N. Alors on a les propriétés suivantes :1. Si (xn)n≥0 onverge vers ℓ ∈ I et si f est ontinue en ℓ, alors on a f(ℓ) = ℓ.2. Si f est roissante, alors la suite (xn)n≥0 est monotone. Si de plus I estborné, alors (xn)n≥0 est onvergente.3. Si f est déroissante, alors les suites (x2n)n≥0 et (x2n+1)n≥0 sont monotoneset ont des sens de variations opposés. Si de plus I est borné, alors les suites

(x2n)n≥0 et (x2n+1)n≥0 sont onvergentes. Si elles ont la même limite ℓ,alors (xn)n≥0 onverge vers ℓ. Sinon, (xn)n≥0 est divergente.



6 Chapitre 1. SUITES NUMÉRIQUESExemple 1.7.2. Étudier la suite dé�nie par x0 ∈ [0, 2] et xn+1 =
√
xn, pourtout n ∈ N.Exemple 1.7.3. Étudier la suite dé�nie par x0 = 1 et xn+1 =

1

1 + xn
, pour tout

n ∈ N.Dé�nition 1.7.2. Soient I un intervalle de R et f : I −→ I une fontion. On ditque f est ontratante s'il existe une onstante K ∈ [0, 1[ telle que pour tout
x, y ∈ I, on ait |f(x)− f(y)| ≤ K|x− y‖.Remarque 1.7.1. Soient I un intervalle de R et f : I −→ I une fontion.1. Si f est ontratante, alors f est ontinue.2. Supposons f dérivable sur I et à dérivée bornée. Notons K = sup

x∈I
|f ′(x)|.D'après le théorème des aroissements �nis, on a alors |f(x) − f(y)| ≤

K|x− y|. Si K ∈ [0, 1[, alors f est ontratante. Par exemple, si I = [12 , 1]et si f(x) = 1
1+x , alors on a f(I) ⊂ I, f est dérivable sur I et on a |f ′(x)| ≤

4
9 < 1, pour tout x ∈ I.Théorème 1.7.1 (Du point �xe). Soient I = [a, b] un intervalle borné fermé de

R et f : I −→ I une fontion ontratante. Alors on a :1. L'équation f(x) = x a une unique solution r dans I, appelée point �xe de
f dans I.2. Toute suite réurrente dé�nie par x0 ∈ I et xn+1 = f(xn) pour tout n ∈ N,onverge vers e point �xe r.



1.8. Exeries 71.8 Exeries1. Montrer que si la suite (un)n∈N onverge, alors la suite (|un|) onverge. Laréiproque est-elle vraie ?2. Montrer qu'une suite de nombres omplexes (un)n∈N onverge vers 0 si etseulement si, la suite de réels positifs (|un|)n∈N onverge aussi vers 0.3. Soit (zn)n∈N une suite de nombres omplexes. Montrer que la suite (zn)n∈Nest onvergente si et seulement si les deux sous-suites (z2n) et (z2n+1)onvergent vers la même limite.4. Soit (zn)n∈N une suite de nombres omplexes. On suppose que les sous-suites
(z2n), (z2n+1), (z3n) onvergent. Montrer que la suite (zn) onverge.5. Montrer qu'une suite omplexe (zn) est onvergente si et seulement si lesdeux suites réelles (un) et (vn), respetivement partie réelle et imaginairede (zn), sont onvergentes.6. Soient (xn)n∈N une suite onvergente vers 0 et (yn)n∈N une suite bornée.Montrer que la suite (xnyn)n∈N onverge vers 0.7. Etudier la onvergene de la suite (an)n≥0, où a est un réel �xé.8. Soit (un)n∈N une suite de réels stritement positifs. Montrer que :(a) S'il existe un réel λ et un entier p tels que ∀n ≥ p, un+1

un
≥ λ > 1, alors

lim
n→+∞

un = +∞ ;(b) S'il existe un réel λ et un entier p tels que ∀n ≥ p, un+1

un
≤ λ < 1, alors

lim
n→+∞

un = 0.() Énoner des résultats analogues si l'on suppose lim
n→+∞

un+1

un
= l ∈

[0, +∞].(d) Étude des suites un =
nα

n!
, où α ∈ R ; 5n

n! et n!
nn
.9. Étudier les suites suivantes, dé�nies par leur terme général un

un =
n2 + 1√
n4 + 1

; un =
√
n+ 1−

√
n+ 5 ; un =

n2

2n
; un =

(1

2
+
1

n

)n
; un =

2n

n!

un =
12 + 22 + · · ·+ n2

√
n6 + 1

; un = n1/n ; un = ne−n ; un =
1 + 2 + · · ·+ n

n2

un =
ln(n)√
n+ 1

; un = sin(
nπ

3
) ; un =

an

n!
, a ∈ R ; un =

n

n2
+

n

n2 + 1
+· · ·+ n

(n+ 1)2

un = 2n sin(
θ

2n
), θ ∈ R ; un =

1! + 2! + · · · + n!

n!
; un = (1−1

3
)(1−1

5
) · · · (1− 1

2n + 1
) ;



8 Chapitre 1. SUITES NUMÉRIQUES10. Montrer que l'on a
lim

n→+∞

(

1+
x

n

)n
= ex où x ∈ R ; lim

n→+∞

(

1+
1

n

)n
= e ; lim

n→+∞

(

1− 1

n

)n
=

1

e

lim
n→+∞

(

1+
1

n2

)n
= 1 ; lim

n→+∞

(

1+
1√
n

)n
= +∞ ; lim

n→+∞

(

1− 1√
n

)n
= 0.11. Déterminer les onstantes a, b > 0 telles que lim

n→∞
nb
(

√

an2 + n+ 1−
√

n2 + 1
)soit �nie.12. Soit α ∈ R tel que α

π
∈ R \ Z.(a) Montrer que

lim
n→+∞

sin(nα) existe ⇐⇒ lim
n→+∞

cos(nα) existe(b) En déduire que lim
n→+∞

sin(nα) n'existe pas.() Soit α ∈ R. En déduire que(i) lim
n→+∞

sin(nα) existe ⇐⇒ α ∈ πZ , et que dans e as, on a
sin(nα) = 0.(ii) lim
n→+∞

cos(nα) existe ⇐⇒ α ∈ 2πZ , et que dans e as, on a
cos(nα) = 1.(iii) lim
n→+∞

einα existe ⇐⇒ α ∈ 2πZ , et que dans e as, on a
einα = 1.13. Soit (un) une suite réelle. Montrer que si (un) est onvergente dans R, ellepossède au moins l'une des propriétés suivantes :(a) il existe un indie h tel que uh = sup

n∈N
un ;(b) il existe un indie k tel que uk = inf

n∈N
un.14. (Moyenne de Césaro) Soit (un)n∈N une suite de nombres omplexesonvergeant vers ℓ. On onsidère la suite (vn)n∈N dé�nie par

vn =
1

n
(u1 + u2 + · · ·+ un).(a) Démontrer que lim

n→+∞
vn = ℓ. La réiproque est-elle vraie ?(b) Démontrer que, si la suite (un)n∈N à termes stritement positifs onvergevers ℓ, alors il en est de même de la suite (wn)n∈N dé�nie par wn =

n

√
u1u2 . . . un. Réiproque ?



1.8. Exeries 9() Soit (un)n∈N une suite de nombres réels. On dé�nit les suites (vn)n∈Net (wn)n∈N par :
vn =

1

n
(u1 + u2 + · · · + un), wn =

1

n
(u21 + u22 + · · ·+ u2n).� Prouver l'inégalité suivante : (u1 + u2 + · · ·+ un)

2 ≤ n(u21 + u22 +
· · · + u2n).� Montrer que, si lim

n→+∞
(wn) = 0, alors lim

n→+∞
(vn) = 0. Réiproque ?(d) Montrer que si la suite xn+1 − xn a pour limite ℓ, la suite (xn/n) apour limite ℓ.(e) Montrer que si (xn)n∈N est une suite à termes positifs, et si la suite

xn+1/xn a pour limite ℓ, la suite n

√
xn a pour limite ℓ.(f) Étudier la onvergene et déterminer la limite des suites :

un =

n
∑

p=1

1

pn
, vn =

n

√

n3 + n2 − 1.15. Montrer que la suite un = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
n'est pas de Cauhy.16. Montrer que la suite un = 1 +

1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
est de Cauhy.17. Montrer que la suite un =

n
∑

k=1

1

k(k + 1)
est onvergente et aluler sa limite.18. Pour tout z ∈ C, on pose un(z) =

n
∑

k=0

zk

k!
. Montrer que lim

n→+∞
un(z) existe.(On appelle ette limite "exponentielle de z" et on la note ez.19. Soit (an)n∈N une suite réelle bornée et p un nombre positif. Montrer que lasuite ( n

∑

k=0

ak
pk

)

n∈N
onverge. Appliation : on �xe un entier naturel p > 1et on suppose an ∈ {0, . . . , p− 1} ; alors la limite en question est le dévelop-pement p−adi d'un nombre réel dans [0, 1].20. On onsidère une suite de nombres omplexes (xn)n∈N pour laquelle existe

k ∈ [0, 1[ tel que, ∀n ≥ 1, on ait |xn+1 − xn| ≤ k|xn − xn−1|. Montrer que
(xn) onverge en utilisant le ritère de Cauhy.21. Montrer que les deux suites suivantes sont adjaentes :

un = 1− 1

2
+

1

3
− · · ·+ 1

2n− 1
− 1

2n
; vn = un +

1

2n+ 1Que peut-on onlure ?



10 Chapitre 1. SUITES NUMÉRIQUES22. On pose u0 = a et v0 = b, ave 0 < a < b. On onsidère les deux suites
(un)n≥0 et (vn)n≥0 dé�nies par

un+1 =
√
unvn vn+1 =

un + vn
2

.Montrer que es deux suites sont adjaentes, et en déduire qu'elles onvergentvers une limite ℓ ∈]
√
ab,

a+ b

2
[.23. Pour tout n ∈ N∗ on pose Sn =

n
∑

k=0

1

k!
et Tn = Sn + 1

nn! . Montrer que S et
T sont deux suites adjaentes. En déduire que e est irrationnel.24. Soient α ∈ R et ε > 0. Montrer qu'il existe u ∈ Q et v ∈ R \ Q tels que
|u− α| < ε et |v − α| < ε. Autrement dit, Q et R \Q sont denses dans R.25. Montrer que la suite (un)n∈N dé�nie par u0 = 1 et un+1 = cos(un) estonvergente.26. Soient a et b deux nombres réels donnés ave 0 < a < 1. Étudier la suite
(xn)n∈N dé�nie par :

{

x0 ∈ R

xn+1 = a sin(xn) + b ∀ n ≥ 027. Étudier les suites réurrentes suivantes, suivant la valeur initiale u0 ∈ R.
un+1 =

√
2un + 3 ; un+1 =

√
2− un ; un+1 =

4

π
arctan(un) ; un+1 = ln(1+un) .28. Étudier la suite (xn)n∈N dé�nie par :

x0 =
√
2 et xn+1 =

√
2 + an ∀ n ≥ 029. Soit a ∈ R+. Étudier la suite (xn)n∈N dé�nie par :

x0 ≥
√
a et xn+1 =

1

2

(

xn +
a

xn

)

∀ n ≥ 030. Étudier les suites (xn)n∈N dé�nies par :
{

x0 = 1

xn+1 =
xn

1 + x2n
∀ n ≥ 0 ,







x0 = 0

xn+1 =
8 + x2n

6
∀ n ≥ 031. Étudier les suites (xn)n∈N dé�nies par :







x0 = 1

xn+1 =
1

2 + xn
∀ n ≥ 0

,







x0 = 0

xn+1 =
2

1 + x2n
∀ n ≥ 0



1.8. Exeries 1132. On onsidère la suite réurrente un+1 =
3 + 2un
2 + un

= f(un), u0 = −1.(a) Montrer que l'équation ℓ = f(ℓ) admet deux solutions ℓ1 et ℓ2.(b) Montrer que la suite vn =
un − ℓ1
un − ℓ2

est une suite géométrique, et aluler
vn.() En déduire l'expression de un en fontion de n, puis la limite de (un).(d) Peut-on appliquer le théorème du point �xe ?33. On onsidère la fontion f(x) = x2 − 1

4 , on se donne un réel x0 ∈ R, et onse �xe pour but d'étudier la suite dé�nie par réurrene par : u0 = x0 et
un+1 = f(un).(a) Traer le graphe de la fontion f , déterminer ses zéros et ses deuxpoints �xes α < β.(b) Soit I = [−1

4 , 0]. Montrer que f(I) ⊂ I et donner une majoration de
|f ′(t)|, t ∈ I. En déduire que si x0 ∈ I, alors la suite (un) onverge vers
α.() On suppose que x0 ∈]−β, β[. Montrer qu'il existe un entier n, pouvantdépendre de x0, tel que un ∈ I et en déduire que la suite (un) onvergeenore vers α.(d) Étudier la suite (un) si x0 = ±β puis si |x0| > β.34. Soient (a, b) ∈ C∗×C et (un)n∈N la suite dé�nie par la relation de réurrene :

∀n ∈ N, un+1 = aun + b.(a) Démontrer que si a = 1, (∀n ∈ N) un = u0 + nb, et que si a 6= 1,
(∀n ∈ N) un − r = an(u0 − r) (déterminer le nombre r).(b) La suite (un)n∈N est-elle onvergente ?35. On onsidère la suite dé�nie par : u0 ∈ R; ∀n ∈ N, un+1 =

un
3− 2un

=

f(un).(a) Montrer que l'équation f(ℓ) = ℓ admet deux solutions ℓ1 et ℓ2.(b) Montrer que la suite (vn)n∈N dé�nie par vn =
un − ℓ1
un − ℓ2

est une suitegéométrique.() Exprimer le terme général vn en fontion de n, puis le terme général
un en fontion de n. Caluler lim

n→+∞
un.
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Chapitre 2SÉRIES NUMÉRIQUES2.1 Dé�nitions et premières propriétésDé�nition 2.1.1. Soit (xn)n≥0 une suite réelle. On appelle série de termegénéral xn, notée∑
n≥0

xn ou∑ xn, le ouple des deux suites ((xn)n≥0, (Sn)n≥0

)où Sn =

n
∑

p=0

xp est la somme partielle des n+ 1 premiers termes de la série.Parfois on onsidère une suite (xn)n≥n0
. On lui assoie la suite (xn)n≥0 telle que

xn = 0 pour 0 ≤ n ≤ n0 − 1, et la série orrespondante sera notée ∑
n≥n0

xn.Dé�nition 2.1.2. Si la suite (Sn)n≥0 a une limite S, on dit que la série ∑
n≥0

xnest onvergente et a pour somme S. On note alors S =

+∞
∑

n=0

xn.Si la suite (Sn)n≥0 n'a pas de limite, alors la série ∑
n≥0

xn est dite divergente.Étudier si une série donnée est onvergente ou divergente, 'est étudier sa nature.Dé�nition 2.1.3. Soit∑
n≥0

xn une série onvergente ayant pour somme S. Le réel
Rp = S −Sp est appelé reste d'ordre p de la série. En fait, on a Rp =

+∞
∑

n=p+1

xn.Notez que la série ∑
n≥0

xn onverge vers S se traduit par lim
p→+∞

Rp = 0.Exemple 2.1.1 (Série géométrique). C'est une série de terme général xn =
aqn, ave a, q ∈ R et a 6= 0. 13



14 Chapitre 2. SÉRIES NUMÉRIQUES1. Si q = 1, on a Sn = (n+ 1)a, don la série ∑
n≥0

xn diverge.2. Si q 6= 1, on a Sn = a
1− qn+1

1− q
.(i) Pour |q| < 1, on a lim

n→+∞
Sn =

a

1− q
, don la série ∑

n≥0

xn onverge eta pour somme a

1− q
.(ii) Pour |q| > 1 ou q = −1, la suite (Sn)n≥0 n'a pas de limite et la série

∑

n≥0

xn diverge.Exemple 2.1.2. Série de terme général xn = f(n+1)− f(n), où f est unefontion donnée. On a alors Sn =

n
∑

p=0

xp = f(n + 1) − f(0). Par onséquent,la série ∑
n≥0

xn onverge si, et seulement si, la suite (f(n))n≥0 est onvergente.Exemple, onsidérons la série ∑
n≥1

1

n(n+ 1)
. On a 1

n(n+ 1)
= − 1

n+ 1
+

1

n
, d'où

Sn = 1− 1

n+ 1
. Don la série ∑

n≥1

1

n(n+ 1)
est onvergente et a pour somme 1.Proposition 2.1.1. Soient ∑

n≥0

xn et ∑
n≥0

yn deux séries onvergentes et ont poursommes respetives S et T . Soit λ ∈ R, alors on a :1. La série ∑
n≥0

xn + yn est onvergente et a pour somme S + T .2. La série ∑
n≥0

λxn est onvergente et a pour somme λS.Théorème 2.1.1 (Condition néessaire de onvergene). Si la série ∑
n≥0

xn estonvergente, alors on a lim
n→+∞

xn = 0.Remarque 2.1.1. En pratique, 'est la forme négative du théorème qui est laplus utile :Si la suite (xn)n≥0 ne tend pas vers 0, alors la série ∑
n≥0

xn diverge.Exemple 2.1.3. Si xn = (−1)n, alors la série ∑
n≥0

xn diverge. Mais on peut voir



2.2. Critère de Cauhy ; onvergene absolue 15ela d'une autre manière ar on a S2n = 1 et S2n+1 = 0 et don la série ∑
n≥0

xndiverge.Remarque 2.1.2. La réiproque du théorème préédent est fausse. Il existe desséries divergentes dont le terme général tend vers 0. Par exemple, la série ∑
n≥1

1

nest divergente et pourtant on a lim
n→+∞

1

n
= 0.Théorème 2.1.2. La nature d'une série ne hange pas si l'on modi�e un nombre�ni de termes.2.2 Critère de Cauhy ; onvergene absolueThéorème 2.2.1 (Critère de Cauhy). La série ∑

n≥0

xn est onvergente si, etseulement, si elle véri�e la ondition :Pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que pour tout p > q ≥ N , on ait ∣∣
∣

p
∑

n=q+1

xn

∣

∣

∣
<

ε.Dé�nition 2.2.1. La série ∑
n≥0

xn est absolument onvergente si la série
∑

n≥0

|xn| est onvergente.Théorème 2.2.2. Toute série absolument onvergente est onvergente.Remarque 2.2.1. La réiproque du théorème préédent est fausse. On verraque la série ∑
n≥1

(−1)n

n
est onvergente, alors on sait déjà que la série ∑

n≥1

1

n
estdivergente.2.3 Séries à termes positifsThéorème 2.3.1. Soit ∑

n≥0

xn une série à termes positifs, 'est-à-dire 0 ≤ xn,pour tout n ≥ 0 (ou n ≥ n0). Alors la série ∑
n≥0

xn onverge si et seulement sila suite des sommes partielles (Sn)n≥0 est majorée. Dans e as, on a +∞
∑

n=0

xn =

sup
n≥0

Sn.



16 Chapitre 2. SÉRIES NUMÉRIQUESRemarque 2.3.1. Soit∑
n≥0

xn une série à termes positifs. Si la suite des sommespartielles (Sn)n≥0 n'est pas majorée, alors on a lim
n→+∞

Sn = +∞.Théorème 2.3.2 (Critère de omparaison). Soient ∑
n≥0

xn et ∑
n≥0

yn des sériestelles que 0 ≤ xn ≤ yn à partir d'un ertain rang n0.1. Si ∑
n≥0

yn onverge, alors ∑
n≥0

xn onverge.2. Si ∑
n≥0

xn diverge, alors ∑
n≥0

yn diverge.Corollaire 2.3.1. Soient∑
n≥0

xn et∑
n≥0

yn deux séries à termes positifs. S'il existe
a > 0 et b > 0 tels que, pour tout n ≥ n0, on ait axn ≤ yn ≤ bxn, alors ∑

n≥0

xn et
∑

n≥0

yn sont de même nature.Corollaire 2.3.2. Soient ∑
n≥0

xn et ∑
n≥0

yn deux séries à termes positifs.1. Si lim
n→+∞

xn
yn

= 0, alors on a :(i) Si ∑
n≥0

yn onverge, ∑
n≥0

xn onverge.(ii) Si ∑
n≥0

xn diverge, ∑
n≥0

yn diverge.2. Si lim
n→+∞

xn
yn

= c, ave c > 0, alors les séries ∑
n≥0

xn et ∑
n≥0

yn sont de mêmenature.3. Si lim
n→+∞

xn
yn

= +∞, alors on a :(α) Si ∑
n≥0

yn diverge, ∑
n≥0

xn diverge.(β) Si ∑
n≥0

xn onverge, ∑
n≥0

yn onverge.Théorème 2.3.3. Soient∑
n≥0

xn et∑
n≥0

yn deux séries à termes stritement positifstelles que à partir d'un ertain rang n0, on ait xn+1

xn
≤ yn+1

yn
.



2.3. Séries à termes positifs 171. Si ∑
n≥0

yn onverge, alors ∑
n≥0

xn onverge.2. Si ∑
n≥0

xn diverge, alors ∑
n≥0

yn diverge.Théorème 2.3.4 (Règle de Cauhy). Soit ∑
n≥0

xn une série à termes positifs.1. S'il existe K, ave 0 ≤ K < 1, tel que, à partir d'un ertain rang n0, on ait
n

√
xn ≤ k < 1, alors la série ∑

n≥0

xn onverge.2. Si, à partir d'un ertain rang n0, on a n

√
xn ≥ 1, alors la série∑

n≥0

xn diverge.Corollaire 2.3.3. Soit ∑
n≥0

xn une série à termes positifs.1. Si lim
n→+∞

n

√
xn = ℓ, ave ℓ < 1, alors la série ∑

n≥0

xn onverge.2. Si lim
n→+∞

n

√
xn = ℓ, ave ℓ > 1, alors la série ∑

n≥0

xn diverge.3. Si lim
n→+∞

n

√
xn = 1, on ne peut pas onlure.Remarque 2.3.2. Donnons deux exemples de séries de nature di�érentes tellesque lim

n→+∞

√
xn = 1.1. Soit xn =

1

n
. On a lim

n→+∞
n

√
xn = 1 et on a déjà vu que la série ∑

n≥1

xndiverge.2. Soit xn =
1

n2
. On a lim

n→+∞
n

√
xn = 1. Comme on a lim

n→+∞

xn
yn

= 1, où
yn =

1

n(n+ 1)
, alors les deux séries ∑

n≥0

xn et ∑
n≥0

yn sont de même nature.Or on a déjà vu que ∑
n≥0

yn onverge, don ∑
n≥0

xn onverge.Théorème 2.3.5 (Règle de d'Alembert). Soit ∑
n≥0

xn une série à termes strite-ment positifs.1. S'il existe K, ave 0 < K < 1, tel que, à partir d'un ertain rang n0, on ait
xn+1

xn
≤ k < 1, alors la série ∑

n≥0

xn est onvergente.



18 Chapitre 2. SÉRIES NUMÉRIQUES2. Si, à partir d'un ertain rang n0, on a xn+1

xn
≥ 1, alors la série ∑

n≥0

xn estdivergente.Corollaire 2.3.4. Soit ∑
n≥0

xn une série à termes positifs.1. Si lim
n→+∞

xn+1

xn
= ℓ, ave ℓ < 1, alors la série ∑

n≥0

xn onverge.2. Si lim
n→+∞

xn+1

xn
= ℓ, ave ℓ > 1, alors la série ∑

n≥0

xn diverge.3. Si lim
n→+∞

xn+1

xn
= 1, on ne peut pas onlure.Dé�nition 2.3.1. On appelle série de Riemann une série de la forme ∑

n≥0

1

nα
.Proposition 2.3.1. La série de Riemann∑

n≥0

1

nα
est onvergente si, et seulementsi, α > 1.2.4 Multipliation des séries absolument onvergentesThéorème 2.4.1. Soient ∑

n≥0

xn et ∑
n≥0

yn deux séries absolument onvergentes,de sommes respetives S et T . La série produit de terme général
wn = x0yn + x1yn−1 + · · ·+ xny0est absolument onvergnte et a pour somme ST .2.5 Séries semi-onvergentesDé�nition 2.5.1. Une série∑

n≥0

xn est dite semi-onvergente, si elle est onver-gente sans être absolument onvergente.Dé�nition 2.5.2. Une série ∑
n≥0

xn est dite alternée, si pour tout n ∈ N, xn et
xn+1 sont de signe ontraire. Si on a x0 > 0, le terme général de série s'érit alorssous la forme (−1)n|xn|.Théorème 2.5.1 (Critère des séries alternées). Pour qu'une série alternée∑

n≥0

xnsoit onvergente, il su�t que la suite (|xn|)n≥0 tende vers 0 en déroissant. Danse as, pour tout n ∈ N, le reste Rn est du signe de xn+1 et on a |Rn| ≤ |xn+1|.



2.5. Séries semi-onvergentes 19Exemple 2.5.1. La série ∑
n≥0

(−1)n

n
est alternée onvergente.Théorème 2.5.2 (Abel). Soit ∑

n≥0

anxn une série. On suppose que :1. (an)n≥0 est une suite de termes positifs, déroissante et tendant vers 0.2. Il existe une onstante M > 0 telle que, pour tout n,m ∈ N, on ait ∣∣
∣

m
∑

p=n

xp

∣

∣

∣
≤

M .Alors la série ∑
n≥0

anxn est onvergente.Remarque 2.5.1. Le ritère des séries alternées peut se déduire du théorèmed'Abel.Exemple 2.5.2. Étudier la nature des séries∑
n≥0

an cos(nx) et∑
n≥0

an sin(nx), où
(an)n≥0 est une suite de termes positifs, déroissante et tendant vers 0.Pour x 6= 2kπ, on a m

∑

p=n

eipx =
einx − ei(n+1)x

1− eix
, d'où ∣∣

∣

m
∑

p=n

eipx
∣

∣

∣
≤ 2

|1− eix| . Paronséquent, on a ∣∣
∣

m
∑

p=n

cos(px)
∣

∣

∣
≤ 2

|1− eix| et ∣∣∣ m
∑

p=n

sin(px)
∣

∣

∣
≤ 2

|1− eix| . Commeon a sin(2kπ) = 0, on en onlut que :1. ∑
n≥0

an cos(nx) onverge pour tout x 6= 2kπ.2. ∑
n≥0

an sin(nx) onverge pour tout x ∈ R.



20 Chapitre 2. SÉRIES NUMÉRIQUES2.6 Exeries1. Déterminer la nature des séries ∑un où :
un =

ln(n)

n
, un = ln(1 + 1

n), un = ln(1 + 1
n2 ), un =

1

n1+ 1

n

, un =
n!

en
,

un =
n!

nn
,

un =
ln(n)

n3 + 5n2
, un =

ln(n)

5n
, un =

1√
n ln(n)

, un =
n2 − 1

n3 + 3n2 − 1
,

un =
ln(n2 + n+ 1)

ln(n2 + n− 1)
, un =

ln(n2 + 1)

ln(n2 − 1)
− 1, un = ln

(

2 + sin( 1n)

2− sin( 1n)

),
un =

ln(n)

ln(en − 1)
,

un =
nn+ 1

n

(

n+ 1
n

)n , un =
πn

1 + (3.14)n
, un = n1/n − 1, un =

1

n2 + sin(n2)
,

un = e−
√
2+n,

un =
3n + 5

4n + n2
, un = (1 + a

n)
n− n

n+1e
a, un = n−(1+1/n), un =

(

n2 − 1

n2

)n
√
n

un =
1

ln(n)ln(n)
, un = ln(n)−

√
n, un = (

√
n+ 1−√

n)
α
ln

(

n− 1

n+ 1

),
un = (e−

(

1 + 1
n

)n
)
α,

un = (n+ 1)1/n− (n− 1)1/n, un = n− ln(ln(n)), un =
a
√
n

nα
, un =

an

n+ bn
,2. Dans haun des as suivants, déterminer la nature de la série ∑un. Si lasérie est onvergente, aluler sa somme.

un = cos(nπ), un = sin(nπ), un = cos(nθ) − cos((n − 1)θ), un =

ln

(

1 +
1

n

) ,
un = ln

(

1− 1

n2

), un =
1

n2 − 1
, un =

2n− 1

n3 − 4n
, un =

n2

n!
, un =

(

1

3

)n

un = (n + 1)3−n, un = sinn
(π

4

), un =
1√
n− 1

+
1√
n+ 1

− 2√
n
,

un =
1

n(n+ 1)

un =
1

n(n+ 1)(n + 2)
, un = Artan 1

1 + n+ n2
, un = ln(1− 1

n2
)

un =
2

n(n2 − 1)
, un =

(αn2 + βn+ γ)

n!
an pour a ∈ R , un =

n+ 1

2n
.3. Etudier la nature des séries suivantes de terme général un.



2.6. Exeries 21a) un =
(−1)n

ln(n)
, b) un = (−1)n tan( 1n) , ) un = (−1)n ln(n), d) un =

ln
(

cos
(

1
n

)) ,e) un = sin

(

(−1)n√
n

) , f) un = (−1)n

(

1
(

1 + 1
n

)n − 1

e

) ,g) un =

√
n ln(n)− n1/3

n2 + 1

un = n(−1)n/n − 1 , i) un = (−1)nn1/n sin

(

1

n

) , j) un =
(−1)n

(−1)n +
√
n
, k)

un =
(−1)n

2+4n+1

n2 + 4n+ 1
.4. Étudier la onvergene des séries :

∑ 2n2 − 1

4n4
,

∑ 3n4 − 3n2 + 1

n5
,

∑ n2 + 1

(n2 − 1)2
·5. Montrer que :

∞
∑

n=1

2n+ 1

n2(n+ 1)2
= 1,

∞
∑

n=2

1

n2 − 1
=

3

4
,

∞
∑

n=2

4n

(n2 − 1)2
=

5

4
·(On déomposera les frations rationnelles en éléments simples).6. Caluler les sommes des séries de termes généraux :

un = ln

(

1− 1

n2

)

, vn = ln cos
x

2n
, wn =

sin 1
n(n+1)

cos 1
n cos 1

n+1

, xn =
n3

n!
;

yn =
1√
n− 1

+
1√
n+ 1

− 2√
n
; zn = arctan

1

n2 + n+ 1
·7. Étudier la onvergene absolue des séries suivantes :

(−1)n√
n

;
(−1)n

n3/2 + 1
;

n!xn

nn
;

nn+1xn

n!
;

xn

n!
·
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Chapitre 3SÉRIES DE FOURIER3.1 Séries trigonométriquesDé�nition 3.1.1. On appelle série trigonométrique (forme réelle) toute sériede fontions de la forme
a0
2

+
∑

n≥1

(

an cos(nx) + bn sin(nx)
)où les an, n ≥ 0, bn, n ≥ 1, sont des nombres réels ou omplexes appelés oe�-ients de la série trigonométrique.On appelle série trigonométrique (forme omplexe) toute série de fontions dela forme

c0 +
∑

n≥1

(

cne
inx + c−ne

−inx
)où les cn, n ≥ 0, sont des nombres réels ou omplexes appelés oe�ients de lasérie trigonométrique.Théorème 3.1.1. Si les séries∑

n≥0

|an| et∑
n≥1

|bn| sont onvergentes alors la sérietrigonométrique a0
2

+
∑

n≥1

(

an cos(nx) + bn sin(nx)
) est normalement onvergentesur R.De même, si les ∑

n≥0

|cn| et ∑
n≥1

|c−n| sont onvergentes, la série trigonométrique
c0 +

∑

n≥1

(

cne
inx + c−ne

−inx
) est normalement onvergente sur R.Théorème 3.1.2 (alul des oe�ients). Soit c0 +

∑

n≥1

(

cne
inx + c−ne

−inx
) unesérie trigonométrique uniformément onvergente sur R, de somme f . On a pour23



24 Chapitre 3. SÉRIES DE FOURIERtout n ∈ Z,
cn =

1

2π

∫ 2π

0
f(t)e−int dt .De même, si la série trigonométrique a0

2
+
∑

n≥1

(

an cos(nx) + bn sin(nx)
) est uni-formément onvergente sur R de somme f , on a

an =
1

π

∫ 2π

0
f(t) cos(nt) dt pour n ≥ 0 ,

bn =
1

π

∫ 2π

0
f(t) sin(nt) dt pour n ≥ 1 .3.2 Séries de FourierDé�nition 3.2.1. Une fontion f : R −→ C est dite périodique, s'il existe unréel T > 0 tel que

f(x+ T ) = f(x) pour tout x ∈ R .Tout réel T > 0 véri�ant l'égalité préédente est appelé une période pour f eton quali�e, aussi, f de fontion T -périodique.Dé�nition 3.2.2. Soit f : R −→ C une fontion 2π-périodique, ontinue parmoreaux. On appelle oe�ients de Fourier de f , les nombres
cn(f) =

1

2π

∫ 2π

0
f(t)e−int dt , n ∈ Z ,dans la présentation omplexe, et les nombres

an(f) =
1

π

∫ 2π

0
f(t) cos(nt) dt , n ≥ 0 ; bn(f) =

1

π

∫ 2π

0
f(t) sin(nt) dt , n ≥ 1 ,dans la présentation réelle.On appelle série de Fourier de f la série trigonométrique

c0(f) +
∑

n≥1

(

cn(f)e
inx + c−n(f)e

−inx
)

(forme omplexe)ou la série trigonométrique
a0(f)

2
+
∑

n≥1

(

an(f) cos(nx) + bn(f) sin(nx)
)

(forme réelle) .



3.3. Exeries 25Théorème 3.2.1 (formule de Parseval). Soit f : R −→ C une fontion 2π-périodique et ontinue par moreaux. On a
|c0(f)|2 +

∑

n≥1

(

|cn(f)|2 + |c−n(f)|2
)

=
1

2π

∫ 2π

0
|f(t)|2 dt ,

|a0(f)|2
2

+
∑

n≥1

(

|an(f)|2 + |bn(f)|2
)

=
1

π

∫ 2π

0
|f(t)|2 dt .Corollaire 3.2.1. Soit f : R −→ C une fontion 2π-périodique et ontinue. Sitous les oe�ients de Fourier de f sont nuls, alors f est identiquement nulle.Théorème 3.2.2 (onvergene normale). Soit f : R −→ C une fontion 2π-périodique , ontinue et C1 par moreaux. Alors la série de Fourier de f onvergenormalement sur R et sa somme est f .Théorème 3.2.3 (Dirihlet). Soit f : R −→ C une fontion 2π-périodique et C1par moreaux. Alors la série de Fourier de f onverge simplement sur R. De plus,pour tout x ∈ R, on a

1

2

(

f(x+ 0) + f(x− 0)
)

= c0(f) +

+∞
∑

n=1

(

cn(f)e
inx + c−n(f)e

−inx
)

=
a0(f)

2
+
∑

n≥1

(

an(f) cos(nx) + bn(f) sin(nx)
)

.3.3 Exeries1. (a) Développer en série de Fourier la fontion 2π-périodique dé�nie sur
[−π, π] par f(x) = |x|.(b) En déduire A =

∑

n≥1

1

n2
, B =

∑

n≥1

1

n4
.2. (a) Développer en série de Fourier la fontion 2π-périodique impaire dé�niesur [0, π] par f(x) = x(π − x).(b) En déduire A =

∑

n≥0

(−1)n

(2n + 1)3
, B =

∑

n≥0

1

(2n + 1)6
.3. (a) Développer en série de Fourier la fontion 2π-périodique paire dé�niesur ]− π, π[ par f(x) = x2.



26 Chapitre 3. SÉRIES DE FOURIER(b) En déduire A =
∑

n≥1

1

n2
, B =

∑

n≥0

(−1)n

(n+ 1)2
, C =

∑

n≥0

1

(2n + 1)2
, D =

∑

n≥1

1

n4
et E =

∑

n≥0

1

(2n + 1)4
.4. (a) Développer en série de Fourier la fontion 2π-périodique dé�nie sur

]− π, π[ par f(x) = | sin(x)|.(b) En déduire A =
∑

n≥1

1

4n2 − 1
.5. Développer en série de Fourier la fontion 2π-périodique dé�nie par :

f(x) =

{

x si x ∈ ]0, 2π[
π si x = 06. Soit f de période 2π telle que f(x) = x(π + x) sur ]− π, π[.(a) Former le développement en série de Fourier trigonométrique de f ainsique la formule de Parseval pour f. En déduire A =

∑

n≥1

(−1)n

n2
, B =

∑

n≥1

1

n2
et C =

∑

n≥1

1

n4
.(b) Déduire le développement de F de période 2π telle que F (x) =

∫ x

0
f(t) dt.En déduire C =

∑

n≥1

1

n6
.7. Déterminer le développement en série de Fourier de la fontion f de période

2π telle que f(x) = cos(
x

2
) + sin(

x

2
) sur ]− π, π[. En déduire la valeur de

∑

n≥1

1

4n2 − 1
.8. On onsidère la fontion f dé�nie sur R par f(t) = | cos(t)|3.(a) Montrer que la fontion f est paire et de lasse C1 sur R.(b) On onsidère les oe�ients de Fourier de f

an =
1

π

∫ π

−π
f(t) cos(nt) dt , bn =

1

π

∫ π

−π
f(t) sin(nt) dt

cn =
1

2
(an + ibn) =

1

2π

∫ π

−π
f(t)eint dt .Montrer que bn = 0 pour tout n ≥ 0, et que an = 0 si n est impair.



3.3. Exeries 27() (i) Déterminer deux nombres réels A et B tels que pour tout t ∈ R,on ait (cos(t))3 = A cos(t) +B cos(3t).(ii) En déduire an lorsque n est pair.(ii) Véri�er que p4

a2p
tend vers 3

2π
lorsque n tend vers +∞.(d) Erire la série de Fourrier de f. Montrer sa onvergene simple sur Ret déterminer sa somme.(e) Etudier la onvergene uniforme de la série de Fourrier de f.9. Soit f la fontion paire 2π-périodique dé�nie par

f(x) =







1 si x ∈ [0,
π

4
]

0 si x ∈ [
π

4
, π](a) La série de Fourier f onverge-t-elle uniformément vers f sur [−π, π] ?Pourquoi ?(b) Donner sin(nπ

4
) et cos(nπ

4
) en fontion de n (modulo 8).() Déterminer la série de Fourier de f et aluler sa somme.(d) Caluler la somme ∑

n≥0

1

(4n+ 1)(4n + 3)
.


