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AVANT PROPOS

Cet ouvrage a été congu a partir du cours enseigné par I’auteur ces dernieres années
en Licence de Mathématiques. Le contenu de cet enseignement découlait lui-méme des
exigences des programmes des Concours du CAPES et de I’Agrégation de Mathéma-
tique auxquels la grande majorité des étudiants de ce cursus se destinaient.

C’est donc un livre qui se veut pratique, trés proche des programmes des concours
que nous avons mentionnés, incluant de nombreux exemples et exercices d’applica-
tion. Il introduit les notions algébriques de groupe (partie I) et d’anneau (partie III). Il
les utilise d"une part dans le cadre de la géométrie affine et de la géométrie euclidienne
(partie II), et d’autre part en théorie des nombres (partie IV), chapitres importants dans
la formation des futurs enseignants.

Les fondements de la géométrie affine ne sont plus enseignés dans les Premiers
Cycles Universitaires ot il a fallu faire place a de nouvelles disciplines. C’est dans le
cours d’algebre de Licence que ce chapitre trouve une place naturelle. En effet, la notion
de groupe est partout sous-jacente en géométrie. Elle y trouve d'innombrables illustra-
tions et applications. Depuis F. Klein et H. Poincaré, les géométries, euclidiennes ou
non, sont percues dans le contexte d'un ensemble de points sur lequel un groupe opere.
En géométrie plane euclidienne, apparaissent divers groupes classiques : groupe des
homothéties et translations, groupe des isométries, groupe des déplacements, groupe
des similitudes,... dont la structure doit étre connue.

Par ailleurs, la nécessité de découper les cursus en Unités d’enseignement sépa-
rées, crée artificiellement une division des mathématiques en disciplines que 1'on a
tendance a considérer comme des domaines disjoints. Or, dans la réalité, et historique-
ment, la pensée est un tout ot1 les grands chapitres se rencontrent, s’interpéneétrent. Par
exemple, c’est le développement de 1’analyse qui a provoqué la naissance de la géomé-
trie analytique au 17° siécle et de la géométrie riemannienne au milieu du 19°¢ siecle,
de la théorie analytique des nombres dans la deuxiéme moitié du 19¢ siecle. C’est la
puissance de l’algébre moderne qui explique le développement de la géométrie algé-
brique au 20° siecle. Dans cet ouvrage, nous avons voulu mettre en valeur cette pré-
sence de l'algebre au sein de la géométrie, de la géométrie en théorie des nombres,
chaque discipline apportant ses outils a 'autre : preuve géométrique de 1’existence
de solutions pour des équations diophantiennes en arithmétique, démonstration al-
gébrique de I'impossibilité d’effectuer certaines constructions géométriques a la regle
et au compas (quadrature du cercle, contruction des polygones réguliers,... ), etc.

Comme nous l'indiquions, afin de privilégier le caractere pratique et utile de cet ou-
vrage, nous avons volontairement limité le contenu aux notions figurant explicitement
dans les programmes des Concours de recrutement des enseignants du Second Degré :
groupes cycliques et abéliens, groupe symétrique, groupes de transformations géomé-
triques classiques, anneau des polyndmes, applications classiques a l’arithmétique, a
la théorie des nombres...



Les parties de ce livre qui ne sont pas explicitement au programme du CAPES de
Mathématique, et qui concernent plutot la préparation a 1’Agrégation, apparaissent a
la fin des parties I et IV. Il s’agit des théoremes de Sylow et de 1’étude des anneaux
factoriels.

Je tiens a remercier, treés chaleureusement, mes collegues J. M. CHEVALLIER ,
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Chapitre 1
La catégorie des groupes

1.1 Factorisation d’une application

Définition.
On appelle relation d’équivalence sur un ensemble non vide E , une relation binaire
R sur E vérifiant les conditions suivantes :
a)Vx e E xRx (réflexivité),
b)VxecE VyeE xRy < yRx (symétrie),
¢)VxeE VYyeE VzeE (xRy et yRz) = xRz (transitivité).

La partie Cx = {y € E | xRy} de E est appelée la classe d’équivalence modulo R de
x € E. Elle contient x d’apres a). Considérons y € C, . Pour tout z € C;, ona z € Cy
(d’apres c)), ce qui prouve que C, C C,. Comme les conditions x € C, et y € C,
sont équivalentes, d’aprés b), on a de méme C, C C, et donc C, = C,. Il en résulte
que tout x € E appartient & 'une des parties de la famille (Cy),cg et a une seule. Les
classes d’équivalence constituent une partition de E .

Notons P(E) I'ensemble des parties de E. La famille (Cy)yep constitue un sous-
ensemble de P(E) appelé 1'ensemble quotient de E par R. On le note E/R. Dans
la suite, la classe de x € E sera vue essentiellement comme élément de ce nouvel
ensemble E/R et sera notée Xx. L'application canonique j : x > X est surjective de
Esur E/R.

Considérons une application f de E dans un ensemble F. Soit (x,y) € E x E. Po-
sons x Ryy sietseulementsi f(x) = f(y).On définit ainsi une relation d’équivalence
Rf sur E. Elle partage E en classes d’éléments ayant la méme image par f .

Pour la surjection canonique j : E — E/R considérée précédemment, ona R; = R.

Proposition.

Considérons une relation d’équivalence R sur I'ensemble E, une application f de E
dans un autre ensemble F constante sur toute classe d’équivalence x . 1l existe alors

une application f de E/R dans F, unique, telle que foj = f.Ona Im(f) = Im (7) .

L’application f est injective si et seulement si R = R £

Démonstration. La condition foj = f impose la valeur f(X) = f(x) pour tout
élément x de E/R, d’ou 'unicité de f .

L'existence tient au fait que f est constante sur toute classe x. La valeur f(x) ne
dépend que de x € E/R et non du représentant particulier x de la classe x. Il existe

11



12 CHAPITRE 1. LA CATEGORIE DES GROUPES

donc une application f bien définie de E/R dans F telle que f(x) = f(x), c’est-a-dire
telle que f o j = f.On a évidemment Im (f) = Im (7) .

Enfin, f est injective si les conditions f(X) = f(y) et X =y sont équivalentes. Or
I=y & xRy et  f@)=fH < fH)=fU) < xRpy.
Donc f est injective si et seulement si R = R 7 [

Définition.

| On dit que f se déduit de f par factorisation, ou par passage au quotient.

Corollaire.

Soit f : E — F une application. Elle admet la décomposition canonique f = iofoj
ou j : E — E/Ry désigne la surjection canonique, ot f : E/Ry — f(E) est
bijective et ot i : x — x estl'injection naturelle de f(E) dans F .

Exercice 1. Soit R une relation binaire sur un ensemble E . On appelle graphe de
R, la partie Gr = {(x,y) € ExX E | xRy} de E X E.

Quelles propriétés de Gr traduisent le fait que R est une relation d’équivalence ?
Que dire d'une relation d’équivalence qui est aussi une relation d’ordre ?

Si E = [0,3[, dessiner le graphe de la relation binaire x =y (mod 1).

Solution. La réflexivité (Vx € E  xRx) signifie que Gg
contient la diagonale A = {(x,x); x € E}.

La symétrie est traduite par l'invariance de Gg dans 2
la symétrie (x,y) — (y,x) par rapport a la diagonale

La transitivité de la relation R signifie que si deux
points M = (x,y) et N = (y,z) du graphe, sont tels que
“’'ordonnée” y de M et “l’abscisse” de N sont égales, 0
alors P = (x,z) est lui aussi élément de Gg.
La relation d’équivalence R ne peut étre une relation d’ordre que si Ggr = A, c’est-a-
dire si les classes d’équivalence sont toutes ponctuelles. (R est 1’égalité. )

Exercice 2. Soient f : X — Y et ¢ : X — Z des applications surjectives.
Montrer que Ry = Ry si et seulement s'il existe une bijection u de Y sur Z telle
que g =uof.

Solution. S’il existe u : Y — Z injective telle que ¢ = u o f, pour tout x € X et tout
y<€ Xona

Rey & g(x)=8(y) < u(f(x))=ulfly)) = f(x)=fy) = xRsy

Donc Ry = Ry . Réciproquement, supposons que Ry = Rg. Désignons par j la
surjection canonique de X sur X/Ry = X/Rq. Les décompositions canoniques de
f et g donnent des bijections f : X/Ry — Y et g : X/Ry — Z telles que

f=foje g=goj.Alorsu=go 7_1 est une bijection de Y sur Z telle que

wof=(gof No(foj)=goj=g.
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1.2 Loi de composition interne sur un ensemble
Définition.

On appelle loi de composition interne, ou opération, sur un ensemble E , une appli-
cation (x,y) — xxy deE x E dansE.

Cette opération est dite commutative si x * y = y * z pour tout x € E ettout y € E.
Elle est dite associativesi (x *y)*z = x* (y*z) pourtous x € E,y € E,z€ E.
S’il existe e € E tel que e * x = x pour tout x € E on dit que e est neutre a gauche.
S'il existe ¢’ € E tel que x x ¢’ = x pour tout x € E on dit que ¢ est neutre a droite.
On dit que e € E est neutre sil est neutre a gauche et neutre a droite.
Sil'opération est notée additivement, I’élément neutre se note 0 et s’appelle le zéro.
On dit que a € E est régulier si pour tout x € E et pour tout y € E,
(axx=axy) = (x=y) et si (xxa=yxa) = (x=y).

Sitout a € E est régulier, on dit que la loi de composition * est réguliere.

Dans la suite, une loi de composition interne sera le plus souvent notée (x,y) >
xy (notation multiplicative) ou (x,y) — x +y (notation additive). La notation addi-

tive n’est employée que dans des cas o1 ’'opération est commutative (mais pas toujours
comme le montre I'exemple du produit dans R ou C).

Sie € E est neutre a gauche et si ¢’ € E est neutre a droite on a ¢/ = e¢’ = e. Alors
e = ¢’ est un élément neutre. S'il existe un élément neutre, il est donc unique.

Supposons que 1'opération soit associative et qu’il existe un élément neutre e. Soit
n € IN. Onnote x" (ou nx sil’opération est notée additivement), I'élémentesi n =0,
I'élément x - - - x produit (ou somme) de x par lui-méme #n fois si n > 0.

Si x € E admet un inverse a gauche y (tel que yx = e) et un inverse a droite z
(tel que xz = e), alors y = z car
y=ye=y(xz) = (yx)z = ez = z.
Cet élément y de E vérifie donc les relations suivantes,
yx = xy =e,
etil est le seul a les vérifier. On I'appelle l'inverse de x etonlenote x 1. Siles notations
sont additives, on I'appelle 'opposé de x et on lenote —x.Ona (x~ 1)1 = x.

Si x,y € E sont inversibles, alors xy est inversible et (xy)~! =y 'x~! . En effet,

x Day) =y ')y =yley =y ly =

etonademéme (xy)(y 'x!) =e.

o <

7

En particulier, x> est inversible et a pour inverse (x~')? que 'on note x~2. Par
récurrence sur k € IN, on voit que x* admet pour inverse '’élément (x~1)¥, que I'on
note x ¥ (ou —kx en notation additive).

Définition.
On dit qu’une relation d’équivalence R sur I'ensemble E est compatible avec une loi
de composition interne (x,y) — x xy définie sur E si pour tous x,y,x',y' € E,

(1) xRx" et yRy' = (xxy)R(x'xy').
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Proposition.

Si la relation d’équivalence R est compatible avec I'opération * sur E, en posant
X-y = Xxy on définit une opération sur E/R. Si * est associative (resp. commu-
tative, avec élément neutre), I'opération quotient - possede cette propriété sur E/R.
Si x € E est inversible, X est inversible dans E/R . Son inverse est la classe de x 1.

Démonstration. Soit (a,b) € (E/R) x (E/R).Ilexiste x € E et y € E telsque X = a
et ¥ = b. Si on considére d’autres représentants x' € E et i € E des classesa et b,
ona xRx" et yRy'. La condition (1) montre que x*y = x'xy’. Ainsi, x*y € E/R
ne dépend que de a et de b et non des représentants x et y choisis. Il existe donc une
application bien définie de (E/R) x (E/R) dans E/R telle que pour tout x € E et
pour tout y € E l'image de (¥, i) soit X * . Cela démontre la premiere assertion.

Si * est associative sur E, il en est de méme pour 'opération quotient car :

(x9)Z = (FF9)2 = (xvy)*z = xx(y*2) = X(F¥2) = ¥({72).

Si * est commutativeona Xy = x*xy = yxx = y-x et (E/R,.) est commutatif.

exx = x etde

N

Sie € E est élément neutre pour *, pour tout x € E/R ona e-Xx =
méme x-¢ = X donc e est neutre dans E/R.

Si x € E auninverse y, delarelation x*xy = y*x = e ondéduit x-y = y-x = e
donc X a pour inverse iy dans E/R.

Exercice 1. Etudier l'opération x définiesur E = R\ {—1} par axb =a+b+ab.

Solution. Pourtout a € E ettout b € E ona a*xb € E.Eneffet,sionavait axb = —1
soit (14 4a)(14+b) = 0,on aurait 1+a =0 ou 1+b = 0, ce qui est exclu. Donc
(a,b) — a=xDb est une loi de composition interne sur E. Elle est commutative car
I'expression de a * b est symétrique en a et b. Elle est associative. En effet, 'expression
(axb)*c=a+b+c+ab+ bc+ ca+ abc estinvariante par permutation circulaire. En
utilisant la commutativité, on en déduit (a+b) xc = (b*c)*xa=ax (bxc). Pour tout
a € E,ona ax0 = a donc 0 est élément neutre. Tout a € E admet un inverse b car
I'équation a + b+ ab = 0 a une solution unique b = 7% puisque a # —1.

Exercice 2. Soit f : x +— exp (2imrx) de R dans C. Montrer que Rf est compa-
tible avec I'addition de R . Etudier I'opération quotient sur R/R¢.

Solution. xR;x < Qtimy — p2imx' o p2n(x-d) — 1 o x—y e Z.
Soient x,y,x',y' tels que xRsx’ et yRey'.Ona x —x' € Z, y—y € Z d’ou

(+y) - +y)=(x-x)+(y-y)eZ etdonc (x+y)R(x'+¥).
Ainsi, la relation d’équivalence Ry est compatible avec I'addition. La classe de x € R,
modulo R, est x = {x +k; k € Z}. 1l existe un représentant de cette classe et
un seul, dans [0,1[, qui est x — E(x), ot E(x) est la partie entiere de x. L’application
associant a x ce représentant, est donc une bijection de E/Ry sur [0,1] qui permet
d’identifier E/Ry avec [0, 1[. L'opération quotient est définie par X +y = x +y. Dans
cette identification, elle devient I'opération (s,t) +— s+ t— E(s+t)sur [0,1].
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1.3 Notion de groupe

Définition.
On appelle groupe un ensemble G muni d"une loi de composition interne associative,
admettant un élément neutre, telle que tout élément de G ait un inverse.

Si xy = yx pour tout x € G et tout y € G, on dit que G est commutatif, ou abélien .

Le cardinal de G s’appelle I"ordre du groupe G et seranoté [G : 1].

Proposition.
Soit G un groupe.

(i) Pourtout a € G, la translation a gauche I, : x — ax et la translation a droite
ta : x — xa,sont bijectives, d’applications réciproques I,-1 et r,-1 .

(ii) Pourtouta € G ettoutbe Gona Il,ol, =1 et roor, = 1.
(iii) La loi de composition est réguliére.

(iv) L’élément neutre e est le seul idempotent de G .

Démonstration. (i) et (ii) Les relations (ii) sont dues a 1’associativité :

Vx e G Ioly(x) =a(bx) = (ab)x = lp(x) et rpory(x) = (xb)a = x(ba) = ry,(x).
Avec b = a1, on obtient I, o l-1 =1, = Idg, puis [,-1 o I; = Id; en remplacant a

par a~!. Donc I, est bijective et (I;)~! =1,-1. De méme (r,) ' =7,1.

(iii) et (iv) L'injectivité de I, et celle de r, donnent la régularité de 1’opération :
(ax=ay) = (x=y) , (m=y) = (x=y).

En particulier, pour tout x € G,

2

xX- =X = XX = Xxe = X

I
2y
|

Exercice. En étudiant sa table de multiplication, montrer qu'un groupe G d’ordre
2 ou 3 ne peut avoir qu'une seule structure.

Solution. Soient ¢,a, ou ¢,a,b, les éléments de G, ol ¢ est neutre. Dans la table de
multiplication de G, la ligne et la colonne de e sont imposées car e est neutre :

a b
a b

e
a
b|b

AT N

L’opération étant réguliere, la ligne de a, image de I, : x — ax, est une permutation
des éléments de G (prop. 1-3). Il en est de méme pour toute ligne et toute colonne. 11
existe une seule facon de compléter chacun des tableaux ci-dessus, chaque élément de
G apparaissant une fois et une seule dans chaque ligne et dans chaque colonne:

p e a b

5 ele a b
. . ala b e
b|b e a

S’il existe une loi de groupe sur G, elle est donc unique et elle ne peut avoir que la table
de multiplication ci-dessus. Cette table définit effectivement une loi de groupe car on
retrouve la table d"un groupe connu, par exemple de Z/2Z (resp. Z/3Z.).
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1.4 Homomorphismes de groupes

Définition.
Soient G, G’ deux groupes, d’éléments neutres e et ¢’ . On appelle homomorphisme
(ou morphisme) de G dans G’ , une application f de G dans G' telle que

¢)) VxeG VyeG f(xy) = f(x)f(y).

Le sous-ensemble Ker (f) = {x € G| f(x) = ¢’} de G est appelé le noyau de f .

On note Hom (G, G') l’ensemble des homomorphismes de G dans G'. Il existe au
moins un homomorphisme de G dans G’ : I'homorphisme trivial fo : x — €.

Un homomorphisme de G dans G est appelé un endomorphisme de G. On note
End (G) l'ensemble des endomorphismes de G .

On dit que f € Hom (G,G’) est un isomorphisme, s'il existe g € Hom (G’, G) tel
que g o f = Idg et f o g = Idg/. Il suffit pour cela que I'homomorphisme f soit
bijectif. En effet, en appliquant f~! aux deux membres de la relation (1), on voit que
f~! € Hom (G’,G). il existe un isomorphisme de G sur G’ on dit que les groupes G
et G’ sont isomorphes. Nous écrirons G ~ G’ pour traduire cela.

On appelle automorphisme de G, un isomorphisme de G sur G. On note Aut (G)
I'ensemble des automorphismes de G.

Pour tout x € G, I'application Ady : y + xyx ! est bijective de G sur G,
d’application réciproque Ad,1 : y — x~yx.C’est un homomorphisme car

Vye G Vy € G Ad:(yy) = xyy'x™ ! = xyey’x™! = xyx~lay/x™1 = Ady(y) Ad(v').

Un tel automorphisme Ady : y — xyx~! de G est appelé un automorphisme inté-
rieur. On note Int (G) l'ensemble {Ad,; x € G} des automorphismes intérieurs de
G.

Une bijection f d'un groupe G sur un ensemble X permet de transporter la structure
de G sur X : on définit une loi de composition * sur X en posant :

xx' = fIfHx)fTHE)]
Muni de cette opération, X est un groupe et f est un isomorphisme de G sur X.

Soit f € Hom (G,G’).Ona f(e) = ¢ . Eneffet f(e)> = f(e?) = f(e).Or d’apres
la 1-3, prop. (iv), ¢’ est le seul idempotent de G’ donc f(e) =¢’.

Pour tout x € Gona f(x7!) = f(x)"!. En effet, xx ! = x"!x = e donne
f(x)f(x71) = f(x~1)f(x) = €. Par récurrence, on montre que f(x*) = f(x)¥ pour
tout k € IN, puis pour tout k € Z.

Proposition.
Soient G, G' et G" des groupes. Pour tout f € Hom (G, G') et tout g € Hom (G, G")
la composée g o f estun élément de Hom (G,G"”).

Démonstration. Pour tout x € G et pour tout y € G ona:

(g o flxy) = glf )] = glf () f ()] = glf()Iglf (w)]- n

Corollaire.

Soit G un groupe L’ensemble Aut(G) des automorphismes de G, muni de
I'opération (w, ) — « o B est un groupe d’élément neutre Idg .
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Démonstration. On sait que la composition des applications de G dans G est associa-
tive et admet Id comme élément neutre. D'apres la proposition, compte tenu du fait
que la composée de deux bijections est bijective, (¢, ) — a o B estune loi de compo-
sition interne sur Aut (G) . Par définition de la notion d’isomorphisme, tout élément f
de Aut(G) admet uninverse f~! dans Aut(G). Ainsi, Aut (G) est un groupe.  m

Exercice 1. On munit E = R\ {—1} del’opération définie par axb = a+b+ab.
Montrer que E est un groupe isomorphe au groupe multiplicatif R*.

Solution. L'application f : a — 1+ a estbijective de E sur R*. Ona:

axb = (1+a)1+b)—1 = f[F()f(b)].
L’opération considérée sur E se déduit donc de la multiplication existant sur R* par
transport a 1'aide de la bijection f, d’ol1 le résultat. On retrouve ainsi les propriétés

obtenues en 1-2, ex. 1: le groupe est abélien, il a pour élément neutre f~1(1) = 0,

l'inverse de a € E est ffl(%) = ﬁ —-1=%.

Exercice 2. R est-il un groupe quand on le munit de 'opération définie par :
a) xxy = \/x24+y? ? , b) xxy = Jx3+1y3 ?

Solution. a) xxy=y = x*+y’=y*> & x=0.

Seul 0 pourrait étre élément neutre. Mais pour y < 0 ona 0xy = /42 = —y. Donc
(R, ) n’a pas d’élément neutre. Ce n’est pas un groupe. On peut vérifier que la loi de
composition * est commutative et associative.

b) f:x— x3 est continue sur IR, strictement croissante, de limites —oo et +co en
—co et +oo. C’est une bijection de R sur R, d’application réciproque f~1 : x
¥/x définie sur tout R. Ona x*y = f1(f(x) + f(y)) donc (R,*) est obtenu en
transportant la structure de (IR, +) al’aide de f.C’est un groupe isomorphe a (R, +),
d’élément neutre f~1(0) = 0. L'inverse de x dans (R, *) est f~}(—f(x)) = —x.

Exercice 3. Déterminer End (G) et Aut(G) lorsque G est le groupe (Z,+).

Solution. Soit f € End (Z).Posons k = f(1).Pourtout n € Z ona f(n) =kn:
-pour n 20, f(n) = f(1+---+1) = f(1)+---+f(1) =nf(1) = kn.
“pour n <0, f(n) = f(~[n]) = —f(nl) = —kln| = kn.

Réciproquement, soit k € Z. Considérons f; : n +— kn. C’est un endomorphisme
de Z car le produit distribue 1'’addition dans Z. Ainsi End (Z) = {fx; k € Z}.
Comme fi(1) = k, on voit que k — f; est injective (et donc bijective) de Z sur
End (Z) . De plus, notons que l'on a:

VkeZ VK e€Z  fiw=Ffitfe et fao=fiofo.

Cela montre que f : k +— fi est un isomorphisme du groupe (Z,+) sur le groupe
(End (Z), +). C’est méme un isomorphisme d’anneaux de Z sur End (Z) (voir ch. 9).

L’endomorphisme f; est surjectif si et seulement si kZ = Z, soit si k = 1. Alors
fx est bijectif. Donc Aut(Z) ={1d,—1d}.
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1.5 Sous-groupes

Définition.
On appelle sous-groupe du groupe G un sous-ensemble non vide H de G tel que:

()VxeGVyeG xyecH = xycH , Vx€G xeH = x'€H.

Si a(H) = H pour tout « € Int(G) on dit que H est un sous-groupe distingué de
G, ce que I'on écrit H<G.

Si «(H) = H pour tout « € Aut(G), on dit que H est un sous-groupe caractéristique
de G . Un sous-groupe caractéristique est évidemment distingué.

On appelle centre de G, I'ensemble Z(G) = {x € G |Yye G xy=yx}.

Dans la définition précédente, la condition H # @ peut étre remplacée par e € H.
En effet, il existe x € H.Onaalors x '€ Hete=xx"1 € H.

Le fait que H est un sous-groupe peut se traduire par les conditions suivantes :

H#Q et VxeGVyeG x,yeH = xlyeH.

Notons que {e} et G sont deux sous-groupes (caractéristiques) particuliers de G.

Proposition.

Soient G un groupe et (H;);c; une famille de sous-groupes (resp. de sous-groupes
caractéristiques, de sous-groupes distingués) de G . Alors H = ﬂl H; est un sous-
1€

groupe (resp. un sous-groupe caractéristique, un sous-groupe distingué) de G .

Démonstration. Ona e € H = irgl H;. Pour tout x € H et pour tout y € H,on a
Viel x,yeH; douViel x'y€H; cest-a-dire x 'y € H.
Donc H est un sous-groupe. Supposons H; caractéristique pour tout i € I. Alors

Va € Aut (H) a(H) = “(z@z H;) :ig“(Hi) = l_rgl H; = H.
Ainsi H est caractéristique. De méme, si H; <G pour tout i € I, alors H<G. [
Corollaire.

Soit A une partie non vide du groupe G .

(i) 1l existe un plus petit sous-groupe de G contenant A, a savoir I'intersection H
des sous-groupes de G contenant A . Ce sous-groupe H est I’ensemble

H = {xl---xk; kE]N*,xleAUA’l,..., xkEAUAfl}.
(i) Soit « € Aut(G).Siona a(A) = A alors «(H) = H.

(iii) Si les éléments de A commutent deux a deux, alors H est commutatif.

Démonstration. (i) La famille F des sous-groupes de G contenant A est non vide car
G € F. D’apres la proposition, l'intersection Hy de cette famille est un sous-groupe
qui contient A. On a donc Hy € F. Etant l'intersection de la famille, Hy est le plus
petit élément de F . D’apres (1), Hp doit contenir A~! = {x~!; x € A} etl’ensemble
H de tous les mots x7 - - - x; formés avec les éléments de A ou A~1.Lelecteur vérifiera
que H est un sous-groupe de G contenant les éléments de A (mots de longueur k = 1).
On adonc Hy C H, car Hy est le plus petit sous-groupe contenant A, et Hy = H.
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(ii)Si a(A) = A,pourtout a € A,ona a(a) € A etdonc a(a~!) =a(a)"! € A7L.
Tout mot m = xq---x, ol Xq,...,xXx € AU Al a pour image un autre mot
a(m) = a(x1) - a(x;) de H, ce qui prouve que a(H) C H.Onaaussi A = a~!(A),
d’oti pareillement a~!(H) C H etdonc H C a(H). Finalement a(H) = H.

(iii) Les éléments de A U A~! commutent deux a deux. En effet, pour tous x,y € A,

—1,,—-1 _ -1 _ -1 _ ,—-1,-1 “1 =Ty =1 =T =1 _ —1
Xy =(yx)T =(xy) T =y et xy =y oyxy =y oayy =y X

Ensuite, par récurrence sur les longueurs k et/ desmots m = x1 - - - x; et m' =} - -x;

de H,ou xy,..., X, X},...,x; € AU A~1, on vérifie que ces mots commutent. N

Définition 1.
Ce plus petit sous-groupe H de G contenant A est appelé le sous-groupe de G
engendré par A . Nous le noterons (A) .

Si (A) = G, on dit que A est un systéme de générateurs de G .

Définition 2.
5i G est engendré par un élément a € G, on dit que G est monogéne.

On appelle ordre de a € G I'ordre [(a) : 1] du sous-groupe monogeéne de G engendré
par a . Nous le noterons o(a) .

Exercice 1.
a) Donner un exemple de groupe et de sous-groupes dont la réunion n’est pas un
sous-groupe.

b) Montrer que la réunion de deux sous-groupes H et K d'un groupe G est un
sous-groupe, si et seulement si I'un des sous-groupes est contenu dans 1'autre.

¢) Montrer que la réunion H d'une famille totalement ordonnée (H;);c; de sous-
groupes de G est un sous-groupe de G .

Quelle est la réunion des sous-groupes H; = 107Z,ou i € N, de (R,+) ?

Solution. a) Dans Z, la réunion des sous-groupes 2Z et 3Z n’est pas un sous-groupe.
En effet, la somme 2+ 3 =5 de deux éléments n’est multiple ni de 2, ni de 3.

b)Siona H C Kalors HUK = K est un sous-groupe de G. De mémesi K C H.
Siona H¢Z Ket K¢ H,ilexiste h€ Hetke K telsque h¢ Ketk¢ H.Si HUK
était un sous-groupe, on obtiendrait hk € H UK, ce qui se traduirait par
(I eH, hk=h) ou (IKeK, hk=k).

On obtiendrait k = h~'h' € H ou h = K'k~! € K. C’est absurde.
o) H# O car H; # @.Soient x,y € H.llexiste i € [ et j € I tels que x € H; et
y € H;. La famille (H;);c; étant totalement ordonnée, on a H; C H; ou H; C H;.
Si par exemple H; C H;, on voit que x € H; et y € H;, d’'ou xly e Hj C H.On
raisonne de méme si H; C H;. Donc H est un sous-groupe de G.

La réunion des sous-groupes H; = 10~iZ , de (R,+), estl’ensemble ID des nombres

décimaux (un nombre décimal est un rationnel admettant, parmi toutes les fractions
qui le représentent, une expression de la forme wi,,, aveemeIN, ke Z.)




20 CHAPITRE 1. LA CATEGORIE DES GROUPES

Exercice 2. Soit A une partie non vide du groupe G .
a) Montrer que A’ ={x € G|Va€ A xa=ax} estunsous-groupedeG.
b) Soit & un automorphisme de G tel que a(A) = A. Montrer que a(A’) = A’.

¢) Montrer que le centre Z(G) de G est un sous-groupe caractéristique de G .

Solution. a) Ona e € A’.Soient x € A’ et y € A’ . Pourtout 1 € A ona
(x7y)a = x7Hya) = xHay) = xa(xx7N)y

= x Yax)xly = x Hxa)xly = (x'x)axly = a(x7ly).

Donc x 'y € A’ et A’ est un sous-groupe de G.
b) De a(A) = A, on déduit A =a"!(A).Soit x € A’.Ona
Vac A a(x)a = afxa"(a)] = afa"l(a)x] = aa(x)

Cela prouve que a(x) € A’ etdonc que a(A’) C A’.Puisque A = a~!(A), ce résultat
s’applique a «~!. On obtient a~1(A’) C A’,d’ott A’ C a(A’) etdonc a(A’) = A’.

) Prenons A = G ; alors A’ = Z(G) . On applique b) pour tout « € Aut (G).

1.6 Noyau et image d’un homomorphisme

Lemme.
On consideére deux groupes G,G’, un homomorphisme f : G — G' et une partie
non vide AdeG.Ona
fYf(A)) = AKer(f) = Ker(f)A, (ennotation multiplicative)
Y f(A)) = A+Ker(f) Ker(f)+ A (en notation additive)

Démonstration. Montrons par exemple que f~1(f(A)) = AKer (f).

x € fHf(A) & f(x) € f(A) & JncA f(x)=f(a)
& JacA fla'x)=e & JacA alxeKer(f)
& dacA xecaKer(f) & xe AKer(f). ]

Proposition.

Soient G, G’ deux groupes, d’éléments neutres e, ¢’ , et soit f € Hom (G,G').
(i) Si H est un sous-groupe de G alors f(H) est un sous-groupe de G'.
En particulier, I'image Im (f) = f(G) de f est un sous-groupe de G’ .
(ii) Si H' est un sous-groupe de G’ alors f~'(H') = {x € G| f(x) € H' } est un
sous-groupe de G . Si H' est distingué, alors f~'(H') est distingué.
(iii) Le noyau Ker (f) de f est un sous-groupe distingué de G .
Pour que f soit injectif, il faut et il suffit que Ker (f) = {e}.

Démonstration. (i) D’abord ¢’ = f(e) € f(H). Considérons y € f(H) et y' € f(H).
Ilexiste x € H et ¥’ € H telsque f(x) =y et f(x') =1y .Ona

vy = f(x)7Hf(x) = f(x71x') € f(H) car x ' € H.

Ainsi f(H) est un sous-groupe de G’ .

(ii)Ona e € f1(H') car f(e) = ¢ € H'.Considérons x € f~1(H') et x' € f~1(H’).
On a alors f(x) € H' et f(x') € H',dou f(x 'x') = f(x)"1f(x') € H' et donc
x~x' € f~1(H’). Cela prouve que f 1 (H’) est un sous-groupe de G .
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Supposons H' <G’ . Pour tout y € Getpourtout x € f~}(H'),ona yxy' € f1(H')
car f(yxy™1) = f(y)f(x)f(y)~' € H'. Ainsi f1(H') est distingué.
(iii) Ona {¢'} <G', d’ou Ker (f) = f~1({¢'}) <G, d’apres (ii). D’apres le lemme, on a
f~Y(f({a})) = {a} pourtout a € G, si et seulement si Ker (f) = {e}. ]

Exercice. On considere I'application Ad : x — Ad, du groupe G dans Aut(G).
a) Montrer que c’est un homomorphisme et préciser son noyau.

b) Montrer que son image Int (G) est distinguée dans le groupe Aut (G).

Solution.
aVxeG VxeG Adyo Ady = Ad,, . Eneffet,

Vye G (Adyo Ady)(y) = x(x'yxHx™t = (xx)y(xx')"! = Adyw(y).
Ainsi Ad est un homomorphisme. Il a pour noyau le centre Z(G) de G car
Ady=1dg & WeGxyxl=y & WeGrxy=yx < x¢cZ(G).

b) Int (G) = {Ady; x € G} estlimage de 'homomorphisme Ad. C’est donc un
sous-groupe de Aut (G). Soient x € G et « € Aut(G).Pourtout y € G ona:

(@ 0 Ady oa™t)(y) = a(xa™(y)x™!) = a(x)ya(x)™! = Adyy(y).
Donc « o Ady oa™! = Ad,(y) € Int(G) et Int(G) est distingué dans Aut(G). La
relation a o Ady oa™! = Ad,(,) montre que Z(G) = Ker (Ad) est caractéristique.

1.7 Indice d’un sous-groupe, théoréme de Lagrange

Soient G un groupe et H un sous-groupe de G . Le lecteur vérifiera qu’en posant
xRyy & ylxeH
on définit une relation d’équivalence sur G . La classe d’équivalence de y € G est
yH = {yh; he H}.
On définit de méme une relation d’équivalence sur G en posant
xRy & xy~leH.
La classe de y € G modulo Rj}; est
Hy = {hy; he H}.

Si G est abélien, on a évidemment Ry = R’H et xH = Hx pour tout x € G. Par
exemple, si G = Z etsi H = nZ, on retrouve la notion classique de congruence
modulo n car Ry = Rh ,notée = et définie par

X=y & x—yend.
Laclassede y€ Zest y+H = y+nZ = {y+nk; ke Z}.
L'application ¢ : x — x~! est une bijection de G sur G. Elle vérifie ¢ o ¢ = Idg

et o(H) = H.Ona ¢(xH) = Hx~! donc ¢ induit une bijection de 'ensemble G/Ry
sur 'ensemble G/ R}J . Ces deux ensembles ont donc le méme cardinal.

Définitions.
On appelle xH (resp. Hx) la classe a gauche (resp. a droite) de x modulo H .
L’ensemble G/Rp des classes a gauche modulo H se note G/H .
L’ensemble G/R’; des classes a droite modulo H se note G \ H.

Le cardinal commun aux ensembles G/H et G \ H s’appelle I'indice de H dans G .
Nous le noterons |G : H|.Si H = {e}, alors |G : H| estl’ordre |G : 1] deG.
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Théoreme. (de Lagrange)
Soient G un groupe fini et K, H deux sous-groupes de G tels que K C H.On a
[G : K] =[G : H|][H : K].
En particulier, pour tout sous-groupe Hde Gona [G : 1] =[G : H|[H : 1].

Démonstration. Dans H, 1'équivalence modulo K (a gauche par exemple), crée une

partition en classes, soit H = ‘UI h;K . L’équivalence modulo H partage de méme G en
ic
classes G :‘U] gjH . La translation h +— g;h étant bijective de H sur ¢;H, on a la
j€

partition ¢;H :'UI g;j(hiK) d’oi1la partition de G en classes modulo K :
1€

G=U ¢H=U U ¢;/(hK) = U K.
i€l J jeJ il 8(hiK) (i,j)elx] i

On peut supposer les indexations i — h;K et j — ¢;H bijectives. On a alors
card(I) =[H : K], card(J) =[G : H], card(Ix])=[G : K],
d’ott la formule de Lagrange. [

Corollaire.

|| Soit G un groupe fini. L’'ordre o(a) de tout élément a de G divise I'ordre [G : 1].

Démonstration. Appliquer le th. de Lagrange au sous-groupe H = (a) . n

Exercice. a) Soient G un groupe fini, K et M deux sous-groupes de G d’ordres k
et m . Si k et m sont premiers entre eux, étudier 1'intersection de K et M.

b) Pour n > 1, montrer que U, = {z € C | z" = 1} est un sous-groupe de C*.
¢) Soient k, m des diviseurs de n > 1. Etudier U, N U,,.

d) Dans l'anneau C[X], quel est le pgcd des polyndmes XF —1 et X" —1?

e) Dans I'anneau IR[X], quel est le pgcd des polyndmes X* —1 et X" —1 2

Solution.
a) KN M est sous-groupe de K et de M. D’apres le th. de Lagrange, son ordre divise k
etm.Onadonc [KNM : 1] =1.0Onen déduit que KN M = {e}.

b) f : z — z" est un homomorphisme de C* dans C* car (zz')" = z"z/" pour tous
ze€C*, 7z € C*.Sonnoyau U, = {z € C | 2" = 1} est un sous-groupe de C*.

gzk=1 = "= (zk)% =1.0Onadonc Uy C U, etde méme U,, C U, . D’apres
le th. de Lagrange [UyNU,, : 1] divise k = [Uy : 1] et m = [U, : 1]. 1l divise
donc d = pged(k, m). Par ailleurs, ona Uy C Uy NU, donc d = [U; : 1] divise
[UyNUy : 1].On en déduit que d = [Uy N Uy, : 1] etdonc que Uy = Uy N Uy, .

d) XK —1 est produit de facteurs (X —A), ot A € Uy et X" —1 est produit de
facteurs (X —p), ot p € Uy, . Leur pged est le produit des termes (X —A), ot A €
Uy N Uy = Uy. Ainsi pged(XF —1,X" —1) = X? —1 ot d = pged(k, m).

e) Dans R[X], nous ne pouvons plus décomposer les deux polynémes comme produits
de facteurs de degré un. Toutefois, le pgcd est le méme car il est par ailleurs calculable
par des divisions euclidiennes successives, qui donnent le méme reste et le méme quo-
tient dans C[X] et dans R[X] en raison de 'unicité de la division dans C[X] (ch. 10).
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1.8 Groupe quotient

Proposition.

Considérons un groupe G, un sous-groupe H de G et les relations d’équivalence Ry
et R}, introduites en 1-7. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Rp est compatible avec la loi de composition interne de G .
(ii) Ry est compatible avec la loi de composition interne de G .
(iii) Ry = RY.

(iv) xH = Hx pour tout x € G.

(v) xhx~! € H pour tout x € G et pour tout h € H.

(vi) H est distingué, soit Ad,(H) = H pour tout x € G.

Si ces conditions sont vérifiées, le quotient G/ H muni de I’'opération quotient, est
un groupe. L’application canonique j : x — X est un homomorphisme surjectif.

Démonstration. (i) = (iii) Supposons Ry compatible avec I'opération de G .
Soient x et y dans G. Si xRy y alors y~!x € H soit encore y 'xRye. On en déduit
y(y x)y 'Ry yey !, c’est-a-dire xy 'Ry e soit encore xy~! € H ce qui équivaut a
xRy y.
De maniere analogue, on vérifiera que xR}y = xRpy etdonc que Ry = Ry .
(ii) = (iii) en raisonnant de maniere analogue.
(iii) < (iv) car les classes modulo Ry (resp. R}) sont les parties xH (resp. Hx) de G.
(iv) < (vi) Les translations a droite étant bijectives, pour tout x € G on a
xH=Hx < xHx'=Hxx! & xHx'1=H.
(vi) = (v) est évident.
(v) = (i) Si xRyx" et yRpyy alors 3hy,h, € H x = x’hy y = y'hy. D'ou
xy = x'hy’hy = X'y (y' " hy')ha soit xy € x'y'H ce qui signifie xyRyx'y’ .

(v) = (ii) de maniére analogue.

Enfin, G/H est un groupe et j est un homomorphisme, d’apres 1-2, prop. [

Corollaire.

|| Soit H un sous-groupe du groupe G. Si [G : H] = 2, 0ona H<G.

Démonstration. Soita € G.Sia € H,ona Hao = H =aH.Si a ¢ H, l'indice de H
étant 2, la partition de G en classes a gauche (resp. a droite) est G = H U Ha (resp.
G =HUaH).Onadonc Ha = H® = aH . La condition (iv) est vérifiée. [

Exercice. Soient H, K deux sous-groupes du groupe G . Supposons H distingué.
a) Montrer que HK = KH et que HK est un sous-groupe de G.
b) Si H et K sont distingués, montrer que HK est distingué.

Solution. a) Considérons ’homomorphisme j : x +— x, de G sur le groupe G/H.

Il a pour noyau H. Alors j(K) est un sous-groupe de G/H et j~!(j(K)) est un
sous-groupe de G . Or nous savons (1-6, lemme) que j~'(j(K)) = HK = KH.

b) Puisque j est surjectif, ona j(K) <G/H etdonc HK = j~!(j(K))<G.
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1.9 Factorisation des homomorphismes

Proposition.

Considérons un groupe G, un sous-groupe distingué H de G et ’'homomorphisme
canonique j de G sur G/H. Soit f : G — G’ un homomorphisme de groupes.
Si H C Ker(f), il existe un homomorphisme f : G/H — G', unique, tel que
f oj=f.Lenoyaude f est j(Ker(f)) etlimage de f est égale a celle de f .

Démonstration. Comme [ est constante sur H, de valeur I'élément neutre ¢/ de G/,
on voit que f est constante sur toute classe x = xH = {xh; h € H} modulo H.
D’apres 1-1, il existe une application f de G/Ry = G/H dans G', unique, telle que
f o j= f.C’est un homomorphisme car pour tout x € G et pour tout y € G,ona:

fxy) = fxy) = flxy) = f(O)f(y) = FX) f@).
Ona Im (f) =1Im (f) car f(X) = f(x) pourtout x € G.Ona Ker (?) = j(Ker (f))
car
fx)=¢ & f(x)=¢ <& xeKer(f). n
Corollaire 1.

Soient G et G’ deux groupes et f € Hom (G,G’) . Les groupes G/Ker(f) et f(G)
sont isomorphes. Si G et G’ sont finis, I'ordre de f(G) divise [G : 1] et [G' :1].

Démonstration. Utilisons la proposition avec H = Ker (f) <G. Le noyau de f se
réduit a 'élément neutre de G/Ker (f) donc f est injectif. C’est un isomorphisme de
G/Ker (f) sur f(G).SiGetG'sontfinis, [f(G) :1] = [G/Ker (f) : 1] = [G : Ker (f)]
divise l'ordre de G d’apres le th. de Lagrange. Il divise également [G' : 1]. ]

Corollaire 2.

Soient H, K deux sous-groupes distingués du groupe G tels que K C H . Il existe un
isomorphisme naturel de (G/K)/(H/K) sur G/H.

Démonstration. Pour tout x € G, notons x sa classe modulo H et X sa classe mo-
dulo K. ’'homomorphisme canonique f : x — X de G sur G/H a pour noyau
H qui contient K. Il existe donc un homomorphisme f : G/K — G/H tel que

f(;c) = X pour tout x € G. Il est surjectif car f a la méme image que f. On a
Ker <f> — {x; x € H}Y = H/K. On factorise f a travers son noyau H/K. On
obtient I'isomorphisme cherché. ]

Exercice 1. Montrer que les groupes R/Z et U = {z € C | |z| = 1} sont
isomorphes.

Solution. Puisque R est commutatif, le sous-groupe Z est distingué. Notons p
I’homomorphisme canonique x +— X de R sur le groupe quotient R/Z. On sait
que f : x — exp (2irrx) est un homomorphisme surjectif du groupe additif R sur
le groupe multiplicatif U et que Ker (f) = {x € R | ¢?#™ =1} = Z. Factorisons f .
1l existe un isomorphisme f de R/Z sur U tel que f = f o p. Ainsi R/Z muni de
l'opération quotient définie par x +y = x + y est identifiable avec U.

En 1-1, nous avons déja étudié le groupe R/Z et montré qu’il s’identifie naturelle-
ment avec [0,1] muni de 'opération (x,y) + (x +y) — E(x +y) . L'isomorphisme f
de [0,1[ sur U est alors la restriction x — exp (2irrx) de f a [0,1].
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Exercice 2. Etudier Hom (Ujp, Uy) et Hom (Ujp, Ug) .

Solution. D’apres le cor. 1, si f € Hom (G,G’), l'ordre de f(G) divise [G : 1] et
[G’ : 1]. Si les ordres de G et G’ sont premiers entre eux, on a f(G) = {e} et f est
I’'homomorphisme trivial fy : x — e. Ainsi Hom (Uq9, U7) = {fo}.

Considérons f € Hom (Ujg, Ug). L'ordre de f(Uyg) divise le pged de [Uyp : 1] = 10
et [Ug:1] =6.0nadonc [f(Uy):1] =1 ou2.Si [f(Uy) : 1] =1 alors f = fy est
trivial. Si [f(Uyg) : 1] = 2 alors nécessairement f(Ujg) = {1, —1} seul sous-groupe
d’ordre 2 de Ug . Posons { = exp (211—(7;) .Ondevraavoir f({) = —1 (si f({) =1 alors
£(ZF) =1 pour tout k et f est trivial) et f(Z¥) = (—1)F pour tout k. Réciproquement,
cette relation définit une application f de Ujy dans {1, —1}. En effet, si z € Uy, il
existe k € Z tel que z = (¥ etsi k' € Z est tel que ¥ = gk/ ,alorsona k' =k (mod 10)
et donc (—1)k = (—1)¥. Ainsi, f est bien définie. C’est un homomorphisme de Uy
sur {1, —1} C Us car f(5"¢F) = f(CF) = (-D)FF = (~DF(-1)¥ = F() £(3").
Donc Hom (Uyo, Ug) = {fo, f} -

1.10 Produit direct de groupes

Proposition.

Soient H,K deux groupes. Pour tous (h, k), (I, k") € H x K posons
(h,k) (W, k') = (hH', kK').

(i) G = H x K muni de cette opération est un groupe.

(ii) Les projections canoniques p : H x K — H et q : H x K — K sont des homo-
morphismes surjectifs.

(iii) Les injections ¢ : h +— (h,e) et ¢ : k — (e k) sont des isomorphismes de H
sur H = H x {e} = Ker(q) etdeKsur K' = {e} x K = Ker(p).

(iv) Tout élément de H' commute avec tout élément de K’ et on a
H'<G , K<G , HK=G , HNK =/{e}.

Démonstration. Nous laissons les vérifications au lecteur. Notons que par factorisation
des homomorphismes p et g a travers leur noyau, on voit que (H x K) /K est isomorphe
a Hetque (H x K)/H' estisomorphe a K. n

Définition.

|| Ce groupe H x K est appelé le produit direct des groupes H et K .

Plus généralement, soit (H;);c; une famille de groupes. L'ensemble G = 1‘[1 H;
1S

est un groupe si on définit le produit de (x;)ic; et (yi)ic; comme étant (x;y;)ics - Les
groupes H; sont alors isomorphes a des sous-groupes distingués H! du produit.

Exercice. Soient E un ensemble, f la bijection de P(E) sur {0,1}F associant a
toute partie A de E sa fonction indicatrice 14, (de valeur 1 sur A et 0 sur le
complémentaire A° de A). On identifie {0, 1} au groupe Z/2Z = {0,1}. On munit
G={0,1}t = (Z/2Z)F delastructure de groupe produit et on transporte cette
structure de G a l'aide de f . Quelle structure de groupe obtient-on sur P(E) ?
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Solution. Soient E,F des ensembles. L'ensemble F(E,F) des applications de E
dans F s’identifie a FF, en associant a toute application ¢ € F(E,F) la famille
(¢(x))xee € FE de ses valeurs. Les fonctions indicatrices 14 des parties A de E, sont
les applications de E dans {0,1} . Elles sidentifient avec les éléments de G = {0,1}F.
Identifions {0,1} et Z/2Z = {0,1}. Alors F(E,{0,1}) = {0,1}f peut étre muni de
la structure de groupe produit, dont 'opération est définie, pour ¢ € F(E,{0,1}) et
¢ € F(E,{0,1}), par

) (@(x)xee + (¥(x))xer = (@(x) +¥(x))xee = ((¢ + ) (¥))zeE-

Pour A, B € P(E) nous devons déterminer f~!(f(A)+ f(B)) € P(E), c’est-a-dire la
partie de E dont la fonction caractéristique a valeurs dans Z/2Z est 14 + 1p, somme
calculée selon la formule (1).

-Pour x€e ANB  ona 1x(x)+1p(x) =141 =0.
-Pour x € ANB® ona 1x(x)+1p(x) =140=1.
-Pour x € ANB  ona 1x(x)+1p(x) =0+1=1.
-Pour x € A°NB° ona 1x(x)+1p(x) =0+0 = 0.

On voit que l'on a obtenu la fonction caractéristique de la différence symétrique
AAB = (A\ B)U(B\ A).Cela montre que P(E) muni de l'opération A est un groupe
commutatif isomorphe par f au groupe (Z/2Z)F. On en déduit par exemple, que A
est une opération associative, qu’elle a pour élément neutre la partie correspondant
a (0)yeg, C'est-a-dire la partie vide (de fonction caractéristique nulle). L'inverse de
A € P(E), pour 'opération A est A car 14 +14 =0 (ona AAA = Q).

Notons que Z /2Z posséde non seulement une addition mais aussi une multiplication

définie par ¥ ¥ = xy. C’est un anneau. De ce fait, (Z/2Z)F = F(E,{0,1}) est un
anneau (anneau produit). L'opération qui correspond par f au produit 141p (dont les
valeurs sont calculées modulo 2) est la partie AN B de E. Ainsi, (P(E),A,N) estun
anneau, isomorphe a (Z/2Z)F (voir Ex. 9-1).

1.11 Caractérisation du produit direct

Proposition.
Soient G un groupe et H, K deux sous-groupes. On suppose que
H<G , K<G , HK =G , HNK = {e}.
Alors, f : (h,k) — hk est un isomorphisme de groupes de H x K sur G.

Démonstration. Du fait que G = HK, pour tout x € G il existe h € H et k € K tels
que x = hk. Cette expression de x est unique. En effet, si x = h'k’ avec I/ € H et
k'€ K,ona hk = l'k',d’ot h '’ = kk'"! € HNK = {e}.On en déduit que h = I’
et k =k". Ainsi, f : (h,k) — hk estbijectivede H x K sur HK = G.

Comme H et K sont distingués, pour tout 1 € H et pour tout k € K,ona:
h(h='kh) = kh = (khk ')k avec khk-'e H , h'kheK.

L'unicité de I'expression de kh € G = HK impose h = khk~! soit hk = kh et cela pour
touth € H ettoutk € K. Pour tous h, ' € H et k, k' € K, on en déduit:

F((K)(I,K)) = f(h, kK'Y = hi'kk' = hkW'K' = f(h,k)f(H,K').

Donc f est un homomorphisme de groupes. C’est un isomorphisme de H X Ksur G . m
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Exercice. Montrer que le groupe commutatif Ug (des racines sixiémes de 1'unité
dans C*) est isomorphe au groupe U, x Us . Généraliser cet énoncé.

Solution. H = U, et K = U; sont des sous-groupes de Ug. Leurs ordres étant
premiers entre eux, HNK = {e} (voir 1-7, ex. ). Comme Uy est commutatif, HK est
un sous-groupe (voir 1-8, ex. ). Il contient H et K. Son ordre est donc divisible par
2 =[H:1],par 3= [K:1],etdonc par ppcm(3,2) = 6.On en déduit que HK = Ug.
D’apres la proposition, (z,z') + zz' est un isomorphisme de U, x Us sur Ug . Tout
élément de Uy s’écrit de maniére unique comme produit zz" avec z € U, et 2/ € Us.

Si n = dd’, avec d et d’ premiers entre eux, la méme démonstration prouve que
(z,2') + zz' est un isomorphisme de Uy x Uy sur Uy, .

1.12 Procédé de symétrisation

Nous allons détailler une construction algébrique formelle de Z a partir de
IN . Si on pense a un entier relatif comme exprimant le bilan d’une soustraction x — y
de deux entiers naturels x,y, un autre couple (x’,y’") conduit au méme bilan lorsque
x' —y = x —y dans Z. On doit donc considérer comme équivalents deux couples

(x,y) et (x/,y') de N x N telsque x +y =y +x'.

Proposition.

Soit S un ensemble muni d’une addition associative, commutative, avec un élément
neutre 0 et réguliére. Sur S x S la loi de composition définie par

(xy)* (xy') = (x+x,y+Y)
est compatible avec la relation d’équivalence définie par
(xy)R(Y) & x+y =y+x.

Le quotient G = (S x S)/R muni de I'opération quotient, que nous noterons additi-
vement, est un groupe commutatif. L’application ¢ associant a tout x € S la classe de
(x,0) modulo R est injective, telle que ¢(x +x") = ¢(x) + ¢(x’) pourtous x,x" € S.
Elle permet d’identifier S avec une partiede G.Onaalors G=S—S.

Le couple (G, ¢) posséde la propriété universelle suivante :

(P)  Siune application f de S dans un groupe commutatif G’ est telle que
f(x+x') = f(x)+ f(x') pourtout x € S, tout x' € S, il existe une application f
unique de G dans G' prolongeant f et telle que f(x + x') = f(x) + f(x') pour tout
x € G etpour tout x' € G.

Démonstration. Vérifions que R est transitive.

(,y)R(X,y') et (¥, y)R(x",y")

& x+y =y+x et ¥+y' =y +x”

= x+y+y =y+x+y" et y+x'+y" =y+y +x”

= x+y+y =y+y +x”

= x+y’ ' =y+x” (car I'addition dans S est réguliere)
< (oy)R("%y").

La symétrie de R et la réflexivité de R sont évidentes. Donc R est une relation d’équiva-
lence. Elle est compatible avec I'opération introduite sur S x S car:
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(x1,y1) R(x},y1) et (x2,y2) R(x3,¥5)
& m+y,=m+x] et xm+yh=yr+xb
= x+x+yity, =yt +x+x
& [(xn, 1) * (x2,52)] R [(x],17) * (x5, 95)] -
L’opération * est associative, commutative, avec élément neutre (0,0). D’apres 1-2, le

quotient sur G = (S x S)/R hérite de ces propriétés. Pour tout (x,y) € G,ona
(vy) + (y,x) = (x+yy+x) = (0,0).

Tout élément (x,y) de G a donc pour opposé (y, x) . Ainsi, G est un groupe.

L’application ¢ est injective car :
p(x) = 9(y) & (LOR(Y0) & x+0=0+y & x=y.

Ona G = S — S. En effet tout élément (x,y) peut s’écrire

(xy) = (x0)x(0,y) = (x,0) + 0y) = ¢(x)—9(y).
Pour vérifier (P), considérons F : S x S — G’ définie par F(x,y) = f(x) — f(y).
Comme F est constante sur les classes modulo R, elle définit par factorisation, une
application f de S/R dans G’ qui a les propriétés annoncées. ]

Définition.

| Le groupe G est appelé le symétrisé de S .

Remarque. Des axiomes habituellement considérés en théorie des ensembles (comme
ceux de Peano), on déduit 1'existence de IN et ses propriétés. Nous venons de cons-
truire Z par un procédé algébrique. Nous verrons au ch. 9 que le corps Q se construit
algébriquement a partir de Z. La construction de R & partir de Q s’effectue par un
procédé de complétion dans le cadre des espaces métriques. La construction de C a
partir de R est algébrique et sera étudiée au ch. 11. Ainsi, a la fin de ce cours d’algebre,
nous aurons vu comment déduire de la théorie des ensembles les objets Z,Q, R, C ...
sur lesquels repose 1'essentiel des mathématiques.

1.13 Sous-groupes de Z et de R

Définition.

H Le symétrisé de N se note Z . Ses éléments s’appellent les entiers relatifs.

Soit x € ¢(IN) N (—¢(IN)). Il existe a,b € IN tels que x = (4,0) = (0,b).On a
(a,0)R(0,b) soit a+b =0 etdonca=0,b=0.Ainsi ¢(IN)N(—¢(N)) ={0}.

L'ordre de IN étant total, pour tout élément (x,y) de Z, ot x,y € N,ona

-soit x >y etalors (x,y) = (x—y,0) € p(N),

-soit x <y etalors (x,y) = (0,y —x) € —¢(N).

Cela prouve que ¢(IN) U (—¢(IN)) = Z.D’apres 1-12, I'application ¢ : x — (x,0)
étant injective de N dans Z , nous pouvons identifier N avec ¢(IN) C Z.On a alors

NczZ , NU(N)=zZ , Nn(-N)={0}.

Soient x,y € Z.En posant x <y si y —x € IN on définit sur Z une relation d’ordre
total compatible avec I'addition. On dit que Z est un groupe totalement ordonné.
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En outre, le lecteur vérifiera que (x1,y1) (x2,y2) = (¥1x2 + yay2 , X1y2 + X2v1)
est une opération sur IN x IN, associative, commutative, d’élément neutre (1,0) qui
distribue *. Elle est compatible avec la relation d’équivalence R considérée en 1-12.
D’apres 1-1, ces propriétés se transmettenta Z = (IN x IN) /R. Ainsi, non seulement Z
est un groupe additif mais c’est un anneau, structure qui sera étudiée dans la partie III.

Proposition 1.

| Les sous-groupes de (Z,+) sont les sous-ensembles nZ., ot n € N.

Démonstration. Ona 0 € nZ.Soient x, x' € nZ . ll existe k, k' € Z tels que x = nk,
x" =mnk'. Alors x —x’ = n(k — k') € nZ.Donc nZ est un sous-groupe de Z .

Réciproquement, soit H un sous-groupe de Z.Si H = {0}, alors H = 0Z. Si
H # {0}, il existe x # 0 dans H.On a aussi —x € H donc HNIN* # @. Soit n
le plus petit élément de H NIN*. Pour tout k € N ona nk =n+---+n € H et
n(—k) = —(nk) € H. Cela prouve que nZ C H.Soit x € H, positif. La division par n
donne x =ng+ravec0 <r <netq € N.Onendéduitquer =x—(n+---+n) € H
avec 0 < r < n. Sir était non nul, le fait que n est le plus petit élément de H N IN*
serait contredit. Donc r = 0 et x = ng € nZ.Si x € H est négatif, alors —x € H est
positif et donc élément de nZ . Ainsi,ona H C nZ etdonc H = nZ. n

Proposition 2.

|| Un sous-groupe de R est partout dense dans R ou de la forme aZ , ot a € Ry .

Démonstration. Soit H un sous-groupe de R. Supposons H # {0} . Il existe xp # 0
dans H . Quitte a remplacer xo par —xp , on peut supposer xo > 0. On a donc
Ht ={xe€H|x>0} # @.Posons a =infH".

Supposons tout d’abord que 4 € H" et que a > 0. Pour tout k € IN* on a
ka =a+---4+a € H etdonc Za C H. Par ailleurs, pour tout k € Z, |ka, (k+ 1)a|
ne contient aucun élément h de H, sinon x = h — ka € H vérifierait 0 < x < a
contredisant le fait que a est le plus petit élément de H™ . Donc Za = H et Za discret
est fermé dans R.

Supposons que a ¢ H' ou que a = 0. La borne inférieure de H est adhérente
a H™ . Pour tout ¢ > 0, il existe x € H" tel que x —a < ¢, puis y € HT tel que
0 <y<x.0Onaalors 0 < x —y < €. Ainsi, pour tout € > 0 on peut trouver h € H
tel que 0 < h < €. Alors Zh est une progression arithmétique de pas h < ¢ contenue
dans H . On voit que H est partout dense dans R : pour tout ¢t € R et pour tout ¢ > 0,
en choisissant i comme ci-dessus pour cette valeur de €, |t —¢,t + €] de longueur 2¢
contient un élément de Zh. m

Exercice. Montrer qu'un sous-groupe Hde U = {z € C | |z| = 1} est soit fini,
et alors égal a U,, ou n est son ordre, soit partout dense dans U .

Solution. Si H est fini d’ordre n, H = U,, (voir 1-14, ex. 1). Si H est infini, dans U
compact, il admet un point d’accumulation [ . Paramétrons U par la bijection continue
x e de [ —1,14+1[ sur U.Pourtout ¢ > 0,avec ¢ < 1,ilexiste x € H et x¥' € H
tels que x # x" avec x et x" dans le voisinage || —¢,/ +¢[ del.Ona h=x"—x € H
et || < e. Comme pour R ci-dessus, on voit que H est dense dans U'.
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1.14 Sous-groupe engendré par un élément

Proposition.

Soient G un groupe et a € G . L'application f : k — a* est un homomorphisme de

Z sur le sous-groupe (a) engendré para . Si f est injectif, alors (a) est isomorphe a Z .
Si f n’est pas injectif, (a) est isomorphe a Z/nZ, out n € IN* est le plus petit entier
non nul tel que a" = e. Dans ce cas, les entiers k tels que a* = e sont les multiples
den et (a) = {e,a,...,a" '}.

Démonstration. L'application fy : k — a* de N dans (a) vérifie

VkeEN VK eN  fok+K) = a"* = aad = fo(k)fo(K).
La propriété universelle du symétrisé Z de IN permet de prolonger fp en un homomor-
phisme f de Z dans (a).Pourk = —|k| < 0,ona f(—|k|) = f(|k])~' = (al)~1 = a*
(considéré en 1-2). On a donc Im (f) = {a*; k€ Z} = (a).

D’apres 1-13, il existe n € IN tel que Ker (f) = nZ.Si n = 0, f est injective.
C’est un isomorphisme de Z sur (a).Si n # 0, par factorisation de f a travers son
noyau nZ, on obtient un isomorphisme f du groupe Z/nZ sur (a).Le noyau de f
est I'ensemble des k € Z tels que ak = e, c’est-a-dire ’ensemble nZ des multiples
de n. Comme 0,1,...,n — 1 sont des représentants des n classes modulo nZ, leurs

images e =a%, a,...,a""! par 7 sont les éléments de Im (?) =Im(f) = (a). m
Définition.
Dans le cas ot il existe des entiers k > 0 tels que a* = e, on dit a est d’ordre fini. Le

plus petit entier n > 0 tel que a" = e est appelé I'ordre de a . Nous le noterons o(a) .
C’est aussi I’ordre du sous-groupe (a) de G.

k

Corollaire 1.

G:1]

| Soit G un groupe fini. Pour tout a € G ona al¢!l =e¢.

Démonstration. D’apres le th. de Lagrange, I’ordre n = [(a) : 1] dea divise [G:1].
Corollaire 2.

| Soient H et K des groupes finis et (h,k) € H x K. Alors o(h,k) = ppem(o(h),o(k)).

Démonstration. Pour tout m € IN,ona (h, k)" = (h", k™), d’ou:

(h,k)" = (ee) & h'=e et kK"=e
< o(h)|m et o(k)|m < ppem(o(h),o(k))|m.

Le plus petit m € IN* tel que (h, k)™ = (e,e) est donc ppem(o(h),o(k)). ]

Exercice. a) Soient G un groupe et x,y € G. Montrer que o(xy) = o(yx).
b) Si z € G est d’ordre 2, unique, montrer que z appartient au centre Z de G ..

Solution. a) Soient 2 € G et « € Aut(G). Pour tout k € N ona a(a)* = a(aX) donc
o(a(a)) = o(a) . L'assertion en résulte car Ad,(yx) = x(yx)x~! = xy.

b) Pour tout ¢ € G, ona 0(gzg~ ') = 0(Adg(z)) = o(z) = 2. D’apres l'unicité de z,
pour tout ¢ € G ona gzg~! = z soit encore gz = zg. Ainsi z € Z.
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Exercices du chapitre 1

_ Ex1-1

a) Caractériser les groupes G pour les-
quels ¢ : x — x~! est un automor-
phisme.

b) Caractériser les groupes G pour les-
quels ¥ : x — x> est un endomor-
phisme.

En supposant G fini, a quelle condition
1 est-il un automorphisme ?

_ Ex1-2

En étudiant sa table de multiplication,
montrer qu'un groupe G d’ordre 4 ne peut
avoir que deux structures.

Préciser la structure du groupe (mul-
tiplicatif) Uy = {1,i,—1,—i}, celle du
groupe des isométries du plan euclidien
qui conservent un rectangle ABCD qui
n’est pas un carré (groupe de Klein).

_ Ex1-3

R est-il un groupe si on le munit de la loi
de composition interne définie par

x*xy = x/1+y> +yvV1+x2 ?

_ Ex1-4

¢) Montrer que SL(n,C),GL(n,C) et
SL(n,R) sont connexes, que GL(#,R)
posséde deux composantes connexes.

0 -1 1
d) Soit A= |0 —1 0] .Montrer que
1 -1 0
A € SL(3,R) et donner des matrices

de transvection dont A soit le produit.

_ Ex1-7

Soient G un groupe fini et H un sous-
groupe distingué de G d’ordre m .

a) Soit K un sous-groupe de G tel que
[G : H] et [K : 1] soient premiers
entre eux. Montrer que K C H.

b) Si [G : H] et [H : 1] sont premiers
entre eux, montrer que H est le seul
sous-groupe de G d’ordre m .

_ Ex1-8

Soient G un groupe et H,K deux sous-
groupes de G.

Etudier le groupe Aut ((Z/2Z) x (Z./27)).a) On suppose H d’indice fini dans G.

— Ex1-5

Soient K un corps commutatif et n > 2
un entier. Déterminer les centres
Z et Z' des groupes GL(n,K) et
SL(n,K) = {A € M,(K) |det(A) =1}.

_ Ex1-6

Soient K un corps commutatif et n € IN*.

a) Soit A € GL(n,K). En utilisant la
méthode du pivot de Gauss, montrer
qu’il existe des matrices de transvec-
tion Ti,..., Ty et une matrice de dila-
tation D tellesque A =T;---TiD.

b) En déduire que SL(n,K) est engendré
par les matrices de transvection.

Montrer que H N K est d’indice fini
dans Ketque [K : HNK] < [G : H].

b) Montrer que 'on a l'égalité dans cette
relation si et seulementsi KH = G.

¢) Si H et K sont d’indice fini, montrer que
[G: HNK] < [G : H][G : K] et que
I'on a I’égalité dans cette relation si et
seulement si KH = G.

d) Montrer que lintersection d’une fa-
mille finie (Hy,...,Hp) de sous-
groupes d’indice fini de G, est un sous-
groupe de G d’indice fini (th. de Poin-

caré).

On suppose [G : H| et [G : K] finis,
premiers entre eux.

Montrer que G = KH = HK.

e)
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_ Ex1-9

Soient H et K des sous-groupes de (Z,+),
distincts de {0}. Montrer que (Z,+)
n’est pas produit direct de H et K.

— Ex1-10

Quels sont les éléments d’ordre 3 du
groupe (Z/3Z) x (Z/6Z) ?

— Ex1-11

On considere un groupe abélien fini G,
noté additivement, et x,y € G d’ordres
m et n premiers entre eux. Montrer que les

CHAPITRE 1

deux sous-groupes (x +y) et (x,y) de G
sont égaux, d’ordre mn.

— Ex1-12

Montrer que le produit direct H x K de
deux groupes a la propriété universelle
suivante

(P) Considérons un groupe G et
f € Hom(H,G) , ¢ € Hom (K, G) tels
que Vh € HVk € K f(h)g(k) = g(k)f(h).
Il existe alors ¢ € Hom(H xK,G),
unique, tel que Vi € H f(h) = ¢(he)
et Vk € K g(k) = ¢(e k).

Démontrer ainsi I’exercice précédent.

Indications

_ Ex1-1

Chacune des conditions caractérise les
groupes abéliens.

_ Ex1-2

Voir cours 1-3, ex. On pourra distinguer le
cas ol tout x # e est d’ordre 2 et le cas
contraire.

_ Ex1-3
Voir cours 1-4, ex. 1 et ex. 2.
— Ex1-4

Un automorphisme conserve l'ordre de
chaque élément. Ona Aut (G) ~ S3.

_ Ex1-5

Montrer que tout A € Z commute avec
les matrices E;; de la base canonique de
M,(K).Ona Z' = {AL,; A € K*} et
Z={A,; AeK", A" =1}.

_ Ex1-6

Reprendre la méthode du pivot de Gauss
et raisonner par récurrence sur 7.

_ Ex1-7

Considérer 'image ¢(K) par ’homomor-
phisme canonique ¢ : G — G/H.

— Ex1-8

veni e N
Revenir aux définitions des classes a
gauche et de I'indice d"un sous-groupe.

_ Ex1-9

Montrer que HN K # {0}.

— Ex1-10

Utiliser 1-14, cor. 2.

— Ex1-11

Utiliser la définition de 'ordre d’un élé-
ment et la relation de Bezout.

—  Ex1-12

Pour établir (P), poser ¢(h, k) = f(h)g(k).

Factoriser ¢ a travers son noyau.
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Solutions des exercices du chapitre 1

_ Ex1-1

a) Comme ¢ o ¢ = Idg, l'application ¢ est bijective et ¢~ = ¢.

p€cEnd(G) & VxeG VyeG p(xy) = e(x)e(y)
& VxeG VyeG ylxl = x iyt
& VxeG VyeG yx = xy

Donc ¢ est un automorphisme si et seulement si G est abélien.

b) y €cEnd(G) & VxeG VyeG P(xy) = P(x)¥(y)
& VxeG VyedG XYxy = xxyy
& VxeG VyeG yx = xy

Nous avons utilisé la régularité de la loi de composition du groupe. Ainsi, ¥ € End (G)
si et seulement si G est abélien.

Si G est fini (abélien), 'endomorphisme 1 sera bijectif, si et seulement s’il est in-
jectif. Pour cela il faut et il suffit que Ker () = {x € G | x> = e} soit égal a {e},
c’est-a-dire qu’il n’existe pas d’élément d’ordre 2 dans G (1’élément neutre e est d’ordre
1).

_ Ex1-2

Premier cas. Supposons que x> = e pour tout x € G. Dans la table de G, tous les

termes diagonaux sont égaux a e. La deuxieéme ligne {ax; x € G} se déduit de
{e,a,b,c} par la permutation I, : x +— ax. Elle contient donc une fois et une seule,
chaque élément de G . De méme pour chaque ligne et chaque colonne, d’ot1 une seule
possibilité pour compléter le tableau :

b
b

O ST QN VNN
(8>
x
O ST x N
O T Q XN
A=l o N o RN RN
ES T I o B ol e o
xR TTaa

O SN N

Réciproquement, le tableau obtenu est bien une loi de groupe: on retrouve par
exemple la table de (Z/2Z) x (Z/2Z), qui est aussi celle du groupe de Klein des
isométries conservant le rectangle R = ABCD (groupe constitué de Id , des symétries
Sp, Spr, So par rapport aux médianes D et D’ et au centre O de R).

Deuxiéme cas. Supposons qu'il existe a # e tel que a®> # e.On a a? # a (sinon par
régularité a = ). Posons b = a*>.Ona ab = a® # a (sinon par régularité a> = ¢), ab #
e (sinon dans la quatriéme colonne c se répeterait), ab = a® # a> = b (sinon a = e).
Donc nécessairement, a°> = ab = c. Ainsi, G = {e,a, a2, a3} ,avec a* = e car dansla 2
éme ligne de la table on doit trouver a, a2 =b,a° = ¢ et ac = e. Ainsi G est un groupe
cyclique d’ordre 4. Sa table de multiplication est évidemment la méme que celle de
Z /A7 qui est additif cyclique engendré par la classe 1 oude Uy = {1,i,—1, —i} qui
est multiplicatif cyclique engendré par i. Tous ces groupes sont isomorphes.
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_ Ex1-3

Posons u = Argshx et v = Argshy.Ona x =shu et y =shv,dou:

x+xy = shuv/1+sh’o + shoy/1+sh?u

= shuchv 4+ shvchu = sh(u+v) = sh[Argshx+ Argshy].

Ainsi (R, %) est le groupe, déduit de (IR, +) par transport de structure a 1’aide de la
bijection sh de R sur R. Il est isomorphe & (R, +), d’élément neutre Argsh (0) =0.

_ Ex1-4

La table de multiplication de G = (Z/2Z) x (Z/2Z) = {e,a1,a3,a3} est:

(1) Vi esy=a; Vi at=e ViVj#i auj=a ou k#ik#]j,
ou i,j,k € {1,2,3} . Tout automorphisme f de G laisse fixe e . Il permute donc les autres
éléments ay, ay, a3 . Réciproquement, pour toute permutation f de ces trois éléments,
en posant f(e) = e, on obtient une bijection de G sur G qui respecte la table de
multiplication (1). C’est donc un automorphisme. Ainsi Aut (G) estd’ordre 3 ! = 6 et
isomorphe au groupe S; des permutations de {1,2,3}.

_ Ex1-5

Notons (E;j), ot i,j € [1,...,n], la base canonique de I'espace vectoriel M, (K) des
matrices carrées (tous les coefficients de Eij sont nuls, sauf celui qui est sur la "™ ligne
et la j*™ colonne qui est égal a 1). Posons 6;; = 0 ou 1 selonque i # j ouque i = j.
Rappelons que dans 1’algebre M, (K) ona:
EijEq = 0 Eir.

Soit A = (a;;) un élément du groupe GL(n, K), c’est-a-dire une matrice carrée inver-
sible. Supposons que A € Z ou que A € Z'. Comme A commute avec tout élément
de SL(n,K), pour tout i et tout j # i elle commute avec la matrice de transvection
T;j = I, + E;; qui est triangulaires de déterminant 1. Donc A commute dans M, (K)
avec E;; pour tous i # j. De plus, A commute avec E;; pour tout i car en choisissant
j#iona E; = E;Ej;. Puisque A = (a;;) = Y_ijaijEij, on en déduit que pour tout k et
tout / les matrices

AEqy = YjaiEijEq = Y aiEi et EwA = YjaijEnEij = ) aijEy;

sont égales. La famille (E;;) étant une base de l'espace vectoriel M, (K), on obtient
agp = 0sii #k, ag = aysii = k. Ainsi A = Al,, ol A = ay1. Réciproquement, si
A = AL, ou A € K*, alors A € GL(n,K) et A commute avec tout élément de GL(n, K) .
Donc Z = {Al,; A € K*}.Commedet(Al,) = A", ona Z' = {Al,; A € K* A" =1},
groupe fini car dans le corps K, le polynome X" —1 a au plus n racines.

_ Ex1-6

Rappelons le principe de la méthode de Gauss pour résoudre, par éliminations suc-
cessives des variables, un systeme de m équations linéaires a n inconnues, de matrice

A:

apxy+---+apxy, = N air v Ay 1 -0

Am1X1 + -+ AunXn = Ym Am1 = Amn 0 --- 1
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Les opérations utilisées sont les suivantes.

1- Transpositions L; <+ L; de deux équations du systéme. Cette opération transpose
les lignes d’indices i et j dans les matrices des deux membres du systeme (A et
Iy initialement). On obtient ce résultat en multipliant & gauche les deux matrices
par une matrice P; = (py) € M,;,(K) visible aprés opération sur le membre car
P Iy = Pyj. Ainsi, p;j = pji =1, pii = p;j =0, pxc = 1 pour k & {i, ]} etles autres
coefficients py; de P;j sontnuls. On a Pi]. =1I,.

2- Ajouter a une ligne L; un multiple d"une autre ligne L;, soit L; <— L; + AL;. Cette
opération est obtenue en multipliant & gauche les matrices des deux membres par
une matrice Tj;(A) = (ty) que I'on découvre si on fait cette opération sur I,,. On a
tie =1 pour 1 < k < m, t;; = A et les autres coefficients sont nuls. Cette matrice
est triangulaire de diagonale principale faite de 1. C’est un élément de SL(n, K).
Un endomorphisme qui a cette matrice dans une base est appelé une transvection.

3- Multiplier une ligne L; par une constante non nulle soit L; <- «L;. Pour cela, on
multiplie les matrices des deux membres par la matrice diagonale D;(a) = (dy)
obtenue en multipliant par « le coefficient d;; = 1 de I,;, sans modifier les autres
coefficients. Un endomorphisme qui a cette matrice dans une base est appelé une
dilatation.

Par transposition des matrices, on voit comment réaliser des opérations analogues sur
les colonnes d"une matrice par des multiplications a droite par les matrices P;;, T;;(A),
Dj(a) € M, (K).Rappelons que si on multiplie a gauche ou a droite une matrice, par
une matrice inversible, on ne change pas son rang.

a) Montrons quesi A € GL(n, K), on peut, par un algorithme du pivot, la transformer
en [, sans utiliser les opérations du type 1 et en utilisant une fois seulement, pour
terminer, une opération du type 3. Démontrons cela par récurrence sur 7.

Pour n =1, A = («) = D est de la forme voulue avec zéro matrice de transvec-
tion.

Supposons n > 2. Admettons le résultat pour GL(n —1,K) . Considérons A €
GL(n,K). La premiere colonne de A n’est pas nulle car A est inversible.

, 1-—
S’il existe i # 1 tel que a5 # 0, alors L; < Lj + fu L; remplace A par
i
T1A = B’ telle que bj; = 1 et T; est la matrice de transvection Tj;(A), ou
)\ — 17&11 .
ai1

Sipourtout i #1,0ona a; =0, par Ly < Ly + L1 onremplace A par B” = T,A
telle que Y, # 0. Le procédé précédent, fournit B’ = T1 T, A telle que bj; = 1.

Ensuite, pour tout coefficient bl/»1 non nul dans la premiére colonne, on effectue
I'opération L; <— L; — b/;L;.On arrive a:

1 by -+ by by - Doy
0 by - by

B=1. . ) , avec A’ = : : € GL(n—1,K).
0 an L bnn bn2 e bnn

En effet, on a n = rang(A) = rang(B) donc det(A’) = det(B) # 0. Les lignes de
A’ constituent donc une base de K"~!. Le vecteur b = (byy,..., by;) a donc une
expression unique de la forme

b = Az(bzz,...,bzn) +"'+An(bn2/~--/bnn)-
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Les opérations Ly <— L1 — ALy, ..., Ly < L1y — AyL,, c'est-a-dire les multiplica-
tions de B a gauche par n — 1 matrices de transvection conduiront a :

1o 0 b2 boy
0 by - by

cC=1. . ] , avec A = : : | € GL(n—1,K).
0 an . bnn an e bnn

I existe donc des matrices de transvections Ti,...,T; tellesque C = T,--- T1A.
D’apres 'hypothese de récurrence, il existe une matrice de dilatation D’, des ma-
trices de transvection T, , ..., T; tellesque A’ = T/, --- T;D'.Dans GL(n — 1,K)
considérons les matrices d’expressions par blocs

1 0 1 0 1 0
(o r) o me o) 2o o)

Ona C=T,y1---T;D,dou A = Tfl o T[lTrH -+ - TgD . Le résultat s’en déduit
car lI'inverse de Tj;(A) est Tjj(—A).

AeSL(n,K) < det(A)=1 < det(D)=1 & D=1I,.
Ainsi tout élément de SL(n, K) est produit de matrices de transvections.

L’homomorphisme A +— T;;(A) dugroupe additif (R,+) dans GL(n,R) est continu
de R dans l’espace vectoriel M, (R) =~ R"” car tii = A et les autres coefficients

sont constants. Donc t + T;;(tA), ot t € [0,1], est un chemin continu reliant I, et
T;j(A) dans SL(n,IR). De méme dans le cas de SL(n,C).

Soit A € SL(n,R) (resp. SL(n,C) ). D’apres a), A est produit A = Tj;(A) - - - Ty (u)
de matrices de transvection. Alors t — T;;(tA)--- Ty (tpu) est un chemin continu
de [0,1] dans SL(n,R) (resp. SL(n,C)) reliant I, et A. Le groupe SL(n,R) (resp.
SL(n,C) ) est donc connexe par arc.

Soit A € GL(n,C). D’aprés a),ona A = T;j(A)---Ty(u)D(a) ott D(a) est une
matrice de dilatation. Comme a = re’® # 0, en posant { = Inr +i ona a = €.
Alors t +— D(e'%) est un homomorphisme de groupes continu de R dans GL(n,C)
reliant I,, et D, quand ¢ varie de 0 a 1. On voit que GL(n,C) est connexe par arc.

Le groupe GL(n,IR) n’est pas connexe car la fonction continue ¢ : A — det(A)
applique GL(n,R) sur R* non connexe. L'image réciproque GL(n,R)* du sous-
groupe R de R* par 'homomorphisme ¢ est un sous-groupe distingué de GL(#, R).
Ce sous-groupe est connexe par arc. En effet, dans 'expression de A € GL(n,R)
donnée en a), la dilatation D(x) a un rapport « = det(A) > 0 et s’écrit « = e*. Le
chemin continu t +— D(e'®) relie I, et D, .

Posons GL(n,R)” = {A € GL(n,R) | det(A) < 0}. Choisissons Ay € GL(1n,R)".
Pour tout A € GL(n,R)” ona A,;'A € GL(n,R)*.

On voit que GL(n,R)” = AoGL(n,R)" . Cette classe a gauche modulo le sous-
groupe GL(n,R)" estimage de GL(n,R)* par A — ApA continue. Donc GL(1,R)~
est connexe. On a deux composantes connexes dans GL(n,R) qui sont les deux
classes modulo GL(n,R) ™.
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d) Dans cet exemple, la démarche exposée, conduit aux manipulations suivantes :

Ly Li1+Ls , L3+ L3—Ly , Ly+ Ly+2L3 , L3+ Lz—1L, ,
Ly ILp+2L3 , Li< Li—Ls , Li<+ Li+2L;.

On aboutita I3 donc A € SL(3,R) (visible a priori si on calcule det(A)) et

_ Ex1-7

a) Soit ¢ : G — G/H l'homomorphisme canonique. D'apres 1-9, cor. 1, [¢(K) : 1]
divise [K : 1] et [G/H : 1].Onadonc ¢(K) = {e},soit KC H.

b) Si un sous-groupe K est d’ordre m = [H : 1] etsi [H : 1] A[G : H] = 1, alors
d’aprés a), ona K C H etdonc K = H puisque K et H ont le méme cardinal.

_ Ex1-8

a) Posons n = [G : HJ.On an classes a gauche ¢g1H, ..., g,H qui constituent une
partition de G . On en déduit la partition de K :

@) K= [(@H)NKJU---U [(g:H) N K]

Si (¢1H)NK # @, il existe k € K tel que k € g1H, c’est-a-dire tel que kH = ¢g1H .
La translation & gauche par k étant injective, on a (¢1H) NK = (kH) N (kK) =
k(H N K) . Les parties non vides dans la partition (1) de K sont donc les classes de K
modulo (HNK).On adonc au plus n classes modulo H N K dans K.

b) L'égalité n = [K : HNK] a lieu si dans (1) toutes les parties g;H N K sont non
vides. Pour tout g € G,ona (¢H)NK # @ .1l existedonc h € H et k € K tels que
k=gh,dot ¢ =kh ! € KH.Ainsi G =KH.

Réciproquement, supposons que G = KH. Pouri =1,...,nilexistek; € K, h; € H
tels que g; = k;h;, d’ott (§;H) NK # @. On en déduit que [K: HNK] =n.

¢) D’apres le th. de Lagrange, [G: HNK]| = [G: K][K: HNK].SiK et H sont d’indice
fini, en utilisant a), on obtient [G : HN K] < [G : K][G : H] fini, avec égalité si et
seulementsi [K: HNK] = [G: H|,soitsi G = KH.
P P
d) Pour p > 2, par récurrence ¢) donne [G : (| Hi] <[ ][G: Hi].
i=1 i=1
e) D’apres le th. de Lagrange, [G: HNK] = [G: K|[K: HNK]| = [G: H|[H : HNK]
est divisible par [G : K] et par [G : H] et donc par leur ppcm. Ces nombres étant
premiers entre eux, ce ppcm est [G : K| [G : H].Donc [G : K][G : H] divise
[G : HNK].Compte tenu de c), ces nombres sont égaux et G = KH . En prenant
les images par la bijection x — x~!, on obtient G = HK.

— Ex1-9

Ilexiste m € IN* etn € IN* tels que H = mZ et K = nZ.On a alors ppcm(m, n) € HNK
et donc HN K # {0} . Par contre, on peut avoir H + K = Z. Cela se produit si et
seulement s’il existe u € Z et v € Z tels que um +vn =1, c’est-a-dire si m et n sont
premiers entre eux (th. de Bezout).
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Ex1-10
On cherche (X,y) € (Z/3Z) x (Z/6Z), tel que 3 = o(x,y) = ppcm(o(X),0(y))
(voir 1-14, cor. 2), c’est-a-dire tel que:

o(x)=1eto(y)=3 ou ox)=3eto(y)=1 ou o(x)=3eto(y)=3

avec

D’ot les éléments d’ordre 3

X
(0,2) , (0,4), (1,0), (Z@) , (L,2), (1,4), (2,2), (2,4).
— Ex1-11

L'ordre m de x est le plus petit m € IN* tel que mx = 0.Soit k € Z.0On a kx = 0 si
et seulement si k est un multiple de m. On a de méme ny = 0. Ainsi, mn(x+y) = 0.
Cela prouve que l'ordre de x 4y divise mn.

D’apres le th. de Bezout, si m et n sont premiers entre eux, il existe u,v € Z tels
que um + vn = 1. On en déduit que:

x = umx +onx = onx = on(x+y) € (x+vy),
y = umy+ony = umy = um(x+y) € (x+y).
Onadonc (x) C (x,y) C (x+y) etd’apresle th. de Lagrange,
m=1) 1 | [wy) 1) | [x+v): 1) | mn.
On obtient un résultat analogue pour n = o(y) . Comme les multiples communs de m

et de n sont les multiples de ppem(m, n) = mn (ici m An = 1), on déduit de tout cela
que mn = [(x,y) : 1] = [(x +y) : 1] etensuite que (x,y) = (x+y).

— Ex1-12

Pour tout (h,k) € H x K, posons ¢(h, k) = f(h)g(k).Lapplication ¢ ainsi définie est
un homomorphisme, d’ott (P). En effet, pour tous (h,k), (i',k') € Hx K ona:

ol k) (W', K)] = @(hh',kK) = f(hh")g(kk") = f(h)f(h)g(k)g(K)
= [mgmIf()g(k)] = (b k)e(h' K). .
Si H= (x) et K= (y),ou x,y € G commutent, appliquons (P)a f : h — h de
Hdans G et g : k — k de Kdans G. Alors, Ker (¢) estisomorphea HNK car:
(h,k) €eKer(¢p) & hk=e < h=k"!
& (k)€ (HNK)x (HNK) et k=h"1."
Si on suppose que m = o(x) = [H : 1] et n = o(y) = [K : 1] sont premiers entre
eux, alors [HNK : 1], qui divise ces deux nombres (d’apres le th. de Lagrange),
vaut 1 et HNK = {e}. Ainsi, ¢ est injectif. C’est un isomorphisme de (x) x (y) sur
(x,y) = {x*yP |a € Z, B € Z}.Lordrede (x,y) estdonc mn.
De plus, o(xy) = o(¢(x,y)) = o((x,y)) = ppem(o(x),0(y)) = mn.On en déduit que
(xy) = (xy).



Chapitre 2

Actions de groupes

2.1 Groupe agissant sur un ensemble

La plupart des théories mathématiques étudient des objets constitués d’'un ensemble
E muni d'une structure : espace métrique, espace topologique, groupe, espace vecto-
riel,... En général, 'ensemble G des applications bijectives de E sur lui-méme, respec-
tant cette structure, est alors stable par composition et I'application réciproque f~! de
tout f € G est élément de G. La composition des applications étant associative, G est
un groupe d’élément neutre Id g . Plus exactement, G est un sous-groupe du groupe Sk
des bijections de E sur E . Par exemple, les situations suivantes entrent dans ce schéma.

a) E est un espace métrique et G est I'ensemble des bijections de E sur E qui conservent
la distance (G est le groupe des isométries de E sur E),

b) E est un espace topologique et G est 'ensemble des bijections de E sur E qui sont
continues ainsi que leur réciproque (groupe des homéomorphismes de E sur E),

¢) E est un groupe et G est I'ensemble des bijections f de E sur E qui préservent
la structure de groupe, c’est-a-dire telles que f(xy) = f(x)f(y) pour tous x,y € E
(groupe Aut (E) des automorphismes du groupe E),

d) E est un espace vectoriel et G est ’ensemble des applications linéaires bijectives de
E sur E (groupe GL(E) des automorphismes de 'espace vectoriel E ),

e) E est un espace vectoriel euclidien et G est I'ensemble des applications linéaires
isométriques de E sur E (groupe orthogonal O(E) de E),

f) E est un espace vectoriel hermitien et G est 'ensemble des applications linéaires
isométriques de E sur E (groupe unitaire U(E) de E).

etc...

Les exemples d), e), f) ci-dessus, sont particulierement importants. En effet, on dis-
pose sur E de tous les outils de I’algebre linéaire pour étudier les éléments du groupe
G : représentation matricielle de ses éléments, diagonalisation ou réduction des endo-
morphismes, etc... Depuis un siecle, pour étudier un groupe donné, les mathémati-
ciens ont pris ’habitude de le plonger dans 1'un des trois derniers exemples cités. Cela
s’appelle faire une représentation du groupe G. Ainsi, un groupe G opérant sur un
ensemble E est le cadre naturel de nombreux groupes classiques. C’est aussi un outil
fondamental des mathématiques contemporaines. Précisons ce que I’on entend par la.
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Définition.
On appelle action a gauche du groupe G sur un ensemble X , un homomorphisme t
de G dans le groupe Sx des bijections de X sur X, c’est-a-dire une application t de G
dans Sy telle que t(gg') = t(g) o t(g') pourtout ¢ € G et pour tout §' € G.

Sil’homomorphisme ¢ est injectif, on dit que cette action est fidéle.

Si E est non seulement un ensemble mais un objet d"une catégorie plus particuliere,
par exemple un espace métrique (resp. un groupe, un espace vectoriel,... ) et si #(g) est
pour tout ¢ € G un isomorphisme de cette catégorie, on dira que ¢ est une action de
G sur E par isométries (resp. par automorphismes de groupes, par automorphismes
d’espaces vectoriels, ...)

Pour simplifier 1’écriture, on note g¢-x l'image #(g) (x) de x € X par t(g) € Sx.

Puisque t est un homomorphisme, on a t(e) = Idg et t(g) o t(g') = t(g¢’) pour
tous g, ¢’ € G.Lapplication (g,x) — g-x de G x X dans X vérifie donc:

(@) VxeX ex=x (action de I’élément neutre),
B) VgeG VgeG VxeX g(¢x) = (g¢)x (associativité de 1’action).

Réciproquement, si on considere une application (g,x) — g-x de G x X dans X
ayant les propriétés (v) et (B) précédentes, alors a tout ¢ € G est associé une appli-
cation t(g) : x — g-x de X dans X .D’apres («) on a t(e) = Idg. En appliquant
(B), avec ¢’ = ¢~ on obtient #(g) o t(¢g7!) = t(gg™!) = t(e) = Idg et de méme,
t(g71) o t(g) = Idg. Donc t(g) € Sx . Ensuite, (8) montre que t(gg’) = t(g) o t(g')
pour tout ¢ € G et pour tout ¢ € G. On retrouve la situation considérée dans la
définition. Les deux points de vue sont équivalents pour définir une action a gauche
de G sur X.

Définition.
On appelle action a droite de G sur un ensemble X , un antthomomorphisme t de G

dans le groupe Sx des bijections de X sur X, c’est-a-dire une application t de G dans
Sx telle que t(gg') = t(g') o t(g) pour tout g € G, et pour tout ¢’ € G.

En posant x-g = t(g) (x), I'application (x,g) — x-g de X x G dans X vérifie:

(@) VexeX xe=x (action de I’élément neutre),
(B)VgeG V¢eG VxeX (xg)¢ = x(g¢) (associativité de Iaction).

Réciproquement, considérons une application (x,g) — x-g de X X G dans X
ayant les propriétés (a’) et (B'). Alors, pour tout ¢ € G l'application t(g) : x — x-g
de X dans X est bijective de réciproque t(g~1) et t : ¢ — t(g) de G dans Sx est
telle que #(gg’) = t(g’) o t(g) pour tout ¢ € G et pour tout g’ € G. On retrouve les
données de la définition précédente. Les deux points de vue sont équivalents.

Sile groupe G est commutatif, toute action a gauche de G sur X est aussi une action
a droite et vice-versa.

Dans la suite de ce paragraphe 2, nous considererons uniquement le cas des actions
a gauche. Il est facile d’adapter aux actions a droite les propriétés démontrées. D’ailleurs,
sit : g + t(g) estuneaction a gauche de G sur E, alors ' : ¢ ~— t(g~!) est une action
a droite de G sur E. Si t est une action a droite, alors ¢’ est une action a gauche.

Exemples.

a) Soit E un ensemble. Le groupe Sk des bijections de E sur E agit a gauche sur E, de
maniere naturelle, en posant g-x = g(x) pour g € Sg et x € E. Uhomomorphisme ¢
du groupe Sg dans Sg définissant cette action est ici 'application identique.
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b) Soitt : G — Sk une action du groupe G sur un ensemble E. La restriction t'deta
un sous-groupe H de G est un élément de Hom (H, Sg). C’est une action de H sur E.

En particulier, tout sous-groupe H de Sg agit naturellement a gauche sur E.

Exercice. Considérons une action du groupe G sur 'ensemble E .
a) Montrer qu’on définit une action a gauche de G sur P(E) en posant :
VgeG VX e P(E) g X = to(X) = {gx; xeX}.

b) Si F est un autre ensemble, montrer qu’on définit une action a droite de G sur
I'ensemble F(E, F) des applications de E dans F en posant :

VgeG Ve F(EF) (9:8)(x) =o(gx).
Solution. a) VX € F(E,F) eX ={ex; xeX} ={x; xeX} = X.
Vg Vg VX g(¢X)={g(¢'x); xeX}={gg'x; xe X} =g¢" X.
b) V¢ € F(E,F) p-e=¢ car VxeE (p-e)(x) = @le-x) = @(x).

Vg Vg' Vo Vx [(9:8)-8'1(x) = (¢-8)(8"x) = ¢(g-(§'-x)) = p(g8"-x) = (9-88') (%)
Les conditions («) et () sont donc vérifiées.

2.2 Orbite, stabilisateur d’un point

Proposition.

Considérons une action a gauche du groupe G sur un ensemble E .

(i) Posons xRy < (3g€ G; g-x =y ).C’est une relation d’équivalence sur E .
(ii) Soitx € E. Alors Gy = {g € G| g-x = x} estun sous-groupe de G .

(iii) Considérons x € E, g0 € G, puis y = go-x . Alorson a

Gy = 80Gxgy ' et {§€Glgx=y}=giCs.

Démonstration. (i) Pour tout x € E ona xRx car e-x = x. La relation binaire R est
donc réflexive. Elle est symétrique en effet: Si xRy alors 3¢ € G g¢gx = y d’otien
utilisant (B) et («) on obtient x = ¢~ 1.y c’est-a-dire yRx.

D’apres (B), elle est transitive: (¢-x=y et ¢gy=2z) = (Jgx=2z).

(ii) Vérifions que Gy est un sous-groupe de G.Ona e € G, car e-x = x.

Vge Gy gx=xdoug!(¢gx)=g1x cesta-dire x =g 1-x soit ¢! € G,.
Vge Gy V¢ eGy (§9)x=¢"(gx)=gx=xdonc ¢'g € Gy.

8-(80°X) = o'

(8y 880)-x =x

80 880 € Gy

8 € 80Gxgy -

gx=y & gx=grx & glgx=x & g '9€G & g€gG:. n

(iii) Vg € G gEGy

toe0

Définitions.
La relation d’équivalence R définie dans (i), s’appelle la relation de conjugaison : les
éléments x ety de E sont conjugués, s’il existe § € G tel que g-x =y .




42 CHAPITRE 2. ACTIONS DE GROUPES

On appelle orbite de x sous I'action de G, la classe d’équivalence {g-x; g € G} de
x € E. Les orbites Oy des divers éléments x de E, constituent une partition de E .

Le sous-groupe Gy de G, formé des éléments de G qui laissent fixe x € E, s’appelle
le stabilisateur de x .

L’action de G sur E est dite transitive s’il existe une seule orbite (égale a E ). Cela
signifie que pour tout couple (x,y) d’éléments de E il existe g € G tel que g-x =y .

On dit que I'action est libre si pour tout couple (x,y) d’éléments de E il existe au
plus un élément g de G tel que g-x = y (il en existe exactement un si x et y ont la
méme orbite et aucun sinon).

Exemples.

Pour qu'une partie X de 'ensemble E soit stable pour I’action t du groupe G sur E,
(telle que g-x € X pour tout x € X et pour tout g € G), il faut et il suffit que X soit
une réunion d’orbites.

Danscecas t' : g — tg\ x est une action de G sur X . Si t est libre, cette action t/
est libre. Cette action est transitive, si et seulement si X est une orbite.

b) Un groupe G agit a gauche sur lui-méme par translations a gauche. En effet, d’apres
1-3, I : ' +— gg' estpour tout ¢ € G une bijectionde Gsur G et t : g — [, estun
homomorphisme de groupes de G dans S . Cette action est libre et transitive.

Soit H un sous-groupe de G. La restriction de 'homomorphisme t & H, est une
action de H sur G. Elle est libre mais elle n’est pas transitive. L'orbite de x € G sous
cette action est la classe a droite Hx de x. On retrouve ainsi que les classes a droite
modulo H forment une partition de G .

De méme, G agit a droite sur lui-méme par translations a droite. En restreignant a
H cette action, on retrouve la partition de G en classes a gauche modulo H .

Exercice. Soit E un espace vectoriel de dimension finie 7. Montrer que le groupe
GL(E) agit naturellement sur 'ensemble X des sous-espaces vectoriels de E .
Déterminer 1'orbite, le stabilisateur, de F € X . Combien existe-t-il d’orbites ?

Solution. GL(E) est un sous-groupe du groupe S des bijections de E. Il agit a
gauche sur E (2-1, ex. b) et donc sur P(E) (2-1, exerc). Soient g € GL(E) et F € X.
Alors ¢(F) est un sous-espace vectoriel de E . Donc X est une partie stable de P(E) et
(¢, F) — g(F) estune action de GL(E) sur X (rem. a) ci-dessus).

Soit F € X de dimension k. Pour tout ¢ € GL(E) ona dim(g(F)) = k.
Réciproquement, soit F’ € X tel que dim(F’) = k. Choisissons des bases (ey, ..., ¢x)
de F et (¢},...,e;) de F'. On peut compléter ces familles libres de E et obtenir des
bases (e1,...,€k €ki1,---,6n) €t (e’l,...,el’(,effﬂ,...,e;) de E. Il existe g € L(E)
unique tel que g(e;) = e/ pour i = 1,...,n.Ona g € GL(E) car le rang de g est
n et g(F) = F’. Ainsi, F’ appartient a 'orbite de F . L'orbite de F est donc I’ensemble
des sous-espaces vectoriels de E de méme dimension que F . Il existe donc n + 1 orbites
pour cette action.

Le stabilisateur de F est 'ensemble des ¢ € GL(E) qui laissent F invariant. C’est

I’ensemble des g € L(E) quiont, dans labase (eq, ..., e, €xi1,--.,€n) précédente, une
matrice de la forme M = (6‘ g) ,avec A € My, B € My, Ce M, etavec

A et C inversibles car det(A)det(C) = det(M) # 0.
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2.3 Action d’un groupe fini sur un ensemble fini

Proposition.

Considérons un groupe fini G, une action de G sur un ensemble fini E, les orbites
04, ..., O pour cette action. Pour i =1, ...,k soit x; € O;. Pour tout g € G notons
fix(g) = {x € E| g-x = x} I'ensemble des éléments de E fixes par g .
k .
(i) card(E) = '21 card (O;) et card(0O;) = [[GG',lll} (équation des classes).
o o

1

(i) Le nombre d’orbites est k = [Gl—ﬂ ZG card (fix(g¢)) (formule de Burnside).
1 e

Démonstration. (i) Les orbites forment une partition de E, d’ot1 la premiere relation.
Soit ¥ = go-x; un élément de l'orbite O;. D’aprés la prop. 2-2 (iii), 'ensemble des
g € G tels que g-x; =y estla classe a gauche goGy;, . Elle a le méme cardinal que G, .
Regroupons tous les éléments de G qui appliquent x; sur un méme élément y de O; . On
partage ainsi G en card (O;) parties disjointes qui ont toutes pour cardinal [Gy, : 1].
Onadonc [G: 1] =[Gy, : 1] x card (O;), d’ott la deuxiéme relation.

(i) I suffit de calculer le cardinal de F = { (g, x) € G X E | g-x = x } de deux fagons:
card (F) = ggG XEE card ({(g,x) | gx=x}) = ggG card (fix (g)),

k

G:1 G:1
card (F) = x%E [G:1] = xEE #(Ox) - iE‘l xGZO,' CaEd((%x)
k k
=[G:1] ¥ X 1 =[G:1] 1 = [G:1] xk.
G 1] i=1 xe0; card(Ox;) G 1] fe! [G:1] x -

Corollaire.

Soit G un groupe d’ordre [G : 1] = p™, avec p premier, agissant sur un ensemble fini
E. Le nombre s de points de E fixes pour I’action est congru a card (E) modulo p .

Démonstration. Si m = 0, le résultat est évident. Supposons m # 0. D’apres (i), le

cardinal card (O;) = [[chlh de toute orbite O; est un diviseur de [G : 1] = p™ . Il est de

la forme p™i.Si Oy,...,0, sont les orbites non ponctuelles et si {x1},...,{xs} sont
les orbites ponctuelles, I’équation des classes card (E) = Y'¥_, card (O;) donne:

r 7
card(E) = £ p" £ 14 41= £ pmps. .
1= 1=

Exemple. Soit p € IN premier. Faisons agir Z/ pZ par translations sur X = Z/pZ, puis
sur P(X).Si A € P(X) est de cardinal k, avec 1 < k < p—1, pour toutm € Z/pZ
on a card (m-A) = k. L'ensemble P;(X) des parties de X de cardinal k est donc
stable par I’action et donc réunion disjointe d’orbites. Or le cardinal d"une orbite divise
[Z/pZ : 1] = p et vaut donc 1 ou p. Dans P(X), les seules orbites ponctuelles sont
{@} et {X}.Donc Px(X) est, pour 1 < k < p—1, réunion disjointe d’orbites ayant p
éléments et C’;, = card (Pr(X)) est divisible par p.

Exercice 1. Soient X un ensemble fini de cardinal n € IN* et p un nombre premier.
On consideére la permutation circulaire ¢ = (1,2,...,p) € Sp.

a) Montrer que 'on définit une action du groupe Z/pZ sur X? en posant:

(1) VkeZ/pZ V¥x=(x1,...,%p) €X' kx = (Xo(1y, - Xek(p)
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b) En utilisant I’équation des classes, montrer que n” =n  (mod p).
¢) En appliquant la formule de Burnside, retrouver ce théoreme (d@i a Fermat).

Solution. a) Comme n’importe quel groupe, Z/ pZ. agit par translations sur lui-méme
en posant k-7 = k +m = k+ m. Avec k = 1, on obtient le cyclec : m +— 1+ m.On a
kme—k+m=km. D’apres 2-1, ex. on en déduit une action sur F(Z/pZ, X) = X?,
d’expression donnée par (1).

b) x = (xq,..., xp) € X7 aune orbite ponctuelle, si et seulement sion a:
Tx = (x2,...,%p, %) =X soit si Xp =X = = Xp.
Il existe donc n orbites ponctuelles associées aux n choix de x; € X.

Soit k le nombre total d’orbites (dont n ponctuelles). Le cardinal de chacune des k —n
orbites non ponctuelles divise [Z/pZ : 1] = p premier et vaut donc p . L'équation des
classes donne n? = card (X*) =n+ (k—n)p.

¢) D’apres la formule de Burnside,

kp =k[Z/pZ :1] = X  card (fix(%)) =nP+n(p-1).
ke Z/pZ

En effet pour k =0, ona fix(k) = fix(Idx») = XP de cardinal n?.
Pour k #0, ona o(k) = p etdonc fix(k) = {(x,...,x); x € X} de cardinal n.

Exercice 2. On dispose d’un fil circulaire, de 4 perles bleues, de 3 perles blanches
et de 2 perles oranges. Combien de colliers différents peut-on faire avec ce
matériel ?

Solution. Sur le cercle, réservons 9 emplacements Ag, Aj, ..., Ag régulierement es-
pacés. Notons P cet ensemble de points et O le centre du cercle. Pour faire un collier,
on réservera l'une des % = 1260 partitions (4,3,2) de P. Soit X 'ensemble de
ces partitions. Deux partitions, éléments de X, donneront deux colliers identiques, si
on passe de l'une a l'autre par I'une des 9 rotations rk d’angle k2% ou 0 < k< 8,0u
encore par I'une des neuf symétries orthogonales conservant le polygone P . Le nombre
k de colliers différents est donc le nombre d’orbites dans X sous l'action du groupe
diédral Dy (Dg agit sur P et donc sur P(P) etsur X qui est une partie stable de P(P)).
Calculons k a I’aide de la formule de Burnside. Soit ¢ € Dg. Une partition élément de
X appartient a fix(g), si g laisse globalement invariant les trois ensembles des perles
bleues, des perles blanches, des perles oranges.

-Si g=1d ,ona card (fix(g)) = card (X) = 1260.

-Si g = rk, ot 0 < k < 8, l'ordre de ¢ divise o(r) = 9 et vaut 3 ou 9. Les orbites
dans P sous l’action de g (et ses puissances) ont toutes 3 ou 9 éléments. Une partie de
P invariante par g est une réunion de telles orbites. Elle a donc un cardinal multiple
de 3. L'ensemble des perles bleues qui a 4 éléments ne peut étre globalement invariant
par g. Aucun élément de X n’est invariant par g. Donc fix(g) est vide.

- Si g est une symétrie, par exemple autour de la droite (OAp), alors en Apily a
nécessairement une perle blanche car les parties invariantes par g sont réunions de
couples de points symétriques (distincts si on excepte Agp). Pour constituer un collier
invariant par g, il suffit de placer, comme on voudra, 2 perles bleues, 1 perle blanche,
1 perle rouge en Aj, Ay, Az, A4, puis de compléter le collier par symétrie par rapport
a (OAy). Celalaisse 513177 = 12 possibilités. La formule de Burnside donne::

- 1 . 4 B
k= m geZDg card (fix(g)) = £[1260+12 x 9] = 76.
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24 Théoreme de Cauchy
Proposition. (th. de Cauchy)

Soit G un groupe fini d’ordre n et soit p un facteur premier de n . 1l existe dans G des
éléments d’ordre p .

Démonstration. Soit E = {(x1,...,xp) € G | x1---x, = e}.Soitc = (1,2,...,p) € S,.
On définit une action du groupe Z/pZ sur G (voir 2-3, ex. 1) en posant :

(1) VYkeZ/pZ Vx=(x1,...,%) €GP kx = (Xo(ay, - Xe(p) -

Alors, E = {(x1,...,x5) € GP | x1---x, = e} est une partie de G” stable pour cette
action. En effet, si x = (xq,...,xp) € E,ona:

1.x = (x2,...,Xp,X1) avec Xp---XpX| = xl_l(xle‘--xp)xl = xl_lexl = e.

Onadonc 1-x € E. Par récurrence k-x =1-(k—1-x) € E pour 1 <k<p—1.

Un élément x = (x1,...,xp) de E est défini en donnant (xq,...,x,-1) € Gr1.
La valeur de x, se déduit ensuite de la relation x;---x, = e. Donc card (E) = nP~!.
Comme en 2-3, ex. 1, b), l'orbite de x est ponctuelle si et seulement si x; = -+ = x,.
Les orbites ponctuelles correspondent aux éléments x; de G tels que x] = e, c’est-
a-dire dont l'ordre divise p. A part e d’ordre 1, on obtiendra ainsi les éléments de G
d’ordre p . Soit k le nombre total d’orbites et soit s le nombre d’orbites ponctuelles. Le
cardinal d’une orbite non ponctuelle divise [Z/pZ : 1] = p et vaut p. L'équation des
classes donne 7?1 = card (E) = s+ (k —s)p. Par hypotheseona n =0 (mod p) et
donc s =0 (mod p).Ona s # 0 car e € E a une orbite ponctuelle. Il existe donc au
moins p orbites ponctuelles et donc au moins p — 1 éléments d’ordre p dans G. ]

Corollaire.

Soient G un groupe fini et p € IN premier. Pour que I'ordre de G soit une puissance
de p, il faut et il suffit que I’ordre de tout élément de G soit une puissance de p .

Démonstration. D’apres le th. de Lagrange la condition est nécessaire. D’apres la pro-
position, elle est suffisante : si la décomposition en facteurs premiers de [G : 1] com-
portait un facteur premier g # p, il existerait un élément d’ordre g dans G. n

2.5 Théoreme d’isomorphisme de Noether

Soit G un groupe. D’apres 1-6, ex., x — Ad, est un homomorphisme de G
dans le groupe Aut (G). C’est une action par automorphismes de G sur G. Pour cette
action, l'orbite de y € G est ’ensemble {xyx~! | x € G} des conjugués dey.

On a vu en 2-1, ex. que G agit sur P(E). Soient H est un sous-groupe de G et
x € G. Alors x-H = Ad,(H) est un sous-groupe de G. Ainsi, G laisse stable I'ensemble
des sous-groupes de G et agit donc sur cet ensemble. Le stabilisateur du sous-groupe
H pour cette action,

Ny = {g€GlgHg '=H},
est un sous-groupe de G . Il contient H etona H < Ng.
Définition.

| On appelle Ny le normalisateur de H dans G .
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Proposition. (th. de E. Noether)
Soient G un groupe, H, K des sous-groupes de G tels que K C Ny .
(i) Ona HK = KH et c’est le sous-groupe de G engendré par H et K .
(ii) HNK est un sous-groupe distingué de K et H est distingué dans HK .
(iii) Les groupes HK/H et K/(H N K) sont canoniquement isomorphes.

Démonstration. (i) Pour tout & € H et pour tout k € K, on a hk = k(k~'hk) € KH
car K normalise H . De méme, kh = (khk~')k € HK.On a donc HK = KH . De plus,
HK est un sous-groupe de G car pour tous i, i’ € H et pour tous k, k' € K,

(hk) (WK') = [h(kW'k~V)]kk' € HK et (hk)™' =k ! € KH = HK.

Ce sous-groupe contient H et K et contient donc le sous-groupe engendré par H et K.
Or, ce dernier contient tous les éléments hk de HK. Il est donc égal a HK..

(ii) Pour h € HNK et k € K ona khk™! € H car K C Ny et khk~! € K car K est
un sous-groupe. Ainsi khk™! € HNK et HNK est distingué dans K. Comme H est
distingué dans Ny, il est distingué dans HK puisque H C HK C Ny.

(iii) Notons f 1’'homomorphisme de K dans HK/H obtenu en restreignant au sous-
groupe K 'homomorphisme x +— X de HK sur HK/H. Cet homomorphisme est
surjectif car tout élément de HK/ H est de la forme hk = ek = k. Pour k € K,on a:

k € Ker (f) & k=¢e & ke H & ke HNK.

Ainsi Ker (f) = H N K. Par factorisation de f a travers son noyau H N K on obtient
un isomorphisme de K/(HNK) sur HK/H. ]

Remarque. Un sous-groupe H de G est distingué, si et seulement si Ny = G . Pour tout
sous-groupe K de G on a alors K C Np . Le th. de Noether s’applique. En particulier,
HK est un sous-groupe de G (voir 1-8, ex. ). Si G est fini et si on connait les ordres de
H,K, HN K, on déduit du th. de Noether 'ordre de HK.

En particulier, si H et K sont deux sous-groupes d'un groupe commutatif, les groupes
(H+K)/H et K/(HNK) sontisomorphes.

Exercice. Soit G un groupe d’ordre 2p, avec p > 2 premier. Montrer qu’il existe
dans G des sous-groupes H et K d’ordres pet2 et quel’'ona G = HK, H<G et
HNK = {e}.

Solution. II existe dans G un élément a d’ordre p et un élément b d’ordre 2 (th. de
Cauchy). Les sous-groupes H et K, engendrés par a et b, sont d’ordres p et 2. D’apres
le th. de Lagrange, H est d’indice % = 2. Il est donc distingué (1-8, cor. ). D'apres
le th. de Noether, HK est un sous-groupe de G. D’apres le th. de Lagrange, puisque
HK contient H et K, son ordre est multiplede p = [H : 1] etde 2 = [K : 1] et donc
multiple de ppem(p,2) =2p.Ona [HK: 1] > 2p etdonc HK = G.Lordrede HNK

divise p =[H : 1] et 2= [K: 1] et vautdonc 1. Ainsi HNK = {e}.
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2.6 Produits semi-directs

Proposition.

Soit « : k — ay une action par automorphismes d’un groupe K sur un autre groupe
H . Alors, G = H x K muni de la loi de composition interne définie par :

(h, k) (' ,K) = (haw(H'),kK') .

estun groupe, f : h — (h,e) et g : k — (e, k) sont des homomorphismes injectifs
de H et K sur des sous-groupes H' = H x {e} et K' = {e} x K de G etona:

H'<«G , HNK ={e} , HK =KH =G.

Démonstration. On a «, = Idy car « € Hom (K, Aut(H)). Pour tout k € K, on a
ax(e) = e car ay € Aut (H).On en déduit que pour tout (h,k) € H x K,

(h,k)(e,e) = (har(e), ke) = (h,k) et (e,e)(h, k)= (eac(h),ek)= (h,k).

Ainsi (e, e) est élément neutre. La loi de composition est associative. En effet, comme
Qg = K © &y, les expressions suivantes sont égales :

(1, k) (W KDV (R, k") = (hag(R')  KK') (7, K7) (
(k) [(W, ) (B k")) = (b, k) (B e (R7) K'K”) = (

hog(h') age (R”) , KK'K”)
h (1975 [h/ 197 (h")] ’ kk/k")

On vérifiera que tout (h, k) € G apour inverse (a;-1(h~'),k~!).Donc G est un groupe.
Les applications injectives f et ¢ sont des homomorphismes car :

ffH) = (he)(W,e) = (hae(l),e) = (hh',e) = f(hh'),
gk)g(k) = (e, k)(e,k) = (ear(e) kK') = (e, kk') = g(kk'),
Comme s : (h,k) — k estun homomorphisme de groupes, son noyau H’ est un sous-
groupe distingué de G . D'apres 1-6, lemme, ona G = s !(s(K’)) = H'K' = K'H'. 1l
est clair que H'NK' = {e}. ]

Définition.

Ce groupe G est appelé le produit semi-direct associé a I’action « de K sur H. On le
note H x, K.

Remarque. L'homomorphisme s : (h,k) — k est surjectif, de H x, K sur K. Son
noyau est H' = H x {e} isomorphe par f & H. Par factorisation de s on voit que
(H x4 K)/H' estisomorphe a K. Dans la suite

e % 5 Logxk S kL e,

I'image de chaque homomorphisme est le noyau du suivant. On exprime cette pro-
priété en disant que cette suite d’homomorphismes est exacte.

De plus,ona so g = Idg,ou g : k — (e k). Uhomomorphisme g est une
“section” de la surjection s et plonge K ~ G/K’ injectivement dans H X, K.

Exercice. Considérons un espace vectoriel E, I'action « : (u, ?) — u(?) du
groupe GL(E) sur E. Montrer que le groupe G = E x, GL(E) est isomorphe a
un sous-groupe du groupe Sg des permutations de E (bijections de E sur E).




48 CHAPITRE 2. ACTIONS DE GROUPES

— —
Solution. L'opération de G est définie par (7, u)(b,v) = (? +u(b),uv).Notons
tz la translation de vecteur 7 et posons ¢(a ,u) = tzou.Ona tz € Sp et donc
t; ou € Sg. Vérifions que ¢ € Hom (G, Sg).Comme uotzou ! = tu@)  ona
—
cp(?,u)(p(b ,0) = tzouotzov = taﬂo(uotyoufl)ouov
— - — —
= b (00) = ol(@ +u(B),uo0)] = o[(@,u)(P,0)].
De plus, ¢ est injectif. En effet,

(7,u) €Ker(9) & tyou= Idg
< u—>:t_a—> —
= 0=u(0)=t(0)=-a
- =
= a =0

d’ott u = Idg. Ainsi G est isomorphe au sous-groupe ¢(G) de Sg dont les éléments
sont les composés d'une application linéaire bijective u et d"une translation (qui elle
n’est pas linéaire). C’est le groupe des isomorphismes affines de E que nous étudierons
en détail dans la partie II de cet ouvrage. Si E = R, c’est le groupe des transformations
x — ax+b,otta € R* et b € R.Si E = C, c’est le groupe des similitudes directes
du plan d’expression z + az+b,ouac C" et b € C.

2.7 Caractérisation des produits semi-directs

Proposition.

Soient G un groupe et H et K deux sous-groupes tels que
H<G , HNK={e} , HK = G.

Alors f : (hk) — hk de H x K dans G est un isomorphisme du produit semi-
direct H x, K sur G, ot a désigne 'action « : k — Ady |y deK sur H.

Démonstration. Tout automorphisme intérieur Ady de G laisse stable H < G et induit
par restriction un automorphisme a; = Ady |y de H. Ainsi, « : k — Adj |y estune
action par automorphismes de K sur H .

L’application f est surjective puisque HK = G.Si hk = 'k’ ona kk' ™! = h= 11’ et
cet élément appartienta HNK = {e} donc k = k' et h = h'. Cela prouve que f est
injective et donc bijective. Pour tous (h,k), (W' ,k') € H X, K, ona

f(h,k) f(W,K') = hkh'k' = hkh'k=kk' = hay(h')kK'
= f(hoax(h') kk') = f((h,k)(H',K)).
Donc f est un isomorphisme de H x, K sur G. ]

Corollaire.

Avec les données de la proposition, les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) Legroupe G = HK est le produit direct des sous-groupes H et K.

(ii) K est distingué dans G .

(iii) hk = kh pour tout h € H et pour tout k € K.

(iv) L’action « : k — Ady |y est triviale (telle que oy = Idy, pour tout k € K).

Démonstration. (i) < (ii) d’apres la caractérisation des produits directs, en 1-11.
(iii) < (iv) car ay = Idy < VheH khk'=h & VYheH kh=hk.
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(i) = (iii)) aétévuen 1-11.

(iii) = (ii) Supposons que hk = kh pour tout h € H et pour tout k € K. Pour tout

k' € K et tout élément ¢ = hk de G, (o h € H et k € K),ona
gk'g™t = (WK (k=*h 1) = h(kk'k )b ! = (kk'k~1)hh™! = kkK'k~! € K.
Donc K est distingué dans G .

Exercice 1. Une suite ... — H;_4 £> H; f’—+>l H;i1 — ...d’homomorphismes de

groupes est dite exacte si Im (f;) = Ker (fi+1) pour tout i. On suppose

(1) @ M g Lo = ok Loy
exacte et on suppose qu'il existe g € Hom (K, G) tel que s o g = Idx. Montrer
que G est isomorphe a un produit semi-direct H x, K.

Solution. On a Ker (f) =Im(Id) = {e} donc f est injectif. C’est un isomorphisme
de H sur H = f(H).Ona H = Im(f) = Ker(s) etdonc H <G.Ona Im (s) =
Ker (j) = K donc s est surjectif. On a g injectif car so g = Idg donc K’ = g(K) est
un sous-groupe de G isomorphe a K. Soit x € H' NK'.Ona x € H = Ker (s) donc
s(x) = e.Comme x € K' = g(K), il existe y € K tel que x = g(y). On en déduit que
e=s(x) =s(g(y)) =y, puis x = g(y) = e. Ainsi H' N K’ = {e} . Considérons x € G
et posons k' = ¢(s(x)) € K'. Puisque sog = Idg,ona s(x) = (sog)(s(x)) = s(k').
Il existe donc h' € H' = Ker (s) tel que x = h'k’, ce qui prouve que H'K' = G. Ainsi,
G est isomorphe a un produit semi-direct de H' par K’ et donc isomorphe a un produit
semi-direct de H par K.

Quand on a une suite exacte comme (1), on dit que G est une extension du groupe
H par K. 5l existe un homomorphisme g section de s, on dit que cette extension est
scindée. D’apres cet exercice, I’extension est scindée si et seulement si G est un produit
demi-direct.

Exercice 2. Reprenons I'étude d’un groupe G d’ordre 2p avec p > 2 premier
(2-5, ex. ). Admettons, (vu en 3-5), qu’un groupe d’ordre p premier est isomorphe
a Z/pZ . Montrer qu’a isomorphisme prés G n’a que deux structures possibles.

Solution. D’apres 2-5, ex., il existe des sous-groupes H et K de G d’ordres p et 2 et
vérifiant H<G , HK = G, HNK = {e} . La proposition montre que G ~ H x, K
avec ¢ : k — Ady |g . La propriété admise montre que G ~ (Z/pZ) x4 (Z/2Z), 0ou
« € Hom (Z/2Z,Aut (Z/pZ)). D’apres 1-9, cor. 1, [Im («) : 1] divise 2 = [Z/2Z : 1].

-Si [Im («) : 1] = 1, alors « est trivial. D’apres le corollaire ci-dessus, G est isomorphe
au produit direct (Z/pZ) x (Z/2Z) (commutatif, isomorphe a Z/2pZ d’apres 3-4).

-Si[Im (a) : 1] = 2, alors 7 = (1) est un automorphisme de Z/pZ d’ordre 2. Posons
k=v(1)eZ/pZ.Onal=~*(1)=(k)=7(k1l)=ky(T) zlcE =k = (k).

Comme p est premier, Z/pZ est un corps donc k = 1 et k = —1 sont les seules
racines du polynome X? — 1. Puisque & n’est pas trivial, ona v # Id etdonc k # 1.
Ainsi, k = —1 et y(m) = —m pour tout m € Z/pZ . On connait donc parfaitement

l'actiona :ona a(0) = Id et a(1) : kK — —k’. Alors, d’aprés la proposition 2-6, la
loi de composition interne du groupe (Z/pZ) X (Z/2Z) est définie par:

(%, 0)(k',m) = (k+k,m) , (k1)K 7)=(k-k T¥m).

Ce groupe est isomorphe au groupe diédral Dy, (voir 5-2, cor.).
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Exercices du chapitre 2

_ Ex2-1

Soit G un groupe opérant a gauche sur
I'ensemble E = {1,...,n}.Montrer que G
agit naturellement sur I’ensemble Py, . ..
des partitions de E en s parties ayant
ni,...,ns éléments, ot s et ny,...,ns sont

n
donnés (avec ‘Zl n; = n).
1=

Si G = &, groupe des permutations
de E = {1,...,n}, calculer le cardinal,
de l'orbite, du stabilisateur d"une partie
X de E (respectivement d’une partition
(X1,...,Xs) € Phu,,.n) Retrouver ainsi
des formules classiques.

_ Ex2-2

On considére une action non triviale du
groupe Z/pZ, ou p est premier, sur un
ensemble E ayant p éléments. Montrer que
Z/pZ agit transitivement sur E. Pour
I'action sur P(E) qui en résulte, écrire
I’équation des classes, la formule de Burn-
side. Commenter le résultat.

_ Ex2-3

Combien de colliers différents peut-on
confectionner avec 4 perles rouges, 6
perles blanches, 4 perles jaunes ?

_ Ex2-4

Soient G un groupe, H un sous-groupe.

a) Montrer qu’en posant g-aH = (ga)H,
oua € G,g € G, on définit une action
de G sur I'ensemble G/ H des classes a
gauche modulo H .

b) Montrer que cette action est transitive.
Déterminer le stabilisateur de aH.

¢) On suppose G fini. Calculer le cardinal
d’une orbite et retrouver un théoreme
classique.

_ Ex2-5

Soient G un groupe, H,K deux sous-
groupes de G .

a) Montrer que les parties Hg, o g € G,
constituent une partition de G .

b) Soit ¢ € G. Montrer que
Iy ={(hk) € HxK|hg = gk}
est un sous-groupe du groupe H x K.

¢) On suppose que G est fini et que HK =
G.
Montrer que [I'y:1] ne dépend que de
H et de K et non de g € G. Calculer
sa valeur pour ¢ = ¢ et en déduire que
[G:1][HNK:1] =[H:1][K:1].
Si H <G, donner une autre démonstra-
tion de cette relation.

_ Ex2-6

Soient G un groupe, H un sous-groupe
d’indice fini de G. En utilisant le th. de
Poincaré (Ex. 1-8), montrer qu’il existe un
sous-groupe distingué de G, d’indice fini,
inclus dans H .

_ Ex2-7

Considérons un corps commutatif K et
E=Mu,(K) (oum>=1,n2>1).

a) Montrer qu’en posant (P,Q)-A =
PAQ~! on définit une action du groupe
G = GL(m,K)xGL(n,K) sur l'espace
vectoriel E = M, ,(K).

b) Décrire la relation de conjugaison pour
cette action, les orbites. Donner le car-
dinal de I’ensemble des orbites.

_ Ex2-8

Soit GL(n,Z) l'ensemble des matrices
A€ My (Z) telles qu'il existe B € M,(Z)
vérifiant AB = I,. On note (E;;) la base
canonique de M, (R).



2.8 Exercices

a) Soit A € M, (Z). Montrer que A est
élément de GL(n, Z) si et seulement

si det(A) € {1, —1}. Montrer que
SL(n,Z)={AcGL(n,Z)|det(A)=1}
est un sous-groupe distingué de
GL(n,Z),d’indice 2.

Pouri # jonpose T;j = I, + E;j et pour
k € Z on pose Tjj(k) = I, + kE;j, de
sorte que T;j(1) = Tj;.

b)
ijs

(i) Montrer que ¢ : k +— Tj;(k) estun
homomorphisme de groupes injectif
de Z dans SL(n,Z). Montrer que
(T;j)* = Tij(k). Quelle est la matrice
inverse de Tj;(k) ?

(ii) Quels sont les coefficients des ma-
trices Si]' = Tl]T]71T1] et (51])2 .

(iii) Si on multiplie a gauche une ma-
trice A € M,(2Z), par Tj(k) ou Sj;
ou (S;)?, indiquer comment les lignes
de A sont modifiées.

¢) On considere le sous-groupe G de
SL(n,Z) engendré par la famille 7 des
matrices Tj; ot i # j.Pour (P,Q) €
GxGetAeMy(Z) onpose (P,Q)-
A= PAQ L.
Montrer que l'on définit ainsi une
action du groupe G x G sur M,(Z).

d) Soit A € M,(Z) non nulle.

(i) En adaptant la méthode de Gauss
classique pour réduire une matrice,
montrer que l'ensemble £ des B <
GL(n,Z) qui sont conjuguées de A et
telles que by; > 0, est non vide.

(ii) Soit d le minimum des valeurs de
by1 sur 'ensemble € et soit B € £ pour
laquelle le minimum d est atteint. En
utilisant la méthode du pivot de Gauss,
montrer que d divise byy, ..., by.

(iif) Montrer qu’il existe C, conjuguée
de A, dela forme

d 0 ... 0
0 c» Con
0 Cn2 Cun

(iv)Pour 2 <i<n, 2 <j<n, mon-
trer que d divise Cij -
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(v) Montrer qu’il existe D ~ Adont les
seuls termes non nuls sont d;; = d,
dyp =dy, ..., d,y = d,, ces termes étant
telsque dq |dy | ... | d,.

e) Déduire de ce qui précede, que
SL(n,Z) est engendré par les matrices
Tl']‘ ou i 75 ]

f) Montrer que pour tout A € GL(n,Z)
il existe des matrices de transvections
Ty,...,Ts du type Tjj(k) o k € Z
et une matrice diagonale D, , de diago-
nale (1,...,1,a) ot & = £1 telles que
A=T, - T.D,.

g) (i) Montrer que T = Ty et T/ = Ty,
engendrent le groupe SL(2,Z). Mon-
trer que T et S = Sy» constituent un
autre systeme de générateurs.

0 -1 1
(ii) Vérifierque A = [0 —1 0| est
1 -1 0

un élément de SL(3,Z) et écrire expli-
citement A en fonction des générateurs
Ti]' de SL(3,Z) .

_ Ex2-9

Soit K un corps commutatif. Pour

10 --- 0
A € K*,so0it D) = 0 1 0
00 --- A

(matrice de dilatation).

Montrer que D = {D,; A € K*} estun
sous-groupe de GL(#n, K) et que GL(#,K)
est un produit semi-direct de SL(n, K) par
D.

_ Ex2-10

Soient G un groupe, H un sous-groupe
distingué de G tel que G/H soit un
groupe monogene infini. Montrer que G
est isomorphe a un produit semi-direct
HxyZ.
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— Ex2-11

On considére des groupes H, H’, K et une
action par automorphismes ¢ : k — @i
de K sur H. Montrer que ¢ : k — 1y,
ot Yi(h,h') = (r(h),h") est une action
par automorphismes de K sur le groupe
H x H' et queles groupes (H x H') x4 K
et (H x4, K) x H'" sont isomorphes.

CHAPITRE 2

_ Ex2-12

Considérons les groupes H = Z/qZ et
K = Z/pZ ou p,q sont des nombres pre-
miers. Supposons que g ne soit pas congru
a 1 modulo p. En admettant que pour
q premier, Aut(Z/qZ) est isomorphe a
Z/(q—1)Z (3-2, rem. ), montrer que tout
produit semi-direct H X, K est direct.

Indications

_ Ex2-1

On retrouve les valeurs des coefficients

du bindbme (n) etde ( n >
k ni...Hg

— Ex2-2

On obtient M, =2V —1 =1 (mod p).
— Ex2-3

Voir cours 2-3, ex. 2

_ Ex2-4

a) Penser a vérifier que la formule posée a
un sens.

b) Le stabilisateur de aH est aHa™!.
¢) On retrouve le th. de Lagrange.

Ex2-5

a) Introduire une actionde H x K.

b) Voir I'; comme le stabilisateur d"un élé-
ment.

¢) L'action introduite en a) est transitive.
Exprimer le cardinal de 'orbite.

_ Ex2-6

Montrer que 1’ensemble des conjugués de
H est fini et prendre l'interserction.

_ Ex2-7

La relation de conjugaison est l'équiva-
lence des matrices. Les orbites sont classi-
fiées par le rang.

_ Ex2-8

Adapter la méthode du pivot de Gauss et
utiliser la division euclidienne de Z..

_ Ex2-9

Vérifier les conditions qui caractérisent la
situation de produit semi-direct.

— Ex2-10

Mettre en évidence un sous-groupe de G
isomorphe a Z .

— Ex2-11

6 : ((hk),n) — ((h1) k) estun iso-

morphisme.

— Ex2-12

Montrer que la seule action de Z/pZ sur
Z/(q—1)Z estl’action triviale.
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Solutions des exercices du chapitre 2

_ Ex2-1

Une action de G sur E est un homomorphisme ¢ : ¢ — ¢, de G dans S,,. En
posant ¢g-X = ¢¢(X),oit ¢ € G, X € P(E), on définit une action de G sur P(E)
(2-1, ex. ). En posant g-(Xy,...,Xs) = (g-X1,...,¢-X;) on définit une action de G sur
P(E)®. Le sous-ensemble Py, . de P(E)° est stable pour cette action car ¢, étant
une bijection, si (Xj,---,X;) est une partition de E alors (@¢(Xy),..., ¢¢(Xs)) est
une autre partition de E et card (¢-X;) = card (X;) pour i =1,...,s. En restreignant
l'action des éléments de G sur P(E)° a cette partie stable, on obtient une action de G
sur Py, . n, -

Supposons que G = S,,. Soit X € P(E). Pour tout Y € Ox il existe § € G
tel que @¢(X) =Y donc card (X) = card (Y) car ¢ est bijective. Réciproquement,
si Y € P(E) ale méme cardinal k que X, il existe une bijection « de X sur Y. Les
complémentaires X et Y ayant le méme cardinal n — k, il existe une bijection g de X
sur Y°. En posant g(x) = a(x) pour x € X et g(x) = B(x) pour x € X°, on définit
une bijection g de E sur E telle que g-X = Y. L'orbite Ox est donc I’ensemble des
parties de E de méme cardinal que X.On a n + 1 orbites puisque 0 < card (X) < n.

Onag € Gxsig-X = Xetalors g-X° = X car ¢, est bijective. On détermine

donc ¢ € Gx en donnant une permutation & de X et une permutation g de X°. Ainsi

Gx >~ Sk x S,k apour cardinal k! (n—k)! .Laformule card (Ox) = (G _ __n!

donne le cardinal Cf de l’ensemble des parties de E ayant k éléments.
De méme, si Y = (X3,...,Xs) € Puy,.n.,ona Gy ~ Sy, X --- xS, et'orbite de
Y est Py, n. - Donc card (Py, _n) = 4

_ Ex2-2

Ici, card (Oy) = [(Z/pZ) : (Z/pZ),] divise p (th. de Lagrange). Comme p est premier,
card (Oy) = 1 ou p. L'action étant non triviale, il existe k € Z/pZ et x € E tels que
x # k-x. Ainsi, on a card (O,) > 2 et donc card (O,) = p. Comme card (E) = p,ona
E = O, . L’action est transitive. Les éléments de E sont 0-x = x, 1-x, 2:x = 1-(1-x),
..., p—1-x,avec p-x = x. Ainsi, s : y — 1-y est une permutation circulaire des
éléments de O, = E et k-y = s"(y).

Pour l'action de Z/pZ sur P(E), {@} = Po(E) est une orbite ponctuelle. Soit {A}
une autre orbite ponctuelle et soita € A # @. Alors A = s¥(A) contient s*(a) = k-a
pour 0 < k < p—1 et contient donc tout E. Ainsi, {@} = Po(E) et {E} = P,(E)
sont les seules orbites ponctuelles pour l’action sur P(E) . Soient O, ..., O, les autres
orbites (non ponctuelles) dans P(E) . L'équation des classes donne :

card (P(E)) =2V = 1+1+4+Y p =2+ap dou M, =2/ -1=ap+1.

Le nombre d’orbites, soit 2 + a, est ——— Y card (fix( k )) (formule de Burn-
- (Z/pZ : 1] B

side). Pour k = 0, toute partie de E est fixe par s = Id donc card (fix(0)) = 27.

Comme nous l'avons dit, pour 1 < k < p—1, les seuls éléments de P(E) fixes par

k (qui engendre Z/pZ) sont @ et E donc card (fix( k)) = 2. On retrouve l'expression
précédente des nombres de Mersenne M, =27 —1:
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a+2:%[2p—|—(p—1)2] d’ot 2P —1=uap+1.

_ Ex2-3

Soient ¥ = {Ay,...,A13} 'ensemble des sommets d'un polygone régulier P a 14

cOtés et X I'ensemble des partitions du type (4,6,4), de . Le groupe symétrique Si4

agit naturellement sur X . D’aprés Ex. 2-1, card (X) = jroqr = 210210. A l'aide de

la formule de Burnside, calculons le nombre d’orbites de I'action du groupe diédral
27

D14 C 814 sur X. Notons r la rotation de centre O (centre de P), d’angle 57 . Pour
k € {1,...,13}, Vordre de r* est o(rk) = ﬁ (voir 3-1). Pour k = 7, l'ordre de
rk est 2. C’est la symétrie par rapport a O, Pour avoir un collier invariant par ¥, il
suffit de placer arbitrairement 2 perles rouges, 3 blanches, 2 jaunes, en Ay, ..., A¢ et
de compléter le collier par symétrie par rapporta O.On a 2,;% = 210 possibilités.
Pour les autres valeurs de k, on a o(rk) = 7 ou 14. Aucune partition (4, 6, 4) n’est

invariant par 7k car les parties de X invariantes par 7k ont un cardinal multiple de 7.

Pour chacune des sept symétries s de P par rapport a une médiatrice d'un c6té, on
a card (fix(s)) = 575157 = 210 (comme pour la symétrie par rapport a O).

Considérons le cas d’une des sept symétries par rapport a une diagonale, par exemple
la symétrie par rapporta [AoA7] . Les perles placées en Ay et A7 doivent avoir la méme
couleur, sinon il est impossible de placer les perles restantes, (en nombre impair pour
certaines couleurs), par couples symétriques. Si on place en Ag et A7 deux perles rouges
(ou jaunes), il reste % = 60 possibilités pour placer les 12 perles restantes par
couples symétriques. Si on place en Aj et A7 deux perles blanches, on a % =90
possibilités. En appliquant la formule de Burnside, on voit que I’on peut confectionner,

% [210210 + 8 x 210 + 2 x 60 + 90] = 7575 colliers différents.

_ Ex2-4

a) Posons X = G/H.Soient g € G, x € X et a,a’ € G deux représentants de la
classe a gauche x.Ona aH = a’H = x ouencore a 'a’ € H.Or,
(¢a)~'ga' =a"'¢glgd =a"'a’ € H donc gaH = ga'H.
Si on remplace a par un autre représentant a’ de la classe x = aH, alors ga'H = gaH.
La formule a bien un sens et définit une application de G x X dans X . C’est une
actionde G sur X :
Vx=aHeX ex=eaH=aH=x,
Vx=aHeX VgeG V¢ eG

g (§x) = g (g'aH) = g(g'a)H = (g¢')aH = gg'-x.

b) Quels que soient x = aH € X,y = bH € X, ilexiste ¢ € G tel que g-x = y
(prendre ¢ = ba—1). Il existe donc une seule orbite, égale a X .

Le stabilisateur de x = aH est aHa ! car:
$€Gy & gaH=aH & al¢gaH=H & alga€H & gecaHa !,
¢) Puisquona Gy = aHa ! = Ad,(H) ~ H, on retrouve le th. de Lagrange :

[G : H] = card (G/H) = card (orb(x)) = [[Gcizzll]} = %
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_ Ex2-5

a) Le groupe H agit sur G par les translations a gauche I;, : ¢ — hg et K agit sur
G par les translations a droite r, : ¢ gkil. Ona lory = rgol, pour tout
h € H ettout k € K donc ¢ : (h,k) — I, or est un homomorphisme de groupes
de I' = H x K dans le groupe S¢ des bijections de G sur G (voir Ex. 1-12). Pour
cette action, I'orbite de ¢ € G est {hgk™!; h € H,k € K} = HgK. Ces parties
constituent donc une partition de G .

b) Le stabilisateur de ¢ € G est le sous-groupe I'; de I' = H x K, ensemble des
(h,k) €T tels que hgk~! = ¢ c’est-a-dire tels que hg = gk.
¢) HK = HeK est1’orbite de e. Donc HK = G si et seulement si l’action est transitive.

Dans ce cas, les stabilisateurs I'y des éléments ¢ € G sont conjugués dans H x K
et ont donc le méme cardinal. Calculons-le. On a:

[G : 1] = card (orb(g)) = [h[{rt,lfﬁl] d’ott Ig: 1] = %

Sig=e,onal,~HNK car
[,={(hk)eTl |hek ' =e} ={(hk)eT|h=k}={(hh); h€ HNK}.
La relation précédente donne [G : 1][HNK : 1] = [H : 1][K : 1].

Si H <G ou plus généralement si K est contenu dans le normalisateur de H, le th.

de Noether montre que G/H ~ K/(KN H) et on retrouve que % = H[Ié}({]”

_ Ex2-6

Faisons agir G par automorphismes intérieurs sur lui-méme, puis sur I'ensemble de
ses sous-groupes. Le stabilisateur de H est ici son normalisateur Ny.Ona H C Ny

etdonc [G : H|] = [G : Ny|[Ny : H]. Ainsi, k = [G : Ny| = % est fini.

L'orbite de H est donc finie et possede k = [G : Ny| éléments g1Hg, ', ..., grHg .

D’apres le th. de Poincaré, le sous-groupe ﬂG gHg™! :,%1 giHg; ! est d’indice fini.
g€ i=

Ce sous-groupe est évidemment distingué dans G.

_ Ex2-7

a.) VA € E (Im,In)'A - ImAIn - A.
V(P,Q eG V(PQ)eG VAEE
(P,Q)-[(P",Q)-A] = (P,Q)-(P'AQY) = P(P'AQ™HQ™!
= (PPYA(QQ)™ = (PP, QQ")-A = [(P,Q)(P",Q")]-A.
On a bien une action de G sur E. De plus, tout (P,Q) € G agit sur E = M,, ,(K)
par un isomorphisme ¢pgo : A — PAQ™! de 'espace vectoriel E.

b) La relation d’équivalence de conjugaison :
A~A" & 3(P,Q) e GL(m K)xGL(n,K) A’ =PAQ™!,

est la notion classique de matrices équivalentes. Rappelons que si u € L(Ej, E) a
pour matrice A dans les bases B; et B, de E; et E, alors dans d’autres bases B]
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et B/ la matrice de u est A’ = PAQ™!, ot P est la matrice de passage de B; a
B et Q la matrice de passage de B; a B . Toutes les matrices équivalentes a A
s’obtiennent ainsi et ont le méme rang, qui est le rang de u .

La méthode du pivot de Gauss montre qu’en multipliant a gauche A par des
matrices élémentaires (voir Ex. 1-6), on arrive a une matrice échelonnée

1 - ay a1 -0 g

o --- 1 I ceew
! rr+1 m
AT = 0O --- 0 0 o0
0 --- 0 0 e 0

Des multiplications a droite par des matrices élémentaires (ce qui revient a effectuer
g 8> S Mm,n(K).
Ainsi A est équivalente a I, , ot r est le rang de A . Toutes les matrices de I'orbite
{PAQ™'; (P,Q) € G} de A ontle méme rang qui est r rang de I, , . Réciproque-
ment, toute matrice A’ € E de rang r est équivalente a I, , d’apres ce que nous
venons de voir et donc équivalente a A. L'orbite de A est exactement 1’ensemble
des matrices de rang r. Les orbites sont donc en bijection avec les entiers r tels que
0 <7 <min(m,n).Onadonc 1+ min (m,n) orbites.

sur ' A’ des opérations du type précédent) amenent a I, , =

_ Ex2-8

a) S’ilexiste B € M, (Z) telleque AB = I,,,alors det(A)det(B) =1 avec det(A) =
ZS. e(0)ag(1)1 " Ag(nyn € Z et det(B) € Z.Onadonc det(A) € {1, -1} .
EISh

Réciproquement, si det(A) € {1, —1}, la matrice A est inversible dans GL(n, R)

et a pour inverse A~! = detl( ) !C ot C est la comatrice de A. Les coefficients

(1) A;j de C,ou A;; estle déterminant mineur de 4;;, appartiennenta Z.On a
donc A~! € M,(Z). Ainsi A € GL(n,Z).

L'application f : A + det(A), de GL(n,Z) dans {1, -1}, est un homomor-
phisme de groupes car det(AB) = det(A) det(B) . Son noyau SL(n,Z) estun sous-
groupe distingué puisque f est surjectif. Ce sous-groupe est d’indice deux. En effet,
en factorisant f on obtient un isomorphisme de GL(n,Z)/SL(n,Z) sur {1,—1}.

b) (i) Soient i # j. Pour tout k € Z la matrice Tj;(k) = I, + kE;; est triangulaire, de
termes diagonaux égaux a 1, et donc élément de SL(n,Z).
On sait que E;iEy = djxEj. On en déduit que ¢ est un homomorphisme car pour
tous k, k' € Z ona:
T;j(k)T;j (k') = (In +kE;j)(In + K'Ejj) = I + (k+K')Ej;

On en déduit que (Tjj)* = ¢(1)F = (k) = Tjj(k) et que
T;i(k)~' = @(k)~' = ¢(—k) = T;j(—k) . De plus, ¢ est injectif car k € Ker (¢) si et
seulement si Ti]'(k) =1,,cest-a-diresi k =0.

(ii) Sij = TyT; ' Tjj = (In + Eij) (In — Eji) (In + Eij) = I — Eit — Ejj + Eij — Ejs,

Cette matrice S;; = (si) a une diagonale principale faite de 1, sauf s; = s;; = 0.
En dehors de cette diagonale, tous les coefficients sont nuls sauf s;; = 1 ets;; = —1.
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<)

d)

e)

f)

g)

Par exemple,si n =2, Sy; = <(1) _01> .
Ona (Sij)z diagonale, de diagonale (1,...,1,—-1,1,...,1,—1,1,...,1),avec —1 en
i*™e et j*° places.

Comme dans 'exercice précédent, on vérifie que I'on définit une action. Notons
A ~ B larelation de conjugaison associée.

(i) Si a1 # 0, quitte & remplacer A par (S»1)>A on aura a1 > 0.

Si a;; = 0, puisque A # 0, il existe un coefficient 4;; de A non nul. On peut
permuter les lignes L; et L;, avec changement des signes pour L;, en multipliant a
gauche A par Sy;, et permuter ensuite les colonnes C; et C;, avec changement des
signes pour C;, en multipliant a droite A par Si;. On obtient A" = §1;AS;; ~ A
avec aj; # 0.On est ramené au cas précédent. Donc € # @.

(ii) D’apres (i), d et B existent. Supposons qu'il existe i # 1 tel que bj; # 0. La
division par d donne b;; = dq+r avec 0 < r < d. Si on avait r # 0, alors
[Ti1(—q)]B = B’ serait telle que b}, = r et pour S1;B' = B” on aurait b}, = —r.
Alors B" = (S1;)*B” ~ A serait telle que bj] = r avec 0 < r < d, ce qui contredi-
rait la minimalité de d. Donc r = 0 et d divise b;; pour 2 <i < n.

(iii) D’apres (ii), pour tout i > 2 il existe k tel que b;; = kd. Alors B’ = [T;1(—k)]B ~ B
est telle que bj; = d et b); = 0, d’ou I'existence d’une matrice conjuguée de A,
telle que b;; = 0 pour 2 < i < n. Ensuite, en multipliant a droite par des matrices
T1i(—k) convenables, on obtient C de la forme voulue.

(iv) Appliquons (i) a CT; ~ C, dont la premiére colonne est somme des deux
premieres colonnes de C . On voit que d divise ¢y, ..., cy2 . De méme pour les autres
colonnes de C en considérant CTj; pour j > 2.

(v) Raisonnons par récurrence. Pour n = 1 1’assertion est évidente. Admettons le
résultat pour toute matrice de M,,_1(Z) . Soit A € M,(Z).

D’apres (iii), A ~ C = (Cg é) ,) avec C' € M, _1(Z) . D’apres I'hypothese de ré-
currence, il existe P’ € G, Q' € G telles que P'C'Q’'~! soit diagonale, de diagonale

. N 1 0 1 0

principale (dy,d3,...) ou dy | d3... Alors P = (0 P’> , Q= (0 Q/> sont des
éléments de G tels que PC Q! soit diagonale, de diagonale (di,dp,d3,...). D’apres
(iv), d1 divise tous ses coefficients et en particulier d> .

Si A € SL(n,Z), on a n = rang(D) = r car des matrices équivalentes au sens
usuel ont le méme rang (voir exercice précédent). De plus, 1 = det(A) =dy---d,.
Comme d; € N pour i = 1,...,n, nécessairement 1 = d; = --- = d,. Il existe
donc P € G et Q € G tels que PAQ™! = I,,dou A = P7!Q € G. Ainsi, le
sous-groupe G de SL(n,Z) engendré par les matrices T;; est égal a SL(n,Z) .

Soit A € GL(n,Z). D’apres a), det(A) € {1,—1}. Si det(A) = 1, d’apres (f),
A € G estdelaforme Tj - - - Ts souhaitée. Si det(A) = —1,alors AD_; € SL(n,Z)
estdelaforme T;-- - Ts et A=T,---TsD_4.

(i) D’apres f), le sous-groupe G' = (T, T’) de GL(2,Z) estégala SL(2,Z).Comme
S1p = T1aTy'Tia, ona TT'"'T = S etdonc T' = T-'ST~!. Ainsi, (T,S) contient
T et T' qui engendrent SL(2,Z) donc (T,S) =SL(2,Z).

(ii) Voir Ex. 1-6, d).



58 CHAPITRE 2

_ Ex2-9

Puisque det(Dy) = A # 0 ona D, € GL(n,K).On a DyD, = D,y pour tous
A, A €R donc f : A +— D, estun homomorphisme de groupes. Son image D est un
sous-groupe de GL(n,K).Si det(D,) =1 alors D, = I, donc SL(n,K) N D = {I,,}.
Soit A € GL(n,K).Posons A = det(A).Ona B = AD;' € SL(n,K) et A = BD,.
Ainsi GL(n,K) = [SL(n,K)] D.Comme SL(#n,K) est le noyau de ’homomorphisme
A +— det(A), il est distingué dans GL(n, K) . On peut appliquer 2-7, prop.

Notons que nous avions déja vu (Ex. 1-6) que tout A € GL(n,K) est produit
A = TD,, de maniére unique, d'un élément T de SL(n,K) produit de matrices de
transvection et d’une matrice de dilatation D, .

— Ex2-10

Notons j I'homomorphisme canonique de G sur G/H . Soit a € G tel que a engendre
G/H. Alors K = (a) est monogene et infini puisque j(K) = (a) = G/H est infini.
Donc f : k ~ daf est un isomorphisme de Z sur K (1-14, prop. ). De méme ¢ :
k ~ @ est un isomorphisme de Z sur (a).On voit ainsi que &1 = fog~! est un
isomorphisme de G/H sur K, tel que joh = Idg/g.Onadonc G ~ H x4, Z ou
¢ : k — Ady |k (voir 2-7, ex. 1). Plus brievement, on peut dire que pour tout g € G,
il existe k € Z unique tel que § = a¥. On a de maniére unique g = ha* avec h € H.
L’assertion en résulte.

— Ex2-11

Nous sautons les vérifications du fait que ¢ = (¢x, Idgy) : (1) — (@p(h), 1) est
pour tout k € K un automorphisme de H x H' et que k — ¢ est un homomor-
phisme de groupes de K dans Aut (H x H'), c’est-a-dire une action.
L'application 6 : ((h,k),n") — ((h}') k) est bijective de (H x4, K) x H' sur

(H x H') xy K. Vérifions que c’est un homomorphisme.
Considérons hy € H, h e H,hy € H' ,hy, € H' , k1 € K, k, € K.On a
O[((h, k1), 1)((h2,k2) , ha)) = 61((11, K1) (ha, k2) , By )]

= 0[((m g, (h2) kaka) , Wiy)] = (g, (h2), Bihs) , Kika)],
0((h1, k1), 11)0((h2, k2), hy) = ((ha, 1), k1) ((ha, 1y) , k2)

= ((h, 1), (ha, 1), kaka) = ((ho, 1) (@, (B2), H3) , kika)

= ((mex, (h2), hy) , kika),

d’oul le résultat.

— Ex2-12

L'ordre de Im («) ~ K/Ker («) divise p = [K : 1] = [K : Ker («)][Ker («) : 1] (th.de
Lagrange) et [Aut (H) : 1] =g —1 (1-9, cor. 1). Puisque p et ¢ — 1 sont premiers entre
eux, Im(a) : 1] =1.0na Im (a) = { Idy} donc a est trivial et le produit semi-direct
considéré est direct (2-7, cor. ).



Chapitre 3

Groupes abéliens finis

3.1 Groupes cycliques, générateurs

Définition.
On dit qu’un groupe G est cyclique lorsqu’il est monogene et fini. Tout élément a de
G tel que (a) = G est appelé un générateur de G.

Soient m,n € IN. Nous noterons m A n le pged de m et n. Nous écrirons m | n pour
exprimer que m divise n .

Pourn > 2, onnote ¢(n) le cardinal de I'ensemble des entiers k tels que0 < k < n—1
et kAn =1.On convient que ¢(1) = 1. La fonction ¢ de N* dans N* ainsi définie
est appelée la fonction d’Euler.

Exemples. Le groupe additif Z/nZ = {0,1, ..., n—1} est engendré par 1 car:
1+1=2 ,..., n—-1)x1=n—-1 , nx1l=nu=0.
C’est donc un groupe cyclique d’ordre n.
Le groupe multiplicatif U, = {1, ¢, %, -+, "'} des racines n*" de l'unité
dans C, est engendré par { = exp (217”) . Il est cyclique d’ordre 1.

Les générateurs du groupe U, , sont appelés les racines n*™* primitives de I'unité.

Exercice 1. Montrer que ¢(p) = p — 1 si et seulement si p est premier.

Solution. Supposons p premier. Les entiers qui ne sont pas premiers avec p sont les
multiples de p . Il existe donc p — 1 éléments dans [0, p — 1] qui sont premiers avec p,
quisont 1,..., p— 1. Réciproquement, si ¢(p) = p — 1, comme 0 n’est pas premier
avec p, nécessairement les p — 1 autres éléments 1,..., p —1 sont premiers avec p.
IIs ne divisent donc pas p . Cela signifie que p est premier (principe du crible d’Eratos-
thene, voir ch. 12).

Proposition.
Soient G un groupe cyclique d’ordre n et a un générateur de G . Pour tout k € Z,

lordre de a* € G est o (ak) — "
nAk

En particulier, a* est un générateur de G si et seulement si n Nk = 1.

Il existe ¢(n) générateurs distincts dans G .

59
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Démonstration. Soit k € Z.Posons d = n Ak € N*.Ona n = dn’ , k = dk’ avec
n’ ANk’ =1.Pourtout m € N ona

(@)V"=e & d"=e < nlkm & d|km & n|m.

Ainsi n’ est le plus petit entier non nul tel que (a*)” = e.Onadonc ' = 0(a*). u

Exercice 2. Déterminer les générateurs du groupe additif Z/12Z et ceux du
groupe multiplicatif Usg.

Solution. Pour que k1 =
d’ott les générateurs 1,5,
Puisque ¢ = exp(zli—g engendre Usjg, 'ensemble des générateurs de Ujg est

k

(5 0<k<17, kn18=1) = (&85, 07,00, 0°, 073

soit gérérateur de Z /127 ,il fautetil suffitque kA12 =1,

k
7,11 de ce groupe (on a donc ¢(12) = 4).

Exercice 3. Combien existe-t-il d’éléments d’ordre 2 dans Z/nZ ,ou n > 2 ?

Solution. Soit k € Z/nZ.On a o(k) = . Si o(k) = 2, alors nécessairement
n =2(n Ak) est pair. (C’est aussi une conséquence du th. de Lagrange. )

Réciproquement, supposons que n = 2g avec g € IN*. Alors, pour 0 < k<n—1,

z 2
olk)=2 & (217;%{:2 & g=(29) Nk
= qlk & k=g ou k=0.

Pour k=0 ona k=0 et o(k)=1.Pour k=g ona o(k) = (2;)‘7/\11 =2.

Ainsi, g est le seul élément d’ordre 2 de Z/nZ (voir aussi 3-3).

3.2 Homomorphismes entre groupes cycliques

Lemme.
Soient G un groupe cyclique d’ordre n et a un générateur de G . Lhomomorphisme
k +— a* de Z sur G se factorise et définit un isomorphisme a, : k — df, ou
0 <k <n,dugroupe Z/nZ surG.

Démonstration. L'homomorphisme f : k +— a* de Z dans G est surjectif car (a) = G.
Son noyau est nZ ot n est 'ordre o(a) = [(a) : 1] dea (voir 1-14). Par factorisation,
on en déduit un isomorphisme f : k + a* de Z/nZ sur G (1-9, cor. 1). ]

Proposition.

Soient G un groupe cyclique d’ordre n et a un générateur de G .

(i) Soit f un homomorphisme surjectif de G sur un groupe G’ . Alors G’ est cyclique,
a' = f(a) engendre G’ et [G' : 1] divise n. En particulier, tout groupe quotient
de G est cyclique.

(ii) Soit G’ un groupe cyclique dont I'ordre n' divise I'ordre de G . Soit a’ € G'. 1l

existe un unique homomorphisme f de G dans G’ tel que f(a) = a’. Pour que
f soit surjectif, il faut et il suffit que a’ soit un générateur de G’ .

Démonstration. (i) Puisque f est surjectif, pour tout y € G’ il existe x € G tel que
f(x) =y, puis k € [0,n—1] tel que x = a*.Ona y = f(a*) = f(a)* donc f(a)
engendre G’ . Deplus, [G’ : 1] divise [G : 1] = n car G’ estisomorphea G/Ker (f).
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(ii) D’apres le th. de Lagrange, m = o(a’) divise n’ et n’ divise 'ordre n de G. On a
donc nZ C mZ.1'homomorphisme canonique k + a’* de Z sur (a’) a pour noyau
mZ. 11 se factorise a travers nZ et définit un homomorphisme p de Z/nZ sur (a’) tel
que B(k) = a’* pour tout k € Z/nZ. Soit &, I'isomorphisme de Z/nZ sur G donné par
le lemme. Alors f = Boa, ! € Hom (G,G’) esttel que f(a) = B(a;'(a)) = B(1) =a’.
Tl est unique car la donnée de f(a) = a’ détermine f(a*) = a’* pour tout k € Z. Pour
que f soit surjectif, il faut et il suffit que a’ engendre G’ car Im (f) =Im () = (a’) . m

Corollaire 1.
Deux groupes cycliques G et G’ sont isomorphes si et seulement sils ont le
méme ordre. Supposons cette condition vérifiée. Soit a un générateur de G. Alors

0 : « — a(a) est une bijection de Isom(G,G’) sur I’'ensemble E des générateurs de
G'.

Démonstration. Si G et G’ sont isomorphes, ils ont méme cardinal. Réciproquement,
si [G: 1] =[G’ : 1] =n,lelemme montre que G et G’ sont isomorphes a Z/nZ.

L’assertion (i) de la proposition montre que 6 prend ses valeurs dans E. D’apres
(ii), si a’ est un générateur de G/, il existe un homomorphisme surjectif f de G dans
G’ tel que f(a) = a’. Comme G et G’ ont le méme cardinal, f est bijectif. C’est un
isomorphisme. Ainsi 0 est surjective. La donnée de a(a) = a’ détermine a donc 6 est
injective. [

Corollaire 2.

Soit G un groupe cyclique d’ordre n. Le groupe Aut (G) est d’ordre ¢(n) et ses élé-
ments sont les applications ay : x — x¥ otk € [0,n — 1] est premier avec n.

Démonstration. Soit a un générateur de G. D’apres le cor. 1, les automorphismes de
G sont déterminés par le choix d'un générateur a’ de G, c’est-a-dire par le choix de a*
ounkeA={ke[0,n—1] | kAn =1}.Onadonc ¢(n) automorphismes. L'automor-
phisme a; associé au choix de k € A applique tout x = a™ € G sur ax(x) = ag(a™) =
ae(a)" = (a)" = (a")F = x*. .

Remarque. En notation additive, par exemple dans Z/nZ, les automorphismes ont
pour expression ¥ — kx oit k€ Aetona kx =X+ +X=x+ - +x = kx.

Nous verrons en III que Z /nZ est non seulement un groupe additif mais un anneau,
dont le produit est défini par kp = kp. Le groupe (Z/nZ). des éléments inversibles de
cet anneau commutatif est justement ’'ensemble des k € Z/nZ ot k € A.

Cela montre que les automorphismes du groupe additif Z/nZ sont les multiplica-
tions w : X +— kX par les éléments k inversibles dans I'anneau Z/nZ. L'automor-

phisme réciproque est la multiplication x > K 'x par l'inverse de k dans cet anneau.
Ainsi k — aj est un isomorphisme du groupe (Z/nZ). des éléments inversibles de
I'anneau Z/nZ sur le groupe Aut(Z/nZ) des automorphismes du groupe additif
Z /nZ. (cela sera revu en 12-2, ex. ).

Ces propriétés ont une conséquence intéressante. Si p € IN est premier, on verra
que Z/ pZ est un corps et que le groupe (Z/pZ). des éléments inversibles de Z/pZ
est cyclique, d’ordre p — 1. Donc pour p premier, le groupe Aut(Z/pZ) des auto-
morphismes du groupe additif Z/pZ est cyclique, d’ordre p — 1. Nous utiliserons ce
résultat sans attendre de 1’avoir démontré au ch. 10.
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3.3 Sous-groupes d’un groupe cyclique

Proposition.

Soient G un groupe cyclique d’ordre n et a un générateur de G. Tout sous-groupe de
G est cyclique et pour tout diviseur d de n, il existe un unique sous-groupe H; de G
d’ordre d. En posant 6 = n/d, ce sous-groupe est caractérisé par :

(1) Hy ={xeGlxi=e} ={xeG|IWeG Y¥=x} =<a’>.

Démonstration. Comme G est abélien, f; : x ~ x* est pour tout k € IN un endo-
morphisme de G. Soit d un diviseur de n et posons 6 = n/d. Pour tout x € G on a
(x1)° = (x%)4 = x" = e et donc Im (f;) C Ker (f;) et Im (f5) C Ker (f;). D’apres 3-1,
0(a’) = d et o(a?) = 6. Donc {a°) est un sous-groupe d’ordre d de G et (a?) un sous-
groupe d’'ordre 5. OnalIm (f;) = {(d")? | 0<k<n—-1} = {(@)*|0<k<n—-1} =
(a%). De méme Im (f;) = (a°). Ainsi [Im (f;) : 1] = é et [Im(f;) : 1] = d. Comme
Im (fy) : 1] = %, on voit que [Ker (f;) : 1] = d. De méme [Ker (fs) : 1] = . Les
inclusions précédentes sont donc des égalités puisque les cardinaux des deux membres
sont égaux. Nous avons ainsi prouvé que (a°) = Ker (f;) = Im (fs). Ce sous-groupe
de G, appelons-le Hy, est d’ordre d, il vérifie les relations (1) et il est cyclique.

Enfin H; est le seul sous-groupe d’ordre d. En effet, si K est un sous-groupe d’ordre
d, alors tout x € K est tel que x? = e d’apres le th. de Lagrange. On a donc K C Hj et
donc K = H, puisque [K: 1] =d = [H; : 1]. ]

Corollaire.

Soit G un groupe cyclique. L’ensemble E des sous-groupes de G, ordonné par inclu-
sion est isomorphe a I'ensemble D des diviseurs de |G : 1] ordonné par la relation de
divisibilité d|d’.

Démonstration. D’apres la proposition, d — Hj est bijective de D sur E. Sid,d’ € D
vérifient d|d’, alorsona Hy = {x € G | ¥ = ¢} C Hy = {x € G | ¥ = e}.
Réciproquement, si Hy C Hy, le th. de Lagrange donned = [Hy : 1||d' = [Hy : 1]. =

Exercice 1. Déterminer les sous-groupes de Z/20Z.

Solution. Les sous-groupes H, correspondent aux diviseurs d de 20 = 22 x 5, qui sont
1,2,22,5,2x5,2%x5.0na donc six sous-groupes :

Hy ={0},dordre1,
H, d’ordre 2, image de f1o : X — 10X, s0it H, = {0,10} = (10).
5,10,

—~

Hy d’ordre 4, imagede f5 : x — 5x,so0it Hy ={0,5,10,15} = (5), etc...

Exercice 2. Déterminer les éléments d’ordre 6 dans le groupe Us .

Solution. Sia € Usg est d’ordre 6, alors (a) = {1,4,...,a°} est un sous-groupe d’ordre
6et (a) quiest cyclique possede ¢(6) = 2 générateurs qui sont a et a® (3-1, prop. ). Ré-
ciproquement, d’apres la proposition ci-dessus, tout sous-groupe d’ordre 6 est cyclique
et fournira deux éléments d’ordre 6. Puisque Usg est cyclique et 6|30, il existe un
unique sous-groupe d’ordre 6 qui est ({°), oit { = exp (%Z). On a donc 2 éléments
d’ordre 6 dans Usg qui sonta = > = exp (%) et a® =% =exp (517")
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Exercice 3. Soit n € IN*. Montrer que n :d% p(d).
n

Solution. D’apres le th. de Lagrange, l'ordre de tout élément de U, divise
n. On a donc une partition U, :dLlJ A4, out pour tout diviseur d de n on
n

pose Ay ={x €U, |o(x)=d}. Dapreslaproposition, sid divise 1, il existe dans le
groupe cyclique U, un unique sous-groupe d’ordre d. C’est U, car U; C U, . Cha-
cun des ¢(d) générateurs de U, est un élément de A, . Réciproquement, si x € Uy,
est d’ordre d, alors (x) est un sous-groupe d’ordre d de U, . Il est donc égal a Uy
d’apres l'unicité du sous-groupe d’ordre d dans U, . Ainsi, x est un générateur de
U, . Finalement, A, est ’ensemble des générateurs de U, et on a card (Ay) = ¢(d)
d’oit la relation.

n = card (Uy) :dlZn card (Ay) :dz\‘n @(d).

3.4 Produit de deux groupes cycliques

Proposition.

Le produit G; x G, de deux groupes est cyclique si et seulement si G; et G, sont
cycliques d’ordres m et n premiers entre eux. Dans ce cas, (a,b) est un générateur de
G1 X G si et seulement si a et b sont des générateurs de G; et G, respectivement.

Démonstration. Supposons G = G; x G, cyclique, engendré par (a, b). Les projections
p1 et p2 de G sur Gy et G, sont des homomorphismes surjectifs. D’apres 3-2, G; = p1(G)
et G = p2(G) sont cycliques, engendrés par a et b. D’apres 1-14, cor. 2, on a:

mn =[Gy : 1] x[Gy : 1] = [G : 1] = o(a,b) = ppcm(m,n).

Cette égalité nécessite que m An =1.

Réciproquement, supposons que G et Gy sont cycliques d’ordres m et n premiers
entre eux. Soient a et b des générateurs de G; et G,. D’apres 1-14, cor. 2, on a
o(a,b) = ppcm(m,n) = mn =[G : 1]. Le sous-groupe engendré par (a,b) est donc
égala G. |

Corollaire 1.

|

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur k. D’apres la proposition, le résultat est
vrai pour k = 2. Admettons ce résultat pour k — 1 groupes. Considérons k groupes
cycliques Gy, ..., Gg.

Le produit G = Gy X --- X Gy de k groupes cycliques est cyclique si et seulement si
les ordres ny, ..., n; de ces groupes sont deux a deux premiers entre eux.

Supposons 1y, ..., n, deux a deux premiers entre eux. D’apres 1'hypothese de ré-
currence, G’ = Gy X - - - X G¢_1 est cyclique. De plus, son ordre # - - - ny_1 est premier
avec l'ordre ny de Gy . D’apres la proposition, G = G’ x Gy est cyclique.

Réciproquement, si G = G’ x Gy est cyclique alors G’ est cyclique car la projec-
tion de G sur G’ est un homomorphisme surjectif. D’apreés I’hypothese de récurrence
n1,...,ng_1 sont deux a deux premiers entre eux. D’apres la proposition, 1y est premier
avec [G' : 1] =mny---ny_1 etdoncavec ny,...,ng_q. n
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Corollaire 2.
(i) La fonction d’Euler ¢ est multiplicative dans le sens suivant :
VmeIN* VnelN* mAn=1 = ¢@(mn)=q@(m)pn).

(ii) Sila décomposition en facteurs premiers den > 2 est n = py' - - - p* alorsona

pln) =n(1—L) (1= L),

Démonstration. (i) Pour m > 2, notons A;, I'ensemble des générateurs du groupe
Z/mZ. Supposons m A n = 1. D’apres la proposition, A, x A, est I'ensemble des
générateurs de (Z/mZ) x (Z/nZ) et ce groupe cyclique est isomorphe a Z/mnZ
donc

p(m) ¢(n) = card (Ay, X A,) = card (Apn) = @(mn).

(i) Supposons que k = 1, soit n = p°, avec p premier. Les éléments de [0,n — 1]
qui ne sont pas premiers avec n, sont 0, p, 2p, ..., (p°"1 = 1)p . On a donc
card (A,) = p* —p*~ 1 = p*(1 — %) Supposons k > 2, d'oun = pi' ---p*. D’apres
(i)ona:

p(n) = @(pi') - o(pr) = pir(1—5) - pE(1—5). .
Exercice. Soient m,n € IN* . Montrer que ¢(mn) = q)(m)(p(n)ﬁ , ol

d = pged(m,n).

Solution. Les facteurs premiers de mn sont les facteurs premiers de m seul (qui ne sont
pas facteurs de n), les facteurs premiers de n seul et les facteurs premiers communs a
m et n qui sont les facteurs premiers du pged d. Si on applique (ii) a m et n, on voit
. . 1 d
que ¢(m)¢(n) contient tous les termes de ¢(mn) mais que (1 - E) = % est
pld
compté deux fois. En divisant ¢(m)¢(n) par ce terme, on obtient bien ¢(mn).

3.5 Groupes d’ordre premier
Définition.

| Un groupe G est dit simple si {e} et G sont les seuls sous-groupes distingués de G .

Proposition.

H Un groupe G est d’ordre premier si et seulement s’il est cyclique et simple.

Démonstration. Supposons p = [G : 1] premier et soit x € G distinct de e. D’apres
le th. de Lagrange, o(x) divise p, avec o(x) # 1.Ona donc o(x) = p et (x) = G.
Cela prouve que G est cyclique et que tout sous-groupe H # {e} estégala G.
Réciproquement, si G est cyclique, simple, alors 3-3, cor. montre que p = [G : 1]
n’a pas d’autre diviseur que 1 et p. Donc p est premier. n

Lemme 1.

Soit G un groupe fini. Supposons qu’il existe un sous-groupe H du centre Z(G) de
G tel que G/H soit cyclique. Alors G est abélien.
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Démonstration. Tout sous-groupe du centre Z(G) étant distingué, G/H estun groupe.
Puisque G/H est cyclique, il existe a € G tel que a2 engendre G/H . Soient x,y € G.
Tl existe k,I € N tels que ¥ = a* et § = a'. Il existe alors z,2 € H C Z(G) tels que
x = akz et y= a'z’.On a yx = xy car ak, a2z, 7z commutent deux a deux. Donc G
est abélien. n

Lemme 2.

Soit G un groupe fini d’ordre p™, avec p premier et m € IN*. Le centre Z(G) de G
n’est pas réduit a {e} .

Démonstration. Faisons agir G sur lui-méme par automorphismes intérieurs. Alors
x € G a une orbite ponctuelle, si et seulement si gxg~! = x pour tout ¢ € G, c’est-a-
dire si x € Z(G). D’apres 'équation des classes (cor. 2-3), card (G) = p™ et [Z(G) : 1]
sont congrus modulo p. Donc [Z(G) : 1] est divisible par p. Comme le centre Z(G)
contient I’élément neutre ¢, il posséde au moins p éléments. n

Corollaire 1.

H Si un groupe G est d’ordre p?, avec p premier, alors G est abélien.

Démonstration. D’apres le th. de Lagrange, [Z(G) : 1] divise [G : 1] = p?. D’apres
le lemme 2, Z(G) est d’ordre p ou p?. Supposons que [Z(G) : 1] = p. Le groupe
quotient G/Z(G), d'ordre |G : Z(G)] = p, est cyclique d’apres la proposition. Le
lemme 1 montre que Z(G) = G.Lecas [Z(G) : 1] = p ne se présente donc pas. On a
[Z(G) : 1] =p* et Z(G) =G ']

Corollaire 2.

Soit G un groupe d’ordre p™ avec p premier et m > 1. Il existe dans le centre Z(G)
de G un élément d’ordre p .

Démonstration. D’apres le lemme 2, le centre Z(G) n’est pas réduit a {e} . D’apres le
th. de Lagrange, son ordre est une puissance de p. Le th. de Cauchy (voir 2-4) donne
le résultat. [

3.6 Décomposition cyclique d’un groupe abélien fini

Lemme.

Soient G un groupe abélien fini eta € G d’ordre o(a) maximum. Pour touty € G/ (a)
il existe x € G tel que X =y et tel que o(x) = o(y).

Démonstration. Notons additivement la loi de composition de G. Soient ¢ 1’homo-
morphisme canonique de G sur G /(a) et soit s 'ordre de y € G/ (a). Considérons
x € G telque ¢(x) =y.Ona ¢(sx) = sy =0 et donc sx € Ker (¢) = (a) . Il existe
donc k € N tel que 0 < k < o(a) et sx = ka. Par division euclidienne,

(1) k=sq+r avec 0<r<s,
d’ou sx = ka = sqa+ra.Posons x' = x —qa.Ona
2) p(x') = ¢(x) =y dou s =o(y)|o(x).

Supposons r # 0.0Ona sx’ = sx —sqa = ra . En utilisant 3-1, on obtient

o(x") M
o(x")Ns s

o(sx’) = soit o(sx’) = en tenant compte de (2). On en déduit,
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o(a)
o(a) ANr
Du fait que o(a) est maximum, on a o(x’) < o(a). La relation précédente donne alors
s < o(a) ANr < r. Cela contredit (1) donc ¥ = 0 et sx’ = ra = 0. Cela prouve que
o(x") |s et donc que o(x") = o(y) sion tient compte de (2). ]

o(x') = so(sx') = so(ra) = s

Proposition.

Soit G un groupe abélien fini d’ordre n > 2. Il existe des entiers q; supérieur ou
égal a deux, qo multiple de q1,..., qx multiple de qx_;, uniques, tels que G soit
isomorphea (Z/1Z) x --- X (Z/qZ) .

Démonstration. 1°/ Montrons I'existence de cette suite, par récurrence sur 1’ordre n
de G. Pour n = p premier, la propriété est vérifiée car G est isomorphe a Z/pZ
(3-5, prop. ). Considérons G d’ordre n > 2. Supposons établie 1'existence pour les
groupes d’ordre strictement inférieur a n. Soit 2 € G d’ordre m maximum. On a
m > 1 car G # {e} donc G/(a) est d’ordre strictement inférieur a [G : 1] = n.
D’apres 'hypotheése de récurrence, il existe dans G/ (a) des sous-groupes cycliques
G, =(a),...,G,_; = (a_,) d’ordres q1,...,qx_1 tels que 1 < gqi]---|gi_1 et tels
que G/(a) = G} x --- x G;_, . D’apres le lemme, il existe dans G des représentants
a, ..., a1 de aj,..., “2—1 ayant les mémes ordres. Vérifions que G est produit direct
des sous-groupes cycliques G = (a1),..., Gx_1 = (ax_1), Gy = (a) .

Soit ¢ I’homomorphisme canonique de G sur G/ (a). Pour tout x € G, il existe
ny,..., ng_1,avec 0 < n; <o(a;) pour i =1,...,k— 1, uniques, tels que

(x) = may +---+ maa_y = e(may + -+ m_qap_q).

Il existe donc un élément nia de Ker (¢) = (a) avec 0 < ny < m = o(a) et tel que
x = (may+ -+ ng_q1a5-1) +nga. Ainsi G = Gy + - - - + Gi.

Vérifions que cette expression de x est unique. Alors G sera le produit direct des
sous-groupes Gi,...,Gg. Soit x = mya; + - - - + mpa une autre expression de x du
type précédent. Alors ¢(x) = ma) + -+ m_qa,_; = may +--- + m_qa_ .
Comme G/ (a) est produit direct de Gj,..., G,_,,ona ny =my,..., N1 = Mp_q .
On en déduit ensuite na = mpa d’ott ny = my puisquona 0 < ng < o(a) et
0< my <o(a).

D’apres 1-14, cor. 2, 'ordre de xo = (a1,...,ar_1,4) € G; X -+ - X G est le ppcm
de o(a1),...,0(a).On a donc o(xp) > o(a). Comme o(a) est le maximum des ordres
des éléments de G, on en déduit que o(a) = o(xg) = ppem (0(a1),...,0(ar_1),0(a))
etdonc que o(a1)| ... |o(ax_1)|o(a).

2°/ Montrons I'unicité de la suite g1, ..., gx par récurrence sur l'ordre n de G.

Si n = p est premier, la suite (g;) est unique, réduite & p. Supposons établie
I'unicité pour les groupes d’ordre strictement inférieur a n. Considérons un groupe
G d’ordre n > 2. Considérons deux décompositions

G:G1X~~-XGk:G1X”'XG;n,
avee G ~Z/qZ , G ~Z/¢Z , 1<ql|-|qg , 1<q| |-
Soit p un facteur premier de q; etdoncde g, ..., gx. Comme G est abélien, f : x — px

est un endomorphisme de G. Il laisse stable chacun des sous-groupes G;. D’apres 3-3,
f(G1) C G; est l'unique sous-groupe de G; d’ordre % . De méme, f(Gy) C Gy,

.., f(Gy) C Gy sont d’ordres q—;,..., q—pk.Ona

[f(G1) +---+ f(G)] N f(Git1) C [G1 + -+ G| N Gy = {0},
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pour i = 1,...,k—1 donc f(G) est produit direct de f(Gy),..., f(Gx) et on a

G:1
ey = 2 1
De méme, ona f(G;) C G; pour j = 1...,m et f(G) = f(G]) x -+ x f(Gp,).
Puisque g7 | - - - | g;,, il existe r tel que p ne divise pas g}, ..., q, etpdiviseq, ,,..., q,,.

Onaalors f(G]) = Gj car f : x — px estalors un automorphisme de G}, d’apres 3-2.
De méme, f(G;) = Gj, ..., f(G;) = G, . Par contre, les ordres de f(G, ,),..., f(G},)

; ! IRRERY/ G:1
sont qr;l,..., qr')”, donc [f(G) : 1] =q1---q) q”;mrqm = [pmr].
En comparant les deux valeurs de [f(G) : 1] obtenues, on voitquek =m —r < m.
En échangeant les roles, on obtient de méme m < k et donc m = k. On en déduit que
r =0 et que p divise ¢}, ..., q; . D’aprés 'hypothese de récurrence, la décomposition

/ /
cyclique de f(G) est unique. Les deux suites 1 Sy L Sy T sont done

p p
égales et les suites q1,...,qx et q,...,q; sontégales. ]

Définition.
Cette suite q1, ..., qi telle que
GE(Z/[]]Z)X"'X(Z/[]](Z) et 1<ql‘q2...’qk,
qui caractérise G a isomorphisme pres, est appelée la suite des invariants de G .

Corollaire 1.

Soit G un groupe abélien d’ordre p™ ot1 p est premier. 1l existe une suite r; < - -+ < 1y
dansIN*, unique, telle que G ~ (Z/p"Z) x --- x (Z/p"*Z).

Corollaire 2.

Soit G un groupe abélien fini. Il existe un élément a de G dont I’ordre est le ppcm des
ordres des éléments de G .

Démonstration. Posons n = [G : 1].Si n = 1, le résultat est évident. Si n > 2,
il existe dans G des sous-groupes cycliques Gy,...,Gi tels que G = Gy X --- X G
d’ordres g1,...,qx telsque 2 <2 et g1 |g2]|---,| gk . Soit a un générateur de G . Pour
tout x = (x1,...,%) € Gy X --- x Gy = G ona o(x) = ppecm(o(x1),...,0(xx)), avec
o(x1)|q1| - lgx , o(x2)|g2|---,|qk , etc... Donc o(x) divise gy = o(a) eto(a) estle
ppcm des ordres o(x) des éléments x de G. n

Corollaire 3.

Soit G un groupe abélien d’ordre n > 2. Soit n = p’l(1 e p]f’ la décomposition en

facteurs premiers de n .

(i) Pour tout diviseur d de I'ordre n de G, il existe un sous-groupe de G d’ordre d .

(ii) Pour chacun des diviseurs pf" oui=1,...,k, il existe un seul sous-groupe H;
d’ordre pff et H={xcG|3a o(x)=p¥}.Ona G = H; x---xH,.

Démonstration. (i) D’apres la proposition, G est produit direct G; x - - - X G de sous-
groupes cycliques. Ona [G : 1] = [Gy : 1] x --- x [G, : 1].Sid divise [G : 1], en
répartissant autant de fois qu’on le peut chacun de ses facteurs premiers dans [Gy : 1],
puis dans [G; : 1], etc... on peut écrire d comme un produit d = d; - - - dy ot d; divise
[Gi : 1] pour i =1,...,k.Pour i = 1,...,k, il existe un sous-groupe K; d’ordre d;
dans le groupe cyclique G;. Alors Kj X -+ x Ky C Gy X -+ x Gy = G estd’ordred.
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(ii) D’apres (i), il existe dans G des sous-groupes Hj,..., H, d’ordres plil,...,plf".
L'ordre de H; N Hy est 1 car il divise les ordres plf et p’f de H; etde H;. On
adonc HiNH, = {e} et HiH, est un sous-groupe de G isomorphe a H; x Hy,

d’ordre pllquz. De méme, (HiH,)Hs , est isomorphe a (H; x Hy) x Hsz , d’ordre
p’l(1 pgz p’f. Par récurrence finie, on voit que Hj X --- x H, est un sous-groupe de

G d’ordre p’{l---plﬁ’ . Il est donc égal & G. Soit x = (x1,...,%,) € Hy X --- x H,.
D’apres le th. de Lagrange, il existe a,...,a,, tels que o(xq) = p”l“l, e, 0(xr) = pyr.
On a o(x) = ppem(o(x1),...,0(xr)) = pi*---p; . Si o(x) est une puissance p} de
p1,alors ap = 0,...,a, = 0 et x € Hj. Il résulte de cela deux choses. D’abord
Hy = {x € G|3a o(x) = p{}. Ensuite, si H] est un autre sous-groupe de G d’ordre
pl', Vordre de tout élément de H; divisant p;' ona H] C H; etdonc H; = H; car
les ordres de ces sous-groupes sont égaux. Il existe donc un seul sous-groupe d’ordre
plf dans G. Il en va de méme pour les autres facteurs premiers de n. ]

Définition.
Les sous-groupes Hy, ..., H, de G d’ordres p]f, ees, plf’ , uniques avec cette propriété,
sont appelés les composantes primaires du groupe commutatif G .

Exercice 1. Quelles sont les composantes primaires de Ugg ?

Solution. On a 90 = 2 x 3% x 5. Les composantes primaires de Ugy sont des sous-
groupes d’ordres 2, 32, 5. Ils sont uniques de ces ordres-la. Comme U, = {1,—1},
Uy, Us sont des sous-groupes de Ugg, ce sont les composantes primaires. On a donc
U90=U2XU9XU5.

Exercice 2. Donner la décomposition canonique de G = (Z/60Z) x (Z/72Z) .

Solution. Ona 60 = 2% x 3 x 5 et 72 = 23 x 3%. Soit Hy x Hp x Hj la décomposition
primaire de Z/60Z. D’apres 3-3, le sous-groupe H;p est cyclique d’ordre 22 égal a
(15).Ona Hy ~ (Z/2*Z) . De méme, H, d’ordre3est (20) ~ Z/3Z et H3 d’ordre
5est (12) ~ Z/5Z.0Onadonc Z/60Z ~ (Z./2°Z) x (Z./3Z) x (Z./5Z).
De méme, Z /727 = Ky x Ky ~ (Z/23Z) x (Z/3%*Z) , 011 K; = (8) et K = (9).
De ces décompositions primaires on déduit celle de G :

G =~ (HlXKl)X(HZXKZ)XHg
~ [(Z/2?Z) x (Z2/2°Z)| x [(Z/3Z) x (Z./3°Z)] x [Z./5Z]
Un produit de groupes cycliques d’ordres deux a deux premiers entre eux est cy-
clique donc (Z/23Z) x (Z./3%°Z) x (Z./5Z) est cyclique isomorphe a (Z/360Z) . De
méme, (Z/2?Z) x (Z/3Z) est cyclique isomorphe & Z/12Z . Ainsi G est isomorphe
a (Z/12Z) x (Z/360Z) . Ses invariants sont g1 = 12 et g, = 360 (voir aussi Ex. 3-11).

Exercice 3. A isomorphisme pres, quelles sont les structures possibles pour un
groupe abélien d’ordre 600 = 23 x 5% x 3 ?

Solution. La composante primaire H; de G relative au facteur premier 2 est un groupe
d’ordre 23. D’apres le cor. 1, les structures possibles sont données par la suite des in-
variants, soit par une suite d’entiers rq < --- < r¢ telleque r; + - - - 4+, = 3. Donc Hy
est isomorphe a 1'un des groupes Z/2°Z , (Z/2Z) x (Z./2*Z) , (Z/2Z)? . L'unique
sous-groupe H, de G d’ordre 5% est isomorphe & Z/5*Z oua (Z/5Z)>.
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L'unique sous-groupe H3 d’ordre 3 est isomorphe a Z/3Z.
Il existe donc 3 x 2 = 6 structures possibles pour G qui sont
(Z/2%Z) x (Z/5°Z) x (Z./3Z) ~ Z./600Z,
(Z/23Z) x (Z/5Z) x (Z/5Z) x (Z./3Z) ~ (Z/120Z) x (Z./5Z),
(Z/2°Z) x (Z/2Z) x (Z/5*Z) x (Z/3Z) ~ (Z/300Z) x (Z/27Z),
(Z/2%Z) x (Z/2Z) x (Z/5Z) x (Z/5Z) x (Z./3Z) ~ (Z./]60Z) x (Z/10Z),
(Z/2Z) X (Z./2Z) X (Z./]2Z) X (Z./5*Z) x (Z./]3Z) ~ (Z./150Z) x (Z/2Z) x(Z/27Z),
(Z/2Z) x (Z/2Z) x (Z/2Z) x (Z/5Z) x (Z/5Z) x (Z/3Z)

~ (Z/30Z) x (Z/10Z) x (Z./27Z) .
d’ot1 les listes d’invariants possibles pour G :
(600) , (5,120) , (2,300) , (10,60) , (2,2,150) , (2,10,30).

3.7 Groupes résolubles

Soit f un homomorphisme de G dans un autre groupe. L'image de f sera commuta-
tive si et seulement si pour tout x € G et pour tout y € G,ona f(x)f(y) = f(y)f(x),
soitsi f(x)f(y)f(x)"'f(y)~! =e ouencore xyx 'y~ € Ker (f).En particulier, si H
est un sous-groupe distingué de G, le groupe G/H est abélien si et seulement si pour
tout x € G et pour tout y € G, I'élément [x,y] = xyx~'y~! appartienta H.

Pour tout &« € Aut(G), on a a([x,y]) = [a(x),a(y)]. Le sous-groupe G’ de G
engendré par C = {[x,y]; x,y € G} est donc un sous-groupe caractéristique de G.
Pour k € IN*, on définit par récurrence G%) comme étant (G*~1))’. On convient que
G0 = G. Les sous-groupes G*) sont caractéristiques dans G .

Définitions.
L’élément [x,y] = xyx~ly~! s’appelle le commutateur de x ety .

Le sous-groupe G’ de G engendré par I'ensemble C des commutateurs s’appelle le
sous-groupe dérivé du groupe G .

Le groupe G est dit résoluble, s’il posséde une suite décroissante de sous-groupes,
(1) G=HyD>H; D---DH,1 DH,={e}.
telle que H; < H;_1 et telle que H;_,/H; soit abélien, pour i =1,...,p.

Proposition.
Soit G un groupe.
(i) G est résoluble si et seulement sil existe p € N* tel que GP) = {e}.

(ii) Si G est résoluble, tout sous-groupe K, tout quotient G/K (ot K< G ) est ré-
soluble.

(iii) Soit K un sous-groupe distingué de G . Pour que G soit résoluble, il faut et il
suffit que K et G/K soient résolubles.

Démonstration. (i) S'il existe p € N tel que GP) = {e}, alors la définition précédente
est vérifiée en prenant H; = GU) pour i =1,...,p.

Réciproquement, supposons G résoluble et considérons (H;);—1,.., ayant les pro-
priétés de la définition. Montrons par récurrence que l'ona G*) € Hy pour k =1,..., p.
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On en déduira que G?) = {¢}.Comme G/H; estabélien,ona G’ C Hj . Supposons
vérifié que Gk-1Y < H_,4. L’homomorphisme f : Hy_1 — Hi_1/Hj a une image
commutative donc Hj contient (Hy_;)" et contient donc (G*—1)" = G,

(ii) Soit K un sous-groupe de G.On a {[x,y]; x € K, y € K} C G’ etdonc
K' C G'. Supposons établi que KD c G ou 1<i< p—1.0On en déduit
K+ = (K@Y < (GD)Y = GU+D | Cela prouve par récurrence que K™ < G,
pour tout m € IN. D’apres (i), si G est résoluble, il existe p € N tel que G*) = {e}.
On a alors K(P) = {e} et K est résoluble.

Supposons K distingué. L'homomorphisme canonique f de G sur G/K est surjec-
tion. Dans G/K les sous-groupes (f(H;))i—o,., vérifient (1). Pour i = 1,...,p, on
a f(H;) < f(Hj_1) car f est surjective. En composant les homomorphismes surjectifs
H; 1 — f(H;—1) et f(H;—1) — f(Hi—1)/ f(H;), on obtient un homomorphisme sur-
jectif dont le noyau contient H; . Il se factorise donc en un homomorphisme de méme
image et donc surjectif, de H;_1/H; sur f(H;_1)/f(H;). Comme H; 1/H; est com-
mutatif, f(H;_1)/f(H;) est commutatif. Le groupe G/K est donc résoluble.

(iii) La condition est nécessaire d’apres (ii). Montrons qu’elle est suffisante. Supposons
telle que H/ <« H/_, et telle que H] ,/H] soit abélien pour’mt,out i.Pour i =0,..,p,
posons H; = f~1(H!), ot f : G — G/K désigne 'homomorphisme canonique. On
aHy=GDH; D---DHy=Ket Hy1<H; pour i =0,...,p—1 (1-6, prop. (ii)).

D’apres 1-9, cor. 2, ona H;/H;,1 ~ H]/H] 11, abélien. Supposons de plus K résoluble.

Il existe Ko = K D Ky D --- D K; = {e}, vérifiant dans K les conditions de la
définition des groupes résolubles. La suite H) D H; D> --- D H, =K D> K; D --- D
K, = {e} vérifie dans G toutes les conditions de cette définition. [

Corollaire 1.

|| Tout produit direct ou semi-direct de groupes résolubles est résoluble.

Démonstration. Cela résulte de (iii). En effet, si G est le produit semi-direct de deux
sous-groupes H et K,ona H< (H x,K) et (H x4 K)/H ~ K (2-6, rem. ). ]

Corollaire 2.
Soit G un groupe d’ordre p™ ou p est premier et m € IN*. Alors G est résoluble.
Plus précisément, il existe une suite finie Ky = {e} € Ky C --- C K, = G de
sous-groupes distingués de G, telle que [K;/K;_1 : 1] =p pour 1 <i<m.

Démonstration. Montrons cela par récurrence sur m. Si m = 1, alors Ky = {e},
K; = G conviennent. Considérons le cas ott m > 2. Supposons démontrée la propriété
pour les groupes d’ordre p™~!. Soit G un groupe d’ordre p™. D’apres 2-5, cor. 3, il
existe dans le centre Z de G un élément a d’ordre p.Ona K; = (a) <G et G' = G/K;
est d’ordre p"~!. D’apres 'hypotheése de récurrence, il existe une suite

Ki={e}CK,C---CK],_;CK, =G’,
de sous-groupes distingués de G’ telle que [K!/K/_; : 1] = p pour 2 < i < m.
Soit v : G - G’ = G/K; l'homomorphisme canonique. Pour i = 1, ..., m les
sous-groupes K; = 7~ 1(K!) sont distingués dans G (1-6, prop. (ii)), d’ordre p car
Ki/Kifl ~ (Ki/Kl)/(Kifl/Kl) ~ K:/K;_l (1-9, Ccor. 2), d’ot le résultat. | |



3.8 Exercices

71

Exercices du chapitre 3

_ Ex3-1

Soit ¢ la fonction d’Euler.

a) Considérons un entier n > 3. Montrer
que ¢(n) est pair.

b) Montrer que ¢(2n) = ¢(n) sin estim-
pair et que ¢(2n) = 2¢(n) sin est pair.
Généraliser cette propriété.

_ Ex3-2

Soient G et G’ deux groupes cycli-
ques d’ordres n,m. Combien existe-t-il
d’homomorphismes de G dans G’ ?

Donner ’expression de tous les homo-
morphismes de Z/21Z dans Z /67, de
Z/18Z dans Z/6Z.

— Ex3-3

Montrer que le groupe Aut(Z/52Z)
des automorphismes du groupe addi-
tif Z/57Z est cyclique. Expliciter ses
éléments et donner ses générateurs.

_ Ex3-4

Soient G un groupe cyclique multiplicatif
d’ordre n > 2 et soit k € IN. Montrer que
fr : x + xF est un endomorphisme de
G . Déterminer son noyau, son image.

_ Ex3-5

Pour n > 3, calculer le nombre
k., de polygones réguliers (convexes ou
croisés) a n cOtés, inscrits dans le cercle
trigonométrique, tels que le point A
d’affixe 1 soit un sommet. Pour quelles va-
leursdena-t-on k, =1,k, =27

— Ex3-6

a) Soit G est un sous-groupe fini de C*.
Montrer que G =U, ot n = [G:1].

b) Soient m,n € IN*. Déterminer le sous-
groupe de C* engendré par U, et U, .

¢) Soient n,p,q € IN*. A quelle condition
a-t-on U, ~ U, x U, ?

d) Pour un tel choix, montrer
Aut (U,) ~ Aut (U,) x Aut (U,) .

que

_ Ex3-7

Donner la décomposition primaire du
groupe abélien Z/nZ ,ou n = 851.

En déduire la structure du groupe A des
automorphismes de Z/nZ . (On pourra
utiliser I’exercice précédent. )

— Ex3-8
Caractériser les groupes finis G qui sont
tels que x> = e pour tout x € G.

_ Ex3-9
Soit G un groupe commutatif fini.
Supposons que pour tout diviseur d de
I'ordre n de G, il existe un et un seul sous-
groupe d’ordre d dans G. Montrer que G
est cyclique.

_ Ex3-10
Quelles sont toutes les structures possibles
pour un groupe abélien G d’ordre 720 ?
— Ex3-11
Soient k > 2 et n > 2 des entiers. Posons

d = pged(k,n), m = ppem(k,n) .
Montrer que G = (Z/kZ) x (Z/nZ) est

isomorphe a (Z/dZ) x (Z/mZ) et
que c’est, a isomorphisme pres, la
seule expression de G de la forme

(Z/pZ) x (Z/qZ) avec p diviseur de g.
Exemple G = (Z/18Z) x (Z/45Z) .
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_ Ex3-12

Soit G un groupe abélien infini. Montrer
que I’ensemble T des éléments d’ordre fini
de G est un sous-groupe de G .

Si T = {e}, on dit que G est sans torsion.
Montrer que G/T est sans torsion.

— Ex3-13

Soient G = H X, K un produit semi-
direct d’'un groupe cyclique H par un
groupe d’ordre p™, ol p est premier.
Montrer que G est résoluble et que pour
tout diviseur d de [G : 1], il existe un
sous-groupe de G d’ordre d .

CHAPITRE 3

— Ex3-14

Soit G un groupe abélien fini. On appelle
caractere de G, un homomorphisme de G
dans C*. L’ensemble G des caracteres de
G s’appelle le dual de G.

a) Soient x € G et X € G . Montrer que
le produit xx’ des fonctions yx et x’ est
un élément de G et que G muni de ce
produit est un groupe.

b) Soit x € G. Montrer que |x(g)| = 1
pour tout g € G.

c) Si G = U,, montrer que G~G.

d) Si G est le produit direct G; x G, de

deux groupes abéliens finis, montrer
que G ~ G; X G,.

e) Soit G un groupe abélien fini. Montrer
que G =~ G.
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Indications

—  Ex3-1
Utiliser 'expression de ¢(n) .
— Ex3-2

Si f € Hom(G,G'), l'ordre k de f(G)
divise les ordres de G et de G'. Dans G’
cyclique, la donnée de k détermine f(G).

_ Ex3-3

a — a(1) estbijective, de Aut(Z/52Z)
sur 'ensemble des générateurs de Z/5Z.
On en déduit Aut(Z/57Z).

_ Ex3-4

Utiliser la caractérisation des
groupes d"un groupe cyclique.

sous-

— Ex3-5

Tout générateur ¢ de U, détermine un
polygone régulier. Mais { et {7! = ¢
définissent le méme polygone.

— Ex3-6

Tout { € G estracine du polynome X" —1,
d’ou a).

Pour les questions suivantes, on peut
raisonner dans le groupe cyclique Uy, .

_ Ex3-7

Z/nZ étant cyclique, ses composantes
primaires sont bien identifiées.

_ Ex3-8

Montrer que G est abélien, puis que 2 est
le seul facteur premier de son ordre.

— Ex3-9

Utiliser la décomposition canonique et les
invariants de G.

— Ex3-10

Rechercher les invariants possibles pour
un tel groupe.

— Ex3-11

Effectuer la décomposition primaire des
groupes

— Ex3-12

On peut s’appuyer sur la définition de
l'ordre d’un élément.

— Ex3-13

Pour tout diviseur de [H : 1] (resp. de
[K : 1]) il existe un sous-groupe de H
(resp. de K) de cet ordre.

— Ex3-14

a) Vérification facile.
b) Si [G : 1] =n,ona g" = e pour tout
g€G.

¢) On connait card (Hom (U,,U,)) = n
(Ex. 3-2).

d) Considérer les restrictions aux sous-
groupes Gi, Gy detout x € G.

e) Utiliser la décomposition canonique
d’un groupe abélien fini.
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Solutions des exercices du chapitre 3

_ Ex3-1

a) Si n=2% avec k > 2, alors p(n) = 2k _ k=1 — 2k=1 ggt pair.
Si n a un facteur premier impair p, de multiplicité k,ona n = p*m avec pFAm = 1.
Alors ¢(n) = @(pF)e(m) = (p—1)p"1p(m) est pair car p — 1 est pair.

b) Sin estimpair,comme 2An =1 ona ¢(2n) = ¢(2)p(n) = (2—1)p(n) = ¢(n).

Si n est pair, il existe m impair et k > 1 tels que n = 2%m . Comme 2% et 2K1 sont
premiers avec m, on a

p(n) = ¢(2'm) = (2% p(m) = (28 =2"")gp(m),
p(2n) = @(2m) = @2 )@(m) = (21 —25)p(m) = 2¢(n).

Généralisation. On montre de méme, que pour tout s € IN* ona ¢(2°n) = 25~ 1¢p(n)
pour n impair et ¢(2°n) = 2°¢(n) pour n pair.

Autre généralisation. Soit p un nombre premier. Si n n’est pas divisible par p, on a
¢(pn) = (p —1)p(n) . Sin est divisible par p, ona ¢(pn) = pp(n).

_ Ex3-2

Soit f € Hom (G, G’). Sans supposer les groupes cycliques, l'ordre k de f(G) divise
les ordres de G etde G’ (1-9, cor. 1). Il divise donc d = pged(n, m) . De plus, supposons
G cyclique et soit a un générateur de G. Alors f(a) engendre f(G).

Réciproquement, considérons un diviseur k de d et supposons G et G’ cycliques.
Soit a4 un générateur de G. Puisque k divise m, il existe dans G’ un unique sous-
groupe Hj d’ordre k et il est cyclique. Puisque k divise n, pour tout choix b de 'un
des ¢(k) générateurs de Hy, il existe un unique homomorphisme f de G sur H
tel que f(a) = b (3-2, prop. ). On a donc exactement ¢ (k) homomorphismes de G
dans G’ dont I'image est d’ordre k. Finalement, en utilisant 3-4, ex. 2, on voit que
card (Hom (G,G")) = Yyq ¢(k) =4d, ott d = pged(n,m).

Comme d = pged(21,6) = 3 il existe 3 homomorphismes de G = Z/21Z dans
G' =2Z/6Z.Comme 1 est un générateur de G, pour déterminer f € Hom (G,G'),
on choisit un diviseur k de d = 3, un générateur b du sous-groupe Hy de G’ = Z/6Z.
-Pour k=1 ona Hy = {0} d’ott un homomorphisme f; : ¥ — 0 trivial.

-Pour k=3 ona Hy = (2) quia deux générateurs 2,4. On obtient deux homomor-
phismes f, : ¥ — x2 et f3 : X — x4.

De méme, Hom (Z/18Z,7Z/6Z) possede d = 6 éléments:

f1 d’image Hy = (3) ={0,3} telque f1(1) =3,
fa, f3 d'image H3 = (2) ={0,2,4} telsque fo(1)=2, f3(1) =4,
f1, fs d'image He telsque fa(1)=1, f5(1)=5.
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_ Ex3-3

L’ensemble des générateurs du groupe Z /57 est
A={k|0<k<4 et kA5=1}={1,2,3,4}.

D’apres 3-3, cor. 1, un automorphisme & € Aut (Z/5Z) est déterminé par la donnée de

a(1) € A. Donc [Aut(Z/5Z) : 1] = card (A) = ¢(5) = 4, ol ¢ est la fonction d"Euler
(voir 3-1). Les éléments de Aut (Z/5Z) associés aux divers choix de a(1) € A sont:

wp cm=ml —» ml=m , @a:m=mlr m2=2m,
ay cm=ml > m3=3m , ay:m=ml > md=4dm.

Onaa; = Id. Posons & = a. Ona a?(1) = a(a(1)) = a(2) = 4 = a4(1). Donc
a? = ay puisque 1 engendre Z/5Z. Deméme a®(1) = a(a?(1)) = a(4) =8 =3 = a3(1)
donc a® = a3 et a* = Id . Ainsi, Aut(Z/5Z) = { Id ,a,a?,a>} est cyclique, engen-
dré par & = a,. Comme ¢@(4) = 2 ce groupe cyclique a deux générateurs qui sont
a et &> puisque 1 et 3 sont premiers avec l'ordre 4 de ce groupe. Plus généralement
(3-2, rem. ), si p est premier alors Aut (Z/pZ) est cyclique.

_ Ex3-4

Comme G est abélien, par récurrence sur k on obtient (xy)* = x*y¥ pour tous x € G et
y € G. Donc f; est un homomorphisme. Si x € Ker (f;) ona x* = e donc l'ordre o(x)
de x divise k. Il divise n d’apres le th. de Lagrange. Donc o(x) divise d = pged(k,n).
Réciproquement, si o(x) divise d, alors x/ = ¢ et donc x¥ = ¢. On voit donc que
Ker (f) = {x € G | x? = e} estl'unique sous-groupe H; de G d’ordre d (3-3, prop. ).
Par factorisation de f; on obtient un isomorphisme de G/Ker (f;) sur fx(G) donc
f«(G) est l'unique sous-groupe H: de G dont l'ordre est 7.

— Ex3-5

L'égalité des cotés AgAq, ..., Ay—1A¢ impose 'égalité des angles au centre corres-
s — =

pondants (OA¢,0A1),...,(OA,-1,0A)). La somme de ces angles est 0 modulo 277.
L’affixe z de A; vérifie donc z" = 1. C’est une racine n*™ de 1. Elle est primitive,
puisque n doit étre le premier exposant pour lequel z" = 1 (sinon le polygone au-
rait moins de n cotés). Réciproquement, tout choix d'un générateur du groupe U,
détermine un polygone solution. Toutefois, en raison de la symétrie du polygone par
rapport a la droite (OAy), le choix d"une racine primitive z et le choix de z conduisent
au méme polygone. Comme —1 n’est pas racine primitive, on a 3¢(n) polygones so-
lutions (ou1 ¢ est la fonction d’Euler).

Soit n = 2%pPg7 - - . la décomposition en facteurs premiers de . On a:
k=1 & 2=g¢n) =21 (p-1)g(q-1)-

Un facteur de ce produit doit valoir 2 et les autres 1. Comme p—1,4q—1,... sont
tous distincts, on ne peut avoir plus d"un facteur premier autre que 2 et ce ne peut étre
que 3, au degré un. Les seules possibilités sont n =22, 3, 2x 3 =6.

Ona k, = 2 lorsque ¢(n) = 4 = 22. On a au plus un facteur premier autre que 2
et ce ne peut étre que 3, au degré un. Les seules possibilités sont n = 23,22 x 3 = 12.
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_ Ex3-6

a) D’aprés le th. de Lagrange, on a zI®l = 1 pour tout z € G, ce qui prouve que
G CcU,.Comme [G:1] =n= [U,:1],onvoitque G =U,.

b) Soit M = ppcm(m, n). Puisque n divise M, la condition z” = 1 implique z™ = 1. On
adoncU, C Uy etdeméme U,, C Uy Le sous-groupe H = U,,U, engendré par
U, et U, est donc inclus dans U, et fini. D’apres le th. de Lagrange, les ordres n et
m de U, et Uy, divisent [H : 1]. Donc M = ppcm(n, m) divise [H : 1]. Comme
ona HC Upy,onaaussi [H : 1] | M. Finalement, [H : 1] = M et H = Uy.
(3-3, cor. donne directement ce résultat, en examinant les sous-groupes de Uy, . )

¢) Il est nécessaire que p |n et que g |n etalors U, et U, sont des sous-groupes de
U,,, Comme d — U, est un isomorphisme de I'ensembles ordonné des diviseurs
de n sur I'ensemble ordonné des sous-groupes de U, (3-3, cor. ), les conditions
U, N U, = {1} et U,U,; = U, équivalent a pged(p,q) =1 et ppem(p,q) = n,
d’'ou n = pq.

d) Soit a € Aut (U,). Comme « est bijectif, «(U,) a le méme ordre p que U,. Comme
U, est le seul sous-groupe de U, d’ordre p, il est stable par a. (Autrement dit,
tout sous-groupe d’un groupe cyclique est caractéristique). Par restriction, « induit
un automorphisme B de U,. De méme «(U,) = U, et par restriction a définit un
élément y de Aut (Uy). On a donc une application ® : a — (B,7) de Aut(U,)
dans Aut (U,) x Aut (U,). L'application @ est injective car tout élément de U, est
de la forme zz' avec z € Uy etz € U, et on a a(zz') = B(z)y(z'). Lapplication &
est surjective car la donnée de deux automorphismes § et y de U, et U, détermine
un automorphisme a de U, x U; = U, en posant a(z,z') = (B(z),7(z')) (facile a
vérifier). On a alors ®(«) = (B, 7). Enfin ® est un homomorphisme de groupes car
la restriction de a; o & au sous-groupe U, est la composée 1 o B des restrictions
de a7 et a et de méme pour U,.

_ Ex3-7

Ona 851 = 23 x 37 et 23 et 37 sont premiers. Soit Hy x H, la décomposition primaire
de Z/nZ . Alors H; est'unique sous-groupe d’ordre 23 du groupe cyclique Z/nZ
etdonc égala (37) (3-3, prop. ). De méme, H, = (23).

D’apres I'exercice précédent A = Aut(Z/nZ) ~ Aut(Z/23Z) x Aut(Z/37Z).
D’apres 3-2, rem. Aut(Z/nZ) ~ (Z/227Z) x (Z /36 Z) . En raisonnant comme dans
3-6, ex. 1, on obtient:

A (Z/2Z) x (Z/12Z)] x [(Z/2*Z) x (Z/3*Z)]
(Z/27Z) x (Z)2*Z) x (Z)3*Z) x (Z/11Z)] ~ (Z/2Z) x (Z./]396Z.) .

R R

Les invariants de A sont 2, 396.

— Ex3-8

Soient x,y € G.Du fait que (xy)(xy) = eondéduit x(xy)(xy)y = xy, puis yx = xy. Un
tel groupe est donc abélien. De plus, tout élément distinct de e est d’ordre 2. D’apres le
th. de Cauchy (2-4, cor. ) 'ordre de G est une puissance 2¢ de 2. Alors G est isomorphe
aun produit (Z/2"Z) x - -- x (Z/2"Z) . Comme tout élément de G\{e} est d’ordre
2,onar = - =r = 1.Ainsi G est de la forme (Z/2Z)*. (Rappelons qu’un tel
groupe est aussi isomorphe au groupe P(E) des parties de E = {1,...,k} muni de
I'opération A de différence symétrique (voir 1-10, ex. ).
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_ Ex3-9

Si G n’est pas cyclique, il est isomorphe & (Z/q1Z) x --- X (Z/q;Z), 00 g1 | --- | g»
sont les invariants de G etona r > 2. Pour d = r{, on trouve dans ce groupe au
moins deux sous-groupes distincts d’ordre d : d"une part le facteur Z/q1Z et d’autre
part l'unique sous-groupe d’ordre g1 du facteur Z/q,7Z , associé au diviseur q; de g> .

— Ex3-10

On a 720 = 2* x 3% x 5. Les composantes primaires H,K,L de G sont des groupes
abéliens d’ordres 2%,32,5. Le groupe H estisomorphe a (Z/2"Z) x --- x (Z/2"Z),
avec 11 < -+ <rp et rp+ -+ 1, =4 puisque [H : 1] = 2%, d’oti les possibilités :

(1,1,,1) , (1,,2) , (22) , (L,3) , (4).

De méme, K d’ordre 32 estisomorphe a (Z/32Z) oua (Z/3Z) x (Z/3Z) et L ~ Z./5Z.
On a donc 10 structures possibles pour G. En raisonnant comme dans 3-6, ex. 2, en
posant Zy = Z/kZ le groupe G est isomorphe a 1'un des 10 groupes suivants:

ZzXZzX26XZ30 , ZzXZzXZQXZ% , ZzXZ6XZ60 , ZzXZzXZlgo,

ZioXZey , ZaxXZigo , ZLeXZio , ZoXZ3zXZig , ZzXZosy , Zio.

—  Ex3-11

Considérons les décompositions en facteurs premiers de k et de n :

— M as B Bt _ N Vs .01 )
k_Pl...pSSql...qt , n_pl...psrl...ru“/

olt p1,..., ps sont communs a k et n et ott q1,...,q; (vesp. r1,...,1,) sont facteurs
premiers de k et pas de n (resp. de n et pas de k). Pour 1 <i < s, posons

Ai =min (a;,y;) , i = max (a;, ).

Onaalors d = pjl---pl et m = pl"-- plogh ... qP'% ... #% . Les composantes

primaires de Z/kZ,Z./nZ ,Z./dZ ,Z./mZ sont cycliques (3-3, prop. ) donc
ZIKZ ~ (Z)pVZ) x - x (Z/p*Z) x (Z/qd"'Z) % --- x (2/4"'Z),
Z/nZ ~ (Z)plZ) % - x (Z/pXZ) x (Z/13Z) x --- x (Z/74Z),
Z2/4Z ~ (Z/p}'Z) x --- x (Z/p*7Z),

Z/mZ ~ (Z/pZ) % - x (Z/ P Z) x (2147 Z) x - x (/7).

Pour1 < i < s,leproduit (Z/pZ) x (Z/p)Z) estisomorphe a (Z/p}"Z) x (Z./ p" Z)
car {ua;, v} = {Ai, pi} donc (Z/kZ) x (Z/nZ) et (Z/dZ) x (Z/mZ) sontisomorphes.

En outre, (Z/dZ) x (Z/mZ) est I'expression canonique du groupe G et d,m sont
ses invariants car d | m, d’ott 'unicité de cette expression de G .

Comme pged(18,45) =9 et ppcm(18,45) = 90, les invariants de (Z/18Z) x (Z /45Z)
sont 9,90. (Cette méthode donne aussi la solution de 3-6, Ex. 1.)
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_ Ex3-12

Puisque o(¢) = 1,onae € T.Soient x, y € T d’ordres k, m € N*. On a (xy)" =
(x*)™(y™)¥ = e donc xy € T. Comme o(x~!) = o(x), ona x~! € T. Ainsi, T est un
sous-groupe de G. Considérons l'application canonique ¢ : G — G/T. Soita € G/T,
d’ordre finis € IN*. Il existe x € G tel que a = ¢(x).Ona ¢(x°) = a° = e et donc
x* € T = Ker(¢). Il existe donc r € IN* tel que x*" = (x°)" = e, ce qui prouve que
x € T etdonc que a = ¢(x) = e. Cela montre que G/T est sans torsion.

— Ex3-13

D’apres 3-7, cor. 2, K est résoluble. Il en est de méme pour H abélien donc G est
résoluble (3-7, cor. 1).Ona [G : 1] = card (H x K) = np™ ot n = [H : 1]. Tout diviseur
de [G : 1] est de la forme dp°, ou d divise n et ot s < m. Dans le groupe cyclique
H, il existe un unique sous-groupe H; d’ordre d. Il est caractéristique (invariant par
tout automorphisme de H) en raison de son unicité. Comme on a H < G, on voit que
H; < G .1l existe dans K un sous-groupe (distingué) K; d’ordre p° (3-7, cor. 2). D’apres
le th. de Noether H;K; est un sous-groupe de G. Comme (h,k) +— hk est bijective de
H x K sur G, 1'ordre de H1K; est dp®.

Ex3-14

a) L'ensemble F (G, C*) des applications de G dans C* s'identifie avec le groupe (C*)© .

Le lecteur vérifiera que G est un sous-groupe de (C*)°.

b) Si [G : 1] = n, pour tout ¢ € G ona ¢" = e (th. de Lagrange) et donc
x(g)" = x(g") = 1 pour tout x € G. Ainsi x(g) € U, pour tout g € G et
pour tout x € G.

o Si G = U,, il est engendré par { = exp 217” Un caractere x est déterminé par
ladonnée de « = x({) € U,. De plus, pour tout choix de « € U,, il existe
X € Hom (U, U,) tel que x({) = « (3-2, cor. 1). Ainsi, U, possede n éléments. (On
a vu dans Ex. 3-2 que card (Hom (U,, U, )) = n). Si xo estle caractere Id : z — z,
défini par xo(¢) = ¢, alors pour k =1,2,...,n — 1 le caractere )(75 est le caractére
de G tel que x&(7) = ¥ = exp % . Ainsi, les puissances de xop donnent tous les

éléments de G . Ce groupe est donc cyclique, d’ordre n. Il est isomorphe a U, .

d) Identifions G; et G, avec les sous-groupes G; x {e} et {e¢} x G, de G. Par res-
triction, tout x € G induit des caracteres X1 et xo de Gy et G,. L'application
f o x — (x1,x2) estinjective car tout ¢ € G s’écrit de maniére unique ¢ = g192
et donc x(g) = x1(g1)x2(g2) - Elle est surjective : pour tout (x1,x2) € Gi x G2, la
formule x(g) = x1(g1)x2(82) définit un caractere sur G. Enfin f est un homomor-
phisme car pour tout x € G et pour tout x’ € G, la restriction de xx &G (resp.
Gy) est le produit des deux restrictions. Ainsi, f est un isomorphisme.

e) Soit G un groupe abélien fini et soient g1 | - - - | gx les invariants de G . Considérons
sa décomposition cyclique canonique G = Gy X --- X G, avec G ~ Z/q1Z, ...,
Gy ~ Z/qyZ.. En utilisant d) et c), on voit que G est isomorphe a Gy x - -- x Gy
avec @1 ~Z/nZ,..., Gy~ Z/qZ . Donc G est isomorphe a G (il a les mémes
invariants).



Chapitre 4
Le groupe symétrique

4.1 Décomposition d’une permutation en cycles

Soit E un ensemble fini ayant n éléments. Quitte a numéroter ses éléments, on peut
supposer que E = {1,...,n}. Les bijections de E sur E sont appelées les permutations
de E. Le groupe S, des permutations de E est le groupe symétrique. Pour définir un
élément s de S;;, le plus simple est de donner le tableau de ses valeurs :

. 1 2 ... n
* = () s2) ... sn))-
On appelle support de s ’ensemble des éléments k € E tels que s(k) # k.

On appelle cycle, un élément c de S, qui permute circulairement certains éléments
i1,i3,...,ix de E et qui laisse fixes les autres éléments de E :

C(i]) = iz , C(iz) = i3 PR C(ik_l) = ik , C(ik) = il.
La partie {i1,i,...,ix} de E est le support de ce cycle. Le cardinal k du support s’ap-
pelle la Iongueur du cycle. On note (iy,iy,. .., i) ce cycle. Cette notation de c n’est pas
unique, puisqu’on peut commencer par n‘importe quel élément de son support. On
a c*(iy) =i, pour 1 < p < k et k est le plus petit entier strictement positif tel que
c® = Idg . L'ordre de ¢ dans le groupe S, est donc la longueur k du cycle.

Deux cycles c,c’ sont dits disjoints si leurs supports sont des parties disjointes de
E.Danscecasonacc =c'c.

Un cycle de longueur 2, de support {i,j}, est appelé une transposition et sera noté
[i, 7] . Nous appellerons transpositions simples les n — 1 transpositions t; = [i,i + 1],
oui=1,...,n—1,quiéchangent deux entiers consécutifs.

Proposition.

Tout s € S, est de maniére unique un produit s = c;---c, de cycles disjoints.
L’ordre de s est le ppcm des ordres de ¢y, ..., Cp.

Démonstration. Nous avons vu en 1-14 que k — sk est un homomorphisme du

groupe additif Z dans S, . C’est une action de Z sur l'ensemble E = {1,...,n}.
Soient Oy,...,0, les orbites qui ne sont pas réduites a un point, c’est-a-dire les or-
bites des éléments du support de s. Considérons i; € O;. Son stabilisateur est un
sous-groupe de Z et donc de la forme kZ. Les éléments de O; sont i1, ip = s(i1),
is = s(ia) = s%(i1),..., ix = s(ix_1) = s¥71(i1). D’aprés 2-2, prop. (iii), ces éléments
sont associés bijectivement aux classes de Z modulo le stabilisateur kZ et sont donc
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distincts. On a s¥(i1) = i1 . Laction de s sur 'orbite O; est la méme que celle du cycle
c1 = (i1,...,ix). Il existe de méme des cycles c3,...,c, ayant pour supports les or-
bites O,...,0, et ayant la méme action que s sur ces orbites. Les cycles cy,...,cp
commutent car ils sont disjoints et (c1---cp)(i) = s(i) pour tout point i du support
U,Z:l Om de s. Les autres éléments de E sont fixes parset c;---c, donc s =cy---¢p.

Montrons 1'unicité de l'expression s = cy---c, par récurrence sur p.Si p = 0,
c’est-a-dire si s = Idg, l'unicité est évidente. Soit p > 1. Supposons acquise 1"uni-
cité pour les permutations pouvant s’exprimer comme produit de moins de p cycles
disjoints. Considérons le cas ot s est le produit s = ¢1 - - - ¢, de p cycles disjoints. Soit
s = ¢ -+ cy une autre décomposition de s en cycles disjoints et soit i un élément du
support O; de c; . Il appartient au support d'un des cycles c} et a un seul. Quitte a
changer la numérotation, on peut supposer que i appartient au support de ¢} . On a
s"(i) = ¢} (i) = ¢'1(i) pour tout r € Z. On voit donc que ¢; = ¢} . Simplifions par ¢;
la relation cico---cp = c1¢5 - - - cé, .On obtient ¢z ---c, =cj- - c; . D’apres I'hypothese
derécurrence,ona g =p et {cy,...,cp} = {c},.. .,c;,} , d’ot1 'unicité de 'expression.

Puisque les cycles commutent, on a s" = ¢ - - - ¢, pour tout n € IN. Les supports

étant disjoints, s" = Idg siet seulementsi ¢ = Idg,..., c;} = Idg, c'est-a-dire si
n est multiple commun des ordres kj,...,k, de cy,...,c,. Le plus petit entier stricte-
ment positif 7 tel que s” = Idg est donc ppem(ky, ..., kp). |

Exercice. Utiliser 1’algorithme décrit dans la démonstration précédente pour

123456789)

décomposer en cycles disjoints s = <7 519 46 3 8 2

7, s(7)
s(2) =5,5s(5) =4, s(4)
Comme s(6) = 6 et s(8)

Solution. s(1) s(3) =1 d'otuncycle ¢; = (1,7,3).
) s

(9) =2 dottuncycle ¢; = (2,5,4,9).

3,
9,
8,

ona s = ccy. Lordre de s est ppcem (3,4) =12.

4.2 Cycles conjugués

Proposition.

Soient ¢ = (i,...,ix) un cycle de longueur k et s € S,. Alors scs™!

¢’ = (s(i1),...,s(ix)) . Tout cycle de longueur k est un conjugué de c .

est le cycle

Démonstration. Soient A = {ij,...,i;} lesupportdec et p € {1,...,n}.

Si p=s(ij) € s(A),ona scs™!(s(ij)) = s(c(ij)) = s(ij1) = c(s(i)) -

Sip ¢ 5(A),alors s71(p) ¢ A et ses™!(p) =s(c(s7 (p))) =s(s7'(p)) =p=c'(p).
Ainsi scs™! = ¢’. Soit ¢; = (j1,.-.,jx) un cycle de longueur k, de support A;. Les
complémentaires A, A; des supports de c et c; ayant le méme cardinal n — k, il existe
une bijection s de A sur A;. Posons s(i;) = j, pour r = 1,...,k. On obtient une

permutation s € S, etona scs~! = ¢; d’apres ce qui précede. ]
Corollaire 1.
Soient [i,j] une transpositionet s € S,.On a s[i,j]s"' = [s(i),s(j)] . Le groupe S,

agit transitivement par conjugaison sur I’ensemble des transpositions.

Démonstration. c’est ce que dit la proposition pour k = 2. [
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Corollaire 2.

Toute transposition [i, ], ot i < j, est conjuguée d’une transposition simple :

li,j] =clj—1,j]c? ot c=(i,i+1,...,j—1).

4.3 Générateurs du groupe symétrique

Proposition.
(i) Toute permutations € S, est produit de transpositions.
(ii) Les transpositions simples t; = [i,i+ 1], 0t 1 <i<n—1, engendrent S, .

(iii) Les deux permutations t; = [1,2] et c = (1,2,...,n) engendrent S, .

Démonstration. (i) Compte tenu de 4-1, il suffit de montrer que tout cycle (iy,...,ip)
est produit de transpositions. Vérifions par récurrence sur la longueur p du cycle, que

(1) (i1, .- dip) = [i1, 2] [i2,d3] -+ - [ip—1,1p] .
Cette formule est vraie pour p = 2. Considérons p > 2. Admettons la formule a
I'ordre p —1.Onaalors (iy,...,i,—1) = [i1,i2] [i2,83] -+~ [ip—2,ip—1] ,d’Olt

liv, i2)[i2,13]) -+~ [ip—1,ip] = (i1, ip—1)[ip-1,1p] = (i1,...,1p).
(ii) Compte tenu de (i), il suffit de démontrer que toute transposition [i,j], ot i < jf,
est un produit de transpositions simples. Or, d"apres 4-2, cor. 2,

(2) [i,j] =clj—1,j]c! avec ¢ = (ii+1,...,j—1).
Dapres (1), ¢ = (i,i+1,...,j—1) = [i,i+1][i+1,i+2]---[j—2,j—1] estun
produit de transpositions simpleset ¢! = [j—2,j—1] --- [i,i + 1] également.

(iii) Le sous-groupe (t1,c) de S, contient c[1,2]c™ ! =[2,3] =t , cthcl =13, ...,
ctppc ! =t, 1. Dapres (ii), ce sous-groupe est égala S, . ]

4.4 Signature d’une permutation

Définitions
On dit que s € S,, présente une inversion en (i,j), ot 1 < i < j < n,sion a
s(i) > s(j) . Notons N; le nombre d’inversions que présentes . L'entier ¢(s) = (—1)N:

est appelé la signature des .

Si ¢(s) = +1, on dit que la permutation s est paire. Si ¢(s) = —1, on dit que s est
impaire. Nous allons voir que I'ensemble A, des permutations paires est un sous-
groupe distingué de S, . On I'appelle le groupe alterné.

Proposition.

Lapplication ¢ : s — ¢(s) est un homomorphisme surjectif du groupe S, sur

{1, -1} et c’est le seul homomorphisme surjectif de S, sur {1, —1}.Sis = t1-- -t

est produit de k transpositions, on a ¢(s) = (—1).

Démonstration. Soient s,t € S, . Montrons que (st) = &(s)e(t) . Répartissons les C?2
couples (i,j),ou 1 <i < j<n,enquatre classes selon que:

- t(i) < t(j) et s(t(i)) <s(t(j))  (soit Ny le nombre de couples (i,j) concernés),
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- t(i) < t(j) et s(t(i)) > s(t(j))  (soit N, le nombre de couples (i, j) concernés),
- t(i) > t(j) et s(t(i)) <s(t(j))  (soit N3 le nombre de couples (i,j) concernés),
- t(i) > t(j) et s(t(i)) > s(t(j))  (soit Ngle nombre de couples (i,j) concernés).
Ona Nit = No+ Ny, Nt = N3+ Ny, Ny = Np 4+ N3. Pour calculer N;, on s’appuie

sur le fait que t étant bijective, si {7, j} décrit toutes les parties a deux éléments, alors
{t(i),t(j)} décrit toutes les parties a deux éléments. On en déduit

e(s)e(t) = (=M ()M = (—1)Rrf = g(st).
Ainsi ¢ est un homomorphisme de groupes.

Si t = [i,i+ 1] est une transposition simple, alors (i,i + 1) est le seul couple qui
présente une inversion. Donc ¢(t) = —1 et ¢ est surjectif.

Toute transposition [i,j] a pour signature —1. En effet d’apres 4-3, relation (2),
i, =cli=1,jlc™t, donc &([i,f]) = e(c)e([i —1,/)e(c) ™" = e([j—1,j]) = 1.
Sis =t; -t est produit de k transpositions, on a donc &(s) = e(t1) - - - e(t;) = (—1)*.

Soit ¢ un homomorphisme surjectif de S, sur {1, —1}. Montrons que ¢ = ¢. 1l
existe une transposition ¢ telle que ¢(t) = —1, sinon on aurait ¢(tf) = 1 pour toute
transposition ¢ et ensuite pour tout s € S, puisque s est produit de transpositions,
contredisant la surjectivité de ¢ . D’aprés 4-2, cor. 1, toute autre transposition est une
conjuguée ' = sts™! det.Ona @(t') = ¢(s)p(t)p(s)™! = @(t) = —1 = ¢(¥'). Tout
s € S, étant un produit s = t; - - - #; de transpositions, il vient ¢(s) = (—=1)F = ¢(s). m

Corollaire 1.

L’ensemble A, des permutations paires est un sous-groupe caractéristique de S,
d’indice 2. C’est le seul sous-groupe d’indice2 de S, .

Démonstration. Considérons « € Aut(S,) . Alors ¢ o a est un homomorphisme
surjectif de S, sur {1, —1}. D’apres la proposition, il est égal a ¢. On en déduit
que a(s) et s ont la méme signature, pour tout s € S, et donc que a(A,) = A,.
L'homomorphisme surjectif € : S, — {1, —1} a pour noyau A, . Par factorisation, il
définit un isomorphisme e de S,/ A, sur {1,—1} donc [S, : A,] =2.

Soit H un sous-groupe d’indice 2 de S,,. Il est distingué (1-8, cor. ). Soit ¢ : S, — S,,/H
I’'homomorphisme canonique. Il existe un isomorphisme 6 de S,/H sur {1,—1}.
D’apres la proposition, 6 o ¢ = ¢ donc H = Ker (0o ¢) = Ker (¢) = A,. ]

Corollaire 2.

Dans les diverses expressions s = ti - - - t, d’une permutation s € S, comme produit
de transpositions, I'entier k a toujours la méme parité.

Démonstration. Si s = f1---f = t]---t], sont deux expressions de s, alors on a
g(s) = (—1)F = (=1)™. Donc k et m ont la méme parité. ]

Corollaire 3.

Démonstration. D’apres 4-3, relation (1), le cycle ¢ est produit de k — 1 transpositions
donc g(c) = (—1)F1. ]

La signature d’un cycle ¢ = (iy,...,ix) de longueur k est (—1)¥"1. La signature de
tout s € S, se déduit de la décomposition de s en cycles disjoints.
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Exercice. Pour n > 3, montrer que les n —2 cycles ¢ = (1,2,3), ¢ca = (1,2,4),
.., ¢n = (1,2,n) engendrent A, .

Solution. Les cycles c3,...,c, ont pour signature (—1)? = 1. Le sous-groupe H qu’ils
engendrent est donc contenu dans A, . Montrons que A, C H par récurrence sur 7.
Pour n=3,ona A3 ={1Id, c3,c3} CH.

Soit n > 3. Admettons le résultat pour le groupe A,_; . Considérons s € A, .

1-Si s(n) = n, larestrictions’ desa {1,...,n —1} estun élément de S, 1 et c’est un
élément de A,,_1 . D’apres I'hypothese de récurrence, s’ (et donc s) s’exprime comme
produit de cycles c3,...,c,—1 et d’inverses de ces cycles.

2-Si s(n) =k # n,alors c2c s € Ay et c2es(n) = n. D'apréslecas 1, cicxs € H et
donc s € H.

4.5 Non résolubilité du groupe des permutations

Le groupe Sy se compose de Id et [1,2]. 1l estisomorphe a Z/2Z abélien.

Le groupe S3 est d’ordre 3! = 6. Le sous-groupe distingué A3z, d’indice 2, est
d’ordre 3 premier. Il est cyclique, isomorphe & Z/3Z . Puisque ¢ = (1,2,3) et ¢ sont
des permutations paires, on a A; = { Id ,c,c?}. Les 3 permutations impaires sont
les trois transpositions [1,2], [2,3], [1,3]. Le quotient S3/.4;3 isomorphe a I'image
{1, -1} dee, estabélien. Le groupe S est donc résoluble. Pour tout choix d"une trans-
position t I’application 6 de {1, —1} dans Sz définie par 6(1) = Id, 6(—1) = ¢, estun
isomorphisme de {1, —1} surle sous-groupe K = { Id t} de S3,avec €0 = Idg, 1y,
donc &3 est un produit semi-direct de Az ~ Z/3Z par K ~ Z/2Z (voir 2-7, ex. 1).

Le groupe Sy est d’ordre 4! = 24. Le sous-groupe A4 d’indice 2 est d’ordre 12.
Il a un sous-groupe H d’ordre 4 évident, d’éléments Id, [1,2][3,4] , [1,3][2,4],
[1,4][2,3], isomorphe au groupe des 4 isométries du plan euclidien laissant stable un
rectangle de sommets {1,2,3,4} (petit groupe de Klein). D’apres 4-2, cor. 1, pour tout
s € Sy etpourtout s’ € H, ss’ s~1 est un autre élément de H. Donc, H est distingué
dans Sy etdans A4 . Les sous-groupes { Id} C H C Ay C Sy, de Sy sont distingués,
avec quotient d’ordre 4 ou premier et donc abélien. Le groupe Sy est résoluble.

Proposition.

| Pour n > 5, le groupe S, n’est pas résoluble. Pour 0 < n < 4, il est résoluble.

Démonstration. Posons S, = G. Supposons n > 5. Considérons cinq éléments
i,j,k,1,m de {1,...,n}, les cycles ¢; = (i,j,k) et coc = (k,I,m). En examinant les
images de 1,j,k, [, m, on vérifie que cicocy 1c2’ = (i,1,k) . On voit que le sous-groupe
dérivé G', engendré par les commutateurs ss’s~'s'~!, contiendra tout cycle (i,/,k) de
longueur 3. On en déduit ensuite que le groupe G” dérivé de G’, contient tous les
3-cycles et par récurrence que tous les groupes dérivés G*) de G contiennent tous les

3-cycles. Il n’existe donc pas d’entier k tel que G*) = {e}. n

Remarques. En fait (voir Ex. 4-11), pour n > 5, le groupe A, est simple (sans autre
sous-groupe distingué que A, et {e}). De ce fait, S, ne peut étre résoluble, sinon
le sous-groupe A, serait résoluble. On aurait donc (A,)" # A,, dou (A,) = {e}
puisque A, est simple. Cela signifierait que 4, est commutatif. C’est absurde.
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Exercices du chapitre 4

_ Ex4-1

Pour n > 3, déterminer le centre Z du
groupe S, .

_ Ex4-2

Montrer que Aut(S3) = Int(S3) et que
Aut (33) ~S;.

_ Ex4-3

Montrer qu’il n’existe pas d’homo-
morphisme surjectif de S3 sur As;.

— Ex4-4

Dans le groupe S,, ot n > 3, on

note ty,...,t,—1 les n — 1 transpositions

simples [1,2],..., [n—1,n].

a) Pour i # j, montrer que t;t; = t;t; siet
seulementsi |j —i| > 2.

b) Montrer que t;t;11t; = tiyq1titiy1 pour
i=1,...,.n—1.

— Ex4-5

Dans S,,, ou n > 2, on consideére un cycle
c de longueur k > 2 et le sous-groupe
H = (c) de S, engendré par c.

a) Quel est le cardinal de ’'ensemble des
conjugués de c (orbite de c) dans S, .

b) Montrer qu’il y a trois classes de conju-
gaison dans Sz et cinqg dans Sy.

¢) Calculer 'ordre du commutant H' de
H dans S, .

d) Sic=(1,...,n), montrer que H = (c)
est un sous-groupe abélien maximal de
Sy . Calculer le cardinal de 1'ensemble
des conjugués de H dans S, .

— Ex4-6

Déterminer la signature de

(123456
“\456321

et donner une expression de s comme pro-
duit de transpositions simples.

_ Ex4-7

Pour n > 3, montrer que A, est le groupe
dérivé de S, .

_ Ex4-8

Montrer que les n — 1 transpositions
T, =[1,i], ot 2 < i < n, constituent un
systeme de générateurs de S, .

_ Ex4-9

a) Soitn > 3. Montrer que les n — 2 cycles
ci=(,i+1i+2),oul<i<n-2,
constituent un systéme de générateurs
du groupe alterné A, .

b) Pour i = 1, ,n — 1, posons
t; = [i,i +1]. Calculer le commutateur
tthitijrll ifz-_1 . Retrouver ainsi le résultat

de l'exercice 4-7.
_ Ex4-10

Pour n > 5, montrer que les 3-cycles sont
conjugués dans A, . Pour n = 3 ou 4,
montrer que cette propriété est fausse.

— Ex4-11

On veut montrer que pour n = 5 le

groupe A, est simple (que ses seuls sous-

groupes distingués sont {Id} et A,).

Considérons H< A, telque H # {1d }.

a) Soits € H avecs # Id . On choisit x €
E={1,...,n}telquey = s(x) # x,
puis z € E\ {x,y,5(y)}. On considere
le 3-cycle ¢ = (x,z,y) et le commuta-
teur p = [s,c]. Montrer que p € H,
que p # Id et que p laisse fixes au
moins n — 5 éléments de E.

b) Si p n’est pas un 3-cycle, décomposer p
en cycles disjoints. En considérant un
commutateur de p avec une transpo-
sition t+ = [a, ] convenable, montrer

que H contient un 3-cycle.
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¢) En déduire le résultat annoncé.

d) Pourn > 5, quels sont les sous-groupes
distingués de S, ?

— Ex4-12
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—  Ex4-13

a) Montrer que dans A; il existe un
unique sous-groupe H isomorphe a
(Z/2Z) x (Z/2Z) et que H est un

sous-groupe caractéristique de Sy .

Montrer que dans le groupe A4 il n’existe b) Montrer qu’il existe dans &4 deux sous-

pas de sous-groupe d’ordre 6, bien que 6
divise I'ordre de Ay .

groupes d’ordre 22 = 4 qui ne sont pas
conjugués.

Indications

_ Ex4-1

Z = {1d } (raisonner par l’absurde).

_ Ex4-2

Montrer que tout & € Aut(S;3) permute

les transpositions.

_ Ex4-3

Si f € Hom (S3,.A3) examiner f(t) lors-
que t est une transposition.

_ Ex4-4

Il est commode d’utiliser le fait que
t[i, j]t = [t(i), t(j)] pourtout t € S, .

_ Ex4-5

a), b) Voir la 4-2, prop.

¢) H' est le stabilisateur de c. Son ordre est
fonction du cardinal de l'orbite de c.

d) Utiliser ¢ ). On a sHs™' = H si

scsTl=ck aveckAn=1.

_ Ex4-6

Voir cours 4-1, ex., 4-2, cor. 2, 4-4, cor. 3.

_ Ex4-7

Montrer qu'un produit ¢’ de deux trans-
positions est un commutateur.

—  Ex4-8

Montrer que T ---T» est un cycle pour
2<k<n.

_ Ex4-9

a) Raisonner par récurrence sur 7.
b) On sait que titi 1t = tip1titiyg .

— Ex4-10
Tout 3-cycle c est conjugué de (1,2,3) dans

Sy . Pour n > 5 il existe des transpositions
qui commutent avec c.

_ Ex4-11

Exercice assez difficile. Se laisser guider
par I'énoncé, utiliser Ex. 4-1 et Ex. 4-9.

_ Ex4-12

Raisonner par 1’absurde et utiliser le th. de
Cauchy.

_ Ex4-13

Penser aux produits de 2 transpositions
dont les supports sont disjoints.
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Solutions des exercices du chapitre 4

_ Ex4-1

Soit s € Z. Supposons qu'il existe i € E = {1,...,n} tel que i # s(i) = j. Choisissons
k € E\{i,j}.Posons t = [i,k] . Comme s € Z,ona s(k) =s(t(i)) = t(s ()) =t(j)=j.
C’est absurde car s étant bijective on ne peut avoir s(i) = j et s(k) = j avec k #i.0On
adonc s(i) =i pour tout i € E. Ainsi Z = {1d }.

Autre démonstration. Soit s € Z . Considérons i € E = {1,...,n} etune énumération
it,...,in_1 de X = E\{i}.Lecycle ¢ = (i1,...,i,_1) commute avecs donc scs ! =c.
Les supports s(X) = {s(i1),...,5(in—1)} de scs™! et X de c sont donc égaux, leurs
complémentaires également. On a donc s(i) = i, pour tout i € E, soit s = Idg.

_ Ex4-2

Posons t; = [1,2],t, = [2,3],t3 = [1,3]. Soit « € Aut(S;). Pour tout i = 1,2,3
ona a(t;) # Id et a(t;)?> = a(t?) = a(Id) = Id donc a(t;) est d’ordre 2. Or
t1,tz, t3 sont les seuls éléments d’ordre 2 de Sz . Donc « permute ¢4, t;, t3 . L'application
associanta a € Aut (S3) cette permutation ¢, de t1, t2, f3 est injective. En effet, si deux
automorphismes «, B sont tels que ¢, = ¢4 alors a(s) = B(s) pour tout s € S3 cars
est produit de transpositions. On en déduit que Aut (S3) possede au plus 3! éléments.
Par ailleurs, Ad : s — Ad, est un homomorphisme de S3 sur Int (S3) . Son noyau est
le centre Z du groupe S3, c’est-a-dire { Id} d’apres l'exercice précédent. Il est donc
injectif et Int (S3) possede 3 ! éléments. On voit donc que Aut (S3) = Int (S3) ~ Ss.

_ Ex4-3

Considérons f € Hom (S3,.A3). Pour toute transposition t on a f(t)?> = f(t?) =
f(1d) = Id donc f(t) estd’ordre 1 ou?2.Comme A; = {Id,c,c*},ou c = (1,2,3),
ne contient aucun élément d’ordre 2, on voit que f(t) = Id pour toute transposition
t et donc pour tout s € Sz car s est produit de transpositions. Ainsi f est ’homomor-
phisme trivial, qui n’est pas surjectif.

_ Ex4-4

a) titj= t]’tl‘ = titjtfl =t < [ti(j),ti(j—f— 1)] = [],]+ 1]
< t({jj+1}) ={jj+1}.
-Sii=j—1,ona t;(j) =j—1¢&{j,j+1},t ettj ne commutent pas.
-Sii=j+1,onatj(j+1)=j+2¢{jj+1},t ett; ne commutent pas.
-Si [j—i| >2,lessupports {i,i +1} et {j,j+ 1} det; et de t; sont disjoints donc
tj et tj commutent.
b) titiati = titigat; = [H(i+1),4(G+2)] = [ii+2].
_ —1 _ . . _ ..
tiitition =ttty = [tigy(i) i (i+1)] = [,i+2].
(On montre qu'un groupe engendré par n — 1 éléments ty,...,t,_1 vérifiant les
relations a) et b) est isomorphea S, .)
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_ Ex4-5

a) D’aprés 4-2, prop., l'orbite de c pour l’action par automorphismes intérieurs de S,
sur lui-méme est I'ensemble Cy des cycles de longueur k. Pour déterminer ¢’ € Cy,
on choisit son support A parmi les Ck parties a k éléments, puis une liste numérotée
i1,...,ix deséléments dusupport A (onak! choix),d’ou ¢ = (iy, ..., i) . Toutefois,
on a k listes qui donnent la méme permutation, puisque ¢ = (ip, ..., ig,i1) = -~

!

admet k expressions de ce type. Donc card (orb(c)) = Wk! 1= (n_”w

b) Soit o € S, et soit ¢ = c1--- ¢, sa décomposition en cycles disjoints. Celle d'un
de ses conjugués sos! = scis7!---scis~! a le méme nombre de cycles, les cycles
c1,...,c de s étant associés bijectivement a des cycles scis™ !, ..., scs™! de sos™t,
de mémes longueurs. On voit comme en 4-2, prop., que cette propriété caracté-
rise les éléments de 'orbite de . Il y a donc autant d’orbites que de suites finies
(0 <---<a),oureN*, tellesque n = a; + - - - + a,. Pour n = 3, cela laisse
3 possibilités (1,1,1), (1,2), (3). Pour Ss on a 5 possibilités (1,1,1,1), (1,1,2),
(1,3), (2,2), (4).

00 seH & scP=cPs, Vp=0,... k-1

& scPsl=c?, Vp=0,...,k—1 & scsl=c,

Le stabilisateur de cest H' . On a E’jﬂ = card (orb(c)),d’ou [H' : 1] =k(n—k)!.

d) Si k = n,onobtient [H : 1] = n.Ona H C H car H = (c) est abélien et
[H : 1] =n.Onendéduit que H = H’. Si un sous-groupe abélien K de G contient

H, alors tout x € K commute avec les éléments de H et donc x € H' = H. Ainsi
H est un sous-groupe abélien maximal de S, .

Si s € Ny,ona sHs™ ' = H etdonc scs™! € H={1d,c,c?...,c" 1}. Il existe
donc k € {0,...,n — 1} tel que scs™' = c*. De plus, Ads(c) = scs™! doit étre un
autre générateurde H donc k€ A = {ke N |0<k<n—letkAn=1}.

Réciproquement, si scs™! = c* avec k € A, ona:

sHs™! = s(c)s™! = (ses7!) = (c*) = H.

Ainsi, s € Ny si et seulement sil existe k € A tel que scs™! = (s(1),s(2),...,s(n))
=(1,14+k1+42k,..., 1+ (n—1)k), ot les entiers sont réduits modulo n. Comme
ce cycle admet n expressions (I,k+1,2k+1,...,(n—1)k+1) oul=1,...,n,les
éléments s de Ny sont donc définis par les données, indépendantes 1'une de l'autre,
de ke Aetdel e {1,...,n} etalors s(i) =i+k+1 pourtout i € {1,...,n}.0On
adonc [Np : 1] = n¢(n), ou ¢ est la fonction d’Euler. Le nombre de conjugués de
Su:l n—1)!

[NHl]] - (q)(ng )

H est donc [

— Ex4-6

Ici s présente 12 inversionsen 1 <4, 1<5,..., 5<6,donc e(s) =1.
s(1)=4,s(4) =3,5(3) =6,s(6) =1 dottuncycle ¢ =(1,4,3,6).
s(2) =5,s(5) =2, d'ouuncycle ¢ =[2,5].

Onas = cc¢’ = ¢c. Onretrouve ainsi que e(s) = e(c)e(c’) = (—1)3(—1) = 1 (4-4, cor. 3). En
utilisant 4-3, formules (1) et (2), on obtient
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¢ = [2,5 = (2,3,4)[4,5](2,3,4)"! = [2,3][3,4][4,5][3,4][2,3],
c=(1,4,3,6) =[1,4][4,3][3,6], avec par exemple:

[1,4] = (1,2,3)[3,4](1,2,3)" = [1,2][2,3][3,4][2,3][1,2],
3,6] = (3,4,5)[5,6](3,4,5) 1 = [3,4][4,5][5,6][4,5][3,4] .

On obtient une expression de s (il n'y a pas d’unicité d"une telle expression) :
s = o’ = [1,2]]2,3][3,4][2,3][1,2][4,5][5,6][4,5][3,4][2,3][3,4][4,5][3,4][2,3] .

_ Ex4-7

D’apres 4-2, cor. 1, deux transpositions ¢, sont conjuguées. Il existe donc s € S, telle
que t' = sts~!. On voit donc que ' = tst~1s~! est un commutateur. Tout s € A,
est produit s = t1t; - - - tyr_1tpr d"un nombre pair de transpositions et donc produit de
commutateurs. C’est un élément du groupe dérivé S;, de S,,. Ona donc A, C S,. Par
ailleurs, le groupe dérivé S;, est le plus petit sous-groupe distingué de S, donnant un
quotient abélien (voir 3-7). Puisque S,/ A, ~ {1, —1} estabélienona S; C A, . Les
deux sous-groupes sont égaux.

_ Ex4-8

Pour tout i € {2,...,n} ona (1,2,...,i) = [1,i][1,i — 1] -- - [1,2] (cela se vérifie par
récurrence sur 7). On voit donc que le sous-groupe engendré par Ty,...,T, contient
7 =[1,2] etc=(1,2,...,n),d ot lerésultat car 7y et c engendrent S, (4-3, prop. ).

_ Ex4-9

a) On peut démontrer ce résultat par récurrence sur n, comme dans 4-4, ex. Donnons
une autre démonstration. D’apres 4-3, tout s € S, est produit de transpositions
simples s = [i,i +1][j,j + 1][k, k+1][I,1+1]---[m,m+1].Ona s € A, sietseule-
ment si le nombre de ces transpositions est pair. Il suffit donc de prouver que tout
produit du type ¢ = (i,i+1)(j,j+ 1) appartient au sous-groupe H de S, engendré
par les cycles c; . Il revient au méme de montrer que 0! = (j,j+1)(i,i+1) € H.
On peut donc supposer que i < j. Raisonnons par récurrence sur 'entier k = j—1.

-sik=0, ona [i,i+1][j,j+1] = [i,i+1][i,i+1] = Id € H.
-sik=1, ona [i,i+1][j,j+1] = [i,i+1][i+1,i+2] =c € H.

Soit k > 1 et admettons la propriété pour k — 1. Alors,
o=[i,i+1][j,j+1]=[,i+1][i+1,i+2][i+1,i+2][,j+1]=cli+1,i+2][j,j+1].
D’apres I'hypothese de récurrence, [i +1,i+2][j,j+ 1] € H donc 0 € H.

b) Dans Ex. 4-4, on a vu que t;t;1t; = tiy1t;ti1 donc ti+1tit:1ti_l = titis1 = ¢;. llen

résulte que ¢; € S;,, pour touti. D’apres a), tout élément de A, est produit de cycles
c; et d'inverses de cycles ¢;. On a donc A, C S),. D’autre part, tout commutateur
ss’'s 715’71 est élément de A, car e(ss's71s'71) = e(s)e(s")e(s71)e(s'~1) = 1. On voit

donc que S'n C A, , d’ou1 I'égalité de ces sous-groupes.
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— Ex4-10

Soient n > 2 et k < n. D’apres 4-2, prop., les cycles de longueur k constituent une
classe de conjugaison dans S,,. Pour tout 3-cycle ¢ = (i, ], k), il existe donc s € S, tel
que scs—! = (1,2,3).

Sis¢ Ay etsin>5,alors ([4,5]s)c([4,5]s)"' = [4,5](1,2,3)[4,5] = (1,2,3) , et
[4,5]s € Ay. Pour n > 5, tout 3-cycle ¢ est conjugué de (1,2,3) dans A, .

Montrons que les cycles v = (1,2,3) et 7> = (1,3,2) ne sont pas conjugués dans
Az . Soit s € S; telle que v2 = sys~! = (s(1),s(2),5(3)) . Les images de 1,2,3 par
ssont 1,3,2 ou 3,2,1 ou 2,1,3. Donc s = [2,3] ou s = [1,3] ou s = [1,2]. Ainsi
s¢ As.

Dans Sy, considérons a nouveau y = (1,2,3) et 42 = (1,3,2).Si s € S, est telle
que 71? = sys~ ! = (s(1),5(2),s(3)), alors nécessairement s(4) = 4. Le raisonnement
précédent s’applique et montre que s ¢ Ay .

— Ex4-11

aQ) OnaseH,s'eH,cslcleH puisque H <A, etdonc p = scs el e H.

Ona sc(y) =s(x) =y et cs(y) # y = c(z) car s(y) # z et c est bijectif. Cela
montre que sc # c¢s et donc que p # Id .

L'ensemble X = {x,y,z} U {s(x),s(y),s(z)} a au plus 5 éléments car y = s(x).
Vérifions que tout a € E\X est fixe par p. On a ¢ '(a) = a. On ne peut avoir
s71(a) € {x,y,z},sinon a € {s(x),s(y),s(z)} € X donc cs~!(a) = s~!(a). Finale-
ment, p(a) = scs lc71(a) = scs7(a) =ss71(a) = a.

b) Dans la décomposition de p en cycles disjoints, les cycles ont leurs supports dans X
qui a au plus 5 éléments. On peut donc avoir p = ¢, cycle de longueur |c1| =3 ou5
(o étant paire, la longueur ne peut étre 2 ou 4) ou bien p = c1c; avec |c1] =2 = |
(lecas |c1] =2 et |c2| = 3 donnerait p impaire). Donc p al’'une des formes suivantes
p1 = (i,j,k), p2=(i,j,k,1,m), ps =[i,j][k1].Si t = [&, B], d’apres 4-2, prop.

[t.p] = [a, Blola, Bl = [a, Bllo(x), p(B)]

Si on choisit [a, ] telle que [p(a),p(B)] = [B, 7], avec v # a (et v # B), on
aura [t,p] = [&,B][B, 7] = («,B,7). Dans le cas de p; et de py, on peut choisir
[a,B] = [i,]]. Dans le cas de p3, considérons m ¢ {i,j k,1}. Alors [a,B] = [i, m]
convient. Dans tous les cas H contient un 3-cycle.

¢) Pour n > 5, les 3-cycles constituent une classe de conjugaison dans .A,, (voir l’exer-
cice précédent). Puisque H (distingué) contient un 3-cycle c, il contient tous les 3-
cycles. Il contient donc le sous-groupe de S, engendré par les 3-cycles, c’est-a-dire
A, (4-4, ex. ou Ex. 4-9). Ainsi, A, est simple.

d) Soit H un sous-groupe distingué de S,,.Si H C A, ,alors H={1Id} ou H=A,.
Supposons H ¢ A, .Soit h € H\ A, . Alors HN A, est un sous-groupe distingué
de A, . La partition S,, = A, UhA, en classes modulo A, donne la partition de H

H=HnN[A,UhA,] = (HNA,)U(HNhA,) = (HNA,)Uh(HNA,)
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en deux classes modulo HN A,. Comme HN A, = {Id} ouA,,ona H = {1d, h}
ou H= A,UhA, = S, . Dans le premier cas, du fait que H<S, ona shs™t =h
pour tout s € S, et donc h = Id car le centre de S, est { Id} (voir Ex. 4-1).
C’est absurde car h ¢ A, . Ainsi H = S,,. Ainsi, {Id }, A, et S, sont les seuls
sous-groupes distingués de S, .

— Ex4-12

Raisonnons par 'absurde. Supposons qu’il existe un sous-groupe H de A4 d’ordre 6 .
D’aprés le th. de Cauchy, il existe dans H des éléments ¢ et s d’ordres 3 et 2. Dans
E ={1,2,3,4}, les orbites sous 'action de (c) ont un cardinal diviseur de 1’ordre 3 de
(c) . Ces orbites ont donc 1 ou 3 éléments. L'une au moins possede 3 éléments, sinon on
aurait c = Id , et une seule car E n’a que 4 éléments. Ainsi la décomposition en cycles
disjoints de ¢, montre que ¢ est un cycle d’ordre 3. Quitte a numéroter différemment
les éléments de E , nous pouvons supposer que ¢ = (1,2,3) . De méme, l'action sur E de
s et de ses puissances, a des orbites d’ordre 2 ou 1 et I'une des orbites au moins a deux
éléments. Ainsi, s est soit une transposition ¢ ou le produit ##' de deux transpositions
disjointes. Comme s € H C Ay, le premier cas ne se présente pas. Donc s = [i, ][k, ],
avec E = {i,j} U{k, 1}, réunion disjointe. L'une des parties, par exemple {i,j}, est
contenue dans le supportdec.Si {i,j} est {2,3} ou {3,1}, on peut écrire ¢ = (2,3,1)
ou ¢ = (3,1,2). Quitte a changer une fois encore la notation des éléments de E, on
peut supposer que ¢ = (1,2,3) et s = [1,2][3,4] . Dans le sous-groupe H on trouve les
éléments 1d , s = [1,2][3,4], csc™! = [2,3][1,4], c?sc=2 = [3,1][2,4] qui constituent
un sous-groupe de H d’ordre 4. D’apres le th. de Lagrange, 4 doit alors diviser I'ordre
6 de H. C’est absurde.

— Ex4-13

a) Si H existe, tout s € H, distinctde 1Id, est d’ordre 2. L'action du groupe K = { Id, s}
sur E = {1,2,3,4} a des orbites dont le cardinal divise [K : 1] = 2. Si on a une
orbite a deux éléments {i,j}, les autres points de E étant fixes, alors s = [i,]. Ce
cas est a écarter car on cherche H dans Ay . Cette action a donc deux orbites a 2
éléments {i,j}, {k 1} (disjointes). Posons s;; = [i,f][k,I] . Ainsi, si H existe, ses élé-
ments appartiennent a { Id, s12,513,514} et H ne peut étre que cet ensemble. Or cet
ensemble est effectivement un sous-groupe de Sy, ayant la méme table de multipli-
cation que le petit groupe de Klein (Z/2Z) x (Z/2Z) . En raison de 1'unicité de ce
sous-groupe H d’ordre 4, pour tout « € Aut(Ss) ona a(H) = H, autrement dit
H est un sous-groupe caractéristique de Sy .

b) Le cycle ¢ = (1,2,3,4) est d’ordre 4 donc H' = {1d,¢, c?,c3} estun sous-groupe
d’ordre 4 de Sy isomorphe & Z/4Z . Comme (Z/22Z) x (Z/2Z) et Z/4Z ne sont
pas isomorphes (ils n’ont pas les mémes invariants), H et H' ne peuvent pas étre
conjugués. (Les théorémes de Sylow montreront que tous les sous-groupes d’ordre
23, puissance maximum de 2 dans ’ordre de Sy , sont conjugués. Cet exercice montre
donc qu’il n’en est pas de méme pour les puissances inférieure a 3. )



Chapitre 5
Sous-groupes de Sylow

5.1 Théorémes de Sylow

Soient G un groupe finiet n = p’lcl e plgs la décomposition en facteurs premiers de
n =[G : 1]. D’apres le th. de Lagrange, I'ordre de tout sous-groupe de G divise 7.

Réciproquement soit 4 un diviseur de 1'ordre de G . Si G est abélien, nous avons vu
en 3-6, cor. 3, qu’il possede un sous-groupe d’ordre d . Ce sous-groupe n’est pas unique
en général : par exemple, dans Z /27 x Z /27, il existe trois sous-groupes d’ordre 2.
Si G est cyclique, ce sous-groupe d’ordre d est unique.

Si G n’est pas commutatif, si d divise 'ordre de G, il n’existe pas toujours de sous-
groupe d’ordre d (Ex. 4-12 ou 5-2, ex. ). Sil en existe un, il n’est en général pas unique.

Cependant, les théorémes de Sylow donnent des réponses a ces questions pour les
diviseurs particuliers p]l(1 ooy plgs de l'ordre n = pllc1 e p’é‘ de G.

Définitions.

Un groupe H d’ordre p*, ot1 p est un nombre premier, est appelé un p-groupe.

Si H d’ordre p* , est un sous-groupe d’un groupe fini G (alors p est un facteur premier
de n =[G : 1] ), on dit que H un p-sous-groupe de G .

Si n = [G : 1] a pour décomposition en facteurs premiers n = pkpl;2 e plgs et si

'ordre de H est exactement p*, on dit que H est un p-sous-groupe de Sylow de G .

Proposition. (théoremes de Sylow)

Soit G un groupe fini, p un facteur premier de l'ordre n de G et soit

n= pkp];2 e pI§S = p*q la décomposition en facteurs premiers de n .

(i) Il existe dans G un p-sous-groupe de Sylow.
(ii) Tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow de G .

(iii) Les p-sous-groupes de Sylow de G sont conjugués.

(iv) Le nombre n, de p-sous-groupes de Sylow de G divise q et n, =1 (mod p).

Démonstration. (i) Montrons (i) par récurrence sur 7. Si n est premier, le résultat est
évident. Supposons-le vrai pour les groupes d’ordre strictement inférieur a n.
Supposons qu’il existe dans G un sous-groupe H # G tel que p* divise [H : 1].
Comme [G:1] = [G: H|[H : 1], il est équivalent de dire que p ne divise pas [G : H].
D’apreés I'hypothése de récurrence, il existe dans H un sous-groupe d’ordre p*.
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Considérons le cas contraire ot pour tout sous-groupe H # G, l'indice [G : H] est
divisible par p. Dans l'action de G sur G par automorphismes intérieurs, les orbites
ponctuelles {x} correspondent aux éléments du centre Z(G). Soient (Oy,)ic; les or-
bites non ponctuelles. Elles ont un stabilisateur G,, distinct de G.D’apreés 1’hypothese
faite, card (Oy,) = [G : Gy,] estdivisible par p. La partition en orbites de G donne:

pkqg = card (G) = card (Z(G)) + ‘ZI card (Oy,) .
1€

Donc card (Z(G)) est divisible par p, nonnul car e € Z(G) . D’apres 3-5, cor. 2, il existe
un sous-groupe K de Z(G) d’ordre p. Etant contenu dans le centre de G, il est distingué
dans G. D’apres I'hypothese de récurrence, le groupe G/K, dont I'ordre est p*~1g,
contient un sous-groupe L; d’ordre p*~1. Soit ¢ I’'homomorphisme canonique de G sur
G/KetL=¢ '(L;).OnaL; =¢(L)=L/K,dou [L:1] = [L:K][K :1] = pF.
(ii) De l'action de G sur lui-méme par automorphismes intérieurs, résulte une action de
G sur les sous-groupes de G . Celle-ci laisse stable I'ensemble E des p-sous-groupes de
Sylow de G car un sous-groupe isomorphe a un sous-groupe d’ordre p* est encore un
sous-groupe d’ordre p*. Considérons H € E et son orbite Oy = {gHg™'; ¢ € G}.
Le stabilisateur Gy de H (normalisateur de H dans G) contient H donc

G [G:1] - rkq _ q
(1)  card(On) = [Gu:1  [Gu:H|][H:1]  [Gu:H|pt ~ [Gu:H]

n’est pas divisible par p.

Soit K un p-sous-groupe de G d’ordre p¥ . Restreignons l’action transitive de G sur
On , au sous-groupe K. Soit Oy = .UI Op;, la partition de Oy en orbites sous 'action
1c

de K. Pour tout i € I, card(Oy,) = [K : K] divise [K : 1] = pF. C’est une
puissance p™ de p. Sion avait m; > 0 pour tout i € I, card (Op) :ZI card (Og,)
[AS

serait divisible par p . Ce n’est pas le cas. Il existe donc i € I tel que m; = 0 et donc tel
que Op, = {H;}.Onadonc kH;k~! = H; pour tout k € K.

Montrons que cette condition implique que K C H;, ce qui prouvera (ii). Comme
K normalise H;, le th. de Noether montre que H;K est un sous-groupe de G avec
H;<H;K, HNK<K et HK/H; ~ K/(H; NK). L'ordre de ce dernier groupe, qui
divise [K : 1], est une puissance p* de p. Donc [H;K : 1] = [H; : 1][K/(H;NK) :
1] = p*p" estune puissance de p.Ona H; C H;K et H; est un sous-groupe de Sylow,
d’ordre p* maximum. On en déduit que p* = 1,d’ot H;NK = K soit K C H;.
(iii) Supposons de plus que K soit un sous-groupe de Sylow de G.Ona K C H;, avec
card (K) = p* = card (H;) et donc K = H;, ce qui prouve que tout sous-groupe de
Sylow K de G est I'un des conjugués H; de H. Ainsi E = Oy .
(iv) Supposons toujours que K soit un sous-groupe de Sylow de G. D’apres la fin de
la démonstration de (ii), pour que l'action de K sur Oy = E = Ok, admette une
orbite réduite a un élément, soit Oy, = {H;}, il faut et il suffit que K C H;, ce qui
signifie ici que K = H;. Cela prouve que parmi les orbites sous l'action de K, une
seule est de cardinal 1, les autres orbites Oy, ont pour cardinal p* avec a; > 0. Donc

card (E) = 1+ .ZI p%i est congrua 1 modulo p.
[AS
Par ailleurs, la relation (1) ci-dessus montre que card (E) divise g.

Corollaire.
Soient G un groupe fini, p un facteur premier de I'ordre de G et H un p-sous-groupe
de Sylow de G . 5i H est distingué, c’est le seul p-sous-groupe de Sylow de G . Réci-
proquement, s’il existe un seul p-sous-groupe de Sylow dans G, ce sous-groupe est
caractéristique et donc distingué.
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Démonstration. D’aprés la proposition, assertion (iii), les p-sous-groupes de Sylow de
G sont les conjugués xHx~! de H. Si H est distingué, ils sont tous égaux a H .

Réciproquement, si H est le seul sous-groupe de G d’ordre p¥, alors pour tout
a € Aut(G),ona a(H) d’ordre p* et donc a(H) = H. n

Exercice 1. Quelle est la structure d"un groupe fini G d’ordre 153 ?

Solution. Puisque 1+5+3 = 9 est divisible par 9, le nombre 153 est divisible par 9
(ch. 12, 1-1), d’ott la décomposition en facteurs premiers [G : 1] = 3% x 17. D’apres les
th. de Sylow, il existe des sous-groupes H et K de G d’ordres 3> = 9 et 17. Le nombre
n3 de 3-sous-groupes de Sylow divise 17 et vaut donc 1 ou 17. On a aussi, n3 = 1
(mod 3). Comme 17 = 2 (mod 3), on voit que n3 = 1. D’apres le corollaire, H est
distingué. On vérifie de maniére analogue que K est distingué.

D’apres le th. de Lagrange, [HNK : 1] divise [H:1] =9 et [K: 1] =17.0nadonc
[HNK:1]=1et HNK = {e}.

Comme les indices [G : H] = 17 et [G : K] = 3% sont premiers entre eux, on a
HK = G (Ex. 1-8, e)). On peut aussi démontrer que HK = G en utilisant le th. de
Noether (comme en 2-5, ex. ).

Des propriétés HaG , KaG, HNK = {e¢} , HK = G, il résulte G ~ H x K
(prop. 1-11). Comme [H : 1] = p?, avec p = 3 premier, H est abélien (3-5, cor. 1).
Comme [K : 1] = 17 est premier, K est cyclique: ona K ~ Z/17Z . 1l en résulte que
G ~ H x K est abélien. D’apres 3-6,ona H ~ Z/9Z ou H ~ (Z/32Z) x (Z/3Z) .On
en déduit deux décompositions cycliques canoniques possibles pour G, a savoir :
(Z/97) x (2/17Z) ~ Z/153Z,

(Z/3Z) x (Z/3Z)] x (Z/17Z) = (Z/3Z) x (Z/51Z) qui a pour invariants 3 et 51.

Exercice 2. Soient G un groupe fini, K un sous-groupe et p un facteur premier
de [K : 1]. Montrer que tout sous-groupe de Sylow de K est 'intersection de K
avec un sous-groupe de Sylow de G . Si on a K< G, montrer que réciproquement
H' N K est un p-sous-groupe de Sylow de K pour tout p-sous-groupe de Sylow
H' de G. Montrer de plus que KH'/K est alors un p-sous-groupe de Sylow de
G/K.

Solution. Soit p un facteur premier de I'ordre de K. D’apres le premier th. de Sylow,
il existe dans K un p-sous-groupe de Sylow Hj. Soit p* son ordre. Alors Hy est un
p-sous-groupe de G . D’apres le deuxiéme th. de Sylow, il existe un p-sous-groupe de
Sylow H de G qui contient Hy . Soit p son ordre. Alors 1'ordre du sous-groupe H N K
de H divise [H : 1] = pf. C’est donc un p-sous-groupe de K . Il contient Hy . Or H est
d’ordre p* maximal. Il est donc maximal parmi les p-sous-groupes de K et H N K = H.

Supposons K< G . Soit H' un p-sous-groupe de Sylow de G . D’apres le troisieme th.
de Sylow, H’ est un conjugué gHg ! du p-sous-groupe de Sylow H précédent. On a:

H'NK = gHg™' N gKg™' = g(HNK)g™! = gHog™ .
Ainsi [H NK:1] = [Hp:1] = p* estla puissance maximale de p dans [K : 1]. C’est
bien un p-sous-groupe de Sylow de K.
D’apres le th. de Noether, KH'/K ~ H'/H' N K. On en déduit que KH'/K est

d’ordre pf~* puissance de p dans I'ordre [G/K: 1] = % = ’;i"r:; de G/K.
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5.2 Structure de quelques groupes finis

Un groupe fini G, d’ordre p premier, est cyclique, isomorphe a Z/pZ . Pour
p = 2,3,5,7,11,13,... il existe donc, a isomorphisme pres, un seul groupe d’ordre
p. Un tel groupe est isomorphe a Z/27Z ,7/3Z ,7Z/5Z ,Z/7Z,..., ou encore
U,, U;, Us, Uy,... sionveut des groupes multiplicatifs.

Si G est d’ordre p? avec p premier, il est abélien (3-5, cor. 1). D’apres 3-6, il est
isomorphe & Z/p*Z ou a (Z/pZ) x (Z/pZ). Un groupe fini d’ordre 4 = 22 est
donc commutatif, isomorphe a Z/4Z s'il est cyclique ou isomorphe au petit groupe
de Klein (Z/2Z) x (Z/2Z) s'il n’est pas cyclique.

Dans Z/47Z il existe ¢(4) = 2 éléments d’ordre 4 et un élément d’ordre 2. Le
groupe Aut(Z/4Z) estd’ordre ¢(4) =2 et donc constitué de Id etde k — —k.

Dans G = (Z/2Z) x (Z/22Z), il existe 3 éléments d’ordre 2. On peut vérifier que
Aut (G) possede 3! = 6 éléments correspondant aux 6 permutations des trois éléments
d’ordre 2 de G (I’élément neutre est fixe par tout automorphisme)(voir Ex. 1-4).
Il suffit d’ailleurs de vérifier que toute transposition est un automorphisme, puisque
toute permutation est produit de transpositions.

De méme, un groupe fini G d’ordre 9 = 32 est commutatif, isomorphe a Z/9Z ou
a (Z/3Z)x (Z/3Z).5iG estd’ordre 25 ou 49..., on conclut de maniére analogue.

Nous nous proposons maintenant d’étudier les groupes d’ordre 6, 10, 14, 15,...

Proposition.
Soit G un groupe fini d’ordre pq ot p < q sont des nombres premiers.
(i) Sign’est pas congru al modulo p, alors G est cyclique, isomorphe a Z./ pqZ. .

(ii) Sigestcongrual modulo p, aisomorphisme prés G a deux structures possibles :
ou bien G est abélien, cyclique, isomorphe a Z/ pqZ., ou bien G n’est pas commutatif
et alors G est isomorphe & (Z/92Z) x¢ (Z/pZ) ot 6 € Hom (Z/pZ,Aut(Z/qZ))
est tel que 0(1) = v est d’ordre p dans Aut(Z/qZ).

Démonstration. D’aprés les th. de Sylow, il existe dans G un sous-groupe H d’ordre q
et un sous-groupe K d’ordre p . Le nombre 7, de g-sous-groupes de Sylow est congru a
1 modulo g et divise p. Comme ona p < q, celanécessite n; = 1 donc H est distingué
dans G.

D’apres le th. de Lagrange, [HNK : 1] divise [H : 1] =g et [K:1] = p.Ona
donc [HNK:1] =1 et HNK = {e}.Puisque H <G, le th. de Noether montre que
HK est un sous-groupe de G et que HK/H ~ K/(HNK) = K. On en déduit que
[HK : 1] = [H:1][K:1] = pg = [G : 1] etdonc que HK = G. D’apres 2-6, G est
un produit semi-direct de H et de K, isomorphe & (Z/qZ) x¢ (Z/pZ), ou 8 est un
homomorphisme de Z/pZ dans Aut(Z/q92Z).

Les p-sous-groupes de Sylow, sont les conjugués de K dans G . Leur nombre 7, est
congru a 1 modulo p etdivise q. Donc n, =1 ou n, = g.5i n, = g, alors g est congru
a 1 modulo p d’apres le quatrieme th. de Sylow.

(i) Supposons que q ne soit pas congru a 1 modulo p . D’apres ce qui précede, n, = 1
et donc K est distingué dans G . Le produit semi-direct précédent est alors, d’apres 2-6,
un produit direct H x K. Comme p et g sont premiers, H et K sont cycliques. Leurs
ordres étant premiers entre eux, G est cyclique isomorphe a Z/pqZ .
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(ii) Supposons q congru a1 modulo p . L'ordre del'imagede 6 : Z/pZ — Aut(Z/q2Z)
divise l'ordre p de Z/pZ et vaut p oul (dans ce dernier cas, I’action est triviale).

Si 6 est 'action triviale, alors le produit semi-direct (Z/qZ) x¢ (Z/pZ) est(d’apres
2-6, cor. ) un produit direct. Comme en (i), G est isomorphe a Z/pqZ .

Supposons maintenant que 6 ne soit pas l’action triviale. On a vu en 3-2, rem,,
que Aut(Z/qZ) est cyclique, d’ordre ¢(q) = g — 1 (ici divisible par p). D’apres 3-
3, il existe dans Aut(Z/gZ) un unique sous-groupe I' d’ordre p. On a donc I' =
Im (6) . Puisque Z/pZ et I' = Im (0) ont le méme ordre, 6 est un isomorphisme de
Z/pZ sur T, déterminé par le choix de 6(1) = -y parmiles p — 1 générateurs de I'.
Vérifions que les p — 1 choix possibles de 6(1) conduisent a des produits semi-directs
isomorphes. Soit 0’ un autre isomorphisme de Z/pZ surT. Alors a = 6'~! o 6 estun
automorphisme de Z/pZ . 1l existe alors un isomorphisme f de Gy sur Ggr d’apres le
lemme suivant. n

Lemme. . 5
Avec ces données, f : (k,I) — (k,a(l)) de Gy = (Z/qZ) x¢ (Z/pZ) sur
Gy = (Z/q9Z) x¢ (Z/pZ) est un isomorphisme.

Démonstration. Vérifions que f est un homomorphisme. Soient x = (k,I) ety = (m,7)
deux éléments de Gg.On a:

Flxy) = FI06 D) (m,m)] = F(k [0 ()], T70) = (k [p(1)(m)], a(i7)),

o - ° -, 0

FOF ) = (k,a@) (i, a@) = (k [ @D)(m)], a@a(@) = (k BO)(m)], al7),

d’otile lemme car f est visiblement une bijection de (Z/qZ) x (Z/pZ) sur lui-méme. m

Corollaire.
Si p =2 etsi g > 2 est premier, un groupe G d’ordre 2q est soit isomorphe a
Z./2g97., soit isomorphe au groupe diédral Dp .

Démonstration. D’aprés la proposition, (ii), G n’a que deux structures possibles : 1'une
abélienne et G ~ Z/2qZ, I'autre non abélienne. Comme D, est d’ordre 2g et non
abélien, il représente 1’autre alternative. (voir 3-7, ex. 2 pour une étude directe) n

Remarque. Le corollaire montre qu'un groupe G d’ordre 6 est isomorphe a un produit
semi-direct Z/37Z xyZ/27Z . 11 a donc deux structures possibles: I'une (abélienne)
lorsque 0 est triviale, I’autre non abélienne. Si l’action 6 est triviale, G est isomorphe
au produit direct (Z/3Z) x (Z/2Z) et donc a Z/6Z. Si 0 n’est pas triviale, on a
0(0) = Id et (1) = a,avec a : X +— —x. Alors G ~ (Z/3Z) x¢ (Z/2Z) est non
commutatif (sinon ce serait le produit direct et ’action serait triviale).

En résumé un groupe G d’ordre 6 ne peut avoir, a isomorphisme pres, que deux
structures : 'une commutative et alors G ~ Z /67 ,1’autre non commutative. Or, nous
connaissons un groupe d’ordre 6 non commutatif, a savoir le groupe S;3 des permuta-
tions de 3 éléments. C’est donc S3 qui correspond au second cas (voir 4-5).

En géométrie, le groupe diédral D3 des isométries du plan laissant invariant un
triangle équilatéral A; A A3z, est d’ordre 6, non commutatif. Il est donc isomorphe au
groupe Sz . Géométriquement, c’est visible car tout élément de D3 permute les trois
sommets et toute permutation des trois sommets correspond a un élément de D5 .
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Exercice. Montrer que dans le groupe symétrique Ss il n’existe aucun sous-
groupe d’ordre 15, bien que 15 divise l'ordre de Ss.

Solution. Comme 15 = pg, avec p = 3,9 = 5 premiers et 4 non congru a 1 mo-
dulo p, la proposition montre qu'un groupe H d’ordre 15 est cyclique isomorphe a
Z./15Z.. Supposons que H soit un sous-groupe de Ss. Considérons un générateur
s de H et sa décomposition en cycles disjoints s = c¢1---cx. L'ordre de s étant
ppem(o(cy),...,0(ck)), ces ordres o(c;) ne peuvent étre que 3,5 ou 15. La valeur 15
est exclue car dans E = {1,2,3,4,5} on ne peut former des cycles de longueur 15. Les
cycles ¢; ont donc pour longueur 3 ou 5 et les deux valeurs doivent apparaitre pour
que le ppcm soit 15. On voit que c’est impossible car dans E on ne peut loger deux
cycles disjoints, l'un d’ordre 3, 'autre d’ordre 5.

5.3 Groupes d’ordre 8

Parmi les groupes d’ordre petit, le cas d’un groupe G d’ordre [G : 1] = 2% =8,
échappe aux diverses remarques précédentes. Nous allons maintenant 1"étudier.

D’apres 3-6, cor. 1, si G est abélien, il estisomorphe a Z/8Z ou (Z/2Z) x (Z/4Z)
ou (Z/2Z)3. Ecartons ce cas et considérons un groupe G non commutatif, d’ordre 8.
Il n’existe dans G aucun élément d’ordre 8, sinon G serait abélien cyclique. De méme, si
tout élément était d’ordre 2, alors G serait commutatif car pour tous x,y € G, on aurait
x> =¢e,y* =e, xyxy = e etdonc yx = x(xyxy)y = xy .l existe donc dans G au moins
un élément a d’ordre 4. Posons A = (a) . Choisissons b ¢ A. Alors, la classe a droite
Ab est disjointe de A, de cardinal 4. On a donc G = AU Ab. Nécessairement 2 e A
car si on avait b*> € Ab, on en déduirait que b € A. De plus, si on avait b?> = a ou
b2 =43, qui sont d’ordre 4, on vérifie facilement que b serait d’ordre 8, ce qui est exclu.
Ainsi b? = e ou b? = a®. De plus, A d’indice 2 dans G est un sous-groupe distingué,
d’aprés 1-7, cor. On a donc b~ lab € A et comme l'ordre de b~ 'ab = Ad,-1(a) est égal
alordre4 dea,ona b lab =a ou b lab = a®. Or, b=lab = a est exclu car cela
impliquerait que ab = ba et le groupe G engendré par a et b serait abélien. Ainsi, G est
engendré par deux éléments a, b vérifiant :

(1) at=e , b2=e , b lab=4d,
ou bien
(2) at=e , ¥=a*> , b lab=a%.

Le cas (1) se présente pour le groupe diédral Dy constitué des isométries du plan
euclidien qui laissent globalement invariant un carré de centre O . Ce groupe possede 8
éléments, il est engendré par la rotation a de centre O et d’angle 77/4 et par la symétrie
b par rapport a une diagonale du carré et a,b vérifient les relations (1). Le groupe
Dy est, a isomorphisme pres, le seul groupe engendré par deux éléments vérifiant les
relations (1) (voir Ex. 8-3).

Le cas (2) se présente également. Le sous-groupe de GL(2, C) engendré par les ma-
i
0
éléments. Il n’est pas isomorphe a D, et ses générateurs a,b vérifient (2). A isomor-
phisme pres, c’est le seul groupe engendré par deux éléments vérifiant les relations (2).

Nous laissons au lecteur le soin de le vérifier.

trices a = <(1) > et b = <_01 (1)> , appelé le groupe des quaternions, possede 8
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Exercices du chapitre 5

_ Ex5-1

Donner les structures possibles, a isomor-
phisme pres, pour un groupe G dont
I'ordre est 1225.

_ Ex5-2

On considere un groupe fini G, un di-
viseur premier p de [G : 1], un p-sous-
groupe de Sylow H de G et le normalisa-
teur N(H) de H.

a) Montrer que le nombre de p-sous-
groupes de Sylow de G est [G : N(H)].

b) Montrer que N(N(H)) = N(H).

_ Ex5-3

Soit G un groupe fini possédant la pro-

priété suivante :

(P) tout sous-groupe de Sylow de G est

cyclique.

a) Montrer que tout sous-groupe H de G
possede la propriété (P).

b) Soient K; et K, des sous-groupes de G

d’ordre p™ avec p premier et m € IN*.
Montrer que K; et K> sont conjugués.

¢) Si G est abélien, montrer que G est
cyclique.

_ Ex5-4

Soient G un groupe fini, H un sous-groupe
distingué de G et ¢ : G — G/H I'’homo-
morphisme canonique. Montrer que tout
sous-groupe de Sylow de G/H est de la

forme HK/H = ¢(K), ot K est un sous-
groupe de Sylow de G (réciproque de 5-1,
ex. 2).

_ Ex5-5

Montrer qu'un groupe G d’ordre 56 n’est
pas simple.

__ Ex5-6

Soit G un groupe d’ordre 130.

a) Soit K un groupe d’ordre 65. Montrer
que K est cyclique. Montrer que dans
le groupe Aut (K), il existe 3 éléments
d’ordre 2.

Montrer qu’il existe dans G des sous-
groupes P,Q d’ordres 2 et 5 et un
sous-groupe distingué R d’ordre 13.

b)

c¢) Montrer que K = QR est un sous-
groupe distingué de G, d’ordre 65. En
déduire que Q est un sous-groupe dis-
tingué de G.

d) Montrer que G est un produit semi-

direct K xy P.

e) Montrer que G est isomorphe a l'un
des groupes Z/130Z , De ,
Ds x (Z/13Z), D3 x (Z/5Z).

_ Ex5-7

Soit G un groupe d’ordre 12. Montrer que
si G contient 4 sous-groupes d’ordre 3
alors il existe un seul sous-groupe d’ordre
4. En déduire que G n’est pas simple.
Montrer qu’a isomorphisme pres il existe
5 groupes d’ordre 12.
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Indications

_ Ex5-1

En utilisant les th. de Sylow, montrer que
G est produit direct de ses sous-groupes
de Sylow, puis que G est abélien.

_ Ex5-2

b) Montrer que H est le seul p-sous-
groupe de Sylow de N(H).

_ Ex5-3

Utiliser les th. de Sylow et les particulari-
tés des groupes cycliques.

_ Ex5-4

Utiliser les th. de Sylow. Exprimer l'ordre
des sous-groupes considérés.

— Ex5-5

Si G est d’ordre 56, montrer que s’il pos-
sede plusieurs sous-groupes d’ordre 7,
alors leur complémentaire est un sous-
groupe d’ordre 8 qui sera distingué.

— Ex5-6

a) D’apres les th. de Sylow, K est produit
direct de ses sous-groupes de Sylow.

) K est d’indice 2.

e) Montrer qu’il n’existe que quatre ac-
tions de P sur K ~ (Z/5Z) x (Z/132Z)
et utiliser Ex. 2-11.

_ Ex5-7

Utiliser les th. de Sylow et raisonner
comme dans Ex. 5-5 et Ex. 5-6.

Solutions des exercices du chapitre 5

_ Ex5-1

D’apres les th. de Sylow, G d’ordre 1225 = 52 x 72, posséde un 5-sous-groupe de

Sylow H d’ordre 5% et un 7-sous-groupe de Sylow K d’ordre 7?. Le nombre 15 des
5-sous-groupes de Sylow divise 72 et il est congru a 1 modulo 5 donc n5 = 1. Puisque
H est le seul sous-groupe de G d’ordre 5%, pour tout automorphisme « de G, on a
a(H) = H. Ainsi H < G. Le nombre 17 des 7-sous-groupes de Sylow divise 5% et il est
congru a 1 modulo 7 donc n7 = 1. De cette unicité on déduit que K< G.

L'ordre de HNK divise [H : 1] = 5* et [K: 1] = 72. Donc [HNK : 1] = 1
et HNK = {e}. Puisque H <G, le th. de Noether s’applique. On a HNK<K et
HK/H ~K/HNK,dott [HK:1] = [HK: H|[H:1] = [K: HNK][H:1] =5 x 72 =
[G :1]. Ainsi HK = G (On peut aussi utiliser Ex. 1-8, e)).

Ona H<G,K<G,HNK = {e},HK = G etdonc G ~ H x K (1-11, prop. ). Or

H (resp. K) d’ordre p?, avec p premier, est abélien (3-5, cor. 1). Ainsi G est abélien et
G ~ H x K est la décomposition primaire de G.

Pour un groupe abélien d’ordre p?, deux structures sont possibles : il est isomorphe
a Z/p*Z oua (Z/pZ) x (Z/pZ) (3-6, cor. 1). Un produit de groupes cycliques
d’ordres premiers entre eux étant cyclique (3-4, prop. ), G est isomorphe a l'un des
groupes :
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(Z/5°Z) x (Z/7°Z) ~ Z/1225Z,

(2/5°Z) x ((Z/7Z) x (Z/7Z)) ~ (Z/7Z) x (Z/175Z),

((z/5Z) x (2/5Z)) x (Z/7*Z) ~ (Z/5Z) x (Z./245Z),

((z/5z) x (2/5Z)) x ( (2/72) x (2/7Z)) ~ (Z/35Z) % (Z/35Z).
— Ex5-2

a) On fait agir G sur lui-méme par automorphismes intérieurs, d’oti une action de G
sur ’'ensemble () des p-sous-groupes de Sylow de G, transitive d’apres les th. de

Sylow. Le stabilisateur de H est N(H) donc card (Q)) = [N[(Gl;l)}zl] = [G: N(H)].

b) D’apres la définition du normalisateur de H, on a H < N(H) . Les inclusions
H C N(H) C G et le th. de Lagrange, montrent que [H : 1] = p* est la puis-
sance de p maximum dans [G : 1] et dans [N(H) : 1]. Ainsi, H est un p-sous-
groupe de Sylow de N(H). C’est le seul car il est distingué dans N(H). Pour tout
g€ N(N(H)),ona gN(H)g~! = N(H) . Par restriction, I'automorphisme Ad, in-
duit un automorphisme de N(H) qui laisse stable H car H est le seul sous-groupe
d’ordre p* de N(H).Onadonc g € N(H), ce qui prouve que N(N(H)) C N(H).
Comme ona K C N(K) pour tout sous-groupe K, on obtient N(N(H)) = N(H).

— Ex5-3

a) Soit p un facteur premier de [H : 1] et soit K un sous-groupe de Sylow de H.
Puisque [H : 1] divise [G : 1], p est un facteur premier de [G : 1]. Puisque K est un
p-sous-groupe de G, il existe (d’apres le deuxieme th. de Sylow) un p-sous-groupe
de Sylow K’ de G qui contient K. Or K’ est cyclique d’apres (P). Le sous-groupe K
de K’ est donc cyclique (3-3, prop. ) et H a la propriété (P).

b) K; et K, étant des p-sous-groupes de G, il existe (d’apres les th. de Sylow) des
p-sous-groupes de Sylow K] et K/, de G tels que K; C K| et K, C K}. D’apres les
th. de Sylow, K/ et K} sont conjugués. Il existe x € G tel que xKjx~! = K} . Alors,
xKix~! est un sous-groupe de K} d’ordre p™. Comme K} est cyclique, il existe un
seul groupe d’ordre p™ dans K} (3-3, prop. ) donc xKyx ! = K;.

¢) Si G est abélien, il est le produit G = H; X --- X Hy de ses sous-groupes de Sylow
(composantes primaires de G), lesquels sont cycliques d’apreés la propriété (P). Donc
G est cyclique car les ordres de Hj, ..., Hy sont deux a deux premiers entre eux.

_ Ex5-4

Puisque [G/H : 1] = [[G ”} divise [G : 1], tout facteur premier p de [G/H : 1] est

facteur premier de [G : 1]. Considérons alors les puissances p* et pf de p dans [G : 1]

et [H : 1] respectivement. Dans [G/H : 1] = [[G 1% la puissance de p est p*~F. Soit L

un p-sous-groupe de Sylow de G/ H. Il est d’ordre p*~F . Le sous-groupe ¢~ !(L) = M
de G contient H = Ker (¢). En factorisant la restriction de p a M, on voitque M/H ~ L
et donc que [M : 1] = [H : 1][L : 1] = [H : 1]p*F est divisible par p*. C’est
la puissance de p dans [M : 1]. D’apres les th. de Sylow, il existe dans H un sous-
groupe K; d’ordre pP. D’apres 5-1, ex. 2, il existe un p-sous-groupe de Sylow K de M
tel que KN H = Kj. D’apres le th. de Noether, KH est un sous-groupe de G et on a
KH/H ~ K/KNH = K/K;j. Alors, ¢(K) = ¢(KH) = KH/H ~ K/Kj est d’ordre

[[KK;}l]] = i—; = p* P, avec ¢(K) C ¢(M) = L.Comme [L: 1] = p*~F, on en déduit que

¢(K) = L. (Cet exercice complete 5-1, ex. 2.)



100 CHAPITRE 5

_ Ex5-5

D’apres les th. de Sylow, dans G d’ordre 56 = 2% x 7, il existe un sous-groupe H;
d’ordre 7. Le nombre 17 de sous-groupes d’ordre 7, est congru a 1 modulo 7 et divise
23 = 8.1l vaut donc 1 ou 8. Si ny = 1, alors Hj est distingué et G n’est pas simple. Si
ny = 8,soient Hy, ..., Hg les sous-groupes d’ordre 7. Pour i # j,ona H; N H]- = {e}
car [H; N H; : 1] divise [H; : 1] = 7 et ne peut valoir que 1 ou 7. Or, la valeur 7 est
exclue sinon H; = H;. Ainsi, U H; a pour éléments, e commun a tous les sous-groupes
et 8 fois 6 éléments, d’ot1 49 éléments en tout. D’apres les th. de Sylow, il existe dans G
un sous-groupe K d’ordre 8. Pour touti ona KN H; = {e} car [KN H; : 1] qui divise
[K:1] = 8 et [H; : 1] = 7 ne peut valoir que 1. Donc les éléments de K ne peuvent étre
que e et les 7 éléments de G\ (UH;) . Il en résulte que K est le seul sous-groupe d’ordre
8 de G. Il est donc distingué. Ainsi, dans un groupe d’ordre 56 = 23 x 7 ou bien il
n’existe qu’un seul sous-groupe de Sylow d’ordre 8 qui est alors distingué ou bien il
n’existe qu'un seul sous-groupe de Sylow d’ordre 7 qui est distingué.

— Ex5-6

a) Ona [K:1] =5 x 13. D’apres les th. de Sylow, il existe dans K des sous-groupes H
et L d’ordres 5 et 13. Le nombre 75 de 5-sous-groupes de Sylow de K divise 13 et il
est congrua 1 modulo 5 donc n5 = 1. De ce fait, «(H) = H pour tout « € Aut (K)
et H est caractéristique dans K. De méme, L est caractéristique. D’apres le th. de
Lagrange, [HNL : 1] divise [H : 1] =5 et [L:1] =13 donc [HNL:1] =1
et HNL = {e}. D’apres le th. de Noether, HL est un sous-groupe de K, d’ordre
divisible par [H : 1] = 5, par [L : 1] = 13 et donc par 65. Il est nécessairement
égal K.Ona HaK, L<K, HNL = {e} , HL = K. Ainsi (h,k) — hk est
un isomorphisme H x L sur K (1-11, prop. ). Or H et L d’ordres premiers sont
cycliques. Leurs ordres étant premiers entre eux, H x L est cyclique.

Comme H et L sont des sous-groupes caractéristiques, tout automorphisme a
de K les laisse invariants et induit par restrictions des automorphismes B et y de
ces groupes. L'application ® : a +— (B,7), de Aut(K) dans Aut (H) x Aut (L),
est injective. En effet, puisque K = HL la connaissance de B et 7 détermine
a(hl) = B(h)y(I) pour tout élément hl de HL. Elle est surjective car la donnée de
B € Aut (H) etde v € Aut (L) détermine un automorphisme (h,1) — (B(h),y(1))
de H x L et donc un automorphisme hk — a(h)B(k) de HL.L'application ® est
un isomorphisme de groupes: si a,a’ sont éléments de Aut (K), alors on a
P(aoa)=(nod|g,a0d|L) = (a|lgod|y, a|pod|L) = P(a)P(a).

Pour p premier, Aut(Z/pZ) est cyclique, d’ordre p —1 donc

Aut (K) ~ (Z/4Z) x (Z2/12Z).

Lordrede (7,5) € (Z/4Z) x (Z/12Z) estppcm(o(7), 0(s)). Il existe un seul élément
d’ordre 2 dans un groupe cyclique d’ordre pair. Dans Z /47 ,c’est 2. Dans Z /127,
cest 6.Dans (Z/4Z) x (Z./12Z) les éléments d’ordre 2 sont: (2,0), (0,6), (2,6).

b) [G:1] =2 x5 x 13. D’apres les th. de Sylow, il existe des sous-groupes P, Q,R de
G d’ordres 2,5,13. Le nombre k de 13-sous-groupes de Sylow de G divise 2 x 5 et
il est congru a 1 modulo 13. On adonc k =1 et de ce fait R est distingué.

¢) Puisque [RNQ:1] divise [R:1] =13 et [Q:1] =5,onvoitque [RNQ:1] =1.
On a R<G. Appliquons le th. de Noether: QR est un sous-groupe de G, on a
R<QR,RNQ<Q,QR/R~Q/RNQ.Onendéduit [RQ:1] =[R : 1][Q: 1] = 65.
Ainsi RQ = K est d’indice 2 dans G et donc distingué (1-8, cor. ).
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d)

e)

Considérons ¢ € G et le sous-groupe ¢Qg¢~'.Ona gRg™! = R car R est distingué,
d'ot (g§Qg¢ )R = gQRg™! = gKg~! = K car K est distingué. Cela prouve que
¢Qg¢~! C K. Or dans K il n’existe, d’apres a), qu'un seul sous-groupe d’ordre 5.
Donc ¢Qg ! = Q et Q est distingué dans G.

Ona KNP = {e} car l'ordre de KNR divise [P : 1] =2 et [K: 1] = 65 qui
sont premiers entre eux. Puisque K < G, le th. de Noether s’applique et permet de
montrer, comme précédemment, que KP = G. On sait alors (voir 2-7, prop. ) que
(k,p) +— kp est unisomorphisme du produit semi-direct K x, P sur KP = G, ot
¢ € Hom (P, Aut (K)) désigne l'action p ~— Ad, |k de Psur K.

Si P={e,p},ona ¢(e) = Idx doncl'action ¢ est déterminée par la connaissance
de ¢(p) € Aut(K).Puisque p?> = 2, l'ordre de ¢(p) est 1 ou 2. Si l'ordre est 1,
alors ¢(p) = Idk et @ est'action triviale. Le produit semi-direct K x, P est alors
le produit direct K x P qui estisomorphe a Z /130 Z puisque K et P sont cycliques
d’ordres premiers entre eux. Si l'ordre est 2, alors ¢(p) est un des trois éléments
d’ordre 2 de Aut (K) suivants (en identifiant K avec (Z/5Z) x (Z/132Z)):

,5) — (—7,5) qui agit sur le premier facteur et induit l'identité sur le second,
,5) — (7,—5) qui induit I'identité sur le premier facteur,
5) — (—F,—35) = —(7,59).

o1 (
Ny (
o3 (
Si ¢(p) = aq,Vaction ¢, est triviale sur le facteur Z/13Z de (Z/5Z) x (Z/13Z)
et induit sur Z/5Z une action ¢ telle que ¢ (0) = Id, ¢(1)(k) = —k. On a alors
(Z/5Z) x (Z/13Z)] % (Z/2Z) ~ (Z/5Z) %y (Z/2Z)] x (Z/13Z) (Ex.2-11),
avec (Z/5Z) xy (Z/2Z) ~ Ds.Si ¢(p) = a2, on a une situation analogue. Fina-
lement,

~

s
S

I ==

<

7

si (p) = a1, onobtient [(Z/5Z) x (Z/13Z)] Xy (Z/2Z) ~ Ds x (Z/13Z),

si ¢(p) = az, on obtient [(Z/5Z) x (Z/13Z)] x o (Z/2Z) ~ (Z/5Z) x Ds3,

si ¢(p) = a3, on obtient [(Z/5Z) x (Z/13Z)] x o (Z/2Z) ~ (Z/65Z) x , (Z./2Z)
Dgs.

R

_ Ex5-7

Soit G un groupe d’ordre 12 = 22 x 3. D’aprés les th. de Sylow, il existe un sous-groupe
H de G d’ordre 2% et un sous-groupe K d’ordre 3. Le nombre 13 de 3-sous-groupes de
Sylow divise 4 etona n3 =1 (mod 3) donc n3 =1 ou4.

Supposons que n3 = 4. Notons Kj, ..., K4 les quatre 3-sous-groupes de Sylow. D’apres
le th. de Lagrange, pour i # j, [K;NK; : 1] divise [K;: 1] =3 etvautdonc1ou3.Ilest
exclu que [K;NK;: 1] =3 car cela imposerait K; = K; N K; = K;. Donc K; NK; = {e}.

Si

x € G est d’ordre 3, d’apres le deuxieme th. de Sylow (x) est, inclus dans I'un

des 3-sous-groupes de Sylow K;. Il existe donc 2 x 4 = 8 éléments d’ordre 3 dans G.
Comme aucun élément du groupe H n’est d’ordre 3 (car [H : 1] = 4), on voit que H
est le complémentaire de ’ensemble X des éléments d’ordre 3 de G . Tout a € Aut (G)
laisse stable X . Donc a(H) = H. Ainsi,ona H<G.

D’apres le th. de Lagrange, [HNK : 1] divise [H : 1] = 4 et [K : 1] = 3 donc

[HNK:1] =1 et HNK = {e}. D’apres le th. de Noether, HK est un sous-groupe et
HK/H ~K/(KNH) ~K donc [HK : 1] = [H:1] x [K: 1] = 12 et HK = G. Ainsi,
G est un produit semi-direct H x, K, avec K~ Z/3Z et H ~ Z/4Z ou (Z/2Z)>.
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Si H ~ Z/4Z alors [Aut(H) : 1] = 2 (3-2, cor. 2). Comme 3 A2 = 1, d’apres
1-9, cor. 1, le seul homomorphisme ¢ de Z/3Z dans Aut(H) est 'homomorphisme
trivial. Le produit semi-direct H x, K est un produit direct et G est isomorphe a
(Z/AZ) x (Z/3Z) ~ Z/12Z.

Si H ~ (Z/2Z)?, alors Aut(H) est d’ordre 6, isomorphe a S; (voir Ex. 1-4). Un
homomorphisme ¢ de Z/3Z dans S, est déterminé par la donnée de 'image ¢(1)
du générateur 1de Z/3Z . Lordre o(¢(1)) de ¢(1) divise o(1).1Il vaut1ou 3.

Si 0(¢(1)) =1, alors @ est trivial et G ~ (Z/2Z)* x (Z/3Z) ~ (Z./2Z) x (Z./6Z.) .

Si o(@(1)) =3, alors ¢(1) estl'un des éléments ¢ = (1,2,3) ou ¢? = (1,3,2) d’ordre
3 de &3. 11 existe donc deux homomorphismes ¢; et ¢, de Z/3Z dans Aut(S3)
(voir 3-2, cor. 1). Comme a : k + —k est un automorphisme de Z/3Z tel que
@2 = ¢1 o «, les produits semi-directs (Z/2Z)* x,, (Z/3Z), ot i = 1,2, sont iso-
morphes (5-2, lemme). Par exemple, le groupe alterné A4 et le groupe des déplace-
ments de 1’espace euclidien conservant un tétraedre régulier, sont d’ordre 12, non
commutatifs et ont 4 sous-groupes d’ordre 3. Ils sont isomorphes et ont la structure
que nous venons de caractériser.

Supposons que n3 = 1. Alors K est distingué. On voit comme précédemment, que
G est isomorphe a un produit semi-direct K x4 H, ott ¥ € Hom (H, Aut (K)). Ici,
Aut (K) d’ordre ¢(3) =2 estisomorphea Z/2Z = {0,1}.

Si H=2Z/4Z,alors Y € Hom (Z/4Z,7Z/27Z) applique 1€ Z/47Z surOoul.
Si ¥(1) =0, alors ¢ est trivial, G ~ (Z/3Z) x (Z/4Z) ~ Z/12Z.

Si (1) =1,alors ¥(2) =0, ¢(3) =1, p(0) =0 et G ~ (Z/3Z) xy (Z/4Z).

Si H = (Z/2Z)?, 1 peut étre triviale et alors G ~ (Z/3Z) x (Z/2Z)* ~ (Z/2Z) x
(Z/6Z). Si ¢ nest pas trivial, alors ¢(H) = Aut (K) étant d’ordre 2, le noyau de ¢
est un sous-groupe d’ordre 2 de (Z/2Z)%. On a donc trois choix 1,9, 13 selon le
choix du noyau de ¢. Comme Aut (H) = S3 permute les éléments d’ordre 2 de H, on
voit que pour tous i # j, il existe a € Aut (H) tel que ¥; oa = ¢;. Les produits semi-
directs K xy, H et K xy H sontisomorphes (5-2, lemme). Dans ce cas, G est isomorphe
a un produit semi-direct (Z/3Z) xy (Z/4Z) qui est engendré par a = (1,0) et
b= (0,1) d’ordres 3 et 4 tels que bab~! = y,(a) = a>.

Finalement, a isomorphisme pres, il existe cinq groupes d’ordre 12 parmi lesquels
deux groupes abéliens Z/127Z , (Z/2Z) x (Z/6Z), trois groupes non abéliens :
- A4 qui a 8 éléments d’ordre 3 et qui n’a aucun élément d’ordre 4,
- le groupe diédral Dg qui a deux éléments d’ordre 3 et aucun élément d’ordre 4,
- un autre groupe (Z/3Z) xy (Z/4Z) qui a des éléments d’ordre 4.

Ces cinq groupes sont deux a deux non isomorphes et tout groupe d’ordre 12 est
isomorphe a I'un d’eux.
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Chapitre 6

Géomeétrie affine

6.1 Espace affine associé a un espace vectoriel

Définition.
On appelle espace affine, un ensemble £ sur lequel le groupe additif (E,+) d’un
espace vectoriel agit a droite, transitivement et librement.
Les éléments de & sont appelés les points, ceux de E les vecteurs.

Si E est de dimension finie, dim(E) est appelée la dimension de I’espace affine £ .

Le groupe additif E est commutatif. Toute action a gauche de E est aussi une action
a droite. Dans l’étucLe> des espaiss affines, elle est vue comme une action a droite. Elle
ne se note pas (M, x") — M- x" comme nous l’avions fait précédemment mais
(M, %) — M+x.
Ce signe + ne dé_s>igne donc pas une loi de composition interne puisque_> M est un
élément de £ et x” est un élément de E. C’est le résultat de 1’action de x° € E sur
M € £ . Puisqu’il s’agit d’une action, on a:

AVMEE VX €E VY €E  (M+X)+7 = M+(
HYMeE M+0 =M.

Dans l'expression M + (? + ?) , les deux signes “plus” n’ont pas du tout la rgéme
signification : le premier exprime l’action sur M € £ d'un vecteur z" = x + y', le
deuxiéme est la loi de composition interne du groupe additif (E,+).

T4Y),

N Puisque l’action est ici tlgnsitive, pour tout couple de points_> (M, N) de & il existe
x" € E tel que N = M+ x". L'action étant libre, ce vecteur x" est unique. Il existe
donc une application bien définie associant a tout couple (M, N) de points de £ le

vecteur x € E tel que N =M+ X .Onnote MN ce vecteur x . Il vérifie la condition
suivante, qui le caractérise :

(1) M+MN = N.

Proposition.

Quels que soient les points A, B,C de I'espace affine £, on a la relation de Chasles

AB +BC = AC.

_>
Ona AA :?pourtoutAES et BA = — AB pourtout A€ &, tout Be&.
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Démonstration. En utilisant (1) et la condition a), on obtient

A+AC = C et A+(ﬁ+3?):(A+ﬁ)+ﬁ:B+B?:C.

—
L'unique Vecglr X tel que A+ % = C,estdonc AB + B?) = 1@) Avec A=B=C
on voit que AA = ?.Enprenant C = A il vient AB +BA = AA = 0. ]

Corollaire.

Les translations ty : M — M+ ?, ou ? € E, constituent un sous-groupe du
groupe Sg des bijections de £ sur £, isomorphe a E .

Démonstration. Comme pour toute action de groupe, ty : M — M+ X est, pour tout
% € E, une bijection de & sur &£ (d’application réciproque t_z) et t : T tz, estun
homomorphisme du groupe additif (E, +) dans S¢. Si x” € Ker (f),onaty = Id¢, soit
M+% =M pour tout M € £. On en déduit que ¥ =MM=0. L’homomorphisme
t est injectif (une action libre est toujours fidele) et t(E) est isomorphe a E. |

Exercice. On considére un ensemble £, un espace vectoriel E et une application
(A,B) — AB de & x € dans E, telle que:

)VAe€& VBeé VCeé AB+BC = AC,

2) pour tout A € £, l'application ¢4 : N — AN est bijective de £ sur E.

Montrer que £ est de maniere naturelle un espace affine sur E .

Solution. Soient M € £ et X € E. D’apres 2), il existe N € £ unique, tel que

MN = X .Posons M+ x = N.Montrons que l'on définit ainsi une action de (E, +)
sur £.

Soient M € &, ? € E, 7 € E. Alors N = M+?,est l'unique point de & tel
que]\m — X .Deméme P = N —i—? est 'unique point tel quel\ﬁ = ?.D’aprés
1),?+7:m+ﬁ:W.AinsiP:M—I—(?—i—?),cequiprouveque:

(M+%)+y =N+y =P =M+(x +7).
Pour tout M € £,ona MM + L/IM = MM etdonc MM = ?.L’unic}lue Vecteur?
tel que M:M—i—;) est ?: 0 .Pourtout M€ £,onadonc M+ 0 =M.

On a donc bien une action. Cette action est transitive et libre, d’apres 2).

Exemple. Tout groupe G agit par translations a droite sur lui-méme : en posant X = G,
cette action est (x,g) — xg. Cette action est libre et transitive: pour tout x € X et
pour tout x’ € X, il existe ¢ € G unique tel que xg = x’, a savoir ¢ = x~x’.

Cela s’applique en particulier au groupe additif (E, +) d’un espace vectoriel E. Il
existe donc un espace affine £ dont I’ensemble des points est &g = E et pour lequel
I'action d’un vecteur 7 € E sur & estl’action par la translation t; : x" — x"+y
habituelle. Nous I'appellerons 1’espace affine canonique sur E .

Si E = K", nous noterons &,(K) 1’espace affine canonique de K".
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6.2 Reperes cartésiens

Fixons une origine A € £ . L'application de E sur &

QDAZ?F—)A—F?

est bijective car l’action est libre et transitive. Elle permet de paramétrer £ a l'aide de

E . 'application réciproque de ¢4 est M +— AM car ¢ A(W ) =M.
Supposons l'espace vectoriel E de dimension finie n sur le

) — —

corps K. S_o>1t B = (e; sy ) une base de E . Tout vecteur A

x" = x1e + -+ x4e, de E est caractérisé par ses coor- N /
2 . (4 /

données x1,...,x, dans cette base. On obtient donc une 2 > /

bijection de K" sur £, associanta (x1,...,x,) le point A 1 ‘

— — .
€))] M= A+ x1e + -+ xuey . casoun =2
Définition.

Un tel systétme R = (A, a>, . ,e_n>) formé d’une origine A de &£ et d’une base de
E est appelé un repere cartésien de £ . Les scalaires xi,...,x, caractérisés par la
relation (1) s’appellent les coordonnées du point M de £ dans ce repére.

Soient R' = (A, ] ,...,e, ere, P = (a;;) la matrice d
oient = (A,e},...,¢e,) un autre repei, = (a;) la matrice de passage
de la base B = (e_f,...,f?) alabase B’ = (€],...,€),), c'est-a-dire la matrice de

— —
Idg : (E,B’) — (E,B) dontles colonnes sont formées des coordonnéesde ¢} , ..., e,
dans la base B . Les coordonnées d’un vecteur dans la base B sont données en fonction
de ses coordonnées dans la base B’ par la formule X = AX’'.Sionnote a,...,a) les

coordonnées de A’ dans le repere R, la relation
—
AM = AA + M
donne les formules de changement de repere

x1 = ay +anxy +- -+ apx,
(1) e e

Xp = a, + amXx] + -+ Auux),

Considérons une variété (C) d’équation F(xy,...,x,) = 0 dans le repére R, ot F
est un polynome de n variables a coefficients dans le corps K des scalaires de E, de de-
gré total k. En substituant a xi,...,x, leur expression (1) en fonction des coordonnées
Xi,..., X, ,onobtient 'équation de (C) dans le repere R’. C’est encore un polynéme de
degré total k car la matrice (a;; est inversible. On voit qu’en géométrie affine la notion
de variété algébrique de degré k , a un sens indépendamment du repere dans lequel on
se place pour la définir.

Dans le plan affine & (K), les courbes de degré 2 sont appelées les coniques. Les
courbes de degré 3,4,... sont appelées les cubiques, les quartiques, ... Elles furent
tres étudiées, dans le plan euclidien, aux 17¢ et 18° siecles. Les plus connues comme
la strophoide, la cissoide, la lemniscate de Bernoulli, les limagons de Pascal dont la
cardioide, se déduisent par inversion de coniques, ce qui fournit des paramétrages
rationnels et des caractérisations géométriques de ces courbes (voir Ex. 8-1).
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Les surfaces de degré 2 de 1’espace affine £3(K) sont appelées quadriques. Les va-
riétés algébriques de degré 2 de &,(K) sont appelées hyperquadriques de cet espace.

Rappelons le principe de la classification affine des coniques (celle des quadriques
se fait de maniére analogue). Considérons 1'équation générale d"une conique (C):

f(x,y) = ax?+2bxy +cy?> +2dx+2ey+f = 0

dans un repere R. La signature de la forme quadratique g(x,y) = ax? + 2bxy + cy?,
donnant les signes de sa décomposition comme somme de carrés de formes linéaires
indépendantes, ne dépend pas de la base de E choisie. Comme on peut multiplier le
premier membre de 1’équation de (C) par un réel non nul sans changer (C), trois cas
se présentent :

q(x,y) = (ax + By)*+ (yx +Jy)?, genre ellipse (on a q de rang 2),
q(x,y) = (ax + By)* — (yx +Jy)?, genre hyperbole (on a g de rang 2),
q(x,y) = (ax + By)*, genre parabole (on a g de rang 1).

Pour savoir si I(xg,1o) est centre de symétrie de (C), on place 'origine en I. Les
nouvelles coordonnées X, Y, vérifient x = xo + X, v = yo + Y, d’ou I'équation de (C):

q(X,Y) +2(axo + byo +d) X + 2(bxo + cyo + €)Y + f(x0,y0) = 0.

axo+byy = —d

Ainsi, I est centre de symétrie si et seulement si
bxo+cyo = —e

Si le déterminant 6 = ac — b* du systéme est non nul, la conique a un unique
centre de symétrie. La matrice M du systeme est la matrice de la forme quadratique g
donc ¢ # 0 lorsque g est de rang 2, c’est-a-dire si (C) est du genre ellipse ou du genre
hyperbole. On appelle ces coniques les coniques a centre.

Dans le cas du genre parabole, on a § = 0. Le systeme précédent est de rang 1,
les colonnes de la matrice M du systeme sont proportionnelles, engendrent une droite
dans K2. Si le second membre appartient a cette droite, le systéme est équivalent a
la premiere de ses équations. On a une droite de centres de symétrie. La conique est
constituée de deux droites paralleles. Si le second membre n’appartient pas a cette
droite de K?, le systéme n’a pas de solution. La conique est une parabole.

Si (C) est a centre, g(x,y) est somme ou différence de carrés de formes linéaires
indépendantes. Le changement de base indiqué par ces formes conduit a 1’équation

X?4+Y2-1=0 (genreellipse) ou X?—Y?2—-1=0 (genrehyperbole).

Si (C) est une parabole, en prenant pour origine un point de (C) et en choisissant la
forme linéaire apparaissant au carré dans q(x,y) et les termes de degré 1 (contenant
une forme indépendante de la précédente), on obtient I'équation X2 —Y = 0.

%
Exercice. Dans & (R), muni d'unrepere R = (O, T, j ), étudier la conique (C)
ayant pour équation f(x,y) = x> +2xy—y*—6x+2y—1 = 0.

Solution. La forme quadratique g(x,y) = x> +2xy —y> = (x +y)? — 2y? a pour
signature (1,1).Donc (C) est une conique a centre, du genre hyperbole. Déterminons
son centre A. En posant x =a + X, y = b+ Y, l'équation devient

g(X,Y)+ (2a+2b—6)X+ (20 —2b+2)Y + f(a,b) =0.

2a +2b

Les coordonnées de A sont solutions du systeme de Cramer { 2q — 2b i o
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soit a = 1 et b = 2. Dans le repere
(A, 7, ]_>) , I’équation de (C) est

0=X2+42XY-Y2-2
=(X+Y)2-2Y?2-2

soit 2(X+Y)2—Y2—-1=0.

Posons X' = \%(XJFY),Y’ =Y,

c’est-a-dire prenons comme nouveaux
7 7
vecteurs de base ' (v/2,0), /' (—=1,1).

L’équation de (C) est X2 — Y2 -1 =0.

6.3 Applications affines

Considérons une action d'un groupe G sur un ensemble X, c’est-a-dire un ho-
momorphisme t du groupe G dans le groupe Sx des bijections de X . Que peut étre
une action (X',G’,t') isomorphe a (X,G,t) ?Si G = G’, la notion naturelle sera la
donnée d'une bijection f : X +— X' qui échange les deux actions, c’est-a-dire telle que
f(x.g) = f(x).g pour tout x € X et pour tout g € G. Cela signifie que f entrelace les
homomorphismes de groupes t : G — Sx et t' : G’ — S% dans le sens suivant:

VgeG fot(g) =t(g)of.

Si G et G’ sont distincts, pour avoir des objets isomorphes, on donnera en outre un
isomorphisme de groupes /1 de G sur G’ tel que:

VgeG fot(g) = t[h(g)]of.

Cette condition peut encore s’écrire :

VyeX VgeG f(xg) = f(x)h(g).

Pour définir une notion d’homomorphisme de (X, G,t) dans (X’,G’,t'), on consi-
derera un homomorphisme de groupes & de G dans G’, une application f de X dans
X', qui vérifient la condition ci-dessus. C’est ce type de notion que 1’on considére en
géométrie affine, o1 les morphismes sont appelés applications affines.

Définition 1.

Considérons deux espaces vectoriels E et E' sur le méme corps K et deux espaces
affines £ et &' sur E et E' respectivement. Une application f de £ dans &' est dite
affine, s'il existe une application linéaire v de E dans E' telle que

) VMeEE VX €E f(M+7%) = f(M)+0(%),
c’est-a-dire telle que
@) VY €E foty=tyof.

Nous noterons A (&, £) I’ensemble des applications affines de € dans £'.Si & = &’
nous noterons A(E) cet ensemble.
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On peut encore exprimer la condition (1) de la maniére suivante : une application
f de £ dans &' est affine si et seulement s’il existe v € L(E,E’) telle que:

WMeE YNeé& MN —o(MN) on M — f(M) et N — f(N).

Proposition 1.

Dans la détinition ci-dessus, I'application linéaire v est unique. Elle est injective (resp.
surjective) si et seulement si f est injective (resp. surjective).

Si € et &' sont de dimension finie et de méme dimension, alors f est injective si et
seulement si f est surjective (et alors f est bijective).

Démonstration. Fixons une origine A de £ et posons A’ = f(A). A l'aide des
N — — — P o o

bijections ¢4 : x" — A_) + x" etoa KN A+ U la condition (1) appliquée avec

M= A,donne ¢a (v(x")) = f(¢a (x")) pourtout x” € E. On a donc nécessairement,

(3) v:goz,longDA et f:qOA/O'Z)O(PZ‘l‘
Donc v est unique. Les relations ci-dessus montrent que f est injective (resp. surjective)
si et seulement si v est injective (resp. surjective).

Si les dimensions des espaces £ et £’ sont finies et égales, la formule du rang,
dim(Im (v)) = dim(E) — dim(Ker (v)) montre que v est surjective si et seulement si
elle est injective. ]

Définition 2.
L’application linéaire v est appelée l’application linéaire associée a f. Nous la
noterons vy .

Proposition 2.

Considérons des espaces vectoriels E,E',E" sur un méme corps K, des espaces
affines £,&',E" sur E,E',E" respectivement, f € A(E,E'), g € A(E',E"). Alors
I'application g o f estaffine et vgof = Vg © Vf.

Démonstration. Pour tout M € £ et pour tout ¥ €Eona
(80 /) (M+X) = g(F(M) +27 () = g (f(M)) +2g (2 (),

donc g o f est affine et l'application linéaire associée est vy o vy . [

Considérons des espaces affines € et £ de dimensions finies p et 4, munis de
repéres cartésiens (O, B) et O’, B’). Considérons une application affine f de £ dans
&'. Notons (a;;) la matrice de I'application linéaire v dans les bases B et B’ de E et
E’. Introduisons aussi les coordonnées by,...,b; du point I = f(O) dans le repére

(0, B). Alors, tout point M = O + x1€_1> 4+ xpe_]g> de &£ a pour image

_>
F(M) = £(O) + vp(xie1 +...+xpey) = O +0'1 + vp(xiel +...+xpe,),

de coordonnées :

xi = anpxi+... +a1pxp+b1

(4) T R

Xg = agX1+...+agpXxp + b,

Réciproquement, nous allons voir au paragraphe suivant qu'une application qui a
une expression de ce type est affine.
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6.4 Existence d’applications affines

Proposition.

Soient E, E' des espaces vectoriels sur le méme corps K et £,E’ des espaces affines
sur E et E' respectivement. L'application f +— vy est surjective de A(E,E') sur
L(E,E"). Plus précisément, pour tout A € £, tout A’ € £ ettout v € L(E,E), il
existe une application affine f et une seule telle que f(A) = A" et vy = v. Elle est
définie par :

(1) YMeE  f(M) = A+ o(AM).

Démonstration. S'il existe f € A(E,E’) telle que f(A) = A’ et vy = v, alors
d’apres 6-3, formules (3), ona f = @a 0 vy © q);{l , ce qui montre que f est unique.
Réciproquement, définissons f en posant f = @4 0 v o ¢,'. Alors f est définie par
la relation (1) ci-dessus. Vérifions qu’elle est affine. Soient M € £ et x € E. Posons
N=M+7x. D’apres la relation de Chasles on a:
FIM+X) = f(N) = A' +0(AN) = A’ +0(AM +MN)

— A'+[0(AM)+v(MN)] = [A'+0(AM)] +0(MN)

— f(M)+0o(MN) = f(M)+0 (). .

Remarque. Soient f : &€ — &', A € £ et A’ = f(A). Poursavoirsi f : € = &
est affine, il suffit de considérer M = A + X et M/ = f(M), pour tout X € E.Si

l'application v : T e 37 —=A'M’ estlinéaire de E dans E’, alors f est affine.

Corollaire 1.

Soient £,&" des espaces affines sur le méme corps K de dimensions finies égales. 11
existe des applications affines bijectives de & sur £’.

Démonstration. Puisque dim(E) = dim(E’), il existe v € L(E, E’) bijective. Choisis-
sons des origines A et A’ de £ et £ . Alors f = @u o v o ¢,' est affine de £ dans
&' . D’apres 6-3, prop. 1, elle est bijective. n

Corollaire 2.
Soit £ un espace affine. Pour tout A € &£, tout scalaire A non nul, ’homothétie
h: M— A+ /\m, de centre A de rapport A, est affine et v, = A Idg.

Démonstration. La proposition s’applique en prenant A’ = A et v = A Idg. [

Corollaire 3.
Supposons & et £ de dimensions finies p et q sur le corps K, munis de repéres
cartésiens R = (O, B) et R' = (O',B'). Une application f de £ dans &' est affine si
et seulement s’il existe une matrice M = (a;;) € Mp,4(K) et by,...,b; € K tels que
f ait I'expression (4) obtenue en 6-3. Elle est bijective si et seulement si la matrice M
est inversible, ce qui nécessite p = q .

Démonstration. Nous avons vu en 6-3 quessi f est affine, son expression est donnée par
(4). Réciproquement supposons f définie par (4). Appliquons la proposition en prenant
A =0.Alors, f(A) = A’ apour coordonnées by, ..., b, . Soit v 'application linéaire
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de matrice M = (a;;) dans lesbases Bet B'.Ona f = gu o v o ¢, donc f est affine
d’apres la proposition. Elle est bijective si et seulement si vy est bijective, c’est-a-dire
si M est inversible. La résolution du systeme de Cramer (4) exprimera alors xi,..., X,
en fonctionde x},..., x; , d’ot1 I'expression de 1. N

Exercice. On considere  un espace affine £ de dimension 3 sur un corps K, un
repére R = (O, T, ]_>, k') de £,1le plan P d’équation x —y+z+2 =0 etle
vecteur o = 1 + j + k . Montrer que la projection f sur P parallelement a

7, 1a symétrie ¢ par rapport a P parallelement a 7', sont affines.

Solution. Soit M(x,y,z) € £. La droite D issue de M dirigée par 7 est I'ensemble
des points N € &£ tels qu'il existe t € K tel que MN =t7 .0Onale paramétrage
N =M+t des points de D, soit:
(1) xy = x+t , yy = y+t , zy = z+t.
Les coordonnées d'un point N commun a D et P auront la forme ci-dessus et
vérifieront I’équation du plan P . On obtient 'équation au parametre ¢,
(x+t) -+ +(z+t)+2=0,

d'ott t = —x +y —z — 2, puis les coordonnées du projeté N = f(M) = M+ to etdu
symétrique N' = g(M) = M + 267 Cest-a-dire les expressions analytiques de f et de
g dans le repére R, qui montrent que f et g sont affines :

Xy = y — z =2 x, = —x + 2y — 2z —4
yy = —x + 2y — z -2 Yo = —2x + 3y — 2z —4
Zy, = —x + y -2 zy = —2x + 2y — z —4

6.5 Isomorphismes affines

Dans une catégorie mathématique, dont on a défini les objets et les morphismes, on
appelle isomorphisme d'un objet X sur un autre X', un homomorphisme f : X — X’
tel qu’il existe un homomorphisme ¢ de X’ dans X vérifiant go f = Idx et fog =
Id x.

Proposition.

Soit f : & — &' une application affine. Si f est bijective, c’est un isomorphisme
affine. Plus précisément, f ! est affine et I'application linéaire associée est U;l .

Démonstration. Considérons M € £,% € E’ et montrons que f (M + ?) et

FH(M) + v;l (?) sont égaux. Pour cela, il suffit que leurs images par f soient égales
car f est bijective. Or f étant affine, on a

FUT M) + 0, (X)) = FIFHM)] +op(0p (X)) = M+ X = f[fH(M+ %)) u

Corollaire 1.

Soient f : € - &' et g : &' — &' des isomorphismes. Alors g o f est un isomor-
phisme affine de € sur " .

Démonstration. Si f et ¢ sont affines bijectives, il en est de méme pour go f. [
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Corollaire 2.

Soit £ un espace affine sur I’espace vectoriel E. Fixons une origine A dans &£ . Alors
— — . . ) , -
@a @ X — A+ x estunisomorphisme affine de I'espace affine &g sur £ .

Démonstration. On sait que ¢4 est bijective. Elle est affme car pour tous

yGE
ona pA(X +7) = A+ (T +7) = (A+ )+ 7 = 9a(x) + Idg(

x_>,
y). n

Corollaire 3.
Démonstration. Fixons une base B = (e_> L. ,en) de E, une origine A de £ . Alors
@ (x1,...,x0) — A+ xla> + .-+ x,e, estun 1somorph1sme de &(K)sur €. m

Soit £ un espace affine de dimension finie n sur le corps K. Alors £ est isomorphe a
I’espace affine canonique &,(K) .

Remarque. En raison de l'unicité, & isomorphisme pres, de 'espace affine de dimen-
sion n sur K, on parle de l'espace affine &,(K). En géométrie plane on dit “le plan
affine” &(R). En géométrie dans l'espace, on dit “I’espace affine” &;(IR). Toutefois,
I'isomorphisme ¢ du corollaire n’a rien de canonique. Il dépend des choix de 'origine
Aetdelabase B.

Evidemment, cela démystifie la notion d’espace affine. La définition des espaces
affines s’exprime dans un formalisme qui parait savant et compliqué. En fait, nous
constatons maintenant que c’est un objet familier : il est isomorphe a un espace vectoriel
E que l'on fait agir sur lui-méme par translations. Mieux, en dimension finie 7, une fois
choisie une origine A dans £ et une base 3 de E, on peut considérer que 1’on est dans K"
avec le vecteur nul pour origine. C’est ce que I'on fait souvent, pour ne pas s’encombrer
d'un formalisme qui se révele un peu excessif. Toutefois, il ne faut pas perdre de vue

que dans &,(K) l'origine 0 n’a rien de particulier. Ce n’est qu'un élément parmi les
autres, ce qui n’est pas le cas dans 1'espace vectoriel E .

Exercice. Dans le plan affine & (IR), étudier 'ensemble G des applications affines
qui laissent globalement invariant un parallélogramme P = ABCD (non aplati).

Solution. Munissons R? d’ un prodult scalaire et donc &(R) d’une structure

euclidienne (voir §3). Soit (O, i , ] ) un repeére orthonormé. Considérons le carré
C=0IK],ou I =0+ T ,J =0+ ]_> D’apres 6- 4 il ex1ste une application affine
unique g telle que ¢(A) = O, vg(zﬁ) =7, Ug(AD) = ] . Comme vg applique
une base (zﬁ ,AD) de R? sur une autre base ( , ] ) de R?, c’est un automor-
phisme de l’espace vectoriel R?. D’aprés 6-3, g est bijective. C’est un isomorphisme
de l'espace affine & (R) sur lui-méme. On voit alors qu’une application affine f laisse
globalement invariant le parallélogramme P, si et seulement si go f o ¢~! laisse inva-
riant le carré C. Or nous verrons (Ex. 8-2) que les applications affines qui conservent
C sont des isométries, qu’elles constituent un groupe fini D, ayant 8 éléments. Alors
¢ : f' +— g lof og applique Dy sur G qui est donc un groupe isomorphe a Dj.
Bien siir, transportées par ¢ les symétries orthogonales du carré deviennent des
symétries obliques pour P . En géométrie affine, on n’a pas de produit scalaire et donc
pas d’orthogonalité. Il n'y a pas davantage de rotations. On pourra toujours voir la
transformation conservant P associée a une rotation conservant C comme composée
de symétries obliques, puisqu’en géométrie euclidienne une rotation est la composée
de symétries orthogonales convenables.
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6.6 Sous-espaces affines

Soient £ un espace affine et E 'espace vectoriel associé. Considérons un sous-
espace vectoriel F de E. On peut restreindre a F ’homomorphisme ¢ : X tz
du groupe additif E dans Sg . On obtient ainsi une action du sous-groupe F de E sur
& . Cette action de F est libre car I'action de E est libre. Mais si F # E, elle n’est pas
transitive. Les orbites sous cette action de F constituent une partition de &£ . Par défi-
nition d"une orbite, F agit transitivement, et ici librement, sur chacune de ces orbites.
Toute orbite pour I'action de F est donc un espace affine sur 1’espace vectoriel F .

Définition 1.
Les orbites pour I'action du sous-espace vectoriel F sur £ sont appelées les sous-
espaces affines de £ de direction F .

Ces orbites constituent une partition de £ . Par tout point A € £ il passe donc un
sous-espace affine de direction F et un seul : c’est I’orbite de A sous l’action de F,

Fa = {A—f—?; ?EF}.
L’injection naturelle M — M de F4 dans & est affine, I’application linéaire associée
e e > >

est l'injection x° — x° de FdansE.

Soit F un sous-ensemble de & et soit A € F . Pour
que F soit un sous-espace affine de &, il faut et il suffit
que F = {m ; M € F} soit un sous-espace vectoriel
de E. Alors F est la direction de F .

Si F4 et Fp sont les sous-espaces affines de £ de direc-
tion F issus de A et B, alors Fp se déduit de F4 par la /0

translation de vecteur ? = zﬁ car
_>
Fs={B+x; Y €F} ={A+AB+x; X €F} = {t;(A+¥); ¥ €F}.

Dans le cas de l'espace affine £ canonique sur l’espace vectoriel E, les sous-espaces
affines de direction F, ot F est un sous-espace vectoriel de E, sont aussi les classes du
groupe additif E modulo le sous-groupe F .

Les sous-espaces affines de dimension 1 sont appelés les droites affines de £, ceux
de dimension 2 sont les plans affines.

Soient F et G des sous-espaces affines de &, de directions F et G. On dit que F est
parallelea G ,siona F C G. Cette relation binaire est un préordre sur I'ensemble des
sous-espaces affines de £ . La relation d’équivalence associée (soit F C G et G C F),
exprime que F et G ont la méme direction F = G. On la note souvent F//§.

Proposition.

Soit (F;)ie; une famille de sous-espaces affines de l'espace affine £. Pour i € I,
notons F; la direction de F;. Si (| Fi n’est pas vide, c’est un sous-espace affine de
i€l
£ de direction ﬂ F;.
i€l
Démonstration. Prenons pour origine de £ un point A de ﬂ Fi.Ona
i€l
Me(\F « Viel MeF « Viel AMeF & AMen F.
1€

iel
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Cela montre que | F; = {A+ X, ¥ € (] Fi} est le sous-espace affine de &,
i€l i€l
passant par A, ayant pour direction le sous-espace vectoriel ﬂ F, deE. n

iel

Corollaire.
Soit X une partie non vide de I'espace affine £ . Il existe un plus petit sous-espace
affine F de & contenant X, a savoir l'intersection de tous les sous-espaces affines
de & contenant X . Si A est un point de X, alors la direction de F est le sous-espace

vectoriel F = Vect{zm; M € X} deE.

Démonstration. D’aprés la proposition, l'intersection F des sous-espaces affines de &
contenant X est un sous-espace affine de £, contenant X . Il est inclus dans tout autre
sous-espace affine de £ contenant X, ce qui justifie la premiere assertion.

Soit A un point de X. La direction F de F est un sous-espace vectoriel de E qui
contient AM pour tout M € X. Il contient donc le sous-espace vectoriel
V = Vect{zm ; M € X}. Par ailleurs, A+ V est un sous-espace affine de &

qui contient tout point M = A + m de X. Il contient donc F. Ainsi, V = F et
F=A+YV. [ |

Définition 2.

Par exemple, si X est constituée de deux points distincts A, B € £, le sous-espace
affine engendré par X est le sous-espace affine issu de A ayant pour direction la droite

vectorielle {Azﬁ ; A € K} dirigée pam@ . C’est la droite (AB).

Ce plus petit sous-espace affine de £ contenant la partie non vide X de £, est appelé
le sous-espace affine de £ engendré par X .

6.7 Sous-espaces affines en dimension finie

Soit £ un espace affine de dimension finie

. ’ N — —
n, muni d'un repere R = (O,¢/,...,¢e,).
Soient F un s_o)us—esga)ce affine, F sa direction,
A € F et (v{,...,v5) une base de F. Alors,
e

-
M
— -
V. e
2 4 ;
A

— — R Ao
(A,v{,...,9¢) est un repere cartésien de l'es-
pace affine F. Si on connait les coordonnées

- 3
des vecteurs OA, v_f, ees, v_k> dans la base B =
— — ) - 5
(e1',...,e,) de E, on a la représentation paramé-
trique des points M de F : exemple pourn =3 et k =2

—
OM = OA + to +---+ by,
ou ti,...,t, sont les coordonnées de M € F dans le repere (A,?J—1>,...,ZJ—k>) de F.

Dans le repere R de £, les coordonnées de M s’expriment en E})nction des coordonnées
ai,...,a, de A et des coordonnées blj, .. .,bn]- des vecteurs v; :

X1 = a;+bpt+...+ byt

(1) RN
Xy = ap+baty+ ...+ bty
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Proposition.

Soient F un sous-espace affine de dimension k de I’espace affine £ (dim(£) = n)
et A € F. Il existe des formes linéaires indépendantes f1,...,f,_ telles que
F={M e & | fl(zm) =0,..., fn,k(zm) = 0} . Réciproquement, soient
A €€ et fi,..., fu_r une famille libre de formes linéaires. Alors les n — k équations

fi(AM) =0,..., fu_x(AM) = 0 définissent un sous-espace affine F de dimension
kde €.

Démonstration. Dans la dualité entre E et son dual E*, la direction F de F, de
dimension k, a un orthogonal F L de dimension n — k. I suffit de considérer une base
(fi,---, fu_x) de F*. Alors I'orthogonal {fi,..., f,_x}* dans E de cette famille libre
de E* est (F1)1 = F d’oti la premiére assertion. Réciproquement, si (f1, ..., fy_x) est

libre dans E*,alors F = {f1,..., fux}" = [Vect ((fi)i<i<n_k)]* est un sous-espace
vectoriel de dimension k de E etona F = A+ F, d’ot1 la proposition. ]
Définition 2.

Soit £ un espace affine de dimension finie n. On appelle hyperplan de £ un sous-
espace affine de £ de dimensionn — 1.

Corollaire.
Soient £ un espace affine de dimension finie n, muni d’une origine O et ‘H un hy-
perplan de £, ne passant pas par O . 1l existe f € E*, unique, telle que

H={Me&|fOM)=1}.

Démonstration. Soit H la direction H#.On a dim(H) = n — 1 donc H est une droite
de E*. Les éléments non nuls de H' sont proportionnels. Si on fixe A € H, alors il

existe f € H unique telle que f ((ﬂ) )=1. ]

Remarque. Revenons a I'expression paramétrique (1) des points du sous-espace affine
F . Rappelons deux méthodes classiques pour éliminer les parametres ty, ..., t; et ob-
tenir n — k formes linéaires indépendantes donnant, comme dans la proposition, des

équations de F . Ces équations sont celles d’hyperplans dont I'intersection est F .

Dans la méthode de Gauss, on choisit des pivots successifs, k pivotsicicar vy, ..., vk

étant libres, le systeme est de rang k. Cela détermine k équations principales. L'élimi-
nation de ti,...,t des n —k équations non principales (ce qui revient a remplacer
t1,...,t par leurs valeurs tirées des k premiéres équations), donne n — k conditions
pour que le systéeme aux inconnues fy,...,t; ait des solutions. Ce sont des formes
linéaires indépendantes. Elles donnent des équations de F, de la forme :

() 0 =uwa(x1—ay) +- -+ an(x, —ay).

L’autre méthode est celle des déterminants bordants. Puisque o, v_k> sont libres,
la matrice (bj;) € M, x(K) de leurs coordonnées dans la base (e7, ..., e, ) est de rang
k. 11 existe donc un déterminant, de format k, extrait de cette matrice qui est non nul.
Le choix d'un tel déterminant détermine k équations principales qui constituent un
systéme de Cramer par rapport aux inconnues ty, .. ., t;. Quitte a changer la numérota-
tion des vecteurs de base, supposons que les k premiéres équations soient principales.
L'unique solution de ce systéme de Cramer doit vérifier chacune des équation non
principale. Cela se traduit par la nullité de n — k déterminants “bordants”. Par exemple,
pour que fy,...,f; vérifientla (k+ 1)*™= équation, on doit avoir :
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X1 —aq bip -+ bk
() 0=
Xk — Ak by - b
Xk+1 — k41 bk+1,1 ce bk+1,k

On obtient ainsi n — k équations caractérisant les points de . Les formes linéaires
obtenues sont indépendantes car échelonnées dans la base de E* duale de B ( (2)
contient la variable x; 1 et pas les suivantes, I'équation qui suit contient x;,, mais
pas les suivantes, etc... ). Si par exemple F est un hyperplan, alors k = n —1 et on
obtient une seule condition, équation de cet hyperplan.

- —
1 k),

Exercice. Dans l'espace £ = &(IR) muni d’un repere cartésien (O, T),
étudier la courbe (C) définie paramétriquement par :

4

x = 2coss+sins+1 , y = coss—sins+1 , z = coss-+2sins+2.

— —
Solution. Introduisons v_f =27+ ]_> +k v_2> -7 - ]_> +2k et le point

A(1,1,2). Puisque 1 ‘ # 0, la famille (a} ,v—; ) est libre. C’est une base de

2
1
P = Vect(01 , 02 ) C E. Considérons le plan affine 77 de &, de direction P issu de A.

Ce plan 73 admet pour repere cartésien R = (A,v7, v_z> ) ; c’est 'ensemble des points

M=0 +OA + t101 + tzvz Le parametrage de (C) s’écrit vectoriellement :

. —
M = 0+04 +cos(s)vl + sin(s) vy .
On voit que (C) est contenue dans P et définie paramétriquement dans le repeére R de
P par t; = cos(s), tp = sin(s). Elle a pour équation dans ce_;‘eg;‘ere #+8 =1
Elle est donc du genre ellipse. Son centre de symétrie est A et vy,v; sont deux dia-
metres conjugués, axes de symétrie “obliques” (nous sommes en géométrie affine, nous
n’avons pas de produit scalaire, ni d’orthogonalité). Le plan P a pour équation :

0= det(m,zﬁ,v—z}) =x—y—z+2.

6.8 Sous-espaces affines et applications affines

Proposition.

On considere deux espaces vectoriels E,E' sur le corps K, des espaces affines &,E&’
sur E et E' respectivementet f € A(E,E').

(i) Soit F un sous-espace affine de £ de direction F. Alors f(F) est un sous-
espace affine de &' de direction v¢(F).

(ii) Soit F' un sous-espace affine de &' de direction F'. Si f~}(F') est non vide,
c’est un sous-espace affine de £ de direction (vg) '(F').

(iii) Soit g € A(E,E'). 51 {M € £ | f(M) = g(M)} est non vide, c’est un sous-
espace affine de & de direction Ker (v — vg) .

Démonstration. Nous laissons les démonstrations comme exercice au lecteur. [

Corollaire 1.

|| Si f est une application affine, elle conserve le parallélisme.

Démonstration. Cela résulte de ’assertion (i) de la proposition. [
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Corollaire 2.

Soient € un espace affine et f € A(E). Si I'ensemble des points de & fixes par f est
non vide, c’est un sous-espace affine de £ de direction Ker (f — Idg).

Corollaire 3.

Soient £ un espace affine et f € A(E). Pour tout M € £, posons M' = f(M).

(i) Supposons qu'il existe A € £ tel que AAT € Im (v — Idg) . Alors f admet des
points fixes et on a MM € Im (vf — Idg) pourtout M € €.

(ii) Si f a un point fixe, celui-ci est unique si et seulement si Ker (vf — Idg) = {0}.

(iii) Supposons £ de dimension finie. Pour que f admette un point fixe unique, il
faut et il suffit que 1 ne soit pas valeur propre de vy .

Démonstration. (i) Considérons A € £ . Pour tout X € Eona:

FIA+T) = F(A) +0,(T) = A +0p(T) = A+ AA +0p(T).
Donc f admet un point fixe si et seulement s’il existe X €Etel que A + X = f(A+ ?),
soit si AAl — (vf — Idg)(—%).On a alors AA € Im (vf — IdE) . Réciproquement,
sil existe ? € E tel quem = (vf— IdE)(?),alors I=A+ (—?) est fixe par f .
(ii) Résulte du corollaire 2.

(iii) D"apres (ii), la condition est nécessaire. Réciproquement, si Ker (vy — Idg) = {0},
d’apres le th. durang : Im (vf — Idg) = E et f a des points fixes d’apres (i). n

Exercice. Considérons un espace affine £ de dimension finie, un scalaire A
différent de 0 et de 1. Soit f € A(E) telle que vy = A Idg. Montrer que f est
une homothétie et déterminer son centre.

Solution. Puisque 1 n’est pas valeur propre de vy, f a un point fixe unique I (cor.3,
- = e =, = —
(iii)). Ona I = A+ x* ol x’ est caractérisé par AA" = —vf(x )+ x" = (1-A)x",
soit ¥ = = m Ainsi f: M — f(I—l—Iﬁ) :f(I)—l—vf(Iﬁ) — I+ AIM est
I’homothétie de centre I de rapport A.

6.9 Groupe affine

Définition.

Un isomorphisme de I'espace affine £ sur & est appelé un automorphisme de £ .
L’ensemble des automorphismes de £, que nous noterons Aut(£), sera appelé le
groupe des automorphismes affines de £ ou plus briévement le groupe affine de £ .

Lemme.
Considérons un espace affine £ sur I'espace vectoriel E et une application f : £ — £.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) f est une translation.
(ii) f estaffineet vy = Idg.

(iii) f commute avec toute translation.
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Démonstration. (i) = (iii) car le groupe T des translations est commutatif.
(iii) = (ii) D’apres (iii), la condition (2) de la définition 6-3 est vérifiée :
%
Vx €E fOt;g:t;gOf:tIdE(y)Of.

(ii) = (i) Soient A € £, A’ = f(A) et 7 = ﬁ Pour tout M € &, en posant
? = m , on obtient en utilisant (ii) :

FM)= f(A+Y) = f(A) +op(Y) = A+
= (A+ﬁ)+m — (A+AM) +

Proposition.

Soit £ un espace affine.

(i) Muni de 'opération de composition Aut(E) est un groupe.

(ii) v : f + vy estun homomorphisme de groupes, surjectif, de Aut (£) sur GL(E) .

(iii) Le noyau de v est I'ensemble T des translations de £ . C’est un sous-groupe
commutatif maximal et distingué de Aut (&) .

(iv) Le groupe Aut (&) est isomorphe au produit semi-direct E,GL(E) ot «
désigne I'action naturelle de GL(E) sur E définie par (u, ) o

Démonstration. (i) D’apres 6-5, prop. et cor. 1, Aut (£) est un groupe.

(ii) D’apres 6-3, prop. 2 et prop. 1, v est un homomorphisme de groupes. D’apres 6-4,
prop. il est surjectif.

(iii) D’apres le lemme, Ker (v) = {f € Aut(£) | vy = Idg} est 'ensemble T des
translations. Donc T est un sous-groupe distingué de Aut (£). Comme T est I'image
du groupe abélien (E,+) par 'homomorphisme ¢t : x" +— tg, c’est un groupe
commutatif. Il est commutatif maximal, d’apres l’assertion (iii) du lemme.

(iv) Fixons une origine A de £ . Le stabilisateur G4 de A dans l'action de Aut(£) sur
£, est un sous-groupe de Aut (£). D’apres 6-4, prop., 'homomorphisme de groupes
f = vy estune bijection de G4 sur GL(E). C’est donc un isomorphisme de groupes. Le
groupe T des translations est un sous-groupe distingué de Aut(£), isomorphe au
groupe additif E par I’application T e ty.Ona G4 N T = {Id¢} carlaseule trans-
lation qui fixe A est la translation de vecteur nul. Considérons f € Aut () et posons
A’ = f(A).Soit t la translation de vecteur AA Puisque A est fixe pour g =t o f,
ona g € Gy et f =t o g.Celaprouve que Aut(£) = TGy . Ainsi Aut (&) est
isomorphe au produit semi-direct T X, G4 ou a est 'homomorphisme de G, dans
Aut (T) défini par a(g)(t;) =gotyog ! = ty,(z) (d'apres 6-3, g o tz =ty (z) © &)
Identifions E avec T par l'isomorphisme ¥ — f;z. Identifions G4 avec GL(E) par
I'isomorphisme f + v¢. L'action a : (g,tz) — ty,(v) apparait alors comme étant
(v,X) — v(X). ]

Exercice. Déterminer le centre Z de Aut (£).

Solution. Il suffit de déterminer le centre Z' de G = E x, GL(E), ot & : (?,u) —
u(?) Soit (7,u) € G.C’estun élément de Z' sipour tout (y',v) € G les termes
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(X, u0)(7,0) = (X +u(y), wo) et (¥, 0)0(F,u) = (¥ +o(x),ou).

soient égaux. On doit avoir uv = vu pour tout v donc u appartient au centre de
GL(E). Il existe donc A € K, tel que u = AIdg (voir Ex. 1-5). En outre, on doit

avoir :

VY €E YveGL(E) x+AY =y +o(x).
Avec 7 = 6), on obtient x = v(?) pour tout v € GL(E), d’ou ?_:> 0 et ensuite
)\? = ? pour tout y € E, d’ot A = 1. Ainsi, (?,u) €Z'six =0 etu= Idg.

Donc Z' = {e} et Z={Id¢}.

6.10 Groupe des homothéties et translations

Lemme.

Soient H, K deux groupes et ¢ € Hom (K, Aut(H)) une action de K sur H par auto-
morphismes. On consideére le produit semi-direct G = H x, K. On identifie H et K a
des sous-groupes de G par les homomorphismes injectifs h — (h,e) et k — (e k).
Soit Gy un sous-groupe de G, contenant le sous-groupe distingué H de G . Posons
Ko = Go N K. Notons ¢ la restriction de ¢ a Ko. Alors Gy = H x ¢, Ko . De plus G
est distingué dans G si et seulement si K est distingué dans K .

Démonstration. Ona H N Ky = {e} car H N K = {e} et Ky C K. Soit g9 € Gp.
Comme HK = G, ilexiste h € H, k € K telsque go = hk.Ona H C Gy donc
k= h_1g0 € Gop N K = K. Cela montre que Gy = HKp.Ona H<G etdonc H<Gy.
Tout cela prouve que Gy est un produit semi-direct H x4, Ko, olt ¢9 = @[k, est la
restriction a Ky de I'homomorphisme ¢ : k — Ady |g = ¢(k).

Nous laissons la vérification de la derniére assertion comme exercice au lecteur. m

Proposition.

Considérons un espace vectoriel E sur le corps K, un espace affine £ sur E et
H={fcAut(f) |IA€K., vf=Aldp}.

(i) H est un sous-groupe distingué de Aut ().
(ii) Le groupe T des translations est un sous-groupe distingué de H .

(iii) Pour tout A € £, le groupe H, des homothéties de centre A est un sous-groupe
de H et les sous-groupes (Hp)peg sont les conjugués de Hy .

(iv) H est réunion de T et des sous-groupes (Ha) ac¢ -

(v) H estisomorphe au produit semi-direct E X, K, ot & désigne I’action naturelle
(A, ?) — Ax deK, surE.

Démonstration. (i) Le centre du groupe GL(E) est Z = {A Idg; A € K.} (résultat
classique ; voir Ex. 1-5). Il est distingué. Donc H = vfl(Z) ,ou v : f — vf, est un
sous-groupe distingué de Aut (£).

(ii) D’apres le 6-9, lemme, ona T = v~ !(Idg) = Ker (v) C H et T<Aut(£).
(iii) Soit A € £.L'ensemble des homothéties hy ) : M — A+ /\m de centre A est

le stabilisateur Hy = {f € Aut(€) | f(A) = A et IA € K. vy = Aldg} de A
dans le groupe H .
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L'action de H est transitive sur £ puisque T C H agit
transitivement sur £ . Les stabilisateurs H4 et Hg de deux h(e-LoM)) M
points A et B de £ sont donc conjugués (2-2, prop. ). Par
. . t-lav) M
exemple, si t = t; et h = hy ), la figure montre que:
t o I/lA/A ot = ht(A),A
(iv) Soit f € H avec f ¢ T.Ona vy = A Idg,avec A # 1.

Nous avons vu en 6-8, ex., que f a un point fixe unique A et que f € Hy .

A t(A)

(v) résulte du lemme et de la prop. 6-9, (iv). ]

Exercice. Montrer que le sous-groupe G de Aut(€) engendré par I'ensemble S
des symétries points s4, ot A € £, est distingué et décrire G.

Solution. Soient A € £ et s = s4.Pourtout M € £,ona s(M) = A+ (—m)
Ainsi s est une homothétie de rapport —1.Ona s € Aut(€) et vs = — Idg.
Considérons x~ € E,puis B = A + %?.Alors f=sposy=tz.
En effet, vf = (= Idg) o (= Idg) = Idg donc f est une translation et
— — —
f(A) =sg(A) =B+ (-BA)=A+2AB =A+x".
Ainsi G contient le sous-groupe T des translations.

Puisque Zy = {Idg, — Idg} est un sous-groupe du centre de GL(E), il est dis-
tingué dans GL(E) donc v=1(Zy) = {f € Aut(€) | vf € Zp} est un sous-groupe
distingué de Aut (). D'apres la proposition, si vy = Idg alors f est une translation
etsi vy = —Idg alors f est une homothétie de rapport —1, c’est-a-dire un élément
de I'ensemble S. On a donc v~1(Zy) = TUS. C'est un sous-groupe distingué de
Aut(€).IlestégalaG.

Sile corpsest R etsidim(€) = n estfinie, alors det(vs,) = (—1)" . Tous les éléments
de S et donc tous ceux de G, sont directs au sens du paragraphe suivant si et seulement
si n est pair.

6.11 Orientation d'un espace affine réel

Définition 1.
Soient E un espace vectoriel de dimension n sur le corps R et £ un espace affine
. ’ N < — — A
sur E . Nous dirons qu’un repére cartésien R = (O, e7,...,e, ) de £ est de méme
orientation qu’un autre repére cartésien R' = (O',e],...,e},) de &, si I'unique
isomorphisme affine f de £ qui applique R sur R’ est tel que det(vy) soit positif.

Rappelons que deux bases B et B’ de 1'espace vectoriel réel de dimension finie E
sont dites de méme orientation, si l'unique isomorphisme v de E qui applique B sur B’
est de déterminant positif. Donc deux repéres R et R’ sont de méme orientation si les

— — 5 A . :
bases (e1,...,e, ) et (€},...,¢),) de E sont de méme orientation.

Proposition 1.

La relation binaire “avoir la méme orientation” est une relation d’équivalence sur
I’ensemble des repéres cartésiens de £ . Pour cette relation d’équivalence, il existe
deux classes d’équivalence.
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Démonstration. Cette relation binaire est réflexive car Id¢ a pour application linéaire
associée Idg.Si f € A(E) applique R sur R, alors f~! applique R’ sur R et
det(vy1) = det(vf)f1 est de méme signe que det(vf). La relation est donc symé-
trique. Si f € A(E) applique R sur R' etsi ¢ € A(E) applique R’ sur un autre
repére R, d’apres 6-3, prop. 2, on a det(vg.f) = det(vg o vy) = det(vg)det(vy). La
relation est donc transitive.

Soit R = (A,e_1>,...,e_n>) un repere de €. Le repere R = (A,—?,Z,...,Z),

n’est pas de méme orientation que R. Il existe donc au moins deux classes d’équiva-
lence de reperes. Pour tout automorphisme affine f de £, le réel det(vs) est soit dans

10, 4o0[, soit dans | — o0, 0[. Tout repeére de & est donc dans la classe de R ou dans
celle de R’ . 1l existe donc exactement deux classes d’équivalence de reperes. ]
Définition 2.

On dit que I'on oriente £ en choisissant I'une des deux classes d’équivalences pré-
5 . . — —

cédentes. Il suffit pour cela de donner un repére R = (O, ¢1,...,e, ) de cette classe.

Les repéres de la classe choisie sont dits directs, les autres sont dits indirects.

Soit f € Aut (&) etsoit R un repere de £ . Si R et f(R) sont de méme orientation, on
dit que f est direct, sinon on dit que f est indirect.

Remarques. La derniere définition ne dépend pas du repére R choisi. En effet, pour
comparer les orientations de R et de f(R), on doit examiner le déterminant des vec-
teurs de f(R) dans la base B des vecteurs de R, c’est-a-dire le déterminant de la matrice
A de vy dans la base B. Or si on considére un autre repére R' = (O, B'), la matrice
de vy dans la base B’ est équivalente a A et a le méme déterminant (qui est det(vy),
notion indépendante de la base de E considérée). Ainsi, f est direct si et seulement si
det(v f) > 0.

Soit R = (O, B) un repere. Si on remplace 1’origine O, par une autre origine O’, le
repere R’ = (O/, B) ala méme orientation que R . En fait, c’est le choix de la base B de
E qui donne l'orientation de £ .

Proposition 2.

L’ensemble Aut(£)" des automorphismes affines directs de £ est un sous-groupe
distingué d’indice 2 du groupe Aut(£).

Démonstration. D'apres 6-9, v : f +— ©v¢ est un homomorphisme de Aut (&) sur
GL(E). Comme det : v — det(v) est un homomorphime de GL(E) sur R*, on
voit que ¢ : f ~— det(vs) est un homomorphisme de groupes de Aut (&) sur R*.
Le sous-groupe R* =]0,+4oo[ de R*, est distingué puisque R* est abélien. Donc
¢ 1 (R*) = Aut(£)" est un sous-groupe distingué de Aut (). Dans Aut(E), les
deux classes d’équivalence que donne I'orientation sont également les classes modulo
le sous-groupe distingué Aut (£)".Ona donc [Aut(€) : Aut ()] =2. ]

Exercice. Soit G un sous-groupe fini, d’ordre impair, de Aut (&,(R)). Montrer
que tous les éléments de G sont directs.

Solution. Posons [G : 1] = 2k + 1. D’apres le th. de Lagrange, l'ordre de tout g € G
divise 2k + 1, donc g%*! = Id¢.Onen déduit 1 = det(Idg) = (det(vg))**1.Onne
peut avoir det(vg) < 0 donc g est direct. Autrement dit, un automorphisme indirect
de &:(R) ne peut avoir qu'un ordre pair.
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Exercices du chapitre 6

_ Exe6-1

Soient E,E’ des espaces vectoriels sur
le méme corps, &£,&" des espaces affines
sur E et E'. Pour (M,N) € & x &' et
(X,ij) € E X E on pose

1 MN)+((Xj)=M+X,N+Y).

a) Montrer que (1) munit £ x & d’une
structure d’espace affine sur E x E’.

b) Montrer que les projections canoniques
de € x &' sur € et £’ sont des applica-
tions affines.

¢) Soient A € £ et B € £'. Montrer que
E x {B} et {A} x & sont des sous-
espaces affines de € x £’ isomorphes
a & et &' respectivement.

_ Ex6-2

Dans le plan affine réel £, muni d'un
. L. — = AN
repére cartésien (O, 1", j°), on considere
la famille 7 des coniques C, 5, ou &,
sont deux parametres réels, d’équations :

(1—a)x?—2Bxy + (1+a)y?
—2ax — 2By + (a —1) =0.

a) Etudier le genre de C,p. Si & est
le plan euclidien et si (O, 7, ]_>) est
orthonormé, pour quelles valeurs de
(«, B) la conique est elle un cercle ? une
hyperbole équilatére ?

b) Si («, ) décrit la droite D d’équation
ux +oy+w = 0 de RR?, montrer que
le centre de C, g varie sur une conique
2~p . En examinant ses points a 1'infini,
deviner le genre de Xp en fonction de
la position de D dans R? et confirmer

ces résultats par le calcul.

¢) Supposons & euclidien et (O, 7, ]_>)
orthonormé. Quelle est ’enveloppe des
axes des paraboles de la famille F ?

— Ex6-3
Soit £ un espace affine.

a) Dans G = Aut(€) quels sont les
conjugués d"une translation t; ?
Quel est le stabilisateur de t; ?

b) Soit K un sous-groupe de G contenant
le sous-groupe T des translations.
Déterminer le centre Z de K.

_ Ex6-4

Soit £ un espace affine de dimension finie
n. Notons P 'ensemble des applications
affines f de & dans &, telles que f? = f
et posons G = Aut (€).

a) Quelle est la nature géométrique des
éléments de P .

b) Pour tout ¢ € G, tout f € P, on pose
g-f = gofogl. Vérifier que I'on
définit ainsi une action de G sur P.
Quel est le nombre d’orbites ?

— Ex6-5

Soient E un espace vectoriel de dimension
finie n > 1, £ un espace affine sur E et
A € £.0n considere des formes linéaires
fl,...,fk sur Eet aq,...,ar € R.

A (Me&|f(AM) =a; Yi=1,.k
est-il un sous-espace affine de £ ?
Si oui, préciser sa dimension.

b) Dans &4(R) muni d’un repeére carté-
sien, étudier I’ensemble F défini par :

x + y + z + t =1
2x — y + 2z — t = -—-1.
-x + 5y — z + 5 = 5

Exprimer la projection sur F paral-
lelement au plan des axes (z'z), (t't).
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Ex6-6

a) Etudier la composée h o I’ de deux ho-
mothéties h = h(A,k) et ' = h(A’, k')
d’un espace affine £.

b) On suppose kk' # 1. A tout point
M € & on associe 'unique point fixe
¢(M) de h(A,k) o h(M,k"). Montrer
que l'application g ainsi définie est
affine et caractériser g .

) Déterminer {foho f~!; f € Aut(£)}.
Quel est le sous-groupe dérivé H’
du groupe H des homothéties et
translations ?

_ Ex6-7

Dans le plan affine euclidien, soient Cy, . . .,
Cp, des cercles avec C; tangent a C; en
un point Iy, ..., C,—1 tangent a C;, en un
point I, et C, tangent a C; en un point
I,. Pour tout point M € C; on considere
le point M, ou la droite (MI;) recoupe
le cercle Cz (Mz = 11 si M1 = 11 ) De
maniere analogue, on associe a M, € C;
un point de C3, etc. Pour finir, on asso-
ciea M, € C, le point M € Cy, oula
droite (MyI,) recoupe C; . Préciser la po-
sition du point M’ par rapport a M sur le
cercle C; .

—  Ex6-8

Soient E un espace vectoriel réel, £ un es-
pace affine sur E, i € Enonnul, A €
E et A e Q,avec A ¢ {0,1,—1}. On
veut étudier le sous-groupe G de Aut (€)
engendré par 1'homothétie h(A,A) et la
translation ¢;. Onnote A, 'ensemble des

x € Q telsquilexiste p € N et P € Z[X]
P(\)
AP

a) Montrer que A, est un sous-anneau
_ 1
du corps Q. Pour A = 15, quel est ce
sous-anneau ?

tels que x =

CHAPITRE 6

b) Pour tout k € Z, montrer que ¢ :
x + Afx est un automorphisme du
groupe additif A, et que ¢ : k — ¢4
est une action du groupe additif Z sur
A, . Expliciter la loi de composition
interne du groupe I' = Ay X, Z.

¢) Montrer que {h,); k € Z} est
un sous-groupe de G isomorphe a
(Z,+).

Pour tout i’ € E ettout k € Z, mon-
trer que 4 \x 0tz 0 hy -« est une trans-
lation dont on précisera le vecteur. En
P(A) €A,

AP

d)

déduire que pour tout x =
onat,; € G.

Pour tout k € Z et tout x € A, on
pose fix = txi © hy ). Montrer que
{fxk; x € Ay, k € Z} estégala G et
que G est isomorpheaI.

e)

_ Ex6-9

Notons G le groupe des homéomor-
phismes de £ = &,(R). Montrer que le
normalisateur N dans G du groupe T des
translations de & est le groupe Aut (£).

— Ex6-10

On considére des points Ij,...,I;, d'un
espace affine £. Déterminer les lignes
polygonales A1A>...A;A; telles que
I,...,I, soient les milieux des coOtés
A1Ay, AyAz, ..., AyA;.

— Ex6-11

Soient E un espace vectoriel, £ un espace
affine sur E et G le groupe des symétries-
point et translations. Déterminer le centre
Z et le groupe dérivé G’ de G. Montrer
que G est isomorphe a un produit semi-
direct E X, Z/27.
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Indications

_ Exe6-1

Appliquer les définitions.

_ Ex6-2

a) La conique est de genre ellipse si («, B)
est a l'intérieur du disque unité, de
genre hyperbole s’il est a l'extérieur,
de genre parabole s’il est sur le cercle
unité.

b) L'équation de Xp s’obtient en élimi-

nant « et p entre ua +vp+w = 0 et

les relations donnant les coordonnées
du centre.

¢) Ces axes enveloppent une parabole.
—  Ex6-3

Pour b), utiliser le fait qu'une application
affine qui commute avec toute translation
est une translation.

_ Ex6-4

a) Montrer que f € P a des points fixes
et que vy € L(E) estun projecteur. Les
éléments de P sont les projections sur
les sous-espaces affines de £ .

b) Il existe n + 1 orbites, caractérisées par
la dimension de I'image de f € P.

— Ex6-5

a) Si F # @, c’est un sous-espace affine
de dimension n —r, ol r est le rang du
systeme d’équations.

b) Ici, F #D, r=2 et dim(F) =2.

_ Ex6-6

a) Caractériser 'application linéaire asso-
ciéea h(A,k)oh(A'K).

b) g est une homothétie ou constante.

o) {fohof™'; f € Aut(€)} estl'en-
semble des homothéties de rapport k et
H' estle groupe T des translations.

_ Ex6-7

On passe de M a M’ par une composée de
n homothéties. Cette composée laisse glo-
balement invariant le cercle C; .

_ Ex6-8
a) Pour A = % , on obtient I'anneau des
nombres décimaux.

b) Vérifier que ¢ : x — Ax est un auto-

morphisme de A, et que ¢ = ¢F.

¢) Sans difficulté.
d) fotzof ! = to, ) pour f € A(€).
e) Utiliser d).

_ Ex6-9

Pourtout f € N, fotzo f~1 estuneautre
translation ;. On peut donc définir une
c - — Loaps
application u : x" — y . On vérifiera

qu’elle est linéaire. Alors f est affine.

— Ex6-10

Si une telle ligne polygonale existe, la
composée des symétries par rapport aux
points Iy, ..., I, applique A; sur A;.

— Ex6-11

Z = {Id¢} d’aprés Ex. 6-3,b) et G = T
groupe des translations. Enfin la structure
de produit semi-direct découle de 6-10,
lemme.
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Solutions des exercices du chapitre 6

_ Ex6-1

a)

b)

<)

Plus généralement, si des groupes G, H agissent a droite sur des ensembles X, Y,
en posant (x,y)-(g,h) = (x-g, y-h), on définit une action a droite de G x H sur
X x Y. Siles actions de G sur X et de H sur Y sont transitives (resp. libres), pour
tous x,x" € X ettous y,y € Y, il existe un (resp. au plus un) ¢ € G tel que
x" = x-g etun (resp. au plus un) 1 € H tel que i’ = y-h. On en déduit qu’il existe
un (resp. au plus un) (g,h) € G x H tel que («,y') = (x,y)-(g h). L'action de
G x H sur X x Y est transitive (resp. libre), d’ot1 le résultat.

La projection f : (M,N) — M est affine et 'application linéaire associée est la
projection p : (x', y") — X car pour tous (M,N) € € x &', (?,?) €EEXFE,

FMN)+ (X, 7)) = M+ T ,N+7) = M+ % = f(M,N)+ p(

- =
X,y
On a un résultat analogue pour la projection sur £’.

On peut vérifier de méme que ¢ : M — (M, B) est une application affine de £
dans &€ x &', d’application linéaire associée T o (?, 0 ). Son image &£ x {B}
est donc un sous-espace affine de £ x £'. Par ailleurs, directement :
%
Ex{B} ={(A+7%,B); ¥ €E} = {(A,B)+(x,0); ¥ €E}.

On reconnait le sous-espace affine de £ x &', issude (A, B), dont la direction est le
sous-espace vectoriel E x {0} de E x E'. De méme, {A} x £ est un sous-espace
affine. L'intersection de ces sous-espaces est {(A,B)}.

_ Ex6-2

a)

Munissons IR? du produit scalaire canonique. La matrice A = (1—_,8“ 1;[3 oc) dela

forme quadratique q(x,y) = (1 —a)x? — 2Bxy + (1 + a)y? est symétrique. Il existe
une base orthonormée B’ = (7', ;) de R? qui la diagonalise. Si P est la matrice de

— —
passage de B = (7,7)aB ,ona A=P <3 2) P~!.Danslerepere (O, 17 ,]"),
l'équation de C, g sera de la forme Ax? + py? + ax + by + c. Donc,

Cup est de genre ellipse si et seulement si A et  sont non nuls et de méme signe,
c’est-a-dire si det(A) > 0, soitsi a>+ B2 < 1,

Cup est de genre hyperbole si A et y sont non nuls et de signes opposés, soit si
det(A) <0, soitsi >+ p2 > 1,

Cup est de genre parabole si det(A) =0, soitsi a? + 2 =1.

La conique est un cercle (de rayon réel ou imaginaire) si et seulement si A = p, c’est-
a-dire si le polyndme caractéristique X? — tr(A)X + det(A) = X2 —2X +1—a%— g2
a une racine double, soit si a2 + /32 = 0.Donc Cpp estle seul cercle de cette famille.
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La conique est une hyperbole équilatere si et seulement si A = —p soit si tr(A) = 0.
Ici, tr(A) =2 # 0.1l n’y a pas d’hyperbole équilatere dans la famille.

b) Sila conique C, g a un centre, ses coordonnées sont solution du systéme :
O=3fi=(0-ax—py—a , 0=3fy=—pr+(l+a)y—p

Ainsi, « et B sont liés par ces deux relations linéaires et par ua + v +w = 0 (avec
u # 0 ou v # 0). Ces trois équations en « et B sont compatibles si et seulement si

-(x+1) -y x
0 = y —(x+1) vy
u 0 w

= (u4w)x® +2oxy + (w — u)y* + (u + 2w)x + vy + w.

On ne peut avoir u +w = 0,v =0, u —w = 0 sinon on aurait u = 0 et v = 0.
C’est donc I'équation d"une courbe de degré 2, c’est-a-dire d"une conique X~p.Si D
coupe le cercle trigonométrique C d’équation a? + B2 = 1 en deux points (a1, B1)
et (az, B2), alors Cy, 5, et Cq,p, sont des paraboles, de centres “rejetés a I'infini”.
On doit s’attendre a trouver deux directions a l'infini pour Xp qui devrait donc étre
du genre hyperbole. 5i DN C = @, alors Xp devrait étre du genre ellipse. Si D est
tangente a C, alors Xp devrait étre du genre parabole.

0

o > . w+u ) .
Cela est confirmé par 'étude de la matrice < : W ) dont le déterminant

2 2 2 4 ir o . |w| N e fas N
w- — u- — v~ est négatif si la distance de O a D est inférieurea 1.
& [2 2

¢) D’apresa), C, 4 est une parabole si et seulement si («, 8) € C.Ilexistealors 6 € [0,27]
tel que & = cos, B = sin 6. Cherchons I'axe de cette parabole d’équation :

0 = (1—cosf)x?>—2sinfxy+ (1+cosh)y?> —2cosfx —2sinfy+ (cosd — 1)
= 2sin®§x? —4sin§cos§xy +2cos? §y? —2cosfx —2sinfy + (cosd — 1)
La direction asymptotique double est sin % X — COs % y = 0 de pente tan g . En cou-
pant la parabole perpendiculairement a cette direction, le milieu du segment obtenu

est sur I’axe. En posant ¢ = % — 7, le calcul donne pour équation de l'axe:

CcosQx + singy — y2— = 0.

2cos ¢ A
C’estla droite ayant (cos ¢, sin ¢) pour vecteur normal, telle
que la projection H de O sur cette droite vérifie OH = 5_- o H
Ainsi H varie sur la droite verticale A d’abscisse 1/2. Les S
axes des paraboles enveloppent donc la parabole de foyer 0 [ 12

O de tangente au sommet A .

_ Ex6-3

a) Soient f € G = Aut (&) et 7 €E. L'application fo ;o f~! estune translation t;
car le sous-groupe T des translations est distingué. Soit A € £, ona

(Fotio fN(F(A)) = foti(A) = f(A+ ) = f(A) +vp(a).

Onadonc b = vf(?) .Onsaitque v : f — vy estsurjective, de G sur GL(E).
Si @ # 0 alors {vf(?); f € Aut(€)} = E\{0g}. L'orbite de t; est donc
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b)

T\ {Id¢}. Le stabilisateur de f; est 'ensemble des f € G tels que v¢( =1

Sia =0 ,alors tz = Id¢. L'ensemble des conjugués de t; est { Id¢}. Le stabi-
lisateur de t; est G.

Soit g € Z.Ona T C K donc g commute avec toute translation. D’apres 6-9,
lemme, g est une translation ;. Pour tout f € K on doit avoir fot;o f~1 =t; et
donc vf(?) = 7. Soit Ey = {? €E|VfeK vf(?) = 7}.Le centre Z de K
est 'ensemble des translations t;, ou a” € Ep. Par exemple, si K = Aut(£), alors
Ey = {?} . On retrouve que le centre de Aut(€) est { Id¢} (voir 6-9, ex. ).

_ Ex6-4

a)

b)

Soit f € P.Pourtout M € £, ona f(f(M)) = f(M). Tout point de F = Im (f) est
donc fixe par f. Réciproquement, tout point fixe appartient a 'image de f. Notons
E l'espace vectoriel direction de £. Ona vy = vp = v} donc vy est un projecteur
de L(E). Il est alors classique que E est la somme directe E; & E( des sous-espaces
propres du projecteur vy relatifs aux valeurs propres 1 et 0. Soit A € F. D’apres 6-8,
cor.2,ona F = A+ E;.Pourtout M € S,posonsm = ? = x_1>—|—x_o>,of1 x_f € E;
et x_o> € Ey.Ona

FIM) = f(A+AM) = f(A)+0,AM) = f(A)+ 7% = A+7 .

Ainsi, f est la projection de £ sur F parallelement a la direction Ey .

D’abord, (g,f) — ¢ f = go fog ! estune action a gauche de G sur I'ensemble
A(E) des applications affines de € dans £ . Eneffet, go fog™! € A(€) etona:

VfeAE) ldef=f,
VeeG Vg eGVfeAlE) g (¢ f)=g(gfs g =(38)f(gg) t =gs-f-

Pour cette action, la partie P de A(E) est stable: si f2 = f, alors (go fog!)? =
go fog ! On adonc une action de G sur P. Soient f € P,¢ € G. L'image de
gofoglestg(f(€)) de méme dimension que f(£) car g est un isomorphisme.
Réciproquement, considérons f' € P tel que f/(€) et f(€) aient la méme dimension
k. Les projecteurs vp et vy sont associés a des décompositions en somme directe
E=E|®EjetE =E; @ Eavecdim(E]) = dim(E;) = k et dim(E)) = dim(Ey) =
%
n — k. Si on choisit des bases (e?,...,a)) et (fi,...,fx) de Ej et E] et des bases
— —
(eﬁ, e, e_n> ) et (fer1, .-, fn ) de Eg et Ej il existe un automorphisme v de I'espace

vectoriel E tel que U(e—i>) = f; pourtouti =1,...,n. Choisissons A € FetA' € F'.
D’apres 6-4, prop., il existe g € G unique tel que g(A) = A’ et v, = v (6-4, prop. ).
Onaalors go fog 1(A") = A’ et vy, 001 = vpetdoncgo fog™ = f'. Ainsi, les
éléments de l'orbite de f € P sont caractérisés par la dimension de 1'image de f.
On a donc 1 + 1 orbites.
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_ Ex6-5

a)

b)

F = NKer (f;) est le sous-espace vectoriel {fi, ..., fy}* de E, orthogonal de la partie
{f1,--., fx} de E*. L'orthogonal F* = {fi,..., fy}*+ de F dans le dual E* de E
est le sous-espace vectoriel engendré par fi,... fr. Sa dimension est le rang r de
{f1,--., fx}- La dimension de son orthogonal F dans E est n — r.

Dans l'espace affine &, les hyperplans d’équations f; (/W ) = «; peuvent avoir
une intersection vide (par exemple dans £3(IR) si trois plans sont paralléles ou si
leurs directions contiennent une méme droite). Si leur intersection est non vide,
c’est un sous-espace affine de direction F, de dimension r.

Par exemple, la méthode du pivot de Gauss montre que le systeme des trois
équations est compatible, de rang 2 et que les deux premieres formes linéaires sont

1

indépendantes (d’ailleurs, on a ; _q ‘ = —3 # 0). Les trois hyperplans ont donc

une intersection F non vide, égale a I'intersection des deux premiers hyperplans.

C’est un sous-espace affine de £ de dimension 4 —2 = 2. Sa dlrectlon admet pour
équations x +z = 0, y + t = 0 et pour base (7 = (1,0, 1 0) = (0,1,0,—1)).
Notons (e;) la base canonique de R*. Comme ?, ?, e's, e 4 sont libres (leur
déterminant vaut 1 # 0), ona R* = F® F/, ot F’ est engendré par e'3, e'4.
La projection p sur F parallelement a F’ existe donc. Pour tout M(x,y,z,t),
un point P(x,y,z + A, t + ) du plan parallele & F’ issu de M appartient a F si

A= —x—z,u=1-y—1t doules coordonnées de P, c’est-a-dire 1'expression
analytique de p :
X=x , Y=y , Z=-x , T=-y+1
__ Ex6-6

a)

b)

Opol! =— Op 00 = (k IdE)O (k/ IdE) = kK’ IdE.

-Si kk' =1, alors hoh’ est une translation (6-9, lemme). On a
—
(holW)(A)) = h(A') = A+KAA — A'+ATA kﬁ

Le vecteur de la translation est donc 7@ = (k — 1)1@ .

-Si kk' # 1, alors hoh' admet un unique point fixe I (6-8, cor. 3) et hol’ est une
homothétie (6-10, prop. (iv)). Donc hoh’ = h(1,kk’) . On doit avoir :

I = (hol)(I) = h[ﬂAurAz)] —h(A’+k’A’)_> WA+ AA +KAT)
 AVKAA AT = 14 1A + kAR KAA + K AT).

Ainsi Al = 0 ki:) ﬁ Notons que si ¥ =1, on a évidemment [ = A.

L'application g associea M = A’ le point [. Si k' # 1, c’est donc I'homothétie de

centre A, de rapport — k(1 kk') Si k' =1, c’est 'application constante de valeur A.
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c) ¢ = foho f! est affine et bijective car f et g le sont. Elle laisse fixe le point
B=f(A) etona vg = vfok Idg ovJ?1 = k Idg. Donc g = h(B, k). Si f décrit
Aut (€), 'ensemble des conjugués foho f~! = h(f(A),k) décrit 'ensemble de
toutes les homothéties de rapport k . En effet, pour tout B € £, il existe f € Aut (£)
telle que f(A) = B (par exemple la translation de vecteur AB )-

Soient f € Aut(€) et h € H de rapport k. Alors f' = foho fl1oh ! apour
application linéaire associée vy o kIdg o v;l ok 1Idg = Idg. C’est donc une
translation t;.Onadonc H C T.

Si h = ty est une translation,ona f' = vfotzo v;l ot_ t /(%)-% - Pour tout

a € E en prenant pour f une homothétie de rapport A # 1 et ¥ = 1-7 @4 ,onaura
f'=t;.Donc H =T.

Si h = h(A, k) est une homothétie, avec k # 1, en posant B = f(A),
FI(A) = h(F(A),K) o h(A k) (A) = f(A)+kBA = A+AB —kAB .

Donc @’ = (1- k)zﬁ Pour tout @’ € E, on peut choisir f € H tel que B = f(A)

vérifie (1 — k)AB i , par exemple f peut étre une homothétie. Ainsi, toute
translation est également le commutateur de deux homothéties.

_ Ex6-7

Notons r; le rayon du cercle C; . L'image de M par I'homothétie hy = h(I;, — %) est M.
On a une situation analogue pour les applications suivantes. La derniere, qui applique
M,, sur M’ est I'homothétie h, = h(I,, —%) . On passe de M a M’ par la composée
h = hyo---ohy quiest un élément du groupe H des homothéties et translations.
Comme h applique C; sur Cq, elle laisse fixe le centre de C; et son rapport k est en
valeur absolue égal a 1 (rapport du rayon de C; a lui-méme). Ce rapport est aussi le
produit (—71)---(—2) des rapports. Si n est pair, k est positif et vaut 1. Alors & est
une translation qui laisse fixe le centre de C;, c’est-a-dire l'identité. Si n est impair,
alors k est négatif et vaut —1. Dans ce cas, h est la symétrie par rapport au centre de
C; et M’ est diamétralement l'opposé de M.

Notons que dans I'espace, en remplagant les cercles par des spheres successivement
tangentes entre elles, on aurait une réponse analogue au probleme analogue.

— Ex6-8

a) OnaA/\#QcarZCA;\.Soientx—%EA Y = (;‘)EAA,avecP,QEZ[X]
et p,g € N.Posons r =p+g €N et R(X) = X7P(X) — XPQ(X) € Z[X].
coy o HUOG L ULYON _Kca gy o QMg

Donc A, est un sous-anneau de Q et 1 = % € A,.Pour A = 11—0 , Ce sous-anneau
de Q est I'ensemble des nombres décimaux. (Un nombre rationnel est dit décimal
s’il est la classe d’une fraction % ,ouméeZ,keIN.)
b) ¢1 : x — Ax est un endomorphisme du groupe additif A, car le produit de

l'anneau A, distribue I'addition. Il est bijectif, d’application réciproque x +— 1x.

C’est un automorphisme du groupe A, .
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)

d)

e)

D’apres la propriété universelle du groupe symétrisé Z de IN, il existe un homo-
morphisme ¢ : k — ¢f de Z sur le sous-groupe (¢1) de Aut(A,).

Soit x € A, .On voit par récurrence, que ¢%(x) = A*x = @i(x) pour tout k € IN.
Pour k < 0 dans Z.Ona ¢f(x) = (¢; )M (x) = %'k‘x = Mx = gi(x).

Donc ¢f = @i pour tout k € Z et ¢ : k — @ est un homomorphisme de Z sur
(91) € Aut(A)), c’est-a-dire une action par automorphismes de Z sur le groupe
A) . On peut donc considérer I' = Ay X, Z . Sa loi de composition est définie par

(x, k) (y,m) = (x+¢"y), k+m) = (x+ Ay, k+m).

Ona hyy € G C Aut(&). Lapplication ¢ : k — (hap)* = hy jx, est un homo-
morphisme de Z sur le sous-groupe (h4,) de G engendré par hy ) . Le noyau de
i est I'ensemble des k € Z tels que hy o = Idg, cest-a-dire tels que AF = 1.
Comme |A| # 1, la condition |A|F = 1 implique k = 0. Donc ¢ est injectif. C’est
un isomorphisme de Z sur (Z) = (hp,).

Si f est affine, il existe v = vy € L(E) telleque f o t; =ty o f pour tout W eE.
Avec f =hy et u' = a’,ona vy = AFIdE et donc B otz ohyyu=tug.
D’apreés ¢), ty; € G.On en déduit que pour b € Z,ona t,; = ()’ €G.

Si P(X)=bp+ b0 X+ --+b,X",alors x = % = boA K+ ..  + b,A"F et donc
tig =ty o - oty ottpour j=0,...,n onpose t; = [t;jz]".Ona tj iz € G et
donc t,; € G.

Pour k,m € Z, x,y € A,, on obtient en utilisant d) :

fx,k o fy,m = [txﬁ © hA,/\k] © [tyﬁ © hA,A’”]
tya © [hapx © tyg 0 hyp—x] 0 Bppe © hgpm

= tyo t)\kyﬁ © hA,Ak*'V” = fx+)\ky,k+m .

Cela prouve que fyx © fym = foy Ot (z,1) = (x+ Afy,k+m) = (x,k) = (y,m).
Donc 0 : (x,k) — fyr est un homomorphisme de groupes, a valeurs dans G
d’apres d). Son image est un sous-groupe de G contenant t; et hy, . C'est donc
tout G . Vérifions que 6 est injectif. Ce sera un isomorphisme. On a:

frx € Ker (0) & tgo hA,/\k = Idg.

L’application linéaire associée A¥ Idr doit étre égale a Idf . Cela necessite AF = 1
et donc k = 0 (voir ¢)). Ensuite f,; = Id¢ nécessite xd =0 etdonc x = 0.

— Ex6-9

Soit f € N.Ona fotyof ! e T pour tout X € E. 1l existe donc ? € E unique
tel que fotzo f~! =t;. Posons ? = u(?) . Cela définit une application u de E dans

E,

caractérisée par le fait que fotzo f~! = t,(z) pour tout % € E ou encore par la

condition f oty =t,z o f pour tout X €E.

Vérifions que u est linéaire. Alors f sera affine, d"application linéaire associée u . De

plus, 'homéomorphisme f étant bijectif, f sera élément de Aut ().
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_)
Soient @ €E,b €¢E.Ona:

fotﬂgof*l = fotﬁotgofA = (fotﬁ’ofil) o (fofgoffl) = tu(ﬁ) Ofu(g) = tu(ﬁ)+u(5) .
— — —

Cela prouve que u(?> +b)= u(?) +u(b ) pour tout 7 €L et pourtout b €E.

Il en résulte que u(k?) = ku(?) pour tout k € IN, puis pour tout k € Q. Si nous

montrons que u est continue, par passage a la limite la relation sera valable pour k € R

et u sera linéaire. Soit B € £ et posons A = f~1(B). D’apres la définition de u,

B+u(a) = t,m(B) = fotzof\(B) = f(A+d).

Cela prouve que 1 = @z o fo s, 0l ga = T A+ désigne la bijection de R"
sur £ associée au choix de I’origine A. Comme ¢4 est un homéomorphisme de R” sur
& (voir 8-1), u est un homéomorphisme. En conclusion, ona N C Aut (€).

Inversement, ona Aut(£) C N car T<Aut(£). Ainsi N = Aut ().

— Ex6-10

La composée f des symétries par rapport aux points Iy,...,I, a pour application
linéaire associée vy = (—Idg)". Si n est pair f est une translation, si n est impair,
ona vy = — Idg etalors f est une symétrie par rapport a un point K.

Si n = 2k est pair, on a sy,
it =201 ..., @ = 2Ly 1hy . Ainsi, f = t;,avec @ =2(Iil +-- + Ly 1Dy ).
S’il existe une ligne polygonale A; ... A,A; dont I, ..., I, soientles milieux des cotés,
alorsona f(A;) = Aj et donc 7 = 6> Réciproquement, si 7 = ?, alors f = Idg.
Pour tout choix de A; € &, il existe une unique ligne polygonale A;...A,A;
solution. Les points A; s’obtiennent a partir de A, en prenant les images successives
par sp,..., 51,4 -

Si n est impair, f = sk . Si une ligne polygonale existe, on aura f(A;) = A1.Or, f
a pour seul point fixe K. Donc nécessairement A; = K. Réciproquement, le choix de
A1 = K fournit effectivement une solution, qui est unique.

osy = tg ,..., S 0S8L., = tz ,avec

— Ex6-11

D’apres Ex. 6-3, b), le centre de G est {t; | Vf € G Uf(7) -7 }.Si f=s4,0na
v = — Id g, sans autre vecteur fixe que 0 .Donc Z = {Id¢}.
Soit f € Aut (&) . Le commutateur [f, 3] (resp. [f,s4]) a pour application linéaire
associée vyo Idgo (vf) to Idg = Idg (resp. vpo(—Idg)o (vf) o (—Idg) = Idg).
%

On en déduit que G’ C T. Par ailleurs, pour tout 7 €E posons b = %7 et soit

Ac&.0Ona
tEOSAO(tE)_IO(SA)_l = tEO(SAOt_BO(SA)_l) = tEOtE = tZE = tz.
Cela prouveque T C G’ etdoncque G' =T.

Soit A € £.D’apres 6-10, prop. et lemme, le sous-groupe G du groupe des symétries-
point et translations est isomorphe a un produit semi-direct T X, { Id¢g,54} et donc a
E x4 Z/2Z, ot 'action a de Z /27 sur E est définie par (0) = Idg et a(1) = — Id.



Chapitre 7
Barycentres en géométrie affine

7.1 Barycentres

Soient E un espace vectoriel sur le corps K et £ un espace affine sur E. Soient
Ar,...,Ar €& et /\1, ..., A € K. Choisissons une origine O de £ . Etudions l’applica-

tion ¢ : M Z Ai AiM de & dans E. Posons T —Z AAO et A—Z A
D’apreés la relatlon de Chasles, on a:
k
o(M) = ; NAO + (% A)OM = AOM + @

Si A = 0, alors ¢ est I'application constante M +—> 7.

Si A # 0,ilexiste G € £ unique tel que ¢(G) = 0 , caractérisé par chacune des
relations suivantes, qui sont équivalentes :

k
(1) X AGA; = 0.
i=
k k
2) (x A)0C = T A0A; .
1= 1=

Ce point G ne dépend pas de 'origine O choisie car O n’intervient pas dans (1).
Définition.

Nous appellerons point pondéré, un couple (A,A) de £ x K

Soient (A1,M1),...,(Ax, Ax) des points pondérés tels que Z Ai # 0. Le point G

de & caractérisé par (1) ou (2), est appelé le barycentre de cette famille de points
pondérés. Nous le noterons bar ((A;j, Ai)1 <i<k) -

Si Ay = Ay =--- = Ay # 0 on dit que G est I'isobarycentre des points Aj, ..., A.
L’application q) de £ dans E est appelée la fonction vectorielle de Leibniz. Elle est

constante si Z Ai = 0. Sinon, c’est un isomorphisme d’espaces affines de & sur
P!
Ek.

Si on remplace Aq,..., Ay par des “masses” proportionnelles AAq,...,AA;, ou
A # 0, (1) ou (2), montre que le barycentre reste le méme. Pour définir le barycentre
de la famille ((A1,A1),..., (Ax, Ax)), on peut donc supposer que Aq +---+ A =1.

. . .. . 1 . . . — —
Supposons £ de dimension finie, muni d’un repére cartésien (A,e;,...,e, ). Les
coordonnées yi,...,y, de G s’expriment a partir des coordonnées xy;,...,x,; des
points A; . Par exemple, si A +---+ Ay = 1,d’apres (2)ona:

133
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i = Aixn4c-+ Apxg
Yn = M X1+ Ap X
Proposition.
Soit (Aj, Ai)ic; une famille finie de points pondérés de l'espace affine &, telle que
‘ZI Ai # 0. 5oit I = Lle I, une partition de I . Supposons que y, = X‘i Ai # 0 pour
ie p= i€l

p=1,...,s etintroduisons G, = bar ((A;,A;); i € I,). Alors le barycentre G de la
famille (A;, Aj)ic; est aussi le barycentre de la famille (G, ptp)1<p<s -

Démonstration. Cette propriété d’associativité du barycentre résulte de
— — s — s — s s
0 = ‘Z AiGA; = X ( XA GAl) = X (Z )\Z)GGP = X Hp GGF . |
i€l p=1 ‘i€l p=1 "i€l, p=1

Exemple. Soient A € £, B € & distincts. Fixons une origine O dans &. Les barycentres
G =bar((A,1—A),(B,A)),ou A € K, sont caractérisés par :

OC = (1-A)OA + \OB = OA + AAB .
Leur ensemble est la droite affine (AB) issue de A dirigée par le vecteur zﬁ .

Si le corps K est R, pour 0 < A < 1 l'ensemble de ces barycentres est appelé le

segment [AB] . L'isobarycentre, obtenu pour A = 1, est le milieu I du segment [AB].

— —
Il est caractérisé par la propriété 0l =0A + %zﬁ oupar [A + IE=0.
L'isobarycentre G de trois points A,B,C de l'espace affine &,(R) est appelé le

centre de gravité du triangle ABC . Considérons le barycentre I de ((B,1),(C,1)), qui
est le milieu du segment [BC] . Par associativité, G = bar((I,2),(A,1)) etona:

3AC = 1AA +2A1 =247 .

Ainsi, G est situé sur la médiane [AI] du triangle ABC, aux deux tiers a partir de A.
De méme, il est situé sur les médianes [B]] et [BK].C’est une démonstration classique
du fait que les médianes d’un triangle sont concourantes au point G et que G est situé
aux deux tiers de chacune d’elles en partant du sommet.

(A1)

(B,1)

\

(B.1) 12) (C.D)

(D.1)

Exercice 1. a) Pour un tétraédre non aplati ABCD, de 'espace affine £4(RR) faire
une étude analogue. Plus généralement, pour un simplexe S = AgA;--- A, de
&q(R), combien de droites concourantes obtient-on par ce procédé ?

b) Quelles masses placer en A, B,C, D pour obtenir comme barycentre le milieu
U d’une “médiane” [AI] du tétraédre ?
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Solution. a) Soit I I'isobarycentre de B, C, D, centre de gravité du triangle BCD . Alors
G =bar((A,1),(I,3)) estsituésur Al, aux trois quarts de ce segment a partir de A . De
meéme, il est situé aux trois quarts des segments [BJ], [CK], [DL] définis de maniere
analogue. Ces quatre droites concourent doncen G.

On peut aussi considérer les isobarycentres Q de (A,B) et P de (C,D), milieux
des arétes [AB] et [CD]. Alors G = bar((P,2),(Q,2)), est milieu du segment [PQ)].
Les trois segments reliant les milieux de deux arétes opposées du tétraedre ABCD,
concourent eux aussi au point G qui est milieu de chacun d’eux.

Soit X une partie de I'ensemble des sommets du simplexe S, ayant k éléments, avec
1 < k < n.Soient ] et [ les isobarycentres des points de X et de son complémentaire X° .
L'isobarycentre G des n + 1 sommets, est barycentre de ((I,k), (J,n+1—k)).Quand
X varie, on obtient des droites (I]) concourantes en G. Comme X et X¢ donnent la
méme droite, le nombre M,, de droites obtenues est
n+1

n
3 k§1 k=3l kEO Ck i —2] =2"—1 (nombres de Mersenne).

b) Si U est le milieu de [AI], en utilisant 1’associativité du barycentre,
u= bar[(A’ %)’ (I’ %)] = bar[(A’ %) ’ (bar((B’ %)/ (C/ %)/ (Dr %)) ’ %)]
= bar((4,3), (B, §),(C.3), (D, 3)]-

7.2 Applications affines et barycentres

Proposition.
Soient & et &' des espaces affines sur le corps K. Pour que f : £ — &' soit affine, il

faut et il suffit que pour toute famille finie (A;, A;)ie; de points pondérés de &, telle
que E.I Ai =1, onait f[bar ((A;,Ai)icr)] = bar ((f(Ai), Ai)ier) -

Démonstration. Supposons f affine. Pour tout point M € £, notons M’ (méme lettre
avec prime) son image f(M) € £’. Le barycentre d’une famllle de points gonderes

(Aj, Ai)ier, ol Z Ai # 0, est caractérisée par la condition 0 = Z AiGA; . On en
déduit 0 =X )\i v (GAZ-) = Y A;G'Al donc G’ estle barycentre de (AL Adier -
iel f iel ! !

Supposons que f conserve le barycentre. Soient A € N

Eet A = f(A).Pour tout X € E, notons v () G
le vecteur de E’ tel que f(A + ?) = A+ (?) . A M,
Montrons que l'application v de E dans E’ ainsi
définie est linéaire. Alors f sera affine (6-4, rem. ).

f7 N'
Soient ?, ? € E et A,y € K. Considérons A < M'y

M=A+7, N:A+?.Posons M = f(M),

N’ = f(N).Lebarycentre G de ((A,1—A—pu), (M,A), (N,u)) vérifie
ﬁ = /\eryzm = A?+y?.
Par hypothese, son image G’ estbarycentrede ((A’,1—A—pu), (M',A), (N’, 1)) donc
AGH = /\W—i—ym = Ao (X)) +uo(y).

Puisque A'GH = v(ﬁ), on a v(/\? + y?) = Ao(x ) + po(y ) (La figure est faite
pour f projection de &3 sur un plan de &3, parallelement a une direction donnée.) m
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Remarques.

a) Dans la démonstration précédente, pour que f soit affine, il a suffit que f conserve
le barycentre de trois points. Si le corps K n’est pas de caractéristique 2, il suffit pour
cela que f conserve le barycentre de tout couple de points pondérés.

En effet, soit G = bar((A1,A1), (A2, A2), (A3A3)), avec Ay + A, + A3 = 1. 0n
peut supposer Aq, A2, A3 non nuls. On ne peut avoir simultanément A; + A3 = 0,
A3+ A1 =0, A1 + A, = 0, sinon en ajoutant on obtient 2 (A1 + A2 + A3) = 0 et donc
A1+ A2+ A3 =0 puisque 2 =141 # 0 dans K. Si par exemple Ay + A3 # 0, soit
I =Dbar ((Az,A2),(A3,A3)).Ona G = bar ((A1,A1), (I, A2 + A3)). Si f conserve le ba-
rycentre pour les couples de points, ona f(G) = bar ((f(A1),M), (f(I),A2+A3)) =
bar ((f(A1), A1), (bar ((f(A2),A2), (f(A3),A3)), A2+ A3) = bar ((f(Ai), Ai)i<i<s) -

b) Supposons que f € Aut(€) permute les points A, ..., Ay de £.D’apres la propo-
sition, f laisse fixe 1'isobarycentre G de ces points.

7.3 Sous-espaces affines et barycentres

Proposition.

Soit £ un espace affine sur I'espace vectoriel E et soit F une partie non vide de & .
Pour que F soit un sous-espace affine de & , il faut et il suffit que tout barycentre de
points pondérés de F soit un élément de F .

Démonstration. Soit F un sous-espace affine de £ de direction F. Considérons des
k

points pondérés (Ag, Ag),..., (Ax, Ax) de F avec 'ZO Ai = 1. Montrons que leur
1=

—
barycentre G appartient aF.Pouri=1,...,k,ona AgA; € F.On en déduit que
AoG = A AgA] +- -+ A ApAi € F.Donc G est élément de F .

Réciproquement, supposons que F soit stable par barycentres. Fixons une ori-

gine Ao dans F . Vérifions que I'ensemble F des vecteurs W ,ou M décrit F,
est un sous-espace vectoriel de E. Alors F sera le sous-espace affine de £ de di-
rection F. Soient m et AO—AZ> deux tels vecteurs et A1, A, des scalaires. Posons
Ao =1— A1 — Ay. Lebarycentre G de ((Ao, Ao), (A1,A1), (A2, A2)) est élément de F .
Le vecteur m = A AoA1 + A2 ApA2 est donc élément de F et F est un sous-espace
vectoriel de E . n

Corollaire.

Soit X # @ une partie de I’espace affine £ . Le sous-espace affine F de £ engendré
par X est I’'ensemble des barycentres des familles finies de points pondérés de X .

Démonstration. Tous ces barycentres sont éléments de F d’apres la proposition.

Réciproquement, montrons que tout M € F est barycentre d’éléments de X. Notons

F la direction de F. Soit Ay € X . D’apres 6-6, cor., AOM € F admet une expression
bl — A, Aoy oy o k € N

de la forme Ay = A AgA1 + -+ Ap ApAr , o0 k € IN* , Aq,...,Ar € X et

At ..., A € K.Posons Ag = 1— (A1 +---+ Ag). Larelation précédente montre que

M est le barycentre de ((Ao, Ao), (A1, A1), ..., (Ak Ax)) - N
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7.4 Reperes affines

Définitions.
On considére un espace affine & sur le corps K. On dit qu’une partie finie
X ={A1,...,A¢} de & est affinement libre si pour tout point M du sous-espace
affine engendré par X , il existe un seul systéme {A1,..., A} de scalaires tel que
k

‘21 Ai=1 et M = bar((A1,M1),..., (Ax Ax)) -

=
Si X n’est pas affinement libre, on dit qu’elle est affinement liée.
On dit que X est affinement génératrice si le sous-espace affine de £ engendré par X
estégala €.

On dit que X est un repere affine de &£, si X est affinement libre et génératrice.
Dans ce cas, pour tout point M de & il existe des scalaires Ay, ..., A, uniques tels

k
que '21 Ai =1 et M = bar ((A1,M),...,(Ax, Ax)) . On appelle ces scalaires les
=

coordonnées barycentriques du point M dans le repére affine X .

Proposition.
Pour qu’une partie X = {Ao,..., Ax} de & soit une partie affinement libre (resp.
une partie affinement génératrice, un repere affine) de &£, il faut et il suffit que

— —
B ={ApA1,...,AoAr } soit une famille libre (resp. une famille génératrice, une
base) de I’espace vectoriel E .

Démonstration. 1°/ Supposons X affinement libre. Soient Ay, ..., Ay des scalaires

— —
tels que A1 AgA1 + - + A AgAx = ? Posons A\pg = 1—(A1+---4+A,).On a
k k —_— =
ZO Ai=1 et ZO AiApA; = 0 .Donc Ay = bar((Ao, Ao), .., (Ax, Ax)) . Par ailleurs,
1= 1=

Ap = bar((Ao,1),(A1,0),..., (A 0)). Comme X est affinement libre, A\g = 1, A; = 0,
..., A =0, ce qui prouve que B est libre dans 'espace vectoriel E .

k
2°/ Supposons B libre dans E. Soient Ag,...,A; des scalaires tels que 'Zo A =1
i=
et considérons M = bar((A;,A;); i =0,...,k). En placant l'origine au point Ag, on
. W T T . . . .
obtient AgM = A1 ApA1 + - -+ A AgAy . Comme B est libre, cette relation détermine

de maniere unique Aj,...,Af. Alors Ag = 1 — (A + -+ + Ay) est déterminé. Cela
prouve que X est affinement libre.

3°/ Supposons B génératrice pour E . Pour tout M € £ ,il existe des scalaires Ay, ..., A
AoM = Ay AgA, AoAr

tels que AoM = A ApA1 + -+ + A ApAr . Enposant Ag =1— (A +---+ A) ona

A()I;] = Ao ApAy + A AgA1 + -+ AL ApAr donc M = bar((Ai,Ai) ; 1=0,.. ,k) .

Ainsi le sous-espace affine engendré par X est £ .

4’/ Supposons que X engendre &. Pour tout X € E,le point M = Ag + X est
barycentre de ((A;,A;); i =0,...,k) pour un choix convenable de scalaires A; tels

k
que ‘Zo Ai = 1. En placant I'origine en Ag, on obtient :
1=

— —
Y = AM = A AgAl +-+ A AgAy,

— —
ce qui prouve que AgA;g ,..., AgAx engendrent E. [
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Remarques.

a) Cet énoncé relie repéres affines et repeéres cartésiens de g . En effet, (A, e_1> PR e_n> )
est un repere cartésien si et seulementsi {Ag, Ay =Ao+e1 ,..., An=Ao+e, } est
un repere affine de £ . En permutant les points Ay, ..., A, onaencore un repére affine
de &€ donc (A;, (AijA;j)o<j<n,jzi) est unrepere cartésien de £ pourtout i =0,...,n.

Si & est de dimension finie 1, tout repere affine de £ a pour cardinal 7 4 1. Dans
le plan &(R) (resp. I'espace &(R)) un repere affine est formé des sommets d'un
triangle (resp. d’un tétraedre) non aplati.

b) En utilisant la proposition, les propriétés classiques des espaces vectoriels, notam-
ment le th. de la base incomplete, donnent des propriétés de 1'espace affine. Sans
vouloir les énoncer toutes, en voici quelques unes.

Une sous-famille d’une famille de points affinement libre est affinement libre.

On peut compléter une famille affinement libre, a I'aide de points d’une famille
finie affinement génératrice donnée, pour constituer un repére affine de £ . En particu-
lier, on peut extraire d"une famille finie génératrice, un repere affine.

Une famille (Ay,...,Ax) affinement libre engendre un sous-espace affine F, pour
lequel elle est un repere affine. Donc dim(F) = k. Soit B € £ avec B ¢ F. Alors,
(Ao, ..., A, B) est affinement libre et engendre un sous-espace affine de dimension
k + 1. En effet, (1\40A1 e, AgAx ,AOB/) est libre car (ApA1,...,ApAx) est libre et
AoB ¢ Vect (AvAr ..., AvAy).

Corollaire.
Considérons deux espaces vectoriels E et E’ sur un méme corps et des espaces
affines £ et &' sur E et E'. Supposons £ muni d’un repére affine (Ao,...,An) et
soient By, ...,B, des points de £'. Il existe une application affine f unique de &
dans &’ telle que f(A;) = B; pour i =0,...,n. De plus f est un isomorphisme si et
seulement si (By,...,B,) estun repére affine de &'.

s —
Démonstration. Comme ApA; ,...,ApA, constituent une base de E, il existe une
application linéaire unique v de E dans E ' telle que v (AgA; ) =ByB; pouri=1,...,n.
D’apres 6-4, il existe une application affine unique de £ dans &’ telle que f(Aop) = By
et telle que I'application linéaire associée soit v. Cette application f a les propriétés
voulues. Par ailleurs, c’est la seule, car la condition f(A;) = B; pour i = 0,...,n
. — — . . 1s .
impose f(Ap) = By et v(ApA;) = BoB; pour i=1,...,n, ce qui détermine v.

Pour que f soit un isomorphisme, il faut et il suffit que v soit un isomorphisme

d’espaces vectoriels, c’est-a-dire que les vecteurs v (AgA;) = BgB; constituent une
base de E’, ou encore que (By, ..., B,) soit un repére affine de &’. N

Exercice. Dans le plan affine réel &, on considére un triangle non aplati
3

A1AzA; . Soit A = (A1, A2, A3) € R3, tel que '21 Ai # 0. Pour toute permutation
1=

s € &3 on considere Gs = bar((A1, As1)), (A2, As(2)) , (A3, Ag(3))) - Montrer que
les six points Gs obtenus quand s décrit S5, appartiennent a une méme ellipse
EA . Montrer que toutes les ellipses E ont le méme centre. Préciser la position de
ce centre. Etudier les cas particuliers ou Ay =0, puisout Ay =0, Ay = A3.

Dans l'espace affine réel &5, donner une propriété analogue pour un tétraedre.
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Solution. Introduisons un produit scalaire sur R?, d’oli une structure d’espace af-
fine euclidien sur & (plan euclidien usuel). Soit B;B;B3 un triangle équilatéral de
ce plan. D’apres le corollaire, il existe un automorphisme affine ¢ unique de &, tel
que @(A;) = B pour i = 1,2,3. Comme ¢ conserve le barycentre, il suffit d’étudier
le probleme dans le triangle équilatéral B;B;Bs. Pour lui c’est facile. En effet, toute
permutation s € Sz des sommets est réalisée par une isométrie. La transposition
ti = [j, k] 'est par la symétrie orthogonale par rapport a la médiatrice de [A;A]. Le
cycle ¢ = (1,2,3) par une rotation de centre le centre de gravité Gy du triangle B1B,Bs3,
d’angle i%” , de méme pour ¢?. Ainsi, les six points Gs appartiennent au cercle C» de
centre Gy, passant par I'un d’eux. En revenant dans A;AyA, par ¢!, on voit que les
six points appartiennent & une l'ellipse E5 de centre G, centre de gravité du triangle
AjAAsz. Ces ellipses sont homothétiques. Si Ay = 1, A, = A3 = 0, on trouve dans
la famille des cercles Cy , le cercle C circonscrit au triangle dans BB, B3 . Lellipse E;
image par ¢! de C appartient a la famille E, . Elle passe par les sommets et par les
symétriques de G par rapport aux milieux des c6tés du triangle.

Si Ay = 0, le barycentre de ((A1,0), (A2, A2), (A3, A3)) est le point I qui divise

IA A . .
[A2A3] dans le rapport ﬁ = A; k. Par permutation des masses, on obtient
. . . s . s TA;
les six points qui sont sur les cotés [A;A;] du triangle (deux par c6té), tels que A = k.

Sideplus A, = A3, les deux points situés sur un méme
coté viennent se confondre au milieu du coté. Il existe
donc une ellipse qui est tangente aux trois cotés du
triangle en leurs milieux. Son centre est le centre de
gravité G du triangle. Comme G est aux deux tiers de
chaque médiane cette conique passe en plus par les mi-
lieux des segments [A;G] pour i =1,2,3. Cette ellipse
est appelée I'ellipse de Steiner. Elle est homothétique de
E;, donc la tangente en Aj a E; est parallelea AyAs.

Pour un tétraedre T de &3, I'étude se répete. Supposons &3 euclidien et T régulier. Le
groupe des isométries de T est d’ordre 4! = 24. En donnant A = (A1, A3, A3,A4) € R%,
tel que Z Ai # 0, on obtiendra, en permutant les constantes, 24 points appartenant

a une meme sphere de centre l'isobarycentre G des sommets. Pour un tétraedre quel-
conque, ces spheres deviennent des ellipsoides concentriques, homothétiques.

7.5 Espace affine hyperplan d’un espace vectoriel

Dans l'espace afﬁge Ent1 (_I>< ), ot K est un corps commutatlf_gon&derons un repere
cartésien Rp = (O, ey ,..., e, ). D'apres 74, O, Ag = O+ey ,..., Ay = O~|—en
constituent un repere affine de &,,1(K).

Les n + 1 points Aop,..., A,, sont affinement libres. Ils engendrent un hyperplan
H de £,41(K) . Dans le repére Ry, 'hyperplan d’équation f (cﬂ )=x0+-+x, =1
contient Ayp,..., A, .Ilestdoncégala X .

Considérons maintenant un espace affine £ de dimension n sur K muni d'un repere
affine R . Il existe un isomorphisme unique de £ sur H appliquant R sur (Ay,..., A,).
On peut identifier £ muni du repere R avec H muni du repeére (Ao, ..., An). L'espace
vectoriel E associé a &£ apparait alors comme la direction de H, c’est-a-dire comme
un sous-espace vectoriel de K", de dimension n. Ce procédé est fructueux car on
dispose dans K"*! de toutes les ressources de l’algebre linéaire.
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Proposition.
Effectuons I'identification que nous venons de décrire.

(i) Pour tout M € H , les coordonnées barycentriques de M dans le repere affine
(Ao, ..., An) deH, sont aussi les coordonnées de M dans le repére cartésien
(O,eq,...,e,) delespace affine &1 .

(ii) Des points Mj, ..., My de H sont affinement libres (resp. affinement généra-
teurs) dans ‘H , si et seulement si les vecteurs OMy ,...,OM; sont libres
(resp. générateurs) dans K1

(iii) Une application f de H dans H est affine si et seulement s’il existe une applica-
tion linéaire T de K"t dans lui-méme, laissant H stable, dont f soit la restric-

tion a H . Cette application linéaire est unique. Elle est bijective si et seulement
si f est bijective.

Démonstration. (i) Les coordonnées barycentriques Ag,...,A, de M dans le repere

— — =
affine R = (Ao,...,As) de H sont telles que A\yMAg + --- + A,MA, = O . Cette
relation étant toujours vraie dans K"*1, elle montre que M est également barycentre
de ((Aj, Ai)o<i<n) dans &,41(K).On a donc bien:

— — n
OM = AOAg +---+AOA, = Ageq +---+Aen  avec HN=t
1=

(ii) Supposons Mj, ..., M affinement libres dans H . Puisque O ¢ H, les points
O, Mj, ..., My sont affinement libres dans &,1(K) (7-4, rem. b). D’apres 7-4, prop.,

(OMy,...,OMy) estlibre dans K"+,

— —
Réciproquement, si (OMj ,...,OM;) est libre, alors (O, My, ..., My) est affine-
ment libre dans &,11(K) et (Mjy,..., M) est affinement libre dans H .

Si My, ..., Mj sont affinement générateurs dans #, alors (O, My, ..., M) engendre
un sous-espace affine de £,;1(K) de dimension strictement supérieure a n = dim(#)
car O ¢ H et donc de dimension n + 1. Ils engendrent donc &,1(K). D’apres 7-4,

— —
prop., OMy, ..., OM; engendrent K"*1.

Si OMj,..., OM; engendrent K"+l alors pour tout M € H, il existe des
. — —
scalaires Ay, ..., Ay tels que OM = AMOM; +---4+ A OM; .Ona:
— —
1= f(OM) = MfOMy) +- -+ M f(OMy) = M+ + A
Donc M = bar((My,A1),..., (M, Ax)) ce qui montre que Mj, ..., My engendrent .

(iii) Un endomorphisme linéaire T de K"*! est affine pour la structure d’espace affine
canonique. Sil laisse stable H , sa restriction f a H est affine (par exemple, d’apres 7-2).

Réciproquement, soit f une application affine de # dans H. Pour i = 0,...,n,

posons A = f(A;) out (Ay,...,A,) est le repere affine de H déja considéré. Soit

. — 7 — ~— .
T € L’_(I)(”) apphﬂuant les vecteurs ey = OAgp,..., e, = OA, de labase canonique

sur OAj ,...,0A} . Alors T est affine, elle laisse stable H car R = (Ay,..., A;) estun
repere affine de H et T(Ag) € H,...,T(A,) € H. La restriction de T a H et f sont
égales car elles coincident sur le repére affine R.

Enfin, f est un isomorphisme affine si et seulement si (Aj,..., A}) est un repere
R —

affine de H , c’est-a-dire d’apres (iii), si (OAj ,...,OA! ) estunebase de K"*!. Ainsi

f est bijective si et seulement si T applique la base canonique de K"*! sur une base de

K1, c’est-a-dire si T est bijective. n
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Exercice. Soient &£ un espace affine de dimension n et (Ay,..., Ay) un repére
affine. Montrer que n + 1 points Py, ..., P, de & sont affinement liés, si et seule-
ment si le déterminant des coordonnées barycentriques de D, ..., P, est nul.

Dans le plan &(R) muni d’un repere affine (Ao, A1, A2), soient A # B, de
coordonnées barycentriques (ag, a1,a2) et (Bo, B1,B2). Quelle relation doivent
lier les coordonnées barycentriques (xo, x1,x2) d’un point M pour que M appar-
tienne a la droite (AB) (équation barycentrique de la droite (AB))?

Démontrer le th. de Ménélatis.

Solution. Identifions £ avec un hyperplan de &,1(K) ne passant pas par l'origine
O. La proposition montre qu’il suffit d’écrire que OF ,...,OP, sont liés. Pour cela il

—
faut et il suffit que det(OP,...,OP,) = 0, c’est-a-dire que que le déterminant des
coordonnées barycentriques des points soit nul.

Si £ estleplan &(R),ona M € (AB) siet E}ulemgt si OW appartient au plan
OAB de &(R), c’est-a-dire si OM estlié avec OA et OB , d’ott la condition :

xo & Po
x1 w1 P
X2 ay Po

Considérons des points My € [A1Az], My € [AyAg], My € [ApA1], qui ne soient
pas des sommets du triangle AgA;A;. On a My = bar[(A1,A1), (A2, 1), (Ao, 0)] out

— — — . . .

A = fﬁoﬁz car AiMoA1 + MpAz, = 0 . On obtient les coordonnées barycentri-
0441

ques (a une constante multiplicative pres) des deux autres points, par permutation

circulaire. Les points My, M1, My sont alignés si et seulement si

= 0.

0 1 A

A A A
0=1|A 0 1 =1+/\1/\2/\0:17M°2><M10><M2 L.
1 Ay O MoA1  MiAy  MAp

7.6 Parties convexes d'un espace affine réel

Lemme.
Soit C une partie d'un espace affine réel £. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(i) Le barycentre G de toute famille finie {(A1,A1), ..., (Ax, Ax)} de points pon-
k
dérésdeC, telleque Ay > 0,..., Ay = 0 et 21 Ai = 1, appartienta C.
1=

(i) YMeC ¥YNeC [MN] = {M+AMN; 0<A<1}CC.

Démonstration. (i) = (ii) en appliquant (i) aux points pondérés (M,1—A), (N, A).

(i) = (i) Quitte a supprimer les termes ott A; = 0, considérons {(A1,A1),..., (A Ax)}
ol A; > 0 pour touti.Si (ii) est vérifiée, en utilisant I’associativité des barycentres, on
voit que G, = bar ((A1, A1), (A2, A2)) estélément de [A1Az] C C. Ensuite, on voit de
méme que Gz = bar ((Gz, A1 + Az), (A3,A3)) est un élément de [GpA3] C C,... Par
une récurrence finie on montre que G = bar ((A;, A;)) appartienta C. ]

Définition.
Une partie C de £ vérifiant les conditions équivalentes précédentes est dite convexe.

Nous appellerons dimension de C la dimension du sous-espace affine engendré par
C. Nous considérerons la partie © comme étant convexe.
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P

Convexe Non convexe Intersection de convexes

Proposition.

Soit £ un espace affine réel. Pour toute famille (C;);c; de parties convexes de &,
l'intersection ,ﬂl C; est convexe.
[AS

Si f est une application affine de £ dans un autre espace affine £', I'image f(C)
de toute partie convexe C de £ est convexe et I'image réciproque f~1(C') de toute
partie convexe C' de &' est convexe.

Démonstration. Le lecteur vérifiera ’'une des conditions du lemme. ]

Exercice. Soit E un espace vectoriel normé réel. l\iontrer que sa boule unité fermée
E; est convexe. Si E = R® muni de la norme || x"|| = max(|x1], |x2|, |x3]), quelle
est la forme géométrique de E; et celle de la boule E} de son dual E” ?

Solution. Soient ? € Eq, ? € E;, A € [0,1]. Dans & muni de l'origine 6), on a
bar[(?, 1—A7), (7,)\)] = (1- /\);> + Ay’ . Ce barycentre est un élément de E; car
[|(1 —/\)?+/\?| <(1-A) ||7H + Ay < (1—A)+ A =1.Donc Ej est convexe.

La boule unit¢ {x | |v| < 1,1 < i < 3} = [-L1P de E = R3
muni de la norme considérée, est un cube C dont les 6 faces sont des carrés
dans les plans affines d’équations x; = =+1. Munissons le dual E’ de la base
B’ = (¢1, 92, ¢3) duale de la base canonique de R®. Les formes linéaires ¢; sont les
fonctions coordonnées ¢; : (x1,x2,x3) — x;.Sur E’, la norme duale est définie par
||?\ |” = sup {|q)(?)| P E1} . Saboule unité est I’octaédre ¥ dont les 8 faces sont
des triangles équilatéraux situés dans les plans d’équations £y, £y £y3 = 1. Les 6
sommets de X sont les formes linéaires +¢; intervenant dans les équations des faces
du cube C. De méme, les 8 sommets du cube C sont les formes linéaires sur E’ interve-
nant dans les équations des faces de .. On dit que C et X sont des polyedres réguliers
duaux. Une fagcon géométrique de définir le polyedre X dual d"un polyedre convexe C,
sans passer au dual de R?, est de construire & dont les sommets sont les centres des
faces de C.

Un autre exemple de polyedres réguliers duaux est donné par l'icosaedre et le dodé-
caédre. Le tétraédre régulier est lui son propre dual. Ces cinq polyedres réguliers, dits
platoniciens, étaient connus au siecle de Périclés et fascinaient par leur régularité, leur
perfection. Ce sont les seuls polyedres réguliers dans I'espace euclidien (th. de Cauchy)

SRV /R
ey B

|
|
I
|
|
|
p————t—
/
7/
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7.7 Enveloppe convexe d'une partie

Proposition.

Soit X # @, une partie d’un espace affine réel £ . L'intersection co(X) de toutes
les parties convexes de £ qui contiennent X est la plus petite partie convexe de &
qui contient X . C’est I'ensemble des barycentres G = bar [ (A1, A1),..., (Ax, Ax) ] ot

k
k € IN*, Al,...,AkEX,)\l,...,/\kG]RJr avec ‘Zl /\Z' =1.
=

Démonstration. D’apres 7-6, prop., co(X) est convexe. Evidemment, co(X) contient
X et co(X) est contenue dans toute partie convexe de & qui contient X. Notons
C l'ensemble de tous les barycentres G de points de X pondérés avec des masses
positives. Comme co(X) est convexe, elle contient tout élément de C. Vérifions que
C est convexe. Comme C contient X, il en résultera que C contient la plus petite partie
convexe co(X) contenant X.On aura C = co(X).

Soient M = bar ((A1,AM),...,(Ap,Ap)), N =bar ((By,u1),...,(Bg, pq)) des points
de C, ou Ay,...,Ap, By, ..., B; appartiennenta X et Ay, ..., Ap, 1, ..., lly alR™, avec

P q
'21 Ai=1, '21 pj=1.50it A €[0,1].Ona bar((M,1—-A),(N,A)) =
i= j=
bar[A1, (1 —A)A1),..., (Ap, (1 —A)A,), (B, Apa), ..., (By, Aptg)] € C carles masses
figurant au second membre sont positives, de somme 1, d’ot1 la conclusion. ]
Définition.

| On appelle co(X) I'enveloppe convexe de X .

Corollaire.

|| Soient & et &' des espaces affines et f € A(E,E'). Alors f(co(X)) = co(f(X)).

Démonstration. Comme f conserve le barycentre (voir 7-2), c’est évident. n

Exemples. Si X = {A, B}, ot A # B, co(X) estle segment [AB].
Si X = {A,B,C},ou A # B et C ¢ AB, alors co(X) est le triangle ABC (bord
compris) dans le plan affine engendré par A, B, C.

7.8 Points extrémaux d’une partie convexe

Lemme.

Soit C une partie convexe d’un espace affine réel £ et soit P € C. Les conditions
suivantes sont équivalentes.

(i) VMeC YVNeC P=bar((M3),(N3) = M=P=N.
(i) VMeC VNeC VA€]0,1] P=hbar((M1—-A),(N,A)) = M=P=N.

(iii) Le complémentaire Cy de {P} dans C est convexe.

Démonstration. (i) = (ii) Soient M,N € C, A €]0,1[, P = bar ((M,1—A),(N,A)).
SiA= %, d’apres (i) ona M = P = N. Supposons A # %, par exemple A < % Ona
MP = (1—-AMM + AMN = AMN donc P est entre M et le milieu du segment [MN].
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Soit Q = bar((M,1— A'),(M,A)) ott ' = 2A.Ona MQ = 2AMN = 2MP donc Q

est symétrique de M par rapporta P et Q € [MN]| C C car 0 < 2A <L>On ac donc
P = bar ((M,%), (Q,%)) .D’apres (i), M = P = Q. Comme 2/\Z\m =MQ = 0 ,on

obtient N =M = P.

(ii) = (iii) Soient M € Cy, N € Cy, A € [0,1] et G = bar((M,1—A7),(N,A)).
Vérifions que G € Cp. Pour A = 0oul ona G € Cy car G = M ou N. Pour
A €]0,1[,ona G € C car C est convexe. Si on avait G = P, on aurait M = P = N
d’apres (ii). C’est exclu car M, N € Cy. Donc G € Cy et Cj est convexe.

(iii) = (i) Soient M, N € C d’isobarycentre P. Si on avait u E

M, N € Cy, (iii) donnerait P € Cy. C’est absurde. On a donc N
M:PouN:P.AlorsM:P:Ncarl\ﬁzﬁ. ]

Définition.
Un tel point P de la partie convexe C, qui ne peut étre isobarycentre de deux points
distincts de C, est appelé un point extrémal de C .

Proposition.

Démonstration. Soit F le sous-espace affine de &, engendré par C. Alors f(F) est
engendré par f(C) = C donc f(F) = F. Ainsi F est invariant par f qui induit une
application affine de F dans lui-méme, que nous appelons encore f , quitte a remplacer
&y par F. Comme F est de dimension finie, I’application affine surjective f est un
automorphisme affine de F (6-3, prop. 1). C’est une bijection de C sur C.

Soit C une partie convexe de &, . Toute application affine f de &, dans lui-méme
telle que f(C) = C permute les points extrémaux de C.

Soit P un point extrémal de C. Vérifions que P’ = f(P) est un point extrémal
de C. Supposons que P’ = bar((M’,3),(N’,3)), ot M' € C, N’ € C. Les points
M= f~Y(M') et N = f"}(N’) appartiennent a C = f~1(C) et P = bar((M, 3), (N, 1))
car l'application affine f~! conserve le barycentre. Puisque P est extrémal, on en déduit
que P =M = N etdonc que P’ = M’ = N’. Ainsi P est extrémal pour C.

Appliquons a f~! ce résultat. Pour tout point extrémal P de Cona Py = f~1(P)
extrémal et P = f(Pp). La restriction s de f a I'ensemble X des points extrémaux de
C est donc surjective de X sur X. Comme f est injective ona sy € Sx. [

Exercice 1. Dans un espace vectoriel euclidien E, déterminer 'ensemble X des
points extrémaux de la boule unité E; . Montrer que co(X) = Ej .

Solution. Notons O le centre de E; . Si P est a I'intérieur de Eq, il existe une boule
fermée de centre P de rayon r > 0 contenue dans E; . Si [AB] est un diametre de cette
boule, ona P = bar[(A4, %), (B, %)} et P n’est pas extrémal.

Soit P un point frontiére de E;. Ona OP = 1. Soient A € E;,B € E;, tels que
P =bar[(A, L), (B,1)].Sionsuppose A # B, la formule de la médiane donne

20P2 < 20P*+ § AB?> = OA?+0OB* < 2 dou OP<1.

C’est absurde donc A = B et P est extrémal. Ainsi X est la sphere unité.

Comme O est milieu de tout diametre [AB], c’est un point de co(X). Soit
M € E;\ {O}. Posons ¥ = OM. Soit A le point de X tel que OA = %Oﬂ Alors
M = bar[(O,r),(A,1—7r)] € co(X). Donc co(X) contient E; . Comme co(X) est la
plus petite partie convexe qui contient X, ona co(X) C E; etdonc co(X) = E;.
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Exercice 2. Soit C une partie convexe du plan affine réel &, . Montrer que I'en-
semble X des points extrémaux de C est fermé dans C. Montrer que cette pro-
priété n’est plus vraie dans l'espace affine euclidien &;.

Solution. Soit P € C qui est limite d"une suite (P,) de X . Montrons par I’absurde que
P est extrémal. Supposons que P ne soit pas extrémal. Il existe alors A € C,B € C,
distincts, tels que P soit le milieu de [AB]. Quitte a supprimer de (P,) les premiers
termes, on peut supposer PP, < PA pour tout n. Les points P, ne peuvent alors
appartenir & JAB[C C sinon ils ne seraient pas extrémaux. Il existe donc une infinité
de points P, dans l'un des demi-plans ouverts délimités par la droite (AB). Quitte a
remplacer la suite (P,) par une sous-suite, on peut supposer qu’ils appartiennent tous
au méme demi-plan ouvert. Soit P, un de ces points. Puisque la suite (P,) tend vers
P sans appartenir a la droite (AB), pour n assez grand, le point P, est al'intérieur du
triangle P,;,AB C C. Il existe deux points distincts de ce triangle dont P, est le milieu.
Cela contredit le fait que P, soit un point extrémal de C.

Pour avoir un contre-exemple dans &3, considérons par exemple un cdne convexe

fermé de sommet S dont la base est un disque fermé limité
par un cercle I' et dont une génératrice (SM) est perpendi-
culaire a la base. Considérons la réunion C de ce cone avec le
cOne symeétrique par rapport a la base et dont S’ est le som-
met. Les points extrémaux du convexe C obtenu sont S,5’ ¢ M s
etles points de I' \ {M}, qui nest pas fermé.

7.9 Sommets des polygones et polyédres convexes
Proposition.

Dans le plan affine réel &, , sil'intersection C d’'un nombre fini de demi-plans fermés
est non vide, c’est une partie convexe. Ses points extrémaux sont les sommets de C.
De méme dans I'espace affine réel &3, les points extrémaux d’un polyedre convexe
fermé sont les sommets du polyédre.
Démonstration. Munissons &, d'un repere cartésien (O, i
droites concourantes D et D', d’équations

ax+by—c=0 , ax+by—cd =0.
Les demi-plans I' = {M(x,y) |ax+by —c > 0} etI" = {M(x,y) |a'x + by — ' > 0},
sont convexes car images réciproques de [O, +o0[, qui est convexe, par des apphca—

tions affines. L'angle C = T'NI’ est donc une partie convexe de &,. Vérifions que
P=DND’ estun pomt extrémal de C So1ent M,N € C et A €]0,1], tels que

P =bar ((M,1—-A),(N, OnaO? (ﬂ—l—)&Oﬁ donc:
:(1—A)xM+/\xN , yp:( —AN)ym+Ayn.
Exprimons que P € D :
0 = axp+byp—c = (1—A)(axy+byy —c) + Alaxny +byn — ).

Ona A >0, 1—-A > 0.Les parentheses ci-dessus sont positives. Donc nécessairement
axy +byy —c =0 et axy + byy — ¢ = 0. De méme, le fait que 0 = a’xp + b'yp — ¢,
nécessite que a’xy +b'ypy —c’ =0 et a'xy+byy —c’ =0.Onadonc M € DN D’
et Ne DND’,d’ot M =P = N.Ainsi P est point extrémal de C.

Si C est un polygone convexe, intersection d’un nombre fini de demi-plans fermés,

d’apres ce qui précede, chaque sommet P est point extrémal de 1’angle formé par les
deux co6tés de C aboutissant au point P. Il est donc a fortiori extrémal pour C.

7) . Considérons deux

7
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Par ailleurs, tout point de C intérieur a C ou situé sur un coté de
C sans étre un sommet, est isobarycentre de deux points distincts
de C.Il n’est pas extrémal.

De méme, dans &3 les points extrémaux d’un polyedre convexe
sont les sommets du polyedre. (Tout cela se généralisea &,.) =

Corollaire.
Soit C un polygone (resp. un polyédre) convexe de & (resp. &3), non aplati.
L’ensemble G des applications affines f de &, (resp. £3) dans lui-méme telles que
f(C) = C est un sous-groupe de Aut (&) (resp. Aut(&3) ). Tout f € G induit une
permutation sy de I'ensemble X des sommets de C et ¢ : f + sy est un homomor-
phisme injectif de G dans Sx .

Démonstration. Tout f € G est surjective car le sous-espace affine f(&,) contient
f(C) = C qui engendre &,. Donc f est bijective (voir 6-3). Pour tous f et ¢ dans G,
ona ¢ 'o f(C) = C donc G est un sous-groupe de Aut (&) . D’apres les propositions
7-8 et 79, tout f € G définit une permutation sy des sommets. On a évidemment
Sfog = Sf08g donc ¢ : f > s¢ est un homomorphisme de groupes de G dans Sx .
Sisf=1Id,ona f = Idg, carl’ensemble des sommets de C contient un triangle non
aplati, c’est-a-dire un repere affine de & . Donc Ker (¢) = { Idg,} et ¢ estinjectif. m

Exercice. Dans le plan affine réel &, considérons un vrai triangle C = A1 A,A;3.
Etudier le sous-groupe G de Aut (&) qui laisse C invariant.

Solution. Ici, {Aj, Ay, A3} est un repere affine de & . Pour tout s € S3, il existe
(d’apres 7-4, cor. ) f € A(&3) telle que f(A;) = s(A;) pour i =1,2,3 et f est alors
telle que f(C) = C d’apres 7-7, cor. Donc G est un sous-groupe de Aut (&) isomorphe
a S3. On peut voir de méme que dans &3 les applications affines qui conservent un
tétraedre non aplati C, constituent un groupe isomorphe a Sy .

7.10 Les polyedres convexes réguliers

Appelons graphe dans &,(R) unsysteme G = (G, G1), ou Gy est une famille finie
non vide de points appelés sommets et ott G; est une famille finie d’arcs de courbe
continus, sans points doubles (arcs simples de Jordan), appelés arétes. Chaque aréte
a pour extrémités deux sommets distincts, seuls éléments de G sur cette aréte. Deux
arétes distinctes ne peuvent se couper qu’en leurs extrémités. Posons s = card (Go) et
a = card (Gy).

Proposition.

Soit G un graphe connexe tracé sur une sphére S de £3(R) . Le nombre f de compo-
santes connexes de S\ G vérifie la relation d’Euler s —a+ f = 2.

Démonstration. Montrons la formule par récurrence sur le nombre a d’arétes.
Sia=0alors s =1 car Gy # @ et G est connexe et f = 1. La formule est vraie.
Supposons vraie la relation pour les graphes connexes tracés sur S comportant a — 1
arétes. Considérons G ayant a arétes, avec a > 1.

Si G comporte un cycle (succession d’arétes distinctes 7i,..., 7, constituant un
chemin fermé), supprimons 71, mais pas les sommets qui sont ses extrémités. On
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obtient un graphe connexe G’ ayant 4’ = a — 1 arétes, s’ = s sommets et délimi-

tant f' = f —1 composantes connexes de S\ G’ car 71 borde deux composantes
connexes de S\ G qui vont étre réunies en retirant ; (cette propriété topologique
de la sphere ne serait pas vraie pour d’autres surfaces comme par exemple un tore).
D’apres I'hypothese de récurrence s —a+ f =5’ —a' + f' = 2.

Si G ne comporte aucun cycle, étant connexe, c’est un arbre fini. Soit v une aréte
aboutissant a un point terminal B. En supprimant 7 et B, mais pas 'autre sommet
extrémité de 7, on obtient un graphe connexe G’ ayant @’ = a — 1 arétes, s’ =s—1
sommets et délimitant /' = f composantes connexes.Ona s—a+f =s"—a'+ f =2
d’apres I’hypothese de récurrence. [

Corollaire 1. (Euler)

Soit P un polyédre convexe compact (non aplati) de £3(R). Les nombres s,a, f de
sommets, d’arétes, de faces de P sont tels que s —a+ f = 2.

Démonstration. Choisissons un produit scalaire sur R®. Choisissons A € P. Puisque
P n’est pas aplati, on peut choisir dans P des points B # A, C ¢ (AB) et D
n‘appartenant pas au plan du triangle ABC. Comme P est convexe, le tétraédre
T = ABCD est inclus dans P. L’isobarycentre O de A, B, C, D est un point intérieur
pour T et donc pour P. Soit r > 0 tel que la boule B de centre O de rayon r soit a
l'intérieur de P. Pour tout point M de la frontiere 6P de P, on a [OM]| NP = {M}
(car [OM] est a l'intérieur de P). Le segment [MO] rencontre la sphere S = 6B en
un point M’ et l'application ¢ : M +— M’  est bijective. Elle est continue car

oM = r(||O‘]\Z | |)*1O‘I\Z> . C’est donc un homéomorphisme car JP et S sont compacts.
L'image par ¢ des sommets et des arétes du polyédre P est un graphe connexe sur S,
d’ot1 la relation d’Euler. ]

Corollaire 2. (Cauchy)

| Dans &;(IR), les cing solides platoniciens sont les seuls polyédres convexes réguliers.

Démonstration. Plus généralement, considérons un polyedre convexe non aplati P tel
que le nombre d’arétes aboutissant a un sommet soit le méme pour tous les sommets,
égala p > 3 et tel que toutes les faces possedent le méme nombre, soit g > 3, de cdtés.
Nous allons montrer que (p,q) a au plus 5 valeurs.

Toute aréte sépare deux faces donc fq = 2a. Toute aréte relie deux sommets donc
sp = 2a.0On a aussi la relation d'Euler, s —a + f = 2. Résolvons en s, 4, f ce systéme:

2p+29—pq 2p+29—pq 2p+2q9—pq
On a nécessairement 2p +29 — pg > 0 avec p > 3 et q > 3. Tragons I'hyperbole
d’équation 2p + 29 — pq = 0. Le domaine défini par les trois inégalités précédentes,
ne contient que les couples d’entiers (3,3), (3,4), (4,3), (3,5), (5,3).

On retrouve les nombres du tétraédre régulier (qui est son propre dual), du cube
et de l'octaedre qui sont duaux (7-6, ex. ), du dodécaédre et de l'icosaedre qui sont
duaux. On peut se demander si pour (p,q) donné il ny aurait pas plusieurs polyedres
réguliers. Mais les propriétés métriques d’un tel polyedre montrent qu’il est unique (a
déplacement pres) si ses arétes sont de longueur un (voir 8-12, figures). ]
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Exercices du chapitre 7

_ Ex7-1

Soit £ un espace affine sur un corps
K de caractéristique p # 3. Montrer
que deux triangles ABC et A’B'C’ ont
le méme isobarycentre si et seulement si

;1747 +1§E? +(567 = F.Généraliser.
_ Ex7-2

Dans C, quel est lisobarycentre des
racines primitives 15°¢ de 1'unité ?

_ Ex7-3

Soient E un espace vectoriel sur le corps
K et £ un espace affine sur E. On consi-
dere trois points distincts A, B,C de & et
c=(aB,7) € Ktelque a + B+ # —1.
On note f, l'application qui associe
a M € &, le barycentre M’ de
((A,0), (B,B),(C,7), (M,1)).

Montrer que f, est affine. Selon les
valeurs de o, préciser sa nature.

Soit @’ € E. Existe-t-il o tel que f, soit
la translation tz ?

Soient I € £ et A € K\{0}. Existe-t-il
o tel que f; soit 'homothétie hy , ?

_ Ex7-4

Soit R = (A,B,C) un repere affine du
plan euclidien &(R). Montrer que les
coordonnées barycentriques «, 3,7, rela-
tivesa R, d'un point M € &, vérifient:

BME ANMA + MC AMA

'ym/\]\ﬁ + am/\]\ﬁ
aMA AMC + BME AMC

En déduire que «,p,v sont pro-
portionnels aux aires algébriques des
triangles construits sur (m ,]\ﬁ ),
(Z\E,Aﬁ), (m,]\ﬁ) Montrer que
le centre du cercle inscrit au triangle ABC
est le barycentre de (A,a),(B,b),(C,c),
oua=BC, b = CA, ¢ = AB. Quelles
sont les coordonnées barycentriques des
centres des cercles exinscrits ?

ololo|

_ Ex7-5

Soit P € C[X], avec d(P) > 2.
Dans C, montrer que l’ensemble Xp
des racines du polynéme dérivé P’ est
contenu dans l'enveloppe convexe C de
I'ensemble Xp des racines de P (th. de
Lucas) et que les barycentres de Xp
(les racines étant pondérées avec leur
multiplicité) et de Xp sont égaux. Si
P € R[X] a n racines réelles distinctes,
montrer que l'on retrouve un résultat
classique.

— Ex7-6

Soit C une partie convexede &, = &,(R).
Une fonction f de C dans R est dite
convexe si pour tous M € C, N € C, et
tout A € [0,1],ona
fbar((M,1—2),(N,A))) <

(1= A)F(M) + AF(N).
On dit que f est strictement convexe si en
outre pour M # N, 0 < A < 1, I'inéga-
lité est stricte.

a) Montrer que f est convexe si et seule-
mentsi Qf = {(M,t) | f(M) <t}
est une partie convexe de £ x R.

b) Si f est strictement convexe, montrer
que tout point du graphe de f est un

point extrémal de Q).

¢) Supposons f définie sur &, et stric-
tement convexe. Soit t < IR. Si
C={Mec&|f(M)<t} est non
vide, montrer que l’ensemble des
points extrémaux de C; est

E={Mc& | f(M)=t}.

Supposons  &£,(R) euclidien, muni
d’un repere orthonormé R et suppo-
sons f définie sur un voisinage ouvert

de C, deux fois différentiable, la ma-

52 f
53(,'53(]'
pour tout M € C. Montrer que f est
strictement convexe.

d)

trice ( )(M) étant définie positive,
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Indications
—  Ex7-1 —  Ex7-4
Multiplier vectoriellement la relation

Utiliser la relation vectorielle qui ca-
ractérise le barycentre.

_ Ex7-2

Les racines k™ de 'unité, sont racines de
Xk —1 et ont pour somme 0.

_ Ex7-3

La relation qui caractérise le barycentre
montre que f, est une translation ou une
homothétie.

qui caractérise le barycentre, par divers
vecteurs. Dans le cas du centre du cercle
inscrit, les aires des triangles sont propor-
tionnelles aux longueurs des cotés.

_ Ex7-5

Exprimer le polyndme comme produit de
facteurs de degré un, prendre la dérivée
logarithmique, rendre les dénominateurs
positifs et conclure.

_ Ex7-6

Il suffit d’appliquer les définitions. Pour
), penser a paramétrer le segment reliant
deux points. Cela raméne a une variable.

Solutions des exercices du chapitre 7

_ Ex7-1

Supposons caract(K) # 3, soit 3 x 1 # 0. Alors l'isobarycentre G de ABC existe.
Supposons que G soit également 'isobarycentre de A'B’'C’.Ona:

(1) GA+GE+GC =0

Par soustraction, on obtient

Réciproquement, supposons que

. GA'+GB'+GCl =7,

AA + BB +CC = 0.
AA + BB + cC

%
= 0 . Lisobarycentre G de

A, B, C vérifie la premiere des relations (1). En ajoutant membre & membre, on obtient
la deuxiéme des relations (1), qui prouve que G est isobarycentre de A’, B/,C’.

Le résultat s’étend au cas de deux suites finies (Aq, ..

_ Ex7-2

AR et (AL, AL).

Posons { = exp 2Z. Soient Ag, A1, ..., Ay_1 les sommets du polygone régulier a n
cotés inscrit dans le cercle unité, d’affixes zo =1,z; =, ..., z,_1 = " !. Puisque

X"—1 = (X—Zo)'-'(X—anl)

= X" — (204 Fzp) X"+ (=1)"20- 24

ona zg+--+2z,-1 = 0 etdonc OAg +---+0A,_1 = 0 . Ainsi l'origine O est
I'isobarycentre de Ay, ..., A,—1. Dans Ujs, les racines primitives sont Ck , oll k n’est
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divisible ni par 3, ni par 5. Donc leur ensemble Aj5 est dans Ujs le complémentaire
de U UUs = {1,25%,...,z12} U {1,2°,21%} . D’aprés ce qui précéde on a:

O=1+z+---+z% , 0=1+25+21 , 0=1+28+...+22.

Retranchons les deux derniéres relations de la premiere. Il vient 0 = —1+ Y z/, ott la

somme est prise sur Ajs, avec card (A15) = ¢(15) = 2 x 4 = 8. L'affixe de l'isoba-

rycentre de Aj5 est donc % . Plus généralement, pour tout n € IN* 1'isobarycentre de

T(n)

I'ensemble A, des racines n*™* primitives a pour affixe Ok ou T est la fonction de
Moebius et ¢ est la fonction d’Euler (voir Ex. 10-4).

_ Ex7-3

Comme a+ B+ v +1 #0,lebarycentre M’ existe : f, est bien définie. Soient M € &,

X €Eet N=M+ x .Posons M’ = fo(M), N' = f,(N) et < —M'N’ . Fixons une
origine O € £ . La caractérisation du barycentre donne :

M (@+B+7+1)OM = aOA +BOB +70C + OM,
(@+p+7+1)ON = aOA +pOB ++0C + ON,

dou (a+B+7+1) M'N’ = W, soit encore 97 —AX ol A = Hﬁlw . Ainsi,
fo est affine d’application linéaire associée A Idg. C’est un élément du groupe H des
homothéties et translations.

Si a4+ B+ 7 =0, alors f, est une translation car I'application linéaire associée est
7 N\ — .
Idg . D’apres (1), le vecteur a” de la translation est

7 = MM = «OA + BOB + 70C .
Il ne dépend que de f, et non de l'origine O choisie. En prenant O = A,
@) 7 =BAB +vAC.

Sia+pB+v7#0,ona A #1.Alors f, est une homothéﬁ Son cgtre est 'unique
point fixe I de f, . Dapres (1) il vérifie (x+p+ )OI = aOA + BOB +~0OC . Clest
donc le barycentre de (A,«), (B,B), (C,7).

H
D’apres (2), si f, = t; alors T appartient au sous-espace vectoriel Vect(AB , zﬁ )
£ i .
de E. Réciproquement, soit a" dans ce sous-espace. Il existe B, v € K tels que
T = ,Bzﬁ + ’)uﬁ . Posons & = —f — 7. Alors f, estla translation de vecteur 7.
Sife =hjp,onavuqueA = m, ce qui détermine « + B 4 y et que I est dans
le sous-espace affine F engendré par A, B, C. Réciproquement, considérons I € F,

A € K* et supposons A # 0. Il existe des masses «, B,y vérifianta + f + ¢y = % —-1#0,
telles que I =bar[(A,«), (B,B), (C,v)]|.D’apresa), f, = hy,.

_ Ex7-4

Le barycentre M de (A,«),(B,p), (C,_’L)_>est tel que « Z\H + B ]\ﬁ + v Z\ﬁ = 6)
En multipliant vectoriellement par MA , MB et W , on obtient les relations de
l'énoncé. La mesure algébrique MA MB sin (m , ME ) de]\ﬂ> AME est Iaire algé-
brique du parallélogramme construit sur les deux vecteurs, c’est-a-dire le double de
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l'aire algébrique du triangle. Ces trois relations montrent que «, B,y sont proportion-
nels aux aires algébriques des triangles correspondants.

Soient I et r le centre et le rayon du cercle inscrit au
triangle ABC. Orientons le plan de telle sorte que le re-

pere él, Iﬁ, Iﬁ) soit direct. L'aire du triangle construit
sur IB, IC est 1ra et celles des triangles ICA et IAB

sont 1rb et lrc. Les coordonnées barycentriques de I
sont donc proportionnelles a a,b, c.

Pour le centre I; du cercle exinscrit dans 1’angle

(zﬁ , AC ) par exemple, point de concours de la bissec-

s —
trice intérieure de cet angle et des bissectrices extérieures de (§8 ,BA) et (CA, CB ),
les coordonnéesl barycentriques seront proportionnellesa —a, b, ¢ car c’est le cas pour
les aires algébriques des triangles correspondants.

_ Ex7-5

On peut supposer P(X) unitaire. D’apres le th. de d’Alembert, il est scindé : il existe
donc a, b, ..., ¢ € C deux a deux distincts et «a, B, ..., ¥ € NN~
tels que P(X) = (X —a)*(X —b)P--- (X —¢)7. On en déduit I'égalité entre fractions
rationnelles

P'(X) i p g

PX)  X—a x-bv T tTx—¢
Soit z une racine de P’. Si z est racine de P, alors z appartient a I’enveloppe convexe C
des racines de P . Si z n’est pas racine de P, alors on obtient :

Pl _ o« B v _az-7) pE-D) 1z —7)
0= P(z) z—atz st T |z —al? * |z — b2 +”.+W'
d’ot

« P LYy, & B R S

et e e 2 e A P L P v

Cela prouve que z est barycentre des racines a,b,...,c de P affectées des masses

positives ﬁ ;TRE ﬁ.Domczest élément de C.
Si P(X) = X"+ a,1X" 1+...4a),0ona *(aa+pb+...+9c) = =1 Si

on dérive P(X), le calcul analogue pour P’(X) conduit a la méme valeur, donc le
barycentre de Xp est égal au barycentre de Xp:.

Si P € R[X], de degré n, a n racines réelles distinctes a; < --- < a,, le th. de Rolle
montre que pour i = 1,...,n —1 il existe ¢; € |a;, a;41] tel que P'(c;) = 0. Comme
d’(P') = n—1, P/ n’a pas d’autre racine. Ses racines appartiennent toutes a [ay, ]
qui est 'enveloppe convexe de 'ensemble des racines de P.

— Ex7-6
a) Soient (M,t) € Qf, (M',t') € Qs et A €[0,1].Ona:
(1) bar[(M,t),(1—=A)), (M, t'),A)] = (bar[(M,1—A), (M, A)], (1—=A)t+At')

car les projections de £ x R sur £ et R sont affines. Supposons f convexe. Alors,
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b)

<)

d)

f(bar[(M,1=A), (M, A)]) < (1=A)f(M) +Af(M) < (1—=A)t+ AL
Ainsi, bar[((M,t),(1—-A)), (M, t'),A)] € Qf et Of est convexe.

Réciproquement, supposons ) convexe. Pour tout couple de points (M, f(M))
et (M, f(M’')) du graphe de f, le segment qui les relie est contenu dans Q.
D’apres (1), cela signifie que pour tout A € [0,1],0na:

flbar[(M,1=A), (M, A)]) < (1=A)f(M) +Af(M).

Donc f est convexe.
Soient A € C et t = f(A). Considérons (M,«) € Qf, (N,B) € Qf, A €]0,1], tels
que (A,t) =bar[((M,a),1—A),((N,B),A)].Ona M,N € C.Supposons M # N.
Les projections de £ x R sur £ et R étant affines,

() A =bar[(M,1-A),(N,A)] et t=a(l—A)+pBA.
Si on suppose f strictement convexe, on a

t=f(A) < (1—=A)f(M)+Af(N)<(1—-A)a+AB.

Cela contredit (2). Donc M = N = A. On en déduit,

t=f(A)=fM)<a , t=f(A)=fIN)<p et t=a(l-A)+pA,
d'ott t =a ou t=p.Ainsi (A,t) estextrémal dans Q.
L'intersection X; de Qs avec 'hyperplan “horizontal” H = {(M,A) | A = t} est
une partie convexe de & X R, contenue dans Q)¢ . Tout point de ¥ qui est extré-
mal pour Q) est a fortiori extrémal pour X;. D'aprés b), cest le cas de tout (A, t)
ot A € Cett = f(A). La projection p : (M, t) — M de H sur £ est un isomor-
phisme affine. Le projeté A de (A, f(A)) est donc un point extrémal de C; = p(%;).
Une fonction convexe définie sur une partie convexe ouverte est continue donc f
définie sur &, est continue sur &,. Ainsi {M € &, | f(M) < t} est une partie

ouverte, intérieure a C;. Or, un point de l'intérieur d’une partie convexe n’est pas
extrémal. Donc E; est1’ensemble des points extrémaux de C;.

Dans R, on peut voir f comme une fonction de OM et de ses coordonnées X1y, Xy
Soient M € C et N € C,avec M # N.Pour t € [0,1], posons

o(t) = F(1—t)OM +tON) = f(OM +tMN).
¢'(t) = DFOM +tMN)MN ,  ¢"(t) = q:(MN),

2
ot g; est la forme quadratique de matrice (( 5;: ({x )(OW + tMN )) . Par hypothese,
4]

ona ¢"(t) > 0 pour tout ¢t € [0,1] donc la fonction ¢ est strictement convexe sur
[0,1].Pour 0 < A <1 onadonc:

F(1=H)OM +tON) = (t) < (1= 1) 9(0) + (1) = (1—£) F(M) + ¢ f(N).

Ona:




Chapitre 8

Géométrie affine euclidienne

8.1 Espaces affines euclidiens

Soient E un espace vectoriel sur R et £ un espace affine sur E . Si E est muni d"une

norme, en posant d (M, N) = |\W | on obtient une distance sur £ . En effet, d’apres
la relation de Chasles, pour tous points M, N,P de £,ona:

d(M,P) = [MP|| = |[MN +NP|| < MN |+ [NP| = d(M,N)+d(N,P).
d(MN) = |MN|| = | -NM|| = |[NM|| = d(N,M).
A(M\N)=0 & |MN|=0 & MN=0 <& M=N.
De plus, pour tout 7 €E,en posant M' =t; (M) et N' =t;(N) ona:
4 (t (M), (N)) = d (M, N') = [M'N'|| = [MN | = d(M,N).
Pour toute homothétie h 4, , pour tout M € £ et pour tout N € £,ona:
d(hy(M),h)(N)) = d(A-I—)um,A—l-/\fW) = ||A]\m|| = |A|d(M,N).

Réciproquement, on vérifiera facilement que toute distance sur & telle que toute
translation soit une isométrie et telle que toute homothétie de rapport A multiplie les
distances par |A| , est associée de cette fagon a une norme sur E.

Si E est de dimension finie 1, toutes les normes sont équivalentes sur E . Toutes ces
distances sur &, qui leur sont canoniquement associées, sont uniformément équiva-
lentes. Il existe donc sur £ une topologie canonique que toute norme sur E permet de
définir. Pour cette topologie, les translations et les homothéties sont des homéomor-
phismes. En fait, on a vu au §1 que & est isomorphe a I'espace affine &, obtenu en
faisant agir R” sur lui-méme par translations. Si on identifie £ muni d’une origine A
avec R" al’aide de I'isomorphisme ¢4 : ¥ = A+ ,onretrouve bien stirla topolo-
gie canonique de IR" . Toute norme sur E définit cette topologie. Il est particulierement
intéressant d’utiliser une norme associée a un produit scalaire.

Définition.
’ On appelle espace (atfine) euclidien de dimension n , un espace affine £ sur un espace
vectoriel euclidien E de dimension n .

Notons (?, ?) — (?|?) le produit scalaire de E. Il définit sur E la norme
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(?\ x"), d’ot1 la distance euclidienne de & :

(M,N) ~— MN = /(MN |MN ).

Deux sous-espaces affines F,G de &£ sont dits orthogonauyx, sileurs directions F, G
sont des sous-espaces vectoriels de E orthogonaux, c’est-a-dire tels que G C F*.

d’expression || X | =

N P N L. — —
_}On appelle repére orthonormé de &, un repére cartésien (A, ei,..., e, ) tel que
(e1,...,e, ) soit une base orthonormée de E .

8.2 Rappels sur le groupe orthogonal

Soit v un endomorphisme de l'espace vectoriel euclidien E . Rappelons que 1’adjoint
de v est I'unique élément v* de L(E) tel que:

V¥ €eE Yy eE (o(X)|Y) = (¥ |0 (¥)).

Le produit scalaire s’exprime en fonction de la norme par la formule de polarisation :

LEY) = IT+ 7P - 17 =71
Soit v € L(E) . D’apres cette formule, les propriétés suivantes sont donc équivalentes.
- ||U(?)|| = ||7>|| pour tout x € E (v est isométrique).
- (v(?)h}(?)) = (?|?) pour tout Y €E et pour tout ? €E.

-v*'v = Idg.
- L'image par v de toute base orthonormée de E est une base orthonormée de E .
- Il existe une base orthonormée de E dont I'image par v est une base orthonormée.

- Dans une base orthonormée de E, la matrice de v est orthogonale.

Un tel endomorphisme de E est appelé un endomorphisme orthogonal. L'ensemble
O(E) de ces endomorphismes est un sous-groupe du groupe GL(E) appelé le groupe
orthogonal de E . Nous allons rappeler quelques propriétés utiles pour la suite.

Lemme 1.

Considérons v € O(E) et un sous-espace vectoriel F de E. On a v(F‘) = v(F)*. En
particulier, si F est stable par v, alors F+ est stable parv.

Démonstration. On a (v(?)|v(?)) = (?|?) = 0 pour tout ? € F!, pour tout
X € [ et donc o(Ft) C o(F)*. Or v est isométrique et donc injectif. Il en
résulte que dim(v(F+)) = dim(FY) = dim(E) — dim(F), et que
dim(v(F)*) = dim(E) — dim(v(F)) = dim(E) — dim(F) . On en déduit que
o(FL) = o(F)*.

Si F est stable par v, soit v(F) C F,ona v(F) = F car v étant injectif, les dimensions
de F et de v(F) sont égales. On en déduit que v(F*) = v(F)* = F*. ]

Lemme 2.
Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K et v € L(E) . Soit F un

sous-espace vectoriel de E, distinct de {?} , stable par v, minimal vis-a-vis de ces
propriétés. Alors, le polynéme minimal p,, de la restriction w = v|r est irréductible
dans K[X] et dim(F) = d"(pw) -
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Démonstration. Rappelons que 'ensemble des polynémes a coefficients dans K, qui
annulent un endomorphisme w € L(F), est unidéal de ’'anneau K[X] et donc constitué
des multiples py(X)q(X) d’un polyndme unitaire p,(X) (voir 10-2). Ce polyndéme
pw(X) qui est le polyndme de plus petit degré, unitaire et donc non nul, annulant w
est appelé le polynéme minimal de w .

Considérons la décomposition p,(X) = p1(X)¥ -+ ps(X)% de pu,(X) en facteurs
irréductibles unitaires. On a p,(w) = 0 dans £L(F), d’ou:

F = Ker (pu(w)) = Ker (p1(w)") @& - - - @ Ker (ps(w)k) . (1)

k:

Les endomorphismes p;(w)"/ commutent avec w . Les sous-espaces Ker (pj(w)kf ) de

F sont donc stables par w. Puisque F est minimal avec cette propriété, F est réduit
a I'un de ces sous-espaces Ker (p1(w)¥1), autrement dit, p1(X)" annule w et donc
pw(X) = p1(X)¥.Onadonc 0 = py(w)¥ et pi(w) est un endomorphisme nilpotent
de F.On a Ker (p1(w)) # {0}, sinon p;1(w) serait inversible et ne serait pas nilpotent
et Ker (p1(w)) est stable par w. Comme F est minimal, on a Ker (p1(w)) = F. Ainsi
p1(w) = Of et p1(X) est donc le polyndme minimal de w, ce qui prouve que py(X)
est irréductible. Soit py,(X) = X" + a1 X" 1 4 -+ + &g son expression.

Choisissons ¥’ # 0 dans F. Les vecteurs X, w(?), ey wmfl(?) engendrent
un sous-espace vectoriel de F stable par w, puisque w™ = —a,, qw™ 1 — -+ —agIdp.
Comme F est minimal, il est égal a F. Les vecteurs précédents sont donc générateurs
pour F. Vérifions qu’ils sont libres. S'il existait Ag,...,A,—1, non tous nuls, tels que
Ao? +... +Am_1wm_l(?) = ?,le polynome p(X) = Ag+- -+ A, 1 X" ! serait tel
que p(w)(?) — 0. On aurait p(w)wk(7) = wkp(w)(7) -0 pourk=0,...,m—1
etdonc p(w) = Oravecd’(p) < m — 1, contredisant la définition du polyndme minimal
pw(X) . Ces vecteurs constituent donc une base de F et dim(F) = m = d°(py) . ]

Propositon.

Soit E un espace vectoriel euclidien et v € O(E) . Alors E est somme directe ortho-

gonale E = &F; de sous-espaces vectoriels (F;) stables par v, non nuls, minimaux.

La dimension de ces sous-espaces est 1 ou 2. Les sous-espaces Fy de dimension 1 sont

des sous-espaces propres relatif a la valeur propre 1 ou —1. Pour ceux de dimension
. .. DU e Al . N

2, si on choisit une base orthonormée (1", ;") de Fy, la restriction de v a Fy a pour

cosf —sinf

sinf cos@

matrice < > , ot 0 n’est pas multiple de 7T .

Démonstration. La famille des sous-espaces vectoriels non nuls de E, stables par v
nest pas vide car E en fait partie. Choisissons un tel sous-espace F; de dimension
minimum. Alors F; est évidemment minimal. Les polynémes de R[X] irréductibles
sont de degré 1 ou 2. D’apres le lemme 2, la dimension de F; est 1 ou 2. D’apres le
lemme 1, FlL est stable par v. Si l—“lL # {0}, on peut choisir un sous-espace F, de Ff ,
stable, de dimension minimale, qui est donc 1 ou2. Alors F = F; @ F, est stable par v
et FL également. Si F- # {0}, on poursuit par récurrence, d’ot1 la premiére assertion.

Si dim(F;) =1, alors Fy est un sous-espace propre de v. Soient A la valeur propre
o -, e — —
et X" € Fravec x" # 0 .Ona |x'| = |v(x")| = |A]| x| donc [A| =1.
Si dim(F;) = 2, soit (?, 7)) une base orthonormée de Fy . Cette base oriente Fy.
La restriction w de v a F; applique 1" sur un vecteur de ce plan de longueur 1 soit

1. Nous utilisons le th. classique suivant, basé sur la relation de Bezout: si Pj,..., P, sont des
polynoémes deux a deux premiers entre eux, pour tout T € L(E),ona:
Ker ((Py -+ B)(T)) = Ker (P, (T)) @ - -~ @ Ker (B(T)).



156 CHAPITRE 8. GEOMETRIE AFFINE EUCLIDIENNE

w(?) = cos07 +sin 9]—> et applique ]_> sur un vecteur de longueur 1 orthogonal a
w(1_>) , soit w(]_>) — —sinf7 +cosf j ou w(]_>) —sinf7 — cos 6]_> . Ce second cas
ne peut pas se produire car alors w serait une symétrie par rapport a la droite d’angle
polaire 6/2 et aurait des droites de vecteurs propres, ce qui contredirait la minimalité
de Fy . Pour la méme raison, on ne peut avoir § =0 ou 7.

I existe donc une base orthonormée de E dans laquelle v a une matrice bloc diago-
nale dont les blocs sont soit un scalaire égal a 1 ou —1, soit une matrice de rotation. m

8.3 Isomeétries affines

Proposition.

Soient E et E' des espaces vectoriels euclidi_e;ns de énéme dimension et £,E" des
espaces affines euclidiens sur E et E'. Soit (A, e1, ..., e, ) un repére orthonormé de &
et f une application affine de £ dans £'. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) f estisométrique.

ii) L’application linéaire associée v+ est orthogonale.
Pp. f g

(iii) (f(A),vf(z), . .,vf(e_n>)) est un repére orthonormé de &’ .

Démonstration. (i) < (ii) Posons A’ = f(A) . Par définition des distances sur £ et £’,

les bijections ¢4 : X — A+ X deEsur & et pa X — A/—|—J7 de E' sur &’
sont des isométries. Ona f = @4 o vy o go;l , d’ot1 I'équivalence de (i) et (ii).

(ii) < (iii) En effet, v est isométrique si et seulement si elle applique une base orthonor-
mée de E sur un systéme orthonormé de E’. Un tel systeme étant libre et la dimension
de E’ étant 1, c’est en fait une base de E’. n

Corollaire 1.

Soient &£ et &' des espaces affines euclidiens de méme dimension n et

R = (A, a) g e_n> ) un repére orthonormé de £ . Pour tout repére orthonormé R’ =
(A, ey ,... e, ) de &, il existe une application affine isométriiue unique telle que :

(F(A), 07 (&), 07 (&) = (A€, ,...eh).

Démonstration. Il existe une application affine f unique telle que f(R) = R’ (voir
6-4). C’est une isométrie d’apres la proposition. ]

Corollaire 2.
Un espace affine euclidien £ de dimension finie n est isomorphe a I'espace affine
canonique &,(R), ot R" est muni du produit scalaire canonique (& isomorphisme
isométrique pres, il existe un seul espace affine euclidien de dimension finie n).

Démonstration. Soit R un repere orthonormé de £. D’apres le cor. 1, il existe une
application affine isométrique unique f appliquant ce repére sur le repere orthonormé
de R" constitué du vecteur nul pour origine et de la base canonique de R". n

Exercice. Soit C un cube dans l'espace affine euclidien & . Montrer que I'en-
semble G des applications affines f de &; telles que f(C) = C est un sous-groupe
du groupe 73 des isométries de &3 et préciser son ordre. Méme question si on
remplace C par un octaedre régulier.
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Solution. Quitte a changer 1'unité de longueur, on peut supposer que les arétes de
C ont pour longueur 1. D’apres 7-9, cor., tout f € G permute les sommets A; ol
1<i<8, de C. Si f(A1) = A f(A) = Aj f(A3) = Ay, f(A) = Ay
les images des arétes [A1Aj], [A1A4], [A1A5] issues de A; sont les trois arétes
[AiAj], [AiAr], [AiA] issues de A;. D’aprés la proposition, f est une isomé-
trie et G est un sous-groupe de Z3. Réciproquement, pour tout choix de trois
arétes [A;Aj], [AjAx], [AiA;] issues d'un sommet A; de C, il existe une applica-

tion affine unique appliquant le repere orthonormé (A;, A1A; , A1Ay, A1As) sur

(Ai, AiAj , AjA , AjA;) etona f € T3. Comme C a 8 sommets et pour chaque som-
metona 3! = 6 choix de reperes, [G : 1] =8 x 6 = 48.

Quitte & changer 'unité de longueur, on peut supposer que les arétes de C ont pour
longueur 2 . Choisissons un repere orthonormé de &3, tel que C soit la boule unité pour
la norme | |?| lo = sup (|x1], |x2], |x3]) . Les éléments de G sont les applications affines
qui sont isométriques pour la norme euclidienne et isométriques pour la norme ||-||c -
La norme duale de ||-||o est ||-||1 et celle de la norme euclidienne ||-|| est ||-||2. La
boule unité Q de (R3,]||-||1) estun octaédre régulier (voir 7-6, ex. ). Par la transposition
¢ + !¢, les applications affines conservant () correspondent a celles qui conservent
C. Elles constituent un groupe isomorphe a G (g + (g)~! est un isomorphisme).

8.4 Symétries orthogonales

Lemme.

Soit E un espace vectoriel euclidien, v € L(E) tel que v*> = Idg. Les conditions
suivantes sont équivalentes.

(i) v est un endomorphisme orthogonal,

(i) v* =o,

(iii) E = E; @ E_; somme directe orthogonale.

Démonstration. L'endomorphisme v est annulé par le polynéme simple X? —1 =
(X—1)(X+1).Donc E est somme directe des sous-espaces propres E; = Ker (v — Idg)
et E_; = Ker (v+ Idg) dev (voir (') en 8-2) et vest la symétrie vectorielle par rapport
a E; parallelementa E_;.

()& () veon) & ovv=1I1df & v =0v (car v*> = Idg).

(ii) = (iii) En effet, les sous-espaces propres d'un endomorphisme symétrique sont
deux a deux orthogonaux de somme directe E (ce résultat classique sera revu en 13-2).

(iii) = (i) Supposons E; L E_;. En utilisant le th. de Pythagore, on voit immédiate-
ment que v est une isométrie et donc élément de O(E). n

Soient &£ un espace affine de dimension finie n et s une symétrie, c’est a dire une
application affine telle que s> = Id¢ . Pour tout M € &, en posant M’ = s(M), on a
s(M') = M. L'isobarycentre A de M et M’ est donc invariant par s. D’apres 6-8, cor. 2,
& ={M € & | s(M) = M} estle sous-espace affine de £ contenant A, de direction

(P | o(T) = 7). 1 ar it at o
E; ={x" €E|vs(x") = x"}.Limagede M = A+ AM est s(M) = A+v;(AM).
Ona vg =ve = Idg.Si E; = E, onvoit que v; = Idg et s = Id¢ car s a des points
fixes. Si E_.;1 = E,ona v; = — Idg et 'ensemble &; des points fixes, de direction

%
E1 = {0 }, estréduit au point A. Alors s est la symétrie par rapport au point A .
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Définitions.
Soit £ un espace affine de dimension finie n. Une symétrie s est appelée symétrie
hyperplane si &; est un hyperplan de £, c’est-a-dire si dim(&;) = dim(E;) =n—1.
Si € est euclidien, la symétrie s est dite orthogonale si les sous-espaces propres E; et
E_; sont orthogonaux entre eux.

Proposition.

Soient £ un espace affine euclidien de dimension n et F un sous-espace affine de
dimension k de & . Il existe une symétrie orthogonale sy, unique, dont I’ensemble
des points fixes est F . Elle est produit de n — k symétries hyperplanes orthogonales
deux a deux permutables. Elle est directe si et seulement si n — k est pair.

Démonstration. Si s = sz existe, le sous-espace propre E; de v; est la direction F de
F et E_4 = E{ = F*. Cela détermine vs et donc s de maniére unique.

: . = —

Pour montrer I’existence de s, choisissons A € F, une base orthonormée (e7’, ..., e )
A — N — =

de F, une base orthonormée (ex,1,...,e,) de F~. Alors B = (e{,...,e,) et

B = (?, s, a, —ek—H>, e, —e_n>) sont des bases orthonormées de E. D’apres 8-3, cor. 1,
il existe une application affine isométrique unique s telle que s(A) = A et

(1) vs(e—i>) = e_i> pour i =1,...,k , vs(e_j>) = —e_j> pour j = k+1,...,n

Ona s? = Idg. D’apres le lemme, s est une symétrie ortho-
gonale et F est ’ensemble de ses points fixes. Dans la base
B de E, la matrice de v; = v est produit de n — k matrices M M
diagonales, dont les termes diagonaux sont égaux a 1 sauf
I'un d’eux égal a —1. Ces matrices commutent deux a deux =
et ont pour déterminant —1, d’ot1 la proposition.
(La figure est faite dans &3, avec dim(F) =1.) " M

Corollaire.

Soient F,F' deux sous-espaces a_ffines de &£, de méme direction F C E. Alors
sF/ o sr estla translation t,;, ott a’ € F* esttel que t;(F) = F'.

MN .M' / /

| A 1
A T Hz_ M
m m' M,

/

Ml

Démonstration. Considérons des bases orthonormées (a), ey (?) et (eﬁ, e ) de
Fetde Ft et A € F.Posons s = sr et s’ = sz . L'expression de v; = vy dans la
base (z, ) ..,e_n>) de E, est donnée par (1) ci-dessus. On a vyos = vy 0 vs = Idg donc
s’ o s estune translation ty.Ona s'(s(A)) =s'(A) = A+ Zﬁ ol H est la projection

orthogonale de A sur F'. Ainsi, ¥ =2AH € F-.Posons a _ﬁ Alors t7(F) est
le sous-espace affine de £ issu de H, de direction F car I'application linéaire associée
atzest Idg, cest-a-dire F'. (figures dans & avec dim(F) =0,1 ou 2.) m
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8.5 Symétries glissées

Proposition.

Soient £ un espace affine euclidien, f une application affine isométrique de £ dans
& . Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) ovf=oy.
(ii) v§ = Idg.
(iii) 1I existe @ €E etune symétrie orthogonale s, tels que f =t; o s.

%
(iv) 1l existe un sous-espace affine F de £ et b € F, ou F est la direction de F,
telsque f =t; o sFr.

%
De plus, avec la propriété (iv), F et b &€ F sont uniques et donnent la seule
expression de f comme produit t; o sy avec t; etsy qui commutent.

Démonstration. (i) < (ii) car f étant une isométrie, on a vj*[v r= Idg.
(iv) = (i) Si f =t; o sg,alors vy = vs,, d’oti 'implication.

(1) = (i) Si v;i = vy alors E = E; © E_1, somme directe orthogonale des sous-
espaces propres de vy. Choisissons un sous-espace affine F de & de direction E;.
Soit s la symétrie orthogonale par rapport a F. D’apres 8-4, on a vs = vy et donc
Vfos = Vf 005 = v2 = Idg. Il existe donc 7 cE telque f o s =t;,s0it f =t; 0.

(iii) = (iv) Si f = tzos,0us = sp,ona vy = vs et E = F®F-, out F est

— —
la direction de Fo. Il existe b € F et ¢ € FL uniques tels que T =b+7C.
Considérons le sous-espace affine F =t 1z (Fo) - Il ala méme direction que Fy . D’apres

%
8-4, cor.,ona tz = sy osy etdonc f =ty otz osp = t;osF,avec b € F.
Alors, f = t; o sy et sFot; ont la méme application

linéaire associée vy = vs,.Pour A € F,ona tl;(A) e F ¢4 i

et donc tg o S]:(A) = tz(A) = Sr O tE(A) . I en résulte | 'E. ;
que ty o sF=s5r o t;.

Soit f = t; o sF/ une autre expression de fou ty et sp

commutent. Alors s et s/ ont v pour application linéaire associée. Ainsi, 7 et F'
ont F pour direction. Pour tout M € F',ona
M+ b = (t 0 s7)(M) = F(M) = sp/(M+ b ) = M+0,(8 )

donc V' € Ker (v — Idp) = F.Ona t j ot; = sy 055 = by ol X donne la
_>
“perpendiculaire commune” a F et F’ (voir cor. 8-4). Ainsiona b — 17 € F et

= = — —
b — b =2% € F! etdonc b —17:0 et sri=sr.

—
On en déduit que I'expression f =t; o sz,avec b € F, est unique puisque dans
ce cas tz? et sr commutent. [}

Définition.
On appelle symétrie glissée toute composée f = t; o sy d’une symétrie orthogonale
et d’une translation t; .

L'unique expression de f caractérisée par (iv) s’appelle la forme canonique de f .
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Remarques.

a) Nous avons vu au cours de la demonstration que dans la forme réduite f = t; o s
de la symétrie glissée f, le vecteur b est propre pour vy avec la valeur propre 1.

b) d’apres 8-4, prop., f = t; o sy est directe si et seulement si n — dim(F) est pair.

%
¢) Pour déterminer les éléments F et b de la forme réduite de f, on notera que
la direction de F est le sous-espace propre E; de vy et

1 / =12 Ml —» ’/ M
que pour tout M € &, si on pose M’ = f(M), 1e_>m111eu I |
du segmeit> [MM'] appartient a F car Hf = 1b €k H i__‘_7 l/
De plus, b 217,011 I'=f(I) car %

7/

S

F(D) = tylsz (1) =T+ D"

Exercice. Dans l'espace affine euclidien &3, muni d'un repere orthonormé

%
(O, 7, 7, k), étudier l'application f associant au point M(x,y,z) le point
xo= - %y - %z
M'(x',y',2") ot y = —2x — ly 4+ 1z 4 2
7 o= -y + 1y — 1z 1

Solution. Ona M = B+ o( OW ou B 0,2,—1) et v désigne 'endomorphisme
de R3 admettant dans la base B = ( ;7 ?) , la matrice A du systéme ci dessus.
D’apres 6-4, cor. 3 f est affine et I'application linéaire associée est v .

La matrice A est orthogonale et symétrique. Donc f est une symétrie glissée. Il existe
une base orthonormée B’ de E dans laquelle la matrice de v est diagonale. Ses valeurs
propres sont 1 ou —1. Comme tr (v) = tr (A) = —1, deux valeurs propres sont égales
a —1, la troisiéme est 1. Ainsi f est directe: ¢ est un deplacement Ici Eq est une droite
vectorielle. Le calcul montre que w = 27+ ] + ¥ € E;.Pour M = O, on
a f(M) = B donc le milieu I(0,1, — ) de [OB] appartient & F . Dans l'expression

canonique f =1t; o sy de f le sous-espace affine F est la droite issue de I de vecteur

directeur o . Le vecteur i de la translation t; est 17 = 411 w € Ep.

8.6 Isométries produits de symétries hyperplanes

Soient £ un espace affine euclidien, E sa direction. Soient A,B € £, avec A # B,

et I =bar((A,3),(B,3)).Unpoint M € & est a égale distance de A et de B, si

0 = MB2— MA® = (MB + MA |MB —MA ) = (2MI[ |AB )

L’ensemble H des points M tels que MA = MB e_st> I'hyperplan H issu du milieu I

de [AB], de direction H orthogonale au vecteur AB € E. On l'appelle I'hyperplan
médiateur du segment [AB]. La symétrie hyperplane orthogonale sy, applique A sur
B et c’est la seule.

Lemme.

Considérons un espace affine euclidien £ de dimension n, un repere affine
R ={Ay,..., Ay} de E et M € £.5i M' € £ est a la méme distance que M de
chacun des points A; de R , alors M' = M.
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Démonstration. Si on avait M’ # M, alors I'hyperplan médiateur H de [MM’']
contiendrait tous les points A; du repere R. C’est absurde car R engendre & et
dim(H)=n—1.m

Proposition.

Considérons un espace affine euclidien £ de dimension n, un repeére affine
R = {Ao,..., Ay} de & et des points A),..., A, de & tels que A;A} = AjA;
pour tous 0 < i < j < n. Il existe une isométrie unique f de £ dans & telle que
f(A;) = A} pour i = 0,...,n et f est affine, produit de symétries hyperplanes
orthogonales.

Démonstration. Si Ag = A, posons fi; = Idg.Si Ag # Aj, soit s; la symétrie ortho-
gonale par rapport & I'hyperplan médiateur du segment [Ag Aj)] et posons f; = s;.
Ainsi définie, f1 est une isométrie affine telle que f1(Ag) = Aj,. La distance de fi(A;)
a fi(Ag) = A} estégalea AgA; = AJA].

Si fi(A1) = A}, posons fo = f1.Si fi(A1) # A}, soit s; la symétrie orthogonale
par rapport a 'hyperplan médiateur H de [f1(A;) A}] etposons fo = sy 0 f;. Comme
H passe par A}y, ainsi définie, f, est telle que fo(Ag) = Aj et f2(A1) = A].

En continuant ainsi, on construit par récurrence une isométrie f produit de symétries
hyperplanes orthogonales, telle que f(A;) = Al pour i =0,...,n.

Soit g est une isométrie de £ dans £ telle que g(A;) = A pour i =0,...,n. Alors
h = f_1 o g laisse fixe Ag,...,A,.Tout M € &, est a la méme distance de Ay,..., A,
que M' = h(M) . D’apres le lemme, ona M’ = M etdonc h = Id¢. Ainsi, g = f et
f est unique. Elle est affine, produit de symétries hyperplanes orthogonales. ]

Corollaire.

Soit £ un espace affine euclidien de dimension n . Toute application isométrique f
de &£ dans & est affine et elle est produit de symétries hyperplanes orthogonales.

Démonstration. Considérons un repere affine R = {Ay,...,A,} de &, et les points
Ay = f(Ao),..., A, = f(A,).D’apres la proposition, il existe un produit de symétries
hyperplanes orthogonales g tel que g(Ag) = Aj,..., §(An) = Aj, etl'unicité dans la
proposition montre que f = g.Comme g est affine, f est affine. [

Exercice. Dans le plan euclidien &, on considere deux triangles (non aplatis)
ABC et A’B'C' . Montrer que dans les cas suivants ces triangles sont isométriques :
-AB=A'B', BC=BC', CA=CA,

-AB=A'B , AC=AC , A=A,

-BC=BC , B=B,C=C.

Solution. Dans le premier cas, la proposition donne directement le résultat. Dans le
second cas, la relation BC2 = AB2 + AC2 — 2AB AC cos(A), obtenue en développant
||]Eﬁ||2 = ||Ea> +1ﬁ‘ 2, montre que BC = B'C’. On est ramené au premier cas. Dans
sin A _ sin B B sinC
BC CA  AB
CA=C'A’", AB= A’B’.On est ramené au premier cas.

le troisiéme cas, des relations et AtB+C=n , on déduit
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8.7 Groupe des isométries de &,

Proposition.

Muni de I'opération de composition des applications, I'ensemble 1 des isométries de
I’espace affine euclidien &, de dimension n, est un grogoe isomor@e au produit
semi-direct R" x, O(n) ou ¢ est I'action naturelle (u, x") +— u(x") du groupe
orthogonal O(n) sur R" .

Démonstration. Toute isométrie de &, dans &, est affine d’apres 8-6 et injective. Elle
est donc bijective d’apres 6-3, prop. 1. On a donc Z C Aut(&,). Par ailleurs,
f € Aut (&,) est une isométrie si et seulement si vy est une isométrie, c’est-a-dire élé-
ment de O(n) . Donc 7 est I'image réciproque dans Aut (€,) du sous-groupe O(n) de
GL(n,R) par 'homomorphisme de groupes v : f + vy.C’est donc un sous-groupe
de Aut(&,). Il contient le sous-groupe distingué T de G constitué des translations.
D’apres 6-9, Aut (&£,) est le produit semi-direct de R" par GL(n,R) associé a 1’action
naturelle ¢ de GL(n,R) sur R”". Le stabilisateur d'un point A € &, dans 7 étant
isomorphe & O(n), le lemme 6-10 donne le résultat. ]

Corollaire.
L’ensemble Z* des isométries directes de &, est un sous-groupe distingué de T . II
est isomorphe au produit semi-direct R" x, 0" (n), ot O (n) est I'ensemble des en-

domorphismes orthogonaux directs de R" et ¢ I’action naturelle (u, 7)o u ()
de O" (n) surR".

Démonstration. u € L(E) est orthogonal si et seulement si fuu = Id g . De ce fait,
(det(u))? = det(*u)det(u) = det(*uu) = det(Idg) =1 donc det(u) = +1.

L'application v +— det(v) est un homomorphisme de groupes de GL(E) sur R*.
Pour v € O(n), on a det(v) € {1,—1}.Donc f + det(vs) est un homomorphisme
de groupes de Z sur {1, —1}. Son noyau Z* = {f € T | det(vs) = 1} est donc un
sous-groupe distingué de Z. Comme dans la proposition, le lemme 6-10 donne le
résultat. n

Définition.
Les éléments de T sont appelés des déplacements. Ce sont les éléments f de T tels

que det(vs) = 1, c’est-a-dire ceux qui conservent l'orientation de &, .
Si det(vs) = —1, ondit que f € T est un antidéplacement.

Parmi les antidéplacements figurent les symétries orthogonales hyperplanes et plus
généralement les isométries qui sont produit d"'un nombre impair de telles symétries.
Les déplacements sont produit d’un nombre pair de symétries hyperplanes
orthogonales.

Toute translation f; est un déplacement car l'application \

linéaire associée est Idg, de déterminant 1. D’ailleurs, on @ ‘rﬁz

peut (d’apres 8-4, cor.), décomposer t; en produit sy, o sy, M |1 M, |y M
|

de deux symétries hyperplanes orthogonales, ot H; peut
étre choisi arbitrairement parmi les hyperplans perpendi-
culaires au vecteur @ et ol H, se déduit de H; par la trans-

lation de vecteur I? = %? .
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8.8 Décomposition canonique d’une isométrie

Lemme.

Soient E un espace vectoriel euclidien et v € O(E) . Alors
Ker (v — Idg) = [Im(v— Idg)]*

Démonstration. Soient x € Ker (0 — Idg) et i € Im (v — Idg). Il existe z’ € E

— - — o . P | -1
tel que y° = v(z") — z'. Utilisons le fait que v* = v~ car v orthogonale et que v
laisse x” fixe.On a:

F1Y) = F|o(EZ)-7) = (T |o(Z) - (¥|7Z)
= (0 (X)]Z)-(¥Z)=F|Z)-(F|Z) =0,

et donc Ker (v — Idg) C [Im (v — Idg)]*. Cette inclusion est une égalité car d’apres le
th. durang, dim(Ker (v — Idg)) = n — dim(Im (v — Idg)) = dim([Im (v — Idg)]*) . m

Proposition.

Soit f une isométrie de l'espace affine euclidien &,. Notons E I'espace vectoriel
euclidien, direction de &, . Il existe une isométrie ¢ de &, admettant un point fixe
et un vecteur x € Ker (vf — Id), uniques, tels que f = t; o g. C’est la seule
expression f =tz o g ou g € Aut(&,) a un point fixe et commute avec t.
Démonstration. Soient A € &, et A’ = f(A).Posons T _ﬁ D’apres le lemme, il
existe X € Ker (vf — Idg) et Y €Im (vf — Idg) tels que T =% +7.%itz €E
tel que ? = vf (_>) 2. Vérifions que B=A+ (—?) estfixepar g =1t 3o f.
— — — - =
gB) = fB)+(=x) = f(A+(=2)) + (=) = f(A) +[-vp(z") - ¥]

= A+[@ v (Z)-%] = A+[y —v(Z)] = A+(~-2) = B.

Montrons 1'unicité de cette décomposition f = ftz o g.Soit f = tz o ¢’ une

\L

autre expression, out ¢’ admet un point fixe B' et ou x' € Ker (v v — 1d g) . Puisque
f(B) = B,+J7 et f(B) = B+ X ,ona vf(B?) ﬁ 7—?.Celamomtreque
-7 = J_=_7
x' —x" €Im (vf — Idg).Onaaussi x' — X € Ker (vf — Idg) etdonc " — x" = 0

d’apres le lemme. Ensuite, la relation f = tz o ¢ = tz o ¢’ donne ¢ =¢’.

Pour tout M € &, en tenant compte du fait que X est fixe par vy = vg,0na
— — —
g o tz(M) = g(M+ x7) = g(M) + (") = g(M) + x* = (tz 0 g)(M).
Cela prouve que t3 et g commutent.
Réciproquement, si f =ty o g, olt g a un point fixe B et ol ¢y et ¢ commutent,
— —
B+ = g(B)+ 2 = (tzog)(B) = (g01)(B),
= 8B+ x) = g(B)+u(x") = B+og(x).
Onvoit que vy (?) = % . L'unicité déja démontrée, concernant cette propriété, montre

que f =ty o g estla décomposition précédente. ]

Définition.

Cette unique expression f =ty o g de Iisométrie f de &, , ot1 g a un point fixe et o1
ty et g commutent, est appelée la forme canonique de f .
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Comme ¢ a un point fixe B, son étude se ramene a celle de v, = vy qui est

orthogonal. D’apres 8-2, il existe une base orthonormée (6_1> ;.. .,a) ) dans laquelle
la matrice M, de v, est diagonale par blocs, avec des blocs de dimension un, égaux
a 1 ou —1 et des blocs de dimension deux qui sont des matrices de rotation non
diagonalisables.

D’apres 6-8, cor.3, f a un point fixe unique si et seulement si Ker (vy — Idg) = {6> }.
Cela est confirmé par la proposition précédente: si Ker (vf — Idg) = {0 }, dans la
décomposition canonique on aura T = ? et f = g aura un point fixe, unique car la
direction du sous-espace des points fixes est justement Ker (v; — IdE) .

Notons encore que toute conjuguée f' =ho foh ! de f,ouh € Z, sera de “méme
nature” que f: sa forme canonique sera ' = toy (%) © g, ot g’ = hogoh ! admet
h(B) pour point fixe et oit vy admet dans la base orthonormée (vh(z), ceey vh(ej)) ,
la méme matrice My que v, relativement a la base (?, cees ).

Exercice. Soit f une isométrie de 1’espace euclidien &,. Supposons que f", ot
n = 2, ait un point fixe. Montrer que f a un point fixe.

Solution. Utilisons la décomposition canonique f = f; o g. Notons d’abord que si une
isométrie f a un point fixe, alorsona f = f50 f avec t; = Idg et f permutables. Donc
f =tgo f estlaforme canonique de f .

Supposons que f" ait un point fixe. Comme f; et g commutent,ona f" =t,;0g",
avec t,; et ¢" qui commutent et ¢ qui a un point fixe car ¢ en a un. D’aprés 1'unicité
de la forme canonique de f" et la remarque précédente, si f” a un point fixe, alors

_>
tha = t5 soit na =0 .Ainsi @ = 0 et f = g aun point fixe.
Autre démonstration, plus générale, valable pour toute application affine: si A est
fixe par ", alors A, f(A),..., f""1(A) sont permutés par f. L'isobarycentre de ces
points est fixe par f puisque f est affine.

8.9 Classification des isométries du plan

Soit f une isométrie du plan euclidien &,. Soit f = ty o ¢ sa décomposition
canonique, o1 g a un point fixe B et o x" € Ker (vg — Idg) . D'apres 8-2, il existe
une base orthonormée (imath, 7) de R? dans laquelle la matrice My de vy = vy est
diagonale par blocs, les blocs étant de format un égaux a 1 ou —1 ou de format deux et
matrice d’une rotation non diagonalisable. Quitte a échanger (imath et ]_>) , la matrice
My de vy est1'une des matrices

1 0 10 -1 0 cosf —sinf
S‘(o —1) / 12_<0 1) / _12_<o —1) ’M9_<sin9 cose)

avec f # 0 (mod 7). On a det(vs) = —1 uniquement si vy = S. Donc f est un
déplacement dans les trois derniers cas et un antidéplacement dans le premier cas ot
My = S.Pour 6 = 0 ou 6 = 7, 'expression de My serait I, ou —I. On peut
donc dire que si f est un déplacement (resp. un antidéplacement), il existe une base
orthonormée de R? dans laquelle la matrice de v; est de la forme My (resp. S).

1°/ Considérons le cas ot f =ty o ¢ est un déplacement.

Si M F= I, alors v = Idg et f est une translation t5.
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Si My = —1I,alors vy = —Idg.Ona X € Ker (vf — Idg) = {?} etdonc ¥ = 0.

Alors f = g a un point fixe B. On voit que f est la rotation de centre B d’angle ,
c’est-a-dire la symétrie par rapport au point B.

Si My = My avec § # 0 (mod 7). On a Ker (v — Idg) = {6}} etdonc ¥ = 0.

Alors f = g aun point fixe B. On voit que f est la rotation de centre B d’angle 6.

Finalement, le groupe Z* des déplacements est constitué des translations et des
rotations. D’apres 8-7, c’est un produit semi-direct R* x, U ott U désigne le groupe
multiplicatif des nombres complexes ¢ de module 1, agissant sur R? = C par les
rotations z — ez.

2°/ Considérons le cas ot f =tz o g est un antidéplacement.
Comme ¢ a un point fixe B et vy a pour matrice S, on voit que g est la symétrie
orthogonale sp par rapport a la droite D, issue de B de direction D =R 1" .

Si X = ?,alors f=8=sp.

Si ¥ # 6>, alors f, est composée de sp et ty ot ¥ € D.

-
a
[ ; {
| I
C’est une symétrie glissée. Il y a unicité de cette expression : ! D
I |
R

de f, d’apreés l'unicité de la décomposition canonique de f .
Rappelons que pour tout M € &, la droite D passe par le M
milieu du segment [MM'], ou M' = f(M).

Proposition.

Les déplacements du plan euclidien &, sont les translations et les rotations autour
d’un point. Un déplacement a un point fixe si et seulement si c’est une rotation.

Les antidéplacements sont les symétries orthogonales par rapport a une droite et les
symétries glissées. Pour qu’un antidéplacement ait un point fixe, il faut et il suffit que
ce soit une symétrie orthogonale par rapport a une droite.

Exercice 1. Soit n € IN, avec n > 2. Dans le groupe des isométries du plan affine
euclidien &, déterminer f telle que f" =rq9,0u 6 # 0 (mod 2m).

Solution. Puisque f" a un point fixe, f a un point fixe (8-8, ex. ). Si un point est fixe
par f, il est fixe par f", c’est donc A. Si f est un antidéplacement c’est une symétrie
s par rapport a une droite et s” est égal a Idg, # rag sin est pair et a s qui nest
pas un déplacement pour n impair. Donc si le probléme a des solutions, ce seront des

déplacements, laissant A fixe, c’est-a-dire des rotations 7,4, . La relation TZ, = TAp

0

équivauta a = ; (mod 27”). On a donc 7 solutions.

Exercice 2. On identifie le plan euclidien muni d"un repere orthonormé, avec le
plan complexe.

a) Montrer que le groupe Z* des déplacements est I’ensemble des applications
fop iz €%z4+a,otacC et fcl02n].

b) Montrer que Z~ est 'ensemble des applications g, : z — €z +a,otta € C
et 0 € [0,27] . Donner I'expression canonique de g, .

Solution. a) Le stabilisateur IE; de l'origine (zéro de C) dans Z7 est 'ensemble

des rotations de la forme z + ¢%z. Soit f un déplacement. Posons O’ = f(O) et

?:Oﬁ.Alors t zof=g€TI}, estdelaforme z — ez etdonc f =t;0ga
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. ; . = .

pour expression z — €%z +a, avec a I'affixe de a . Réciproquement, si f a cette
expression, elle est composée de la rotation rp g et de la translation définie par a. C’est
un déplacement.

b) Soit ¢ € 7~ . La symétrie s : z +— Z est élémentde 7~ donc f = gos € T est
delaforme z + ¢z +a et g = fos estdelaforme z — ¢z +a.

Tout antidéplacement de & est une symétrie glissée. L'expression canonique de
g est donc g = tzos ol s est une symétrie orthogonale qui commute avec tz. On
a gog=rtyzos® =ty et g(g(z)) = ei9(6i92+a) +a=z+e%a+a donc Y a pour
d’affixe J(e®a+a)ets(z) = (t_yog)(z) =e?Z+a—Le®a—1a = e®z+ 1(a—ea).
Ona g(0) = a donc (}a) appartiental’axe dela symetrle s.C’est un point flxe pours.
Cela se vérifie d’ailleurs sur ’'expression de s et conduit directement a ’expression de s
car vs = vy est z — ¢z, L'axe de la symétrie s est la droite D issue de A d’affixe %a ,

fa = ¢(z— Lla), en plagant

telle que I'angle (Ox,D) = % (mod ). Puisque s(z) —
l'origine en A, 'expression de s devient Z + ¢/ Z.

8.10 Classification des isométries de 'espace

Soit f un élément du groupe 73 des 1sometr1es del’espace euclidien &3 .D’apres

8-2, il existe une base orthonormée (_>, 7, k ) de R3 dans laquelle la matrice Mf de
vf = vg est diagonale par blocs, avec des blocs égaux a 1 ou —1 ou de format deux

et matrice d"une rotation non diagonalisable. Quitte a permuter 7.7 1, k la matrice
My est de l'un des types:

1 00 1 0 0 1 0 O -1 0 0
L=10 l O ,S=10 1 0 , =10 -1 0 ),-=(0 -1 0

0 0 0 — 0 0 -1 0 0 -1

1 -1 0 0 1 0
Pp=10 cosG —sm@ ,Pp=1 0 cosf —sinf | = (0 M>’

0 sinf cos6 0 sinf cosH 0

ot § # 0 (mod 7). Pour 6 = 0, les matrices Py et P; sont du type I3 et S. Pour
6 = 7 elles ont pour expression S’ et —I5. Il existe donc une base orthonormée de
R® dans laquelle la matrice de vy = vy est soit Py lorsque det(vf) = 1, cest-a-
dire lorsque f est un déplacement, soit Py lorsque det(vs) = —1, c’est-a-dire lorsque
f est un antidéplacement. Les cas ou la matrice est I3,S,S’, — I3, correspondent aux
cas particuliers ou I'endomorphisme orthogonal vy est diagonalisable, c’est-a-dire ou
v}i = vy, ce qui se produit lorsque 6 =0 ou 6 = 7.

Remarque 1. On peut démontrer ce résultat sans s’appuyer sur la prop 8-2. On remar-
quera que le polyndme caractéristique de vy est de degré 3. D’apres le th. des valeurs
intermédiaires, il a au moins une racine réelle. Comme v 7 est isométrique, cette valeur
propre de v restlou —1.5ion choisit un vecteur propre 1, de longueur un, relatif
a cette valeur propre, 'endomorphisme orthogonal vy laisse stable le plan vectoriel V

orthogonal a T et 1ndu1t sur ce plan euclidien V une isométrie v de V. Il existe une

base orthonormée ( 7 k ) de V dans laquelle la matrice de v a l’une des formes dé-
— =
(1

crites en 8-9. Finalement, il existe une base orthonormée B = ;1 k ) de R3 dans

laquelle la matrice de vs est de 'une des formes Py ou Py.
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Si 1’espace_c;uc1idien est orienté, on supposera la base orthomormée directe, quitte
a remplacer 1" par son opposé. Soit f = ty o ¢ sa décomposition canonique, ol1 g a
. . N
un point fixe A etou x” € E; = Ker (v, — Idg).

1°/ Supposons que f soit un déplacement.
Dans la base orthonormée B la matrice de vy est Py.

-Si 6 =0 (mod 27), alors v = Idg et f est une translation.

-Si 6 # 0 (mod 2m), alors E; est la droite vectorielle dirigée par 7 . Le vecteur x
de la translation t3 est un élément AT de cette droite.
Si A = 0, alors f = ¢ admet A pour point fixe et D

admet donc la droite D = A+ IR 1" pour ensemble de M
P ]—> ?) , @

points fixes. Dans le repeére orthonormé (A, 1_>, oar
on reconnait la rotation r d’axe D, d’angle 0.

Cas particulier: si 6 = 7 (mod 27), la rotation r est aussi la symétrie orthogonale
par rapport a D . On l'appelle le demi-tour d’axe D .
Si A # 0, alors f est composée de la rotation g,

d’axe D et d’angle 0 et de la translation f3z de vecteur ‘@i

¥ € D = R7. Les deux termes g et ty commutent. /
C’est la seule expression de f de ce type. Une telle M M
isométrie est appelée le vissage d’axe D, d’angle 6, de

vecteur x .

Si 0 = m (mod 2m), alors ¢ = 74, est aussi la G;>/
1

symétrie orthogonale par rapport a la droite D issue de T
A, dirigée par 1" . Le vissage f = tzo g, qui est un 2
déplacement, est aussi la symétrie glissée définie par D et % . Notons que pour tout
M € &, le milieu I du segment [MM'], ot M’ = f(M), appartienta D .

Finalement, on peut dire que le groupe Z* des déplacements de &; est I’ensemble
des vissages : les translations sont les vissages pour lesquels I’angle de la rotation g est
nul, les rotations sont les vissages dont le vecteur de translation ¥ est nul. Un déplace-
ment qui a un point fixe I est une rotation autour d’un axe passant par I.

2°/ Supposons que f = tzo g soit un antidéplacement.

Dans la base orthonormée 5, la matrice de v ¢ est Pé .

-Si 0 # 0 (mod 27), ona E; = Ker (vf — Idg) = {?} donc ¥ est nul et A est fixe
par f = g.L’ensemble des points fixes de f est le sous-espace affine de &3 issude A,
de direction E; . Il est réduit au point A (voir aussi 6-8, cor. 3). La matrice P; montre
que f est le produit de la rotation r autour de 'axe D issu de A dirigé par 1" et de la
symétrie orthogonale s par rapport au plan P perpendiculaire en Aa D.De plusr et s
commutent. On peut appeler rotation-symétrie ce type d’isométrie.

Si 6 = 7 (mod 27), ona P; = —I3. Alors f est la symétrie par rapport au point A.
Cette rotation-symétrie particuliere s 4 est produit du demi-tour autour de D et de s.

-Si 6 = 0 (mod 277), la matrice de vf est S.Ona dim(E;) = 2 et vy est la symétrie
orthogonale par rapport a un plan de direction E; = Ker (vs — Idg) .
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Si f a un point fixe A, I'ensemble des points de &3, fixes par f, est le plan P issu
de A de direction E; et f = g estla symétrie orthogonale par rapport P .

Si f n’a pas de point fixe, alors f = tz o ¢ ou g est la symétrie orthogonale par
rapport au plan P issu du point A, fixe pour g, de direction E; et ol X € E;.C'est
une symétrie glissée. On notera que pour tout point M € &3, le milieu I du segment
[MM'], ou M' = f(M), appartient au plan P (voir fig. ).

=y 7
;(D/ 1 /

= .

Rotation-symétrie Symétrie glissée

Proposition.

Les déplacements de I'espace euclidien &3 sont les vissages. Les translations et les
rotations autour d’un axe en sont des cas particuliers. Pour qu'un déplacement ait
des points fixes, il faut et il suffit que ce soit une rotation autour d’un axe ou Idg, .

Les antidéplacements sont les symétries orthogonales par rapport a un plan, les
symétries planes glissées et les rotation-symétrie. Pour qu’un antidéplacement ait
plus d’un point fixe, il faut et il suffit que ce soit une symétrie orthogonale par rap-
port a un plan. Pour qu’il ait un seul point fixe, il faut et il suffit que ce soit une
rotation-symétrie.

Remarque 2. Les demi-tours, rotations d’angle 7t autour d'un axe, sont des déplace-
ments. IIs engendrent Z . En effet, tout f € Zt a une expression f =tz o rpy.

La rotation rpg, est le produit rp, o rp, de deux demi-tours r, et rp,, ou
on choisit la droite A; arbitrairement parmi les droites qui rencontrent D et sont
perpendiculaires a D etoltt Ay =rp ¢ (A7)

La translation t3 est le produit ra, o 75, de deux demi-tours rp, et 7, 0_1\1> on
choisit la droite A; arbitrairement parmi les droites de direction orthogonale a x* et

ou Ay =t 1y (A1) (voir figures ci-dessus).
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Notons que deux demi-tours r; = 75, et ro = rp, commutent si et seulement si

1

riorpor; = ry soitsi r1(Ay) = Ay. Cela se produit si Ay = Ay ousi Aj, Ay sont
concourantes et orthogonales.

Déplacements Antidéplacements
dim(E;) 3 1 2 0
Il existe des Id¢ rotations symétries rotations-symétries
points fixes axiales planes
Il n’existe pas || translations vissages symétries
de point fixe glissées

Exercice. Dans l’espace affine euclidien & muni d'un repere orthonormé,
R = (O, , ] , ¥ ), étudier les applications affines f et f2, ot f est définie par :

X = —3x — 3y + 1z 4+ 10
y = —3x + Ly — 3z 4+ 2
— 1 2 2
zZ = 3x — 3y — 3z + 6
. - =2
Solution. Dans la base orthonormée ( 1 ] ) del’ espace vectoriel euclidien E
associé a &3, la matrice de v ¢ est A= % —2 . Elle est symétrique. 11
—2 -2
existe donc une base orthonormée de E qui dlagonahse A.Comme A est orthogonale,
vy estisométrique. Les valeurs propres de A sont 1 ou —1. Comme tr(A) = —1,
1 0 O
nécessairement A est semblablea |0 —1 0 [.Ainsi vf estla symétrie vectorielle
0o 0 -1

orthogonale par rapport a une droite vectorielle D, sous-espace propre relatif a la
valeur propre 1 de v;. Quant a l'isométrie f, c’est une symétrie glissée car vy est
orthogonale et symétrique. Soit t; o s la forme canonique de f. Ici s est une symétrie
orthogonale par rapport a une droite D de direction D, c’est-a-dire le demi-tour d’axe
D et f est un déplacement. Pour tout M € &, cette droite D contient le milieu I de
[MM'], ou M = f(M). Avec M = O on obtient M'(10,2,6) donc I(5,1,3) appar-
tienta D . Soit I’ = f(I).On obtient le vecteur 7 :17 =27 - 47) + 2% . La droite
D estla droite issue de I, dirigée par = 2]_> + ? Puisque t; et s commutent, on
a f2=ty;08> =ty;. C est une autre fagon de trouver le vecteur t; en calculant par
exemple f2(0) = P d’oit OF =247 .0n pourrait également déterminer la direction
de D en cherchant les vecteurs propres de vy relatifs a la valeur propre 1.
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8.11 Groupe des similitudes

Définition.
On appelle similitude de I'espace affine euclidien &, , une application f : £, — &,
telle qu’il existe ky € R, appelé rapport de f , vérifiant pour tous M,N € &, :

1) MN' =ksMN  ou M =f(M) , N =f(N).

Proposition.

Notons S I’ensemble des similitudes, I le groupe des isométries, H le groupe des
homothéties et translations et T le groupe des translations.

(i) S estun sous-groupe de Aut(&,) etona T<S, HaS,Z<S.

(i) Si f € S a un point fixe unique A, posons h = hay, . Alors g = h=1 o f est
une isométrie et f = hog = goh. De plus, g et h sont les seules isométrie et
homothétie de rapport positif permutables dont f est la composée.

(iii) Soit f € S tel que k¢ # 1. Alors f admet un point fixe unique A .

(iv) Soit A un point de &, . Alors S est isomorphe a un produit semi-direct R" X, S4,
ou S 4 est le stabilisateur de A, c’est-a-dire I’ensemble des similitudes de centre
A . Il est également isomorphe a un produit semi-direct 7 x g R .

Démonstration. (i) Soient A € &, et h I'homothétie h As - Alors ¢ = h™! o f estune
isométrie de &, .D’apres 8-6, g est affine et bijective donc f =h o g € Aut(&,).

La relation (1) montre alors que f~! € S avec kpa = % Pour f,f" € S, 1la
relation (1) montre a I'évidence que f o f' € S et que kfop = kgkp . Ainsi, S est
un sous-groupe de Aut(&,) et x : f ~ ks est un homomorphisme de S dans le
groupe multiplicatif R* . Il en résulte que Z = Ker (x) est un sous-groupe distingué
de S. Comme T et H sont des sous-groupes distingués de Aut (&,) (voir 6-9 et 6-10),
contenus dans S, ce sont des sous-groupes distingués de S .

(ii) Revenons au début de (i), en plagant A au point fixe. Alors f = h o g et A est fixe
par f,g, h.Etablirque h o ¢ = ¢ o h revient a montrer que vy, © vg = vy © vy, ce qui
est vérifié puisque v, = k¢ Idg est dans le centre de GL(n,R).

Soit f = h' o ¢’ = g’ o I/, une expression de f, ot §’ est une isométrie et ot 1/
est une homothétie de centre A’ de rapport positif. Ce rapport est nécessairement k.
Comme ¢’ o I’ o ¢'1 est 'homothétie de centre ¢'(A’), de méme rapport que /', le
fait que ¢’ o ' o ¢! = K’ implique ¢'(A’) = A’. Alors A’ est fixe par i’ , par ¢’ et
par f. Il est donc égal a l'unique point fixe A de f. Les homothéties et i’ ont méme
centre, méme rapport k. Elles sont donc égaleset g =h™! o f estégaleay’.

(iii) Supposons k¢ # 1. On a Ker (vf — Idg) = {W} D’apres 6-8, cor. 3, il existe un
unique point fixe pour f. Pour voir cela, on peut aussi utiliser le fait que f est une
contraction de I'espace métrique complet &, pour ky < 1. Elle a donc un point fixe
unique A. Pour ks > 1, alors f~! de rapport % admet un point fixe unique A. Les

relations f(A) = Aet A = f~1(A) sont équivalentes donc A est fixe pour f et unique.

(iv) En utilisant le lemme 6-10, on voitque S = T X, Sa ~ R" X, S, 0l & est 'action
(f, ) = v(X’) de Su sur R”.

L’homomorphisme surjectif x : f +— k¢ de S sur R} a pour noyau 7. Si on
fixe A € &,,alors T : A — hy,, est un homomorphisme de R* dans S tel que

o T = Idg: donc S est un produit semi-direct de Z par R* (voir 2-7, ex. 1). ]
X 4 p p +
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Définition.
Quand f admet un point fixe unique, on I'appelle le centre de la similitude et I'unique
expressionde f = h o g, ot h et g sont une homothétie et une isométrie permutables,
est appelé la forme réduite de f. Evidemment, g a elle-méme une décomposition
canonique (voir 8-8).

Remarque. Soit f une similitude plane indirecte avec un point
fixe A.Posons k = ky. Alors ¢ = hz,lk o f est une isométrie
indirecte qui a pour point fixe A . C’est une symétrie par rapport
a une droite D passant par A. Pour tout point M € &, dans le

triangle MAM’', ou M’ = f(M), la droite D est bissectrice de

’angle (M ,AM"). Ainsi, pour tout M, le point I de [MM’]
qui divise ce segment dans le rapport k est un point de D.

Exercice. On identifie le plan affine euclidien &, , muni d’un repére orthonormé,
avec le plan complexe C. Donner 'expression des similitudes.

Solution. Soit f € S. Posons k = ky. Considérons I'homothétie h : z — kz.
Nous avons vu en démontrant (i), que h~!o f = ¢ est une isométrie. Si f est di-
recte, alors g est directe, d’expression z ez + B. On en déduit I'expression
f iz ké®z+b = az+b, ot a € C*, des similitudes directes. Le groupe S*
des similitudes directes est donc isomorphe au groupe des automorphismes affines de

la droite complexe et donc au produit semi-direct C x, C,, ot Cy agit sur C par mul-
tiplications (voir 6-9, prop., (iv)). Sia # 1, s, , admet un unique point fixe d’affixe %
Exemple: f : z — (i—1)z4+2—i a pour point fixe A d’affixe 1, pour rapport

k=|i—1| =2 etpourangle § = Arg(i — 1) = %Tn_

Dans le groupe S, les similitudes indirectes constituent la classe S*¢, modulo
le sous-groupe distingué S, de la symétrie orthogonale ¢ : z +— z. C’est donc
I'ensemble des applications de la forme f : z — az+b,ot1 a € Ci,b € C. Pour
la| # 1, notons que 1'unique point fixe de f est aussi le point fixe de la similitude

directe fo f : z + aaz+ab+b.1la pour affixe 1”?;"’2 .

8.12 Sous-groupes finis du groupe des déplacements

Proposition.

Soit G un sous-groupe fini, d’ordre n > 2, du groupe Z* des déplacements de
I’espace affine euclidien £ = &;. Alors, G est isomorphe a U, ou a D,,, (n est
alors pair) ou bien a 1'un des trois groupes des déplacements qui conservent I'un des
cing polyédres réguliers, c’est-a-dire isomorphe a A4, Sy ou As.

Soit A € £.Tout g € G permute les points de 'orbite (finie) de A et laisse donc
fixe l'isobarycentre O de ces points. D’apres 8-10, prop., tout g € G\ { Id¢} est donc
une rotation autour d'un axe D, passant par O. Les points Py et Py oit Dg coupe la
sphere S de centre O de rayon 1 sont appelés les poles de g. L'ensemble X C S des
poles des éléments ¢ de G\ { Id¢} est invariant par g pour tout gop € G. En effet,
pour tout ¢ € G\ {Id¢}, ona gogg,' € G\ {Ide} et gogg, " laisse fixe tout point
de go(Dy) . Ses poles sont donc go(Pg) € X et go(Pg) € X.

Ainsi, le groupe G (d’ordre n) opere naturellement sur I'ensemble fini X. On a
1<card (G\{Idg}) =n—1letdonc2 < card (X) < 2(n—1) . Le nombre d’orbites est
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€G

Eneffet, Id¢ € G laisse fixe tout point de X ettout g € G\ { Id¢} a deux points fixes
Pg, P . De (1) on déduit 2 < k < 4(1 — 1) <4, s0it k=20u3.U

1°) Supposons que k = 2. D’apres (1), on a card (X) = 2. Ainsi, tous les éléments de
G\ {Id¢} ont les mémes poles: les deux éléments P,P’ de X. Ayant le méme axe,
ils laissent stable le plan H perpendiculaire en O a la droite (PP’). Tout g € G induit
donc une isométrie f(g) de H . Il est clair que g — f(g) est un isomorphisme de G
sur f(G).Comme f(G) estun sous-groupe fini du groupe des rotations de centre O,
il est cyclique, isomorphe a U,, (voir Ex. 8-4)

1) k= [Gl—l] gZ card (fix(g)) = 2[card (X)+2(n—1)] (formule de Burnside).

2°) Supposons que k = 3. Soient X;, X;, Xz les trois orbites, avec
card (X7) > card (X») > card (X3) . Pour 1 < i < 3,l’ordre m; du stabilisateur Gp d'un
point P € X;, ne dépend que de X; (2-3, prop. (iii)) et vérifie card (X;) = % .Ona
donc 2 < my < my <mz (ona 2 < my car P € X; étantpdled’'un ¢ € G\ {Id¢}, on
a {Idg, g} C Gp). D’apres (1), on a card (X) = n + 2. L'équation des classes donne
n+2 = card (Xi) + card (Xp) + card (X3) = ;- + ;- + 5, soit:
2 1 1 1

) 1+2=2L4141.
On en déduit 1 < = etdonc m; = 2. Ainsi, (2) s’écrit:

3) itaE =t
On en déduit % < m% etdonc mp; =2 ou 3.
a) Supposons que my = 2. Comme card (X») = [?1;21] , I'ordre n de G est pair. On a
card (X;) = 5 = card (X3) et card (X3) = card (X) —n = 2,d’oit X3 = {P,P'}.Le
stabilisateur Gp de P est cyclique, d’ordre 7, isomorphe a U, /, (raisonner comme en
1°), lorsque k = 2). Pour tout ¢ € G\ Gp ona ¢-P # P donc ¢g-P € X3 est égal
P’ et de méme, ¢-P' = P. La rotation g est donc un demi-tour autour d’un axe A
perpendiculaire a [PP'] en son milieu O. Ainsi, tout ¢ € G\ Gp est d’ordre 2. C’est
notamment le cas de ag, ou a € Gp est un générateur de Gp ~ U,/ . Cela prouve
que G est isomorphe a D, ,, (voir Ex. 8-3). Notons qu’il existe des polyedres de &
dont le groupe des déplacements qui les conservent est

G (figure faite pour n = 10).

b) Supposons que m, = 3. Alors (3) donne: a
(4) §+2= 0. \ -
(i) Supposons que mz = 3. D’apres (4),ona n =12,

card (X;) = [G:1] 2 =6, card (Xp) = [C:1] L2 =4 card (X3) = 11 24

mq my ns

On en déduit % < m% soit m3 < 5, avec 3 = my < mg3.
Ainsi, mz = 3,4 oub.

Tout ¢ € G laisse stable X, et induit une permutation s, de X;. L’homomorphisme
s : g+ sg de G dans Sy est injectif. En effet, considérons ¢ € Ker (s). Ona s, = Idy,.
Comme g laisse fixe deux points P, Q de X3, c’est une rotation autour de ’axe (PQ).
Sion avait g # Idg, alors P et Q seraient les seuls points de S fixes par g, ce qui
contredirait le fait que g laisse fixes les quatre points de X, . Ainsi, s(G) est un sous-
groupe d’ordre 12 de Sy . C’est le groupe alterné A4 (seul sous-groupe d’ordre 12 de
Sy d’apres 4-4, cor. 1). Donc G est isomorphe a A4 lui méme isomorphe au groupe des
déplacements qui conservent un tétraédre régulier (Ex. 8-9).

(ii) Supposons que mz = 4. D’apres (4),ona n = 24, d’ou:
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card (X;) = [?ml] =% =12, card (Xp) = [fnzl} =% =8, card (X3) = [rns} =2 —56.
Soit P € X;,ou 1 <i < 3.Le point P, symetrlque de P par rapport a O, a le méme

stabilisateur que P. Comme mq,my, m3 sont distincts, P’ appartient nécessairement
a l'orbite X;. Dans chaque orbite X;, on peut donc associer les points par couples de
points symétriques P, P’. Considérons P; € X,.Ona [Gp, : 1] = my = 3. Soit ¢ € Gp,,
avec ¢ # Id¢. L'ordre de g est 3. C’est une rotation autour de (P;P;j), d’angle +%*.
Considérons P, € Xo \ {P;,P[}. Alors P, P3 = g-P>, Py = ¢%-P, sont les sommets
d’un triangle équilatéral dans un plan H perpendiculaire a (P;P]) . Leurs symétriques
P}, P}, P; par rapport a O, appartiennent au plan symétrique #'. Les plans H et H’
sont distincts, sinon tout § € G, qui laisse stable X, = {P;, P|,..., P4, P;}, devrait
laisser le plan # invariant, ainsi que sa perpendiculaire (P;P[). On voit que G lais-
serait stable {Pl,P{}, ce qui est exclu compte tenu des cardinaux des trois orbites.
Dans X, les segments [PiDP,], [P1Ps], [P1Ps] et leurs
symétriques ont la méme longueur. Or, ces raisonne-
ments ne s’appliquent pas seulement au couple P, P’ » ( /
de l'orbite X, mais a chacun des couples. On voit '
donc que les points de X, sont les sommets d"un cube ]
I' que G laisse invariant et dont les 4 couples (P;P;), N

, (P4P;) constituent les grandes diagonales. Tout e /
¢ € G détermine une permutation s¢ de ces 4 droites,
d’ott un homomorphisme s : g+ s, de G dans Sy.
Vérifions que 'homomorphisme s : ¢ + s, est injectif de G dans S;. Considérons
g € Ker (s). Pour tout i =1,...,4, g laisse stable {P;, P/}. Supposons qu'il existe i tel
que g(P;) = P!. Alors g est un demi-tour par rapport a une droite A perpendiculaire
en O a (P;P!). Comme g laisse fixe deux points seulement de la sphére S et que dans
X on a huit points, nécessairement il existe deux autres couples (P, P;) et (P, P))
que g échange. Comme (O, P;, Py, P;) est un repere affine, § = sp. C’est absurde car
so est un antidéplacement. Donc g laisse fixes les huit points de X, et ¢ = Id¢ . Ainsi,
s est un homomorphisme injectif de G, d’ordre 24 dans &4 d’ordre 24. C’est donc un
isomorphisme de G sur le groupe des déplacements qui conservent le cube I', groupe
isomorphe a Sy (voir Ex. 8-10).

Py

(iii) Supposons que m3z = 5. D’apres (4), ona n = 60, d’out:
card (X;) = % =98 =30, card (Xp) = [(14;121] =% =20, card (X3) = [ 1] =12.

Puisque my, my, m3 sont distincts, on peut, comme dans le cas précédent, associer dans
chaque orbite X;, les points par couples de points symétriques P, P’. Considérons
Pi € X3 Ona [Gp, : 1] = m3 =5.50it ¢ € Gp,,avec ¢ # Idg¢. L'ordre de g est 5.
C’est une rotation autour de (P;P]), d’angle +2Z. Considérons P, ¢ {P;, P{}. Alors
P,,P3s=gP,Py=gP;,P5 =gPy, P = g-Ps5 sont les sommets d'un pentagone
régulier dans un plan #H perpendiculaire a (P;P]). Leurs symétriques Pj,..., P, par
par rapport a O, appartiennent au plan symé- 3
trique H'. Comme dans le cas précédent, les P Py
plans H et A’ sont distincts. Ces propriétés P,
étant valables pour chacun des couples (P;, P/) Py
de X3, les points de X, sont les sommets d"un o
icosaédre régulier I' que G laisse invariant. Or

le groupe des déplacements conservant I' est P
d’ordre 60 (admis ici), isomorphe a As. Donc
G est égal a ce groupe. |
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CHAPITRE 8

Exercices du chapitre 8

_ Ex8-1

On identifie le plan affine euclidien &,
muni d'un repére orthonormé, avec C.
On appelle inversion de centre O € &;,
de puisance k > 0, l'application f
de & \ {O} dans lui-méme associant a
M e &\ {O} le point M' de la droite
(OM) tel que OM OM’ = k.

a) Donner l'expression z +— f(z) de f.
Montrer que f est involutive et qu’elle
conserve les angles.

b) Donner I'image par f d'une droite A,
d"un cercle T'.

¢) Soient A et B les points d’affixes a > 0
et —a . Pour tout cercle C du faisceau F
a points de base A et B, soient M et N
les point d’intersection de C avec le dia-
metre D de C parallele & (x'x). Quand
C décrit F, quel est 'ensemble H des
points M et N ?

d) Donner une équation cartésienne, un
paramétrage rationnel, une génération
géométrique de la courbe L inverse de
H par l'inversion de centre O et de
puissance OA?. Montrer que L est'un
des ovales de Cassini de foyers I et I,
inverses des foyers F et F' de H.

e) Etudier I'image S de H paril’inversion
de centre A, de puissance AB 2,

_ Ex8-2

Dans le plan affine euclidien &, soit P un
polygone convexe régulier a n cotés (ot
n > 3), de sommets Ag, ..., A;_1.

Montrer que I’ensemble D,, des appli-
cations affines de &, dans &, telles que
f(P) = P est un sous-groupe fini du
groupe Z des isométries de & . Dans D,,,
déterminer le stabilisateur d’un sommet
A; de P. En déduire le cardinal de D,, .

Décrire les éléments de D,, et montrer
que D, est engendré par r,s tels que:

M= 1Idg, , = Idg, , (sr)?= Idg,.

— Ex8-3

Soit G un groupe engendré par deux
éléments a,b tels que

(1) ofa)=n, b*=e, (ab)>=¢,0u
n > 3. Montrer que H = {e,q,....a" '}
est un sous-groupe distingué de G et que
G est un produit semi-direct de H par
K = {e,b} . En déduire que G est unique,
a isomorphisme prés.

_ Ex8-4

Soit G un sous-groupe fini du groupe
7 des isométries du plan euclidien &;.
Montrer que G est isomorphe a Z/nZ
ouaD,.

— Ex8-5

Soit ABC un triangle non aplati du plan
euclidien. Quelle est la composée f des
rotations 14,1, rc d’angles (ﬁ,A ),
(1;8, Iﬁ) , (C—A>, Eﬁ), de centres A, B,C ?
Si ABC est équilatéral, quel est le point
fixe de f?

Quelle est la composée g des
symétries orthogonales spc), S(ca), S(ap) ?
Donner son expression canonique.

— Ex8-6

Soient C un cercle du plan euclidien et
A, AN, A" trois directions de droites, dis-
tinctes. Pour tout M € C, on consideére le
point M; € C ou la droite issue de M de
direction A recoupe C, puis M; € C ou
la droite issue de M; de direction A’ re-
coupe C, puis M3 € C ou la droite issue
de M, de direction A” recoupe C. A par-
tir de M3, on reprend le procédé, comme
pour M. Etudier la suite des points de C
ainsi, définie.
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_ Ex8-7

L'espace euclidien &3 est muni d'un
repere orthonormé (A,?,f,%). Donner
I'expression de la symétrie othogonale
f par rapport au plan P issu de
B(2,0,—2), de direction orthogonale a
§=27+7—k.

— Ex8-8
L'espace affine euclidien &3 est muni
d’'un repére orthonormé (A,7,7k).
Montrer que l'application f définie par
= Ix - Ly 4+ 2z 4+ 2
Y x4+ 3y - 3z
Z = —ix + 3y + 3z + 1

est une isométrie. Préciser sa nature, sa
décomposition canonique.
Etudier de méme g définie par

X = Ix - %y - 3z

= —5x + 3y — 8z - 2

7 = —3x — %y + 3z + 2
— Ex8-9

Dans l'espace euclidien &3, étudier la
composée f'o f de deux demi-tours f et
f''d’axes DetD'.

— Ex8-10

Soit T = A1AA3A4 un tétraedre régu-
lier de l’espace euclidien &;. On note G
I'ensemble des applications affines f de
& dans &z telles que f(T) =T.

a) Montrer que tout f € G induit une
permutation sy € Sy des sommets de
T. Montrer que G est un sous-groupe
fini du groupe Z des isométries de &3,
isomorphe au groupe Sy .

Montrer que f est un déplacement si et
seulement si s¢ est paire.

b) Montrer que les éléments de G corres-
pondant aux permutations [1,2][3,4],
[1,3](2,4], [1,4]]2,3], Id constituent
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un sous-groupe distingué de G.

En déduire que les droites joignant les
milieux de deux arétes opposées de T
sont deux a deux perpendiculaires.

¢) Soit f € G d’ordre 2. Etudier les or-
bitesde {Id, f} surles sommetsde T.
Caractériser f.

d) Décrire les stabilisateurs des sommets.
Montrer qu’ils sont conjugués dans G.
Montrer que tout sous-groupe d’ordre
3 de G est contenu dans le stabilisateur
d’un sommet. Quels sont les éléments
d’ordre 3de G?

e) Préciser la nature des éléments de G .

_ Ex8-11

Soit I = ABCDA’B'C'D’ un cube del’es-
pace euclidien &3 (ABCD est une face et

SN N
AA' = BB’ = CC' = DD'). Considérons
G={feA(&)|f()=T}.

a) Montrer que G est un sous-groupe du
groupe Z des isométries de &5 . Etudier
I’orbite du sommet A, son stabilisateur
Gy . Préciser I'ordre de G.

b) Soit H un sous-groupe d’ordre 3 de G.
Montrer que H est contenu dans le sta-
bilisateur d'un sommet. Combien de
sous-groupes d’ordre 3 existe-t-il dans
G ? Est-ce conforme aux th. de Sylow ?

¢) Montrer que tout f € G définit
une permutation ¢y des quatre grandes
diagonales [AC'],[BD'],[CA’],[DB].
Montrer que ¢ : f +— 07 est un
homomorphisme surjectif de G sur le
groupe Sy des permutations des diago-
nales.
Montrer que Ker (¢) estle centre de G.

d) Montrer que Gt = GNZ" est un
sous-groupe distingué de G isomorphe
au groupe symétrique S;. En déduire
que G estisomorphe a Sy x Z/27Z.

e) Préciser la nature des divers éléments
de G.
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Indications
— Ex8-1 — Ex8-6
a) Si X +1Y = f(x +1iy), alors On passe de M a M3 en composant des sy-
=k % , Y=k % ) métries orthogonales.
x*+y x2 412

b) Si O ¢ A, alors f(A) est un cercle
A’ passant par O, privé du point O.
L'image de A’ est A. L'image d'un
cercle qui ne passe pas par O, est un
autre cercle ne passant pas par O.

c) Si P est le projecté orthogonal de M
sur (x'x), on a PM° = PA PA’, d’ou
I'équation de H (c’est une hyperbole
équilatere).

d) ete) Avec les formules a), une équation
globale ou paramétrée de L (resp. S) se

déduit de celles de H .

_ Ex8-2

Utiliser 7-9, cor.; D, est engendré par la
rotation r = rpoy/, etla symétrie ortho-
gonale s par rapport a (x'x).

— Ex8-3

Montrer que tout x € G possede une ex-
pression unique de la forme a™ ou a™b,
avec 0 <m<n—1.

_ Ex8-4

Il existe un point fixe pour tous les
éléments de G. Si G C ZT, les éléments
de G sont des rotations z — ¢%z. Dans
C*, les éléments ¢? forment un sous-
groupe fini.

— Ex8-5

f est un déplacement d’angle 7t et g est
une symétrie glissée. (Considérer g(C) et
g(I) ou I est le symétrique de A par rap-
porta (BC)).

_ Ex8-7

Paramétrer la droite issue de M et dirigée
g ) . p .
par v" . Déterminer l'intersection avec P .

— Ex8-8

f est un vissage. La direction de 1’axe est
le sous-espace propre Ker (vy — 1d) .

g est une symétrie glissée. Si t; osp est sa
forme canonique, le milieu de [MM'], ou
M’ = f(M), appartienta P .

_ Ex8-9

Si D et D' ne sont pas coplanaires, considé-
rer leur perpendiculaire commune (II)
et la parallele a D issue de I'.

— Ex8-10

Utiliser 7-9, cor. Les symétries orthogo-
nales par rapport aux plans médiateurs
des arétes sont éléments de G .

— Ex8-11
a) Utiliser 7-9, cor.
b) Utiliser I'équation des classes.

¢) Lasymétrie orthogonale par rapport au
plan de deux diagonales échange les
deux autres.

d) La restriction de ¢ & G est un isomor-
phisme de G sur Sy.

e) On voit bien les éléments de G si on
pose le cube sur un plan horizontal,
sur une face, sur une aréte puis sur un
sommet.
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Solutions des exercices du chapitre 8

a)

—  Ex8-1
Les affixes z=x+iy de M et Z = X +iY de M’ = f(M) sont telles que Zz = k.
En effet, z et Z ont méme argument et |z||Z] = OM x OM' = k. La relation
N ok x+iy
X+iY = i =k A donne:
x y

1 X =k—— Y = k—7J .

( ) x2 + ]/2 ¢ X2 + ]/2
Pour tout z € C* ona f(f(z)) = % = z donc f2 = Idg, (o} et f estinvolutive.

z

b)

)

La symétrie orthogonale z — z et z — % qui est holomorphe sur C* conservent

les angles en valeur absolue donc f également (mais elle change leur signe).

Soit A une droite. Si A passe par O, il est clair que A\ {O} est invariante par
f. Supposons que O ¢ A Notons P le projeté de O sur A et P’ I'inverse de P.

Choisissons 1’axe des abscisses dirigé par OP . La droite A a pour équation x = a,
d’ou I’équation de la courbe inverse: % = a, soit encore X+ Y% — %X =0.
C’est le cercle A’ de diametre [OP’] (privé du point O).

Géométriquement, les triangles OPM et OM'P’ sont

semblables car OM OM’ = OP OP’ = k. Donc l’angle
(M'O ,Z\W ) est droit, M’ varie sur le cercle A’ de dia- pﬁﬁ M
metre [OP'].Si M décrit A, le point M’ décrit A"\ {O} .
Comme f estinvolutive,ona f(A"\ {O}) = A.Linverse 0 P
d’un cercle A’ passant par O (privé du point O), est donc w

une droite A perpendiculaire au diametre [OP’] du cercle.

>

Soit I' un cercle, de centre I, de rayon r, ne
passant pas par O . Son image I = f(I') estun
cercle homothétique de I' dans une homothétie
de centre O . En effet, quand M décrit I,

b

—

OMOM; = OH — HM' =0l - =p. s~ H7 -
CommeOiMW:k,onaW:%OiMl. r
Analytiquement, 1'utilisation des relations (1)

donne aussi ce résultat.

Ona PAPB = PM® = PI' — TA® (puissance de P par rapport au cercle) donc

\

/P

(x+a)(x —a) = y?. Ainsi, quand C décrit le faisceau, M
et N varient sur I’hyperbole équilatere H d’équation :

2) x? —y? =a’. N

E

Tout point de H est obtenu quand C décrit le faisceau
F carl'ordonnée y de I, M, N décrit tout R.

/“’W
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d)

e)

Xy = Y s T tion (2) de H. On obtient

e y2 &tV = 33y dans I'équation e H. On obtien

I'équation de l'inverse L de H , appelée lemniscate de Bernoulli (privée de O):
(X2+Y2)?2 — a2(X2-Y?) = 0.

Substituons x =

Paramétrons 1’hyperbole H. On en déduira un paramétrage de L. Coupons H par
des droites d’équation y = —x +f, ot t # 0, paralléles a une asymptote. Un point
d’intersection est rejeté a I'infini. On a donc un seul point d’intersection M avec H .
Son abscisse vérifie x> — (—x + t)? = a2, d’ot1 ses coordonnées x et y = —x + ¢t :

t? + a? t> —a?

YT T S T,

De ce paramétrage rationnel de H on déduit en utilisant (1), un paramétrage de L,
5 H(2 +a?) v — 2 t(t? — a?)
_ @7 , = q —=.
t 4 a

X =a

Pour obtenir une définition géométrique de L, il suffit d’examiner la figure inverse
de celle qui définissait H. L'image du cercle C est un cercle C’ passant par A et B
(invariants dans l'inversion). L'image de la droite D est un cercle D’ tangent en O a
’axe des abscisses et orthogonal a C’.

Ainsi, L est 'ensemble des points communs M’ et N’ &
deux cercles C' et D’ qui varient en restant orthogonaux
entre eux, 'un décrivant le faisceau a points de base A et
B, l'autre le faisceau des cercles tangents a (x'x) enO.

Quitte a changer I'unité de longueur, on peut supposer que a = 1. Les foyers F
et F/ de H ont pour abscisses v/2 et —/2. Soient I et I' les inverses de F et F’.

zel & LeH o leH o [|l4v2]-|i-v2]|=2
e |14+vV2zP 4+ |1-v2z 2 = 2[1+V2z||1—-V2z| = 4]z

& 2+4|z\2—4]i+z||%—z| = 4|z]?

Ainsi, L est1’ensemble des points M’ du plan
tels que le produit des distances aux points I
et I’ est constant. C’est la définition classique
de la famille des ovales de Cassini, dont la
lemniscate fait partie. On notera que si M
tend vers l'infini sur H, dans une direction
asymptotique y = x ou y = —x, son image
M’ € L tend vers O dans cette méme direc-
tion, ce qui donne les tangentesen O a L

(en prolongeant par continuité la courbe en O).

Placons l'origine en A . L’équation de H devient
(x+a)?—y?=a? soit  x%+2ax—y?=0.
La courbe image S dans l'inversion de puissance 44> a pour équation

X(X24+Y?) —2a(Y>—X?) = 0.
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On I'appelle la strophoide droite. Le cercle C et la droite
D de la définition de H deviennent une droite C’ issue
de B et le cercle D’ tangent en A & I'axe (x'x). Ces deux
courbes varient en restant orthogonales entre elles, autre-
ment dit, le cercle D’ est centré sur la droite C’. C’est la
génération classique de la strophoide S .

Par la méme méthode, le lecteur peut étudier I'inverse
par rapport a O de la parabole P d’équation y* —2px = 0 (privée de O). C'est la
cissoide. Elle présente en O un point de rebroussement qui dans l'inversion corres-
pond aux branches infinies de P de direction horizontale. Elle admet une direction
asymptotique verticale, due au fait que la parabole a une tangente verticale en O.

Quant aux images par une inversion de centre O, de toutes les coniques de foyer
O, c’est la famille des limacons de Pascal (conchoides de cercles). C’est évident si on
donne les coniques par leur équation polaire p = WTP(%GO) . Les courbes inverses
ont une équation de la forme p = acos (6 — 6y) + b. Les paraboles de foyer O ont
pour images les cardioides de point de rebroussement en O (les demi-tangentes

correspondent aux branches infinies de la parabole).

_ Ex8-2

Prenons pour origine du plan &, Iisobarycentre O des sommets de P. Choisissons 1’axe

x'x et 'unité de longueur de fagon a avoir 07(; unitaire. En identifiant & avec le plan
complexe, les sommets de P sont les points d’affixes 1,7, ..., =1 on { = exp (2im/n).
D’apres 7-9, cor., D, est un sous-groupe du groupe des isomorphismes affines de
& . Tout f € D, induit une permutation s f des sommets de D,, et f — s ¢ estun
homomorphisme injectif du groupe D,, dans S, . Donc D,, est fini. En outre, tout f € D,
laisse fixe 1'isobarycentre O des sommets de D, .

Alors, A; = f(Ao), Aj = f(A1), Ax = f(A,—1) sont des sommets de P. Comme
f est affine bijective, c’est un homéomorphisme de & . Elle applique la frontiere de P
sur la frontiere de P. Ainsi, les segments f([AoA1]) = [AiAj], f([AcAn_1]) = [AiAL]
sont nécessairement les deux arétes de P issues de A;. D’aprés 8-6, prop., il existe une
isométrie unique appliquant le triangle AgA1A; 1 surletriangle A;A;Ay . Cette appli-
cation affine est égale a f car elles ont les mémes valeurs sur le repere affine AgA1A,_1.
Ainsi, tout f € D, est une isométrie.

Soit f € D, tel que f(Ap) = Ap. Comme f est un homéomorphisme, il applique
le segment [ApA1] dela frontiere de P sur un autre segment reliant A a un autre som-
met et sans point a l'intérieur de D,,. Ce ne peut étre que [ApA1] ou [ApA,_1]. La
symeétrie orthogonale s par rapporta (x'x) et Idg, sont des éléments de D,, qui fixent
Ap et appliquent A; sur A,,_1 ou A; . Ce sont les seuls car en donnant I'image du repere
affine (O, Ag, A1) on détermine, de maniére unique, une application affine. Ainsi, le
stabilisateur de A est K = { Idg,,s} . L'orbite de Ay est I'ensemble des n sommets. En
effet, la symétrie orthogonale par rapport a la médiatrice de [A;A; ;1] est un élément
de D,, qui applique A; sur A;;; . Par composition de telles symétries, on peut donc ap-

pliquer Ap sur tout autre sommet. Puisque n = card (orb(Ay)) = [[[11"::11]] ,

que [D, : 1] = 2n. Il existe 2n éléments évidents de D, : les n rotations éléments du

on en déduit
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groupe cyclique H = {Idg,,7,...,7" 1}, ol ¥ = 100/, et les isométries indirectes
s,st,...,s""1 qui sont des symétries car elles laissent O fixe. Ce sont donc les 2n
éléments de D,,. Si n est impair, les symétries précédentes sont les n symétries par
rapport aux médiatrices des cotés (qui sont aussi les bissectrices des angles aux som-
mets). Si n est pair, on a 5 symétries par rapport aux médiatrices et 5 symétries par
rapport aux bissectrices. Ainsi, D, = {Idg,,7,.. "L s,sr,...,sr" 1} est engendré
parrets etona o(r) =n, s> = Idg,, (sr)? = Idg,.

— Ex8-3

Les éléments du groupe G = (a,b), sont e et les mots x;---x;, o | € IN* et
xi € {a,b,a”1,b"'} pour i = 1,...,1. Puisque a" = e et b> = e,ona a~! = a"!
et b=! = b. Tout élément de G peut donc s’écrire x = x;---x; ou k € N* et

X1,...,X € {a,b}. Montrons, par récurrence sur k, que x = a™ ou que x = a™b,
avec 0 <m < n—1.Pour k =1, c’est évident. Soit k > 1. Supposons cette propriété
vraie al’ordre k — 1 et considérons x = x7 - - - x = (X1 - - - X¢_1)x; . D’apres '’hypothese
de récurrence, xp - - - xx_1 s’écrit a™ ou a™b.Si x; = b, on obtient x = a™b ou a™.Si
Xy =a,ona x =a"t! ou a”ba.Or,ona abab = e etdonc ba = a~'b~! = a" b et
donc a"ba = a™+"~1p. En remplagant I'exposant de a par le reste de la division par 7,
on voit que dans tous les cas x = x7 - - - x¢, de la forme annoncée.

Soient H = {e,a,...,a" '} et K = {e,b} les sous-groupes de G engendrés par a
et par b. Le groupe G n’est pas commutatif (sinon on aurait e = abab = a?b* = a?
contredisant o(a) = n > 3).Donc b # H et HNK = {e}.Dans G = HUHD, le
sous-groupe H est d’indice 2. Il est donc distingué (1-8, cor. ). Ona G = HK d’apres
ce qui précede. D’apres 2-7, prop., G est isomorphe au produit direct H x, K, ou
¢ € Hom (K,Aut(H)) est l'action de K sur H définie par ¢(e) = Idpy et
@(b) : a* — ba*b~! = a~* (puisque b> = e, baba = e ona bab~! =a7!).

On sait que 6 : k ~— a* est un isomorphisme de Z/nZ sur le groupe cyclique
H. De méme, Z/27Z. est isomorphe a K. Ainsi le produit semi-direct H x, K est
isomorphe a I' = (Z/nZ) x4 (Z/2Z), ou a« € Hom (Z/2Z, Aut (Z/nZ)) est'ac-
tion définie par a(0) = Id et a(1) : k — —k. Cela montre que tous les groupes
engendrés par deux éléments vérifiant (1) sont isomorphes a I'. D’apres 1’exercice
précédent, D, vérifie ces conditions. Les conditions (1) caractérisent donc D, a
isomorphisme pres.

_ Ex8-4

Soit A; € & etsoit {A;,..., Ax} son orbite sous 'action du groupe fini G. Tout g € G
permute Ay, ..., Ax. Il laisse donc fixe l'isobarycentre O de ces points. Choisissons un
repére orthonormé (O,7,7) d’origine O et identifions &, avec C.

Supposons G C Z*, d’ordre n. Tout ¢ € G est une rotation de centre O, de la
forme z ~ e%z. Ainsi, {e'%; ¢ € G} est un sous-groupe fini du groupe C*.On a
donc G =U,, ~ Z/nZ (voir Ex. 3-6).

Si G contient un antidéplacement s, alors s qui laisse fixe O est une symétrie ortho-
gonale par rapport a une droite D passant par O. Alors G = G UsG™, avec
GT = {Idg,r,...,r" 1} cyclique d’apres ce qui précede, engendré par une rotation
r d’angle 27t/n. Puisque rs est un antidéplacement qui a un point fixe O, c’est une
symétrie orthogonale et donc (rs)? = Idg, . L'exercice précédent montre que G ~ D, .
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_ Ex8-5

f = rcorporu estun déplacement. L'application linéaire associée vy, composée de
trois rotations vectorielles dont la somme des angles est 77, est vy = — Id . Ainsi, f est
une rotation d’angle 77, c’est-a-dire une symétrie par rapport a un point.

Si ABC est équilatéral, ona r4(B) = C, rg(C) = A, rc(A) = B donc B est fixe par
f et f est la symétrie par rapport au point B .

Puisque § = s(ap) ©S(ca) ©S(pc) est un antidéplacement, s'il avait un point fixe,
g serait une symétrie orthogonale s, par rapport a une droite A. Alors sc) © S(gc)

qui est une rotation de centre C, d’angle Z(Cﬁ> ,C—A> ) # 0 (mod 27) serait égale a
S(aB) ©Sa qui est une translationsi A//(AB) ou une rotation de centre situé sur (AB)
(et sur A). C’est impossible. Donc g est une symétrie glissée. Soit ¢ = t; osp son
expression canonique. Pour tout M € &, la droite D contient le milieu de [MM'],
ot M’ = g(M). Si on prend M symétrique de A par rapport a (BC), on voit que le
pied H de la hauteur issue de A appartient a D. Si on
prend M au point C, le pied K de la hauteur issue de C
appartient a D. Si le triangle n’est pas rectangle en B,
ona H # K et D est la droite (HK) . Le vecteur 7 est

CoC" , o1 Cy (resp. C') est le symétrique de C par rapport
a la droite (HK) (resp. (AB)). C’est aussi MpA , ott My
est le symétrique de M par rapporta (HK).

Si ABC est rectangle en B, alors D passe par B. Si
B’ = ¢(B), alors i :B? , donne la direction de D .

— Ex8-6

Soient D, D', D" les droites issues du centre O du cercle C et orthogonales a A, A’, A”
respectivement. On a My = sp(M), My = sp/(My), M3 = spr(My) donc Mz = f(M)
ou f = sprosprosp.Alors f est un antidéplacement et O est fixe par f donc f est une
symétrie orthogonale par rapport a une droite Dy. On a donc Mg = f?(M) = M. La
suite (M) est périodique, avec période 6. Si M est un point d’intersection de C avec
Dy, on aura méme M3 = M et la suite a pour période 3.

_ Ex8-7

Le plan P a une équation de la forme 2x +y —z —m = 0. v
Il passe par B(2,0,—2) donc m = 6. Les points de la droite

D issue du point M(x,y,z), dirigée par e , ont des coor-

données de la forme suivante (paramétrage de la droite), M2

X=x+2t , Y=y+t , /Z =z—t.

Les coordonnées du point K ot D rencontre P , vérifient 'équation de P, d’ot1 1a valeur
du parametre pour ce point: tp =1 — %x — %y + %z. Le point M’ symétrique de M est
tel que MM’ = 2MK = 24,7, dott OM’ = OM + 2ty et

X = —ix — 2y + 3z+4

y/ = —%x + %y + %Z +2 .

Z = 3x 4+ Iy + 3z-2
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— Ex8-8

%
D’apres 6-4, cor. 3, f est affine. Dans la base orthonormée B = (7,7, k ), la matrice A
de I'application linéaire vy est orthogonale donc f est une isométrie. En ajoutant a la
premiére colonne les deux autres, on voit rapidement que det(A) = 1 donc f est un
déplacement. Comme v; # Id , f nest pas une translation. C’est donc une rotation ou
un vissage, autour d’un axe D . Si on étudie I'équation f(M) = M, on peut voir que f
n’a pas de point fixe. C’est donc un vissage. Ce qui suit le montrera également.

La recherche des vecteurs propres de v f pour la valeur propre 1 donne la direc-
tion D de D. C'est la droite vectorielle dont W = ( L

11 o
NEVEL %) est vecteur unitaire.
Pour connaitre I'angle 6, considérerons un vecteur du plan vectoriel P orthogonal a

D, par exemple w = (\%,O,—%).Ona 7/\2@:(?) = ? @ donc sinf = ?.Par
1 0 0

ailleurs, A étant semblable 8 [0 cosf® —sinf|,ona 1+2cosf = tr(A) = 2 et
0 sinf cosf

.. . . . —
donc cosf = % . Ainsi, dans le plan vectoriel P orienté par w , la mesure de 6 est % .

Le vecteur @’ = (0,0, ) € D du vissage, est caractérisé par le fait que t ;o f a
des points fixes. Par exemple, la méthode du pivot de Gauss donne :

x = 3x — ly + 32 + 2—u x+y—2z = 6—3a
= x + %y - 3z -« s y—z =
z = —%x + %y + %z + 1—u 0 = -1+«

Le systéeme n’a de solution que si @ = 1. Il a alors pour solutions
(x=z+4+2,y=2z+1,z),ouz€eR, équation paramétrique de 1’axe du vissage.
Comme & = 1, on obtient 7’ = (1,1,1). L'expression canonique de f est f = t; 0 rp /3.

La matrice B de I’application linéaire v, est orthogonale et symétrique. D’apres 8-5,
g est un symétrie orthogonale ou une symétrie glissée. Comme tr(B) = 1, il existe

-1 0 0
une base orthonormée de R® dans laquelle la matricede vgest [ 0 1 0| .Doncuvg
0 01

est une symétrie vectorielle orthogonale par rapport a un plan P que 'on détermine
en cherchant les vecteurs fixes. Le calcul montre que ce sous-espace propre a pour
équation x + 2y + 2z = 0, d’oty, en tirant x de cette relation, I'expression yv" +zw’,
ou v =(-2,1,0) et w = (—2,0,1), des vecteurs de P. Pour déterminer la décom-
i . Ly . — - —
position canonique ¢ = tz0s de la symétrie glissée, on peut chercher 2" = a v’ + pw
dans P tel que t_; o g ait des points fixes. L'ensemble des points fixes sera le plan P
de la symétrie plane orthogonale s. En étudiant, par la méthode de Gauss, le systeme

obtenu, on voit qu’il a des solgtions si et seulement si « = —2, B = 2. Dans ce cas,
T =20 420w = —27+ 2k . Ses solutions (x,y,z) donnent les éléments du plan

P d’équation x +2y +2z =0.

Si on veut éviter cette résolution de systeéme, il suffit de se souvenir que pour tout
M € &, limage M' = f(M) est telle que le milieu [ de [MM'| appartient a P . Par
exemple, avec M = O on obtient I € P de coordonnées (0,—1,1), puis I' = f(I)
de coordonnées (0,—3,3), d’oul le vecteur 7 = 17 de coordonnées (0,—2,2) de la
translation. Si on calcule f_z o f(0) = J, alors le plan P est le plan médiateur de [O]],
d’ott son équation x 42y +2z = 0.
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_ Ex8-9

D’apres 8-10, rem. 2, si D et D’ sont paralleles, g = f' o f est une translation ty; ou
7 donnela plus courte distance de D & D’. Si D et D’ sont concourantes en un point
A, alors g est la rotation autour de la droite perpendiculaire en A au plande D et D',
d’angle 2(D,D’). (Uangle (D, D’) est défini modulo 7t et 2(D,D’) modulo 277.)
Considérons le cas ott D et D’ ne sont pas coplanaires. Soient A la perpendiculaire
commune a D et D' et I et I’ les points d’intersection de A avec D et D'.

Soit Dy la droite parallele a D’ issue de I. Alors r—>
S = _orpf —]
§ =8proSp = Spr08Sp, 08p, 0Sp = tz0rpg,0u a =2II' et A 2
6 =2(D,Dy).Comme a’ appartient a la direction de I'axe A ; 0 —
de la rotation r, g, c’est I’expression canonique d'un vissage. 57

— Ex8-10

a) L'ensemble {Aj, A, A3, Ay} des sommets de T est un repeére affine de &3 . D’apres
7-9, cor., G est un sous-groupe de Aut(&;). Tout f € G laisse stable 'ensemble
{A1, Az, A3, Ay} des sommets de T. Il induit une permutation s £ de ces sommets
et ¢ : f — sy estun homomorphisme de groupes injectif de G dans S; . Comme
T est régulier, d’apres 8-6, prop. pour toute permutation s € S; des sommets, il
existe une isométrie ¢, unique telle que s, = s. Cela montre que ¢ est surjective et
que tout f € G est une isométrie. Ainsi G est un sous-groupe de 7, isomorphe a
Sy

Soit f € G. Alors s est un produit de transpositions sg = t1 -+ - t;. Si t; = [i, ]].
L'élément de ¢~ 1(t;) € G correspondant est la symétrie orthogonale hyperplane
§1 = s;j par rapport au plan médiateur de [A;, A;]. C’est un antidéplacement. De
méme, f,...,t correspondent par ¢ a des symétries orthogonales hyperplanes
S2,...,5k. Puisque ¢(f) =t1---fx,ona f = sj---s;. C est un déplacement si et
seulement si k est pair, c’est-a-dire si sy = #; - - - f; est une permutation paire.

b) f telle que sy = [1,2][3,4] estla composée sos’ des symétries orthogonales s, s’
par rapport aux plans médiateurs P et P’ de [A1Az] et
[A3A4] . Comme P contient Az et Ay, les droites (A1A;) et
(A3A4) sont orthogonales. Les plans P et P’ qui ont pour

i A .
vecteurs normaux A; Ay et Az3A4 sont donc perpendicu-
laires, d’intersection la droite reliant les milieux I et I’ de
[A1A7] et [A3A4]. La composée sos’ est donc la rotation
r(ry autour de (II') d’angle 7t, c’est-a-dire le demi-tour
autour de (IT').

De méme, [1,3][2,4] et [1,4][2,3] sont associés aux demi-tours r(;;) et rgxr
autour des droites (J]') et (KK’') reliant les milieux des arétes [A1A3], [A2A4] et
[A1A4], [A2A3] . La restriction de Idg, est Id. Ces quatre permutations consti-
tuent un sous-groupe distingué H de S, isomorphe au petit groupe de Klein. Par
I'isomorphisme ¢, il est associé a un sous-groupe distingué de G. On a
rary °rgy) = r(kk), conformément a la table de multiplication dans le groupe de
Klein (Ex 1-4). La composée de deux demi-tours par rapport aux droites (II') et (J]')
concourantes en O est la rotation autour de la droite perpendiculaire en O au plan
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)

d)

e)

des deux droites, d’angle double de I'angle des droites (8-10, rem. ). Cette composée
étant un demi-tour, ’angle des deux droites est 7 . Les droites (II),(J]'), (KK")
sont donc perpendiculaires deux a deux.

Si o(f) = 2,alors H = {Id, f} est un sous-groupe de G. Pour son action sur

les sommets, une orbite a pour cardinal card (orb(A4;)) = [1[;11]1]

a une orbite {A;, A;} a deux éléments, les autres sommets étant fixes, alors f est
la symétrie orthogonale s;; par rapport au plan médiateur de [A;A;]. Si on a deux
orbites a deux éléments {A;, A;} et {Ay, A}, alors s¢ = [i, f] [k, 1] et f estle demi-
tour par rapport a la droite reliant les milieux des arétes [A;A;] et [AfA;]. Ainsi,
les seuls éléments d’ordre 2 de G sont ceux que nous avons déja rencontrés.

= 1lou2.Sion

Si f laisse fixe A1, alors sy permute {Aj, A3, Ay} . Le stabilisateur G; de A; a au
plus [S3 : 1] = 6! éléments. Or, on connait 6 éléments de G; . En effet, en notant
B l'isobarycentre de Ay, A3, A4, la perpendiculaire au plan (AyA3Ay), issue de Aq
est (A1By). Alors, Id , 7 = 7r(a,B,)27/3, 2 sont des éléments de G; ainsi que les
symétries planes s;3, 534,542 . Donc Gy est isomorphe a S3.

Comme l'action de G sur E = {A1, Ay, A3, A4} est transitive, les stabilisateurs
des sommets sont conjugués dans G (2-2, prop. (iii)).

Soit H un sous-groupe d’ordre 3 de G . Les orbites pour son action sur E ont un
cardinal diviseur de [H : 1] etdoncégala1lou3.Comme G # { Id }, il existe une
orbite {A}, A, A;} a3 éléments et un point fixe A;. Onadonc H C G; etd’aprese),
H=1{1d,r,r}, unique sous-groupe d’ordre 3 de G; ~ S3. Les éléments d’ordre 3
de G sont donc les rotations 7(4,3,), +2/3 déja rencontrées.

Gt = GNZ" estunsous-groupe distingué de G car Z+ <« 7. Soits € G une symétrie
plane orthogonale. Alors la classe a gauche sG* = G~ de G est équipotente a G
et c’est I'ensemble des antidéplacements de G. On a donc % 4! =12 déplacements
et 12 antidéplacements dans G . On connait les 12 déplacements : les 4 x 2 rotations
T(A;B;)+2n/3 - s 3 demi-tours 7y, Tikxry et 1d .

Dans G~ il existe 6 symétries planes orthogonales par rapport aux plans média-
teurs des arétes. Les autres éléments de G~ laissent fixent l'isobarycentre O de T .
Ce sont des symétrie-rotation, d’angle /2.

Soit s3; la symétrie orthogonale par rapport au plan
médiateur H de [I, I'] . Alors on a deux symétries-rotations S A

r(r),n/2 051 et (i), —n/2 0y de G . Il existe aussi quatre 19) s
symétries-rotations associées aux axes (JJ') et (KK'"), d’out
les 12 éléments de G~ . ‘ I'
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—  Ex8-11

a)

b)

)

D’apres 7-9, cor., tout f € G est un automorphisme affine de &. Il laisse inva-
riant 'ensemble des sommets de I'. 1l induit une permutation sy des sommets et
f + sf estun homomorphisme injectif de G dans Sg . Prenons la longueur du coté

comme unité de longueur. Alors, (A, zﬁ , zﬁ) , m ) est un repere orthonormé. Par
I'isomorphisme affine f, I'image du plan P d’une face comme ABCD est un plan
qui contient les sommets images. Comme I' est contenu dans 1'un des demi-espaces
délimité par P, de méme f(I') = T est contenu dans 1'un des demi-espaces délimités
par I'image de P . Ainsi, 'image d'une face de I est une autre face de I'. On en dé-
duit que f applique le repere (A, AB , AD , m ) sur un repeére analogue d’origine
f(A), c’est-a-dire sur un repere orthonormé. Donc f est une isométrie de &;.

Soit f € G4 .D’apres ce qui précede, 'image du repere R = (A, AE , AD , 1&7 )
est un autre repeére issu du sommet A dont les vecteurs sont une permutation de
zﬁ , ﬁ ,ﬁ . Réciproquement, pour tout repere R’ de ce type, il existe une iso-
métrie f de & unique telle que f(R) = R'. Comme f est affine, elle conserve le
parallélisme et applique donc le cube I sur lui-méme. Ainsi G4 est d’ordre 3! = 6.
On connait 6 éléments de G4 (et donc tous les éléments de G4), a savoir Id, les

symétries planes orthogonales par rapport aux 3 plans analogues au plan (AA ,fﬁ ),
les composées de deux telles symétries qui sont deux rotations r, 7> d’axe (AC) et
d’angles 27" et 47” . Comme tout f € G laisse fixe I'isobarycentre O de I’ensemble
des sommets, s’il laisse fixe un sommet, il laisse fixe le sommet symétrique par
rapport a O et tout point de la droite qui les joint (grande diagonale du cube). Les
stabilisateurs de deux sommets opposés sont donc égaux.

L’action de G sur I’ensemble E des sommets est transitive : la symétrie ortho-
gonale par rapport au plan médiateur d’une aréte, par exemple [AB], applique A
sur B. Comme 'ensemble des arétes est un graphe connexe, en composant diverses
symétries on peut appliquer le sommet A sur tout autre sommet. L'orbite de A est
E,d’ou

8 = card (E) = & = 51 et [G:1] =48,

Dans l'action de H, d’ordre 3, sur E, les orbites sont d’ordre 1 ou 3 et constituent
une partition de E. Si tous les sommets étaient fixes par H, alors H serait réduit
a {Id}, ce qui n’est pas le cas. Dans E (de cardinal 8), il existe donc une orbite a
3 éléments et 5 points fixes ou bien 2 orbites a 3 éléments et 2 points fixes. Ainsi,
H laisse fixes au moins deux sommets et d’apres ce qui précede, laisse fixes deux
sommets opposés. Si, par exemple, ces sommets sont A et C',ona H C G4 ~ S3
et H est'unique sous-groupe d’ordre 3de G4, soit { Id,r,7?} . Les éléments d’ordre
3 de G sont les 8 rotations d’angle :I:%” d’axes l'une des 4 grandes diagonales
du cube. 11 y a 4 sous-groupes d’ordre 3. C’est conforme aux th. de Sylow:
[G : 1] = 48 = 2% x 3 donc le nombre de 3-sous-groupes de Sylow doit diviser 2*
et étre congru a 1 modulo 3, ce qui laisse comme possibilités 4 ou 16 .

Soit f € G.Comme f orsc2n/30 f~! est un autre élément d’ordre 3 de G,
c’est une rotation autour d’une des grandes diagonales de I'. C’est aussi la rotation
d’angle 271/3 autour de f(AC’). Donc f applique toute grande diagonale de T’
sur une autre grande diagonale. Comme il en est de méme pour f~!, on voit que
f définit une permutation ¢y des grandes diagonales. Deux de ces diagonales, par
exemple [AC’'],[BD’], passent par le centre O et définissent un plan. La symétrie
orthogonale par rapport a ce plan échange les deux autres diagonales ([CA’], [DB']
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d)

e)

dans notre exemple). Donc toute transposition de S, est dans I'imagede ¢ : f +— 0.

Les transpositions engendrent Sy donc ¢(G) = S,. Par factorisation de ¢, on
obtient un isomorphisme ¢ de G/Ker (¢) sur S; donc [G : Ker (¢)] = [Ss: 1] =24
et [Ker (¢) : 1] =2.0r, Ker (¢) contient Id etla symeétrie sp par rapport au centre
du cube. Donc Ker (¢) = {1d,sp} . De plus, tout élément f du centre Z(G) de G
esttel que foracon/3 of 1= r(ach)2/3 donc f laisse invariante la droite (AC’) .
Il en est de méme des autres grandes diagonales, ce qui montre que Z(G) C Ker (¢).

Par ailleurs, sp € Z(G) car dans un repere orthonormé (O,7,7, k ) d’origine O,
I'application linéaire associée a sp a pour matrice — Idg, élément du centre de
GL(3,R).Donc Z(G) = {1Id,sp} = Ker (¢).

Le groupe Z* des déplacements est distingué dans Z donc G* = GNZ™ est dis-
tingué dans G.Ona GNZ~ = G~ = soG™' car sp € G~ et sé = Id . Chacune
des classes a gauche G* et soG* posséde donc J[G : 1] = 24 éléments. On a
Ker (9) NGT = {Id} car sp € G~ Larestriction de ¢ a G est donc un homomor-
phisme injectif de G* dans Sy et [¢(GT) : 1] =24 =[Sy : 1].Donc ¢(G1) = S, et
G™ estisomorphe a Sy . Les sous-groupes Z(G) = { Id,sp} et G sont distingués,
d’intersection { Id }, d’ordres 2 et 24 doncona G = G" x Z(G) ~ Sy x Z/27Z..

Notons P le plan “horizontal” issu du centre O du cube et D la droite “verticale”
issue de O. Si sp est la symétrie orthogonale par rapport a P et rp est le demi-tour
d’axe D, alors sp o rp = rp o sp estla symétrie par rapport au point O.

Posons le cube sur une face. Il apparait un groupe
cyclique d’ordre 4 de déplacements {1d,r, 1?3},

ou r = rp /2. Composons avec sp. On obtient les
antidéplacements

{sp,spor=rosp,sp,spor’ =r’osp}.

On a 3 couples de faces opposées, d’ou 10 déplace-
ments (Id, 3 x 3 rotations) et 10 antidéplacements
(so, 3 symétries-plans , 3 x 2 symétries-rotations).

3 3

Posons le cube sur une aréte. Il apparait un groupe

d’ordre 2 de déplacements {1Id,rp}, d’ott 6 nou-
veaux déplacements (demi-tours). Composons avec
sp.On trouve {sp, sp}, d’ot1 6 nouveaux antidépla-
cements (symétries planes).

Posons le cube sur un sommet C’. Les sommets B,D, A’ et B',C,D’ constituent
des triangles équilatéraux symétriques par rapport a O (voir fig. p. 173). Il apparait
un groupe d’ordre 3{1Id, rpor/3, *pans3} de déplacements. Il apparait ainsi
8 = 4 x 2 nouveaux déplacements. En composant avec sp et rp . /6 on obtient
2 symétries-rotations (en composant sp et rp ; on retrouve sp déja comptée), d’ou
8 = 4 x 2 nouveaux antidéplacements.

Finalement, nous avons décrit 24 déplacements et 24 antidéplacements, c’est-a-
dire les 48 éléments du groupe.
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Chapitre 9

Généralités sur les anneaux

9.1 Les objets de cette catégorie mathématique

Définition.
Un anneau est un ensemble A muni de deux lois de composition internes, une
addition et un produit, vérifiant les conditions suivantes :

a) Muni de I'addition, A est un groupe commutatif, que nous noterons (A, +).
b) Le produit est associatif et distribue I’ addition, c’est-a-dire vérifie identiquement

(x+xXNy=xy+xy , x(y+y)=xy+yy .

Si le produit admet un élément neutre (noté généralement 1), on dit que A est un
anneau avec unité ou encore que A est unifere. Un élément xde A est appelé une unité
de A, ou est dit inversible, s’il existe y € A tel que xy = 1 = yx. Cet inverse y de x est
alors unique et noté x~1. L'ensemble A, des éléments inversibles de A est un groupe
multiplicatif d’élément neutre 1. La plupart des anneaux considérés auront une unité.

L’anneau A est dit integre si A # 0 et sila conditionxy = 0 implique x = 0ouy =0
(tout x € A non nul est régulier pour le produit). Si A n’est pas integre, il existe x # 0
et y # 0 tels que xy = 0. On dit alors que x, y sont des diviseurs de zéro.

Si le produit est commutatif, on dit que I'anneau A est commutatif.

Soit K un anneau commutatif unifére. On dit que ’anneau A est une algebre sur K
(ou que A est une K-algebre) s'il existe une application (A, x) — Ax de K x A dans A
vérifiant pour tout A € K, toutx € A, touty € A,

AMx+y)=Ax+Ay , Alxy) = (Ax)y = x(/Ay).

Supposons A commutatif et unifere. Deux éléments a et b de A sont dits associés
s’il existe u € A, tel que b = ua. On définit ainsi une relation d’équivalence sur A.

Soit x € A. Pour n € N, considérons la somme nx = x + --- + x de n termes
égaux a x. L'application fy : n — nx de IN dans le groupe (A,+), est telle que
fo(m+n) = fo(m) + fo(n) pour tout m € N et tout n € IN. La propriété universelle du
groupe symétrisé Zde IN, montre qu’il existe un homomorphisme f du groupe Zdans
le groupe additif (A, +) prolongeant f; (1-12). Comme tout sous-groupe additif de Z,
le noyau de f est monogene, de la forme Ker (f) = pZ ou p est le générateur positif de
ce sous-groupe (1-13, prop. 1). Si p # 0, c’est 'ordre de x dans (A, +) (1-14, prop. ).

Supposons A unifere et prenons x = 1. On appelle p la caractéristique de A. Nous
la noterons caract(A). Pour n € Z, on notera n ’élément nl de A. L'anneau A est de
caractéristique zéro si f est injectif soitsi:Vn € Z (n1=0=>n=0).

189
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Si f nest pas injectif, p est le plus petit entier strictement positif tel que p1 = 0
(ordre de 1 dans le groupe additif (A,+) ).Onap >2car1 # 0.

Si A est integre et si p # 0 alors p est un nombre premier. En effet, si p = gr, avec
q,7 € N, la relation 0 = p1 = (q1)(r1) donne g1 = 0 ou r1 = 0. Alors p divise g4 ou p
divise r. Comme p = gqr il en résulte ¢ = p our = p. Ainsi p est premier.

Soient x,y € A qui commutent (tels que xy = yx). Par récurrence sur n € IN*,

(x+y)" Z Ck xkyn=k (formule du bindme).

Pour 1 < k < p —1, l'entier k! C’; =p(p—1)---(p—k+1) est divisible par p.
En effet, si p est premier, tous les diviseurs premiers de k! sont strictement inférieurs
a p donc p est premier avec k! et p divise C’;. Il en résulte que dans un anneau A,
commutatif, intéegre, unifere, de caractéristique p # 0, si x,y € A commutent, on a

(x+y)F = xP + 17

Exemples.

a) Zest un anneau commutatif, integre, avec unité. Le groupe de ses unités est
Z, = {1,—1} . Deux éléments de Zsont associés s'ils sont égaux ou opposés.

b) Soit n € IN, avec n > 2. Sur le groupe additif Z/nZ, il existe un produit défini par
Xy = Xy qui en fait un anneau commutatif avec unité (voir 9-7). Sa caractéristique est
n. Si Z/nZ est integre, n est premier. La réciproque est vraie (voir 9-11, cor. 1).

¢) Le produit A x B de deux anneaux muni des opérations définies par
(a,b) + (a', V') = (a+a,b+0V) , (ab)a, V)= (ad,bb),

est un anneau. On l'appelle 'anneau produit de A et de B. Si A et B sont uniferes,
alors (1,1) est une unité de A x B. Pour que (u,v) € A X B soit inversible dans A x B,
il faut et il suffit que u et v le soient dans A et B respectivement. Le groupe des unités
de A x Bestdonc (A x B), = A, X B,. Tout cela se généralise a un produit H A; d’'une

icl

famille d’anneaux. Comme cas particulier on obtient ’exemple suivant.
d) Soit X un ensemble. L'ensemble F (X, A) = AX des applications de X dans I'anneau
A est un anneau (avec unité si A est unifere) quand on définit I’addition et le produit

de deux fonctions f, g par (f +g)(x) = f(x)+g(x) et (fg)(x) = f(x)g(x) oux € A.

e) Soit C un groupe commutatif. On vérifiera que I'ensemble End (C) des endomor-
phismes du groupe C, muni de 1’addition habituelle des applications et du produit
de composition des applications, est un anneau unifere. Le groupe A, des unités de
I’anneau End (C) est le groupe Aut (C) des automorphismes du groupe C.

Par exemple, si C est le groupe additif Z(resp. Z/nZ ot n > 2) alors End (C) est
un anneau isomorphe a I'anneau Z( resp. Z/nZ ) et Aut (C) est isomorphe a Z, =
{1,-1} (resp. (Z/nZ) ={k|0<k<n—1,kAn=1}(9-2 ex.2).

Proposition.

Soient A un anneau commutatif unifére et n € IN*. L’ensemble M,,(A) des matrices
carrées a coefficients dans A, muni de I’addition et du produit usuels est un anneau
unifére. Pour n > 2, il n’est ni commutatif, ni intégre. Le groupe M, (A)* des unités
de M, (A) est I'ensemble GL(n, A) des matrices M € M, (A) dont le déterminant
det(M) est inversible dans I’anneau A.
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Démonstration. En identifiant M, (A) avec A", I'addition de M, (A) coincide avec
celle du groupe A"™ = A x --- x A (produit n? fois de (A, +) par lui-méme). Donc
M, (A) est un groupe additif. Comme dans le cas ot A est un corps commutatif en
algebre linéaire, on vérifie que le produit des matrices est associatif, distribue 1’addition,
a pour élément neutre la matrice diagonale I, dont les termes diagonaux sont égaux
a 1. En effet les vérifications de ces propriétés n’utilisent que 1’associativité du produit
de A et sa distributivité pour ’addition, propriétés valables dans 1'anneau A.

Pour les mémes raisons, det(MN) = det(M) det(N), pour tous M, N € M,(A).
Si M est inversible dans M, (A) ) on a donc det(M) det(M~!) = det(I,,) = 1 ce qui
prouve que det(M) est inversible dans I'anneau A.

Toujours pour les raisons précédentes, la comatrice Cp; de M, qui est la transposée
de la matrice des déterminants mineurs de M affectés du signe donné par la régle
de Sarrus, est telle que MCy; = Cyy M = det(M)I,. Ainsi, si det(M) est inversible
dans 'anneau A, alors M est inversible dans 'anneau M,,(A) d’inverse det(M) " Cy
(matrice obtenue en multipliant tous les coefficients de Cy; par det(M )71).

Finalement, M € M, (A) est inversible si et seulement si det(M) € A..

Pour n > 2 cet anneau n’est ni commutatif, ni intégre. Par exemple pour n = 2,

Eo)Go)=Go) - (o) (o)=(1)
0 0) (60)=(00)-

Considérons un systéme de n équations linéaires dont les n inconnues x1, - - - , X, sont
éléments de 'anneau commutatif unifére A. Si le déterminant det(M) de la matrice
M € M, (A) du systéme est une unité de I'anneau A, alors les formules de Cramer
sont applicables.

Démonstration. Puisque M est inversible, le systeme MX = B est équivalent a X =
M~'B, avec M~! = (det(M))~'1Cp. Cela conduit aux mémes formules (de Cramer)
que dans le cas ott A est un corps commutatif.

Exercicel. On dispose de n > 2 billes b;. Soit k un diviseur de n — 1. Pour chaque
bille b;, on sait que si 1’on retire b;, les billes restantes peuvent étre partagées en k
lots de méme masse, composés chacun de s = “-! billes. Montrer que toutes les
billes ont la méme masse.

Solution. Pouri =1, -- -, n, notons x; la masse de la bille b;. Soit p la masse totale des
n billes. On nous dit que pour i = 1,- - - n, il existe un lot x; , - - - x; , ne contenant pas
x;, de masse +[u — x;], d’ott

kxi] —I—"'kx,‘s +x;,=pu.
Ce systeme de n équations linéaires aux # inconnues x1, - - -, X, , admet pour solution

évidente x; = -+ = x, = L1l suffit de vérifier que dans R ce systeme est de Cra-
mer, c’est-a-dire que le déterminant det(M) = Y &(s) a3 g1 - - - Ay 5(») €stnonnul. Or
seSy
Z €(8)a1,5(1) " * * Ay 5(n) » valeur modulo k de det(M), est le déterminant de la matrice
seSy,

(a;,j) qui est la matrice unité de M, (Z/kZ) . La classe de det(M) dans Z/kZ est 1#0.
On a donc det(M) # 0.
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. 4 = 4 12
Exercice 2. Résoudre dans Z le systeme { 33; I zg _ 7 Ezgi 12 g .
. , 1 . i + 9y = 4
Solution. Dans l'anneau Z/12Z, étudions le systeme {Sx " gy _ 7
d= ‘ % % ‘ =5, est inversible, d’inverse d~1 = 5. Les formules de Cramer donnent,
_ 19 - o I3 - - o
x=d =5 g—5><(32 63)=1 ,y=d ’3 - 5x4x(7-3)=8

Les solutions du systemesont x =1+12p, y=8+12g ou p€ Z, q € Z.

9.2 Les morphismes dans cette catégorie mathématique

Définition.

Soient A et B deux anneaux. On appelle homomorphisme (ou morphisme) de A dans
B une application f de A dans B qui conserve les deux lois de composition, c’est-a-
dire vérifiant pour tout x € A et touty € A,

1) flx+y) =fx)+ ) , 2)  fly) = f0f(y).

On note Hom(A, B) I’'ensemble des morphismes de I’anneau A dans I’anneau B.

En particulier, tout f € Hom (A, B) est un homomorphisme du groupe commutatif
(A,+) dans le groupe commutatif (B,+).Onadonc f(0) =0 et f(—x) = —f(x)
pour tout x € A. LenoyauKer (f) = {x € A| f(x) = 0} est un sous-groupe de (A, +)
et f est injectif si et seulement si Ker (f) = {0}. D’apres 1-6, lemme, pour toute partie
nonvide X de A,ona:

(X)) = X +Ker (f) .

Si A et B sont uniferes etsi f(1) =1, onaura f(A.) C B,.

Soient A, B, C des anneaux. Considérons f € Hom (A, B), § € Hom (B, C). Alors
g o f appartient a Hom (A, C).

Un homomorphisme de A dans A est appelé un endomorphisme de I'anneau A.
On note End (A) I’ensemble des endomorphismes de I'anneau A.

Dans une catégorie mathématique donnée, on appelle isomorphisme d'un objet A
de cette catégorie sur un autre objet B, un homomorphisme f de A vers B tel qu’il
existe un homomorphisme g de B vers A vérifiant go f = Id s et fog = Idp.Dansla
catégorie des anneaux, cela signifie simplement que f est un homomorphisme bijectif
de A sur B car alors ¢ = f ! respectera les deux opérations et sera un homomorphisme
de B sur A (pour le voir, appliquer ¢ = f~! aux deux membres de (1) et (2) ).

Un isomorphisme de A sur A est appelé un automorphisme de 1'anneau A. L’en-
semble Aut (A) des automorphismes de 'anneau A est un groupe pour 'opération de
composition des applications, d’élément neutre Id 4.
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Exercice 1. Dans M;(R) soient I, = <(1) (1)> et | = <§) _01> . Montrer que

K= {xL+yJ; x € R, y € R} est un anneau isomorphe a C (et un corps).

Solution. Associons a tout z = x + iy € C, l'application f; : z’ +— zz’ de C dans
C. Identifions C avec R%. Alors f; : (x,y') — (xx’ —yy/,yx’ + xy’) est élément de

L(R?) de matrice M, = (x _xy) = xIp + yJ dans la base canonique. On a:

Yy
Vz1 €C Vzp eC f21+22 :f21+fzz ’ lezz :lefzz
donc ¢ : z — f, est un homomorphisme d’anneaux et ¢(1) = f; = Id¢. Il est

injectif car f. = 0 implique 0 = f;(1) = z. Les algébres £L(IR?) et M>(R) étant
isomorphes, z — M, est un homomorphisme injectif de C dans K. II est surjectif car
tout xI +yJ € Kestégala M, , otz =x+iy.

Exercice 2. Soient A un anneau avec unité, (A, +) le groupe additif de A.

a) Soit a € A. Considérons f, : x +— ax. Montrer que f, € End (A, +) et que
® : a — f, est un homomorphisme d’anneaux, injectif, de A dans End (A, +).

b) Si A = Z ousi A = Z/nZ, montrer que ® est un isomorphisme d’anneaux.
Déterminer le groupe des unités de I'anneau B = End (A, +).

Solution. a) Puisque A est un anneau, pour tout x € A et pour touty € A,

fa(x+y) =a(x+y) = ax+ay = fu(x) + fa(y) -
Donc f; € End (A, +). Pour touta € A, toutb € A, toutx € Aona

farp(x) = (a4 b)x = ax +bx = fu(x) + fo(x),

fan(x) = (ab)x = a(bx) = fa(f(x)) -
Cela montre que ®(a+0b) = f,1p, = fa+ fy, et ®(ab) = fu = fao fp = P(a) D(D).
Ainsi, ® est un homomorphisme d’anneaux. De plus ®(1) = f; = Id4.
Cet homomorphisme est injectif car :
aeKer(®) & VxeAax=0
= a=al=0.

b) Si A = Z ou Z/nZ, montrons que ® est surjectif. Soit f € End (A). Les groupes
(Z,+) et (Z/nZ,+) sont monogenes, engendrés par 'unité 1 de ’anneau. Il existe
donck € Ztelque f(1) =k1.0na f = ®(k1l) = fiy car pour tout x1 € Aona:

fOxl)=f1+--+1)=f1)+---+f(1) =kl +---+kl = xk1 = fiq(x1).
Donc @ est un isomorphisme.

Les unités de I'anneau A sont associées par ® aux unités de 'anneau End (A, +), c’est-
a-dire aux éléments de Aut (A, +).

Si A = Z, il existe deux automorphismes de (Z, +) qui sont Idz et — Idz associés
aux unités 1 et —1 de Z.

Si A = Z/nZ, les automorphismes du groupe cyclique (Z/nZ,+) sont de la forme
¥ — kx onk € {0,1,...,n—1} avec kAn = 1. Lordre [(Z/nZ). : 1] =
[Aut (Z/nZ,+) : 1] estdonc ¢@(n) ou ¢ désigne la fonction d"Euler.

Ce résultat a été vu dans 1’étude des groupes cycliques: si a est un automorphisme
de (Z/nZ,+), alors I'image k = a(1) du générateur 1 est un autre générateur de

(Z/nZ,+), est-a-dire un élément de (Z/nZ). . La donnée de «(1) détermine a.

L'application « +— «(1) de Aut(Z/nZ,+) sur (Z/nZ). est donc l'isomorphisme
réciproque de .
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9.3 Les sous-anneaux

Définition.
On appelle sous-anneau d “un anneau A, une partie B de A telle que :
a) (B, +) est un sous-groupe du groupe commutatif (A, +),
b) B est stable par produit: Vx € BYy € Bxy € B.

Alors B est lui-méme un anneau quand on restreint a B les opérations de A.
Notons que {0} et A sont des sous-anneaux particuliers de A.
D’apresa)ona0 € B et x —y € B pour tout x € B, touty € B.

Si A est commutatif (resp. intégre), alors B est commutatif (resp. integre).

Si A est unifere et si 1 € B, alors la caractéristique de B est égale a celle de A.

Exemples.

a) Les sous-groupes additifs du groupe (Z,+) sont les parties kZ, ot k € IN. Ces
sous-groupes sont des sous-anneaux de Z. C’est donc la famille des sous-anneaux de Z.

b) Dans une algebre, on appelle sous-algebre un sous-anneau qui est stable par la mul-
tiplication par les scalaires. Par exemple, dans 1’algebre M, (K) des matrices carrées a
coefficients dans un corps commutatif K, il existe des sous-algebres souvent considé-
rées qui sont autant de sous-anneaux. C’est le cas des matrices diagonales (resp. trian-

0 B
ou A € My(K), B e M;(K),avecp € N,, g € N, donnés tels que p + g = n, etc. ).

. . . e . A 0
gulaires supérieures, triangulaires inférieures, bloc-diagonales de la forme < >,

Proposition.

Soit f : A — B un homomorphisme d’anneaux.

Si Ay est un sous-anneau de A, alors f(A;) est un sous-anneau de B.

Si By est un sous-anneau de B, alors f ~!(Bj) est un sous-anneau de A.

En particulier, Ker(f)) = f~'({0}) et Im(f) = {f(x); x € A} sont des
sous-anneaux de A et de B respectivement.

Démonstration. (A7) et f~1(B;) sont des sous-groupes additifs de B et A car f est un
homomorphisme de groupes additifs de (A, +) dans (B, +). Ce sont des sous-anneaux
car ils sont stables par produits:

Soienty,y’ € f(Aq)alors Ix,x" € Ay f(x) =y, f(x') =y douyy = f(xx') € f(A1).
Soient x,x" € f~1(By) alors f(x) € Byet f(x') € By d'ou f(xx') = f(x)f(x') € By 'est
a dire xx’ € f~1(By).

Exercice. Montrer que A = Z + 2iZ est un sous-anneau de C (ses éléments sont
appelés les entiers de Gauss). Déterminer le groupe des unités de A .

Solution. Onal € Z +iZ . Soient m,n,m’,n’ € Z.

(m+in)+ (m +in') = (m+m')+iln+n')eZ+iZ,
(m+in)(m' +in") = mm—nn'+i(mn' +nm') € Z+iZ.

Ainsi, A est un sous-anneau de C. Pour que z = m +in € A soit une unité de 4, il
faut et il suffit qu’il existe z/ = m’ +in’ € A tel que 1 = zz/, d’ott |z|?|z/|?> = 1. Cela
nécessite que les entiers |z|? et |z/|? soient égaux a 1 et nécessite un choix de z dans
{1, i, =1, —i}. Or chacun de ces éléments z de A convient puisque zz = 1.
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9.4 Sous-anneau engendré par une partie non vide

Proposition.

Soient A un anneau et By, ..., By des sous-anneaux de A et plus généralement une

famille (B;);c; de sous-anneaux. Alors B ﬂ B; est un sous-anneau de A.
i€l

Démonstration.. On sait que l'intersection (B, +) des sous-groupes (B;, +) de (A, +)
est un sous-groupe de (A, +). Par ailleurs, pour tous x, y € B,ona:
Viel x,yeB;,douViel xye& B; cestadire xy € B. [

Corollaire.
Soit X une partie non vide de I ‘anneau A. Il existe un plus petit sous-anneau de A
contenant X, a savoir l'intersection B de tous les sous-anneaux de A contenant X. Ses
éléments sont les sommes finies de produits finis d’éléments de X U (—X).

Démonstration.. D’apres la proposition, B est un sous-anneau de A. Il contient X. Il
est minimum car contenu dans tout sous-anneau de A contenant X. L'ensemble des
sommes finies }_ x;,-- - x; de produits en nombre fini d’éléments de X U (—X) est
visiblement un sous-anneau de A, contenant X et contenu dans B. Il est égal a B car B
est le plus petit sous-anneau possédant ces propriétés. n

Définition.

H On appelle B le sous-anneau engendré par la partie X de A.

Exercice. Soient A un anneaueta € A. Quel est le sous-anneau Ay de A engendré
par a ? Si A est unifere, quel est le sous-anneau A; engendré par {a,1} ?

Solution. L'ensemble Z[X] des polyndmes a coefficients dans Z est un anneau (voir
10-1). 'application f : Z[X] — A associanta p(X) = ko + k1 X + - - - + k, X" I'élément
p(a) = ko+kja+ ---+kea" de A, ott on note ko 'élément kol de A, est un homo-
morphisme d’anneaux de Z[X] dans A. L'ensemble | des polyndémes p € Z[X] sans
terme constant est un sous-anneau de I'anneau Z[X] (et méme un idéal au sens du
paragraphe suivant). L'image f(]) de J est un sous-anneau de A qui contient a image
du polyndéme X. Il contient donc le sous- anneau Ag engendré par a. Par ailleurs, tout
élément p(a) = kia+ - -+ k,a” de f(J) appartient a Ag. Donc Ag = f(]).

De méme, on voit que A; est I’ensemble des éléments p(a) = ko +kja+---+kya".

9.5 Idéaux d’un anneau

Définitions.
On appelle idéal a gauche de I’anneau A, un sous-groupe de (A, +) tel que:
(1) Yaec A Vxel ax €.
On appelle idéal a droite de A un sous-groupe de (A, +) tel que:
(2) YVaec A Vxel xael.
On appelle idéal bilatere de A un sous-groupe de (A, +) qui vérifie (1) et (2).
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Evidemment, si 'anneau A est commutatif, les trois notions sont identiques. On dit
alors tout simplement, “un idéal” de A.

Dans un anneau 4, il existe au moins deux idéaux bilateres, a savoir {0} et A.
Supposons A uniféere. Pour que I # @ soit un idéal a gauche, il suffit que

Vxel Vyel x+yel e VacA Vxel axel.
caralors0 = 0x € [ et —x = (—1)x € I pour tout x € I. Ainsi I est un sous-groupe
de (A, +).

Supposons A unifere. Si un idéal a gauche (resp. a droite) I de A contient I'unité 1
de A, alors [ = A caralorsa = al € I pour touta € A. Plus généralement, si I contient
un élément inversible u de A, alors 1 = u~1u € Tetdonc I = A.

Un idéal de A est un sous-anneau de A car (1) ou (2), montre que xy € I pour tout
x € Iettouty € I. La réciproque est fausse : par exemple Z est un sous-anneau de R
mais n’est pas un idéal de R.

Proposition.

Soit f : A — B un morphisme d’anneaux.

(i) Soit | un idéal a gauche (resp. a droite, bilatére) de B. Alors f~11(]) est un idéal
a gauche (resp. a droite, bilatere) de A.
En particulier, le noyau Ker (f) = f~1({0}) de f est un idéal bilatére de A.

(ii) Supposons f surjectif. L'image f(I) de tout idéal a gauche (resp. a droite,
bilatére) I de A, est un idéal a gauche (resp. a droite, bilatere) de B.

(iii) Supposons f surjectif. L'application &« : ] + f~!(]) est une bijection, de
I ’ensemble J des idéaux bilatéres de B sur I’ensemble F des idéaux bilatéres
de A contenant Ker (f) et a respecte I'inclusion.

Démonstration. (i) f ~!(]) est un sous-groupe additif de A. Pour x € f~1(J) et a € A
ona f(x) € J,d’ou f(ax) = f(a)f(x) € Jetdoncax € f~1(J).

(ii) Nous laissons la vérification au lecteur.

(iii) D’apres (i), si ] est un idéal bilatere de B, alors f~!(]) est un idéal bilatere de A.
1l contient Ker (f) = f~1({0}). Ainsi « est une application de J dans F.Si J,]' € J
sont telsque ] C J'ona f~1(J) C f~1(J') donc a respecte 'ordre. Pour tout | € J on

a f[f~1(J)] = J car f est surjective donc « est injective. Elle est surjective car pour tout
I € F,onaKer(f) ClIetdonc f~1(f(I)) =1+Ker(f)=1I. .

9.6 Intersection et somme d’idéaux

Proposition.

Soit (Ix)kex une famille d’idéaux a gauche de I'anneau A.

(1) ﬂ I estun idéal a gauche de A.

kekK
(ii) L’ensemble Z Iy des éléments x € A qui sont somme finie x; + --- + x;,
kekK
d’éléments de U I, est un idéal a gauche de A. C’est le plus petit idéal a gauche de
keK

A contenant I pour toutk € K.

En particulier, lasomme I + ] = {x+y; x € I,y € J} de deux idéaux a gauche I
et Jde A, est un idéal a gauche de A.
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Démonstration.. Les vérifications sont laissées au lecteur. n

Corollaire.
Soit A un anneau unifere. Pour toute partie non vide X de A, il existe un plus
petit idéal a gauche I de A contenant X, a savoir 1 “intersection de tous les idéaux
a gauche de A contenant X. De plus, I est 1 ‘ensemble des éléments de A de la forme
ax1+ - +apx, oup € N*, xq,...,x, € X etay,..,ap € A.

Démonstration.. La premiere assertion est une conséquence de (i). L'ensemble des
éléments de la forme ajx; + --- + apx, est un idéal a gauche de A qui contient X

(prendre p = 1 et a; = 1). Il contient donc I (plus petit idéal a gauche contenant
X). Par ailleurs, on a x1,...,x, € I donc tous les éléments de la forme précédente
appartiennent a I. N
Définition.

Dans un anneau unifére A, ce plus petit idéal a gauche de A contenant une partie
X # @ de A est appelé | idéal a gauche engendré par X.

Il existe des énoncés analogues pour les idéaux a droite, d’oti une notion d’idéal a
droite engendré par X, dont les éléments sont de la forme xja; + - -+ + xpa, .

Pour les idéaux bilateres, il en va de méme. L'idéal bilatére engendré par X est 1’en-
semble des aix1by + - - - +apxpb,, 0oup € N*, x1,...,xp, € Xetay,...,ap,by,...,by € A.

Si I et I’ sont deux idéaux a gauche (resp. a droite, bilateres), I'idéal a gauche (resp.
a droite, bilatére) engendré par IUI'est [+ ' = {x+x"; x €I, x' € I'}.

Exercice. Soient I, |, K des idéaux bilatéres d'un anneau A.

k
a) Montrer que I] = {Z Xiyi, Y, ; k€ Ni,x; € Iy; € J} estun idéal bilatere de
i=1
A contenu dans I N J.

b) Sil+ ] = A etsi A est commutatif unifére, montrer que IJ = 1N ].
¢) Montrer que I(J+K) = I] + IK.

Solution. a) Soient, x = Zé‘:l xiy; etx' = Zle xjy} des éléments de I]. On a
x—x'=xy gkt (Sx)y e+ (G)ye € 1]
donc I] est un sous-groupe de (A, +). Pour touty € Aona:

k k

yx =Y (yx;)yi , xy=Y (xiy)y avec yx;€l,yyc]
i=1 =1

car I et | sont des idéaux bilateres. Donc I] est un idéal bilatere de A.Ona I] C I et

ITcJ,doul] C INJ.Engénéral I] # INJ (Voir Ex. 11-4).

b)Si I+ | = A etsi A est abélien unifére, on a:
INJ=I+NUN)=IINNH+JIN])CIJ+JI=I]CIn].

ddOnal] C I(J+K) et IK C I(J+K) donc I] + IK C I(] + K). Tout élément de
I(] + K) est somme d’éléments de la forme x;(y; +z;),oux; € I,y; € J,z; € K.Oron
ax;(yi+zi) =xy;+xz; € [J+ IKetdonc I(J + K) C I]+ IK.
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9.7 Quotient d'un anneau par un idéal bilateére

Lemme.
Soient A un anneau, I un sous-groupe du groupe additif (A, +). La relation d’équi-
valence de congruence modulo le sous-groupe I,

x=ysy—xel,

est compatible avec le produit de A, si et seulement si I est un idéal bilatere de A.

Démonstration.. L'équivalence est compatible avec les multiplications a gauche, si
pour x,y € A, la condition x = y implique que ax = ay pour tout a € A, soit si
pour tout z € I ettouta € A, on aaz € I, c’est-a-dire si I est idéal a gauche.

De méme, I’équivalence est compatible avec le produit du coté droit si et seulement
si I est un idéal a droite de A, d’ot1 le lemme. n

Proposition.

Soient A un anneau et I un idéal bilatére de A. Le quotient A/ I, muni des opérations
Xt+ty=x+y , Xy=7xy

est un anneau. Si A a une unité, alors 1 est une unité pour A/1.

L’application canonique ¢ : x — X est un homomorphisme d’anneaux surjectif

de A sur A/I, de noyau I et le couple (A/I, ¢) a la propriété universelle suivante
(factorisation des homomorphismes) :

(P) Si un homomorphisme fde A dans un anneau B est nul sur I, alors il existe un
homomorphisme unique f : A/I — Btelquefo¢p = f.

De plus, on a Im (f) =Im(f) et Ker(f) = Ker(f)/I.

Démonstration.. D’apres 1-8, A/ est un groupe additif. D’apres le lemme, le produit
est bien défini sur A/ et les axiomes des anneaux sont vérifiés (voir 1-2).
Soit f € Hom (A, B) nul sur I. D’apres 1-9, on définit un homomorphisme de

groupes additifs en posant f(¥) = f(x) pour toutx € A/I.Ona

fay) = fxy) = fxy) = f)f(y) = fF)f ),

donc f est un homomorphisme d’anneaux, d’oit la propriété universelle (P). |

Corollaire 1.

Un homomorphisme d’anneaux f : A — B a une décomposition canonique: f est
composé de ’homomorphisme surjectif ¢ : x + X, de l'isomorphisme f de
A/Ker(f) sur Im(f) et de 'homomorphisme injectif j : x — x de Im(f) dans B.

Corollaire 2.

Si I C ] sont des idéaux bilatéres de l’'anneau A, alors les anneaux A/] et
(A/I)/(]J/I) sont isomorphes.

Démonstration.. Notons f : A — A/Jet¢ : A — A/l les homomorphismes

canoniques. Ona I C | = Ker (f). Il existe donc un homomorphisme f : A/I — A/]

tel que fop = f.Onalm (7‘) =1Im (f) = A/] donc f est surjectif. De plus,
EEKer(f) & f(x)=0 & f(x)=0 <& xeKer(f)=].

Ainsi Ker (f) = ¢(J) = J/I. Par factorisation de f : A/I — A/] a travers son
noyau J /I on obtient un isomorphisme de (A/I)/(J/I) sur A/]. ]
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9.8 Idéaux maximaux

Définition.
On appelle idéal a gauche maximal de 1 ‘anneau A, un idéal a gauche I de A, distinct
H de A, tel que les seuls idéaux a gauche de A contenant I soient I et A. On définit de
méme les notions d ‘idéal a droite maximal et d "idéal bilatére maximal.

Proposition.

Soit A un anneau avec unité.

Tout idéal a gauche de A, distinct de A, est inclus dans un idéal a gauche maximal.
Tout idéal a droite de A, distinct de A, est inclus dans un idéal a droite maximal.
Tout idéal bilatére de A, distinct de A, est inclus dans un idéal bilatére maximal.

Démonstration.. Considérons, par exemple, le cas ot I est un idéal a gauche. Ordon-
nons I'ensemble E des idéaux a gauche de A, distincts de A, contenant I, par la relation
d’inclusion. Cet ensemble E est non vide car I € E. Vérifions que E est inductif.

Soit (J;) —i € I une famille totalement ordonnée d’éléments de E. Vérifions que
] = Uic; Ji est un idéal a gauche de A. La réunion | d’une chaine de sous-groupes est
un sous-groupe de (A, +) (Voir 1-5, ex. 1). Soient x € Jeta € A. Il existe i € I tel que
a:€ J;i.Onaax € J;etdoncax € J. Ainsi, | est un idéal a gauche. Il est distinct de A
car 1 € ] pour touti’. Ainsi, ] € E et | majore tout élément J; de la chaine. Cela prouve
que E est inductif, d’oti le résultat d’apres le th. de Zorn (1). ]

Exercice. Montrer que les idéaux maximaux de Z sont les idéaux pZ, ou p est
premier. Etudier les idéaux de I'anneau Z/nZ, ses idéaux maximaux, le quotient
de Z/nZ par un tel idéal maximal.

Solution. Tout idéal de Z est un sous-groupe additif et donc de la forme nZ, otun € IN
est unique. Cet idéal est maximal, si pour tout autre idéal kZ de Z tel que nZ C kZ,
on a kZ = nZ oukZ = Z. Cela signifie que si k|n, alors k = n ou k = 1. Les idéaux
maximaux de Z sont donc les idéaux pZ ol p est premier.

D’aprés 9-7, Z/nZ est un anneau et ¢ : k — k est un homomorphisme de Z sur
Z/nZ.Dapres 9-5, si I est un idéal de Z /nZ alors ¢~ (I) est un idéal de Z et est donc
de la forme kZ. On a

I = ¢(¢~'(I)) car ¢ est surjectif ot I = {km; m € Z} = k(Z/nZ). Les idéaux
de Z/nZ sont donc les parties de la forme k(Z/nZ). D’apres 9-5, ¢ étant surjectif,
® : I + @ (I) est une bijection préservant l'inclusion entre idéaux de Z/nZ et
idéaux de Z contenant Ker (¢) = nZ. Les idéaux de Z/nZ correspondent donc bijec-
tivement aux diviseurs k € N de n. L'idéal I = k(Z/nZ) de Z/nZ est maximal, si et
seulement si kZ est maximal dans Z et contient Ker (¢) = nZ, c’est-a-dire si k divise n
et si k est premier.

Sil'idéal p(Z/nZ) de (Z/nZ) est maximal, alors p est premier et nZ C pZ. D’apres
9-7,cor.2,ona Z/pZ ~ (Z/nZ)/(pZ/nZ)avec pZ/nZ = p(Z/nZ). Le quotient de
Z/nZ par l'idéal maximal pZ/nZ) est isomorphe a Z/ pZ.

1. Rappelons que dans les systemes d’axiomes usuellement considérés pour fonder la théorie des
ensembles, 'axiome du choix est indépendant des autres et permet de démontrer (th. de Zorn) qu'un
ensemble inductif E possede un élément maximal. Un ensemble ordonné E est dit inductif, si toute famille
totalement ordonnée d’éléments possede un majorant.
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9.9 Corps

Définitions.
Un corps est un anneau K, possédant une unité 1 (distincte du zéro) tel que tout
élément non nul x posséde un inverse x 1.
Si le produit est commutatif, on dit que K est un corps commutatif.
On appelle sous-corps de K un sous-anneau Ky de K contenant I’unité de K et tel que
pour tout x € Ko non nul on ait x~ 1 eK.

Un corps K est donc un anneau unifére dont le groupe des unités est K, =K\{0} .

Un corps est intégre : si xy = 0 et si x # 0 alors x est inversible ety = x ! (xy) = 0.

L'intersection d’une famille (K;);c; de sous-corps d’un corps K est non seulement
un sous-anneau de K contenant 1'unité mais c’est un sous-corps de K. En effet, pour
tout x € (;c; Kj, avec x # 0, 0on a x ek pour touti € I et doncx~! e ﬂ K;.

i€l

Soit X une partie non vide de K. L'intersection des sous-corps de Kecontenant X,
est le plus petit sous-corps de K contenant X, appelé le sous-corps engendré par X.

Les corps Q, R, C jouent un role essentiel en mathématique.

Proposition.

Soit K un anneau avec unité. Pour que K soit un corps, il faut et il suffit que {0} et K
soient les seuls idéaux a gauche de K. Il en est de méme pour les idéaux a droite.

Démonstration. Soit [ un idéal a gauche du corps K. Si I # {0}, il existe x € I non nul.
Onal=x"!x€letdoncl =K.

Réciproquement, soit K un anneau unifére ayant pour seuls idéaux a gauche {0}
et K. Pour tout x # 0 l'idéal a gauche Kx de K contient x. Il est donc égal a K. En
particulier, il existe y € K tel que yx = 1. Comme y # 0, il existe de méme z € K tel
que zy = 1. Alors y qui a un inverse a droite x et un inverse a gauche z, est inversible
d’inverse y~! = x. Tout élément non nul x de K est donc inversible et K est un corps.
On montre de méme 1’assertion concernant les idéaux a droite. [

Exercice 1. Montrer qu'un anneau fini intégre avec unité A est un corps.

Solution. Soit I un idéal a gauche de A. Supposons I # {0}. Il existe x € [ non nul.
Comme A est integre, y — yx est un homomorphisme injectif du groupe (A, +) dans
lui-méme. Comme A est fini, son image est Ax = A etona Ax C I car ] est unidéal a
gauche. Ainsi {0} et A sont les seuls idéaux a gauche de A et A est un corps.

Exercice 2. Nous allons voir que non seulement Q, R, C ne sont pas les seuls
corps mais qu’il existe une infinité de sous-corps de C non isomorphes (extensions
quadratiques de Q). Notons P 'ensembles des nombres entiers premiers.

a) Soit K un sous-corps de C et P(X) = x* — uX — v un polynéme de
K[X] sans racine dans K. Soit & une racine de P(X) dans C. Montrer que
K(a) ={a+ba, a,b € K} estun sous corps de C, de dimension 2 sur K.

b) Montrer que Ky = {a+bv2; a,b € Q} , K, = {a+ib; ab € Q} ,
Kz ={a+ b2 +ic+idv?2; a,b,c,d e Q} sont des sous-corps de C.
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¢) Soientd € Z,d" € Z autres que 0, 1, dont tous les facteurs premiers sont sans
multiplicité. Soit 6 (resp. ¢’) une racine carrée dans C de d (resp. de d').

Montrer que Q(J) et Q(6) sont des sous-corps de C non isomorphes si d # d’.
Montrer que Id et ¢ : x+yd — x — yd sont les seuls automorphismes de Q(J) .

d) Montrer que tout sous-corps K de C qui est une extension quadratique de Q
(sous-espace vectoriel de C de dimension 2 sur Q) est de la forme Q(J) précé-
dente.

Solution. a) Onal € K.Soient x =a+ba € K(a) et ¥’ =a’ +ba € K(a).

x+x' =(a+a")+ (b+b)a e K(n),

xx" = (aa" + vbb") + (ba’' + ab’ + ubb')a € K(a),

car «> = ua + v. Donc K(&) est un sous-anneau de C. Si x = a + ba # 0, montrons que
son inverse dans C est élément de K(«). Si b = 0 alors I'inverse dans Cde x = a # 0
est un élément du corps K. Supposons b # 0. Pour que x" = a’ 4+ b'a € C soit I'inverse
de x, il faut et il suffit que aa’ + vbb’ =1 , ba' + (a +ub)b’ = 0. Le déterminant
de ce systéme a? + uab — vb? est non nul, sinon —a/b € K serait racine de P(X). Ce
systéme de Cramer a donc une solution (a’,b’) € K? et K(«) est un sous-corps de C, qui
contient K. C’est un espace vectoriel de dimension 2 sur K car &« ¢ K et donc 1 et a sont
libres sur K et générateurs par définition de K(«). On dit que K(«) est une extension
quadratique de K.

b) Prenons K = Q et P(X) = X?> — p, olt p € P. Un rationnel, 2 oum € Z, n € N,
avec m An = 1, ne peut étre racine de P(X) sinon m? = pn? et p diviserait m. On aurait
m = pm’ et pm'? = n? et p diviserait n. C’est absurde car m A n = 1. En prenant p = 2,
on voit que Kj est un sous-corps de C.

Avec K = Q, P(X) = X? + 1 eta = i, on voit que K est un sous-corps de C.

Puisque P(X) = X?+1 est sans racine sur K; C R, la question a) montre que
Kq(i) = K3 est un sous-corps de C. Ici K3 est un espace vectoriel de dimension 4
sur Q car (1, V2,1, zﬁ) est une base de K3 sur Q. (tout x € K3 admet une unique
expression comme combinaison linéaire sur Q de ces éléments).
¢) Soit f un isomorphisme de Q(6) = Ksur Q(¢') = K'. Il existea = % € Q avec
mAn=1etb="LavecrAs=1,telsque f(J) =a+bd.Ona

d=df(1) = f(d1) = f(6%) = [f(6)]* = (a+bd")? = a* + b*d’ + 2abd’ .
Comme &' ¢ Q,ona a=0 ou b=0.Sib=0onobtientd =4a* = (2)> doun =1
etd = m?, impossible car d est sans facteur carré. Donc b # 0 eta = 0, d'oud = d’ b?
soit s2d = r2d’. Comme r As = 1, s? divise d’ donc s2 = 1 car d’ est sans facteur
carré. Pareillement, 72 = 1 et d = d’. Pour d # d’, les corps Q(5) et Q(¢') ne sont pas
isomorphes.

Sid = d’, le calcul précédent montre que tout automorphismef de Q(4) est tel que
f(6) =# ¢ donc f = Id ou f est 'automorphisme ca : a+bé — a— bs.
L’ensemble P des nombres premiers est infini (Euclide). Il existe donc une infinité de
corps Q(/p), ott p € P, deux a deux non isomorphes.

d) Soit « € K\ Q. Alors 1 et a sont libres sur Q et forment donc une base de K
sur Q. Onaa? € K. Ilexiste u € Q,v € Q tels que a> = ua + v. Réduisons
au méme dénominateur u = %, v = § dotu = %, v = ¢ Alors a est racine de
aX? —bX —c € Z[X].Or A = b? + 4ac n’est pas un carré parfait, sinon a € Q. Soit Ay
le plus grand carré diviseur de A.Ona A = A2d eta = 5 (b+ A15), ot § est I'une des
racines carrées de d dans C. Alors ¢ est élément de K, puisque «, 4, b, A1 sont éléments
deKetd ¢ Q (sinona € Q. Ainsi Q(9) est de dimension 2 sur Q, avec Q(4) C K et
donc K = Q(J) . Si d’ est un autre élément de Z, sans diviseur carré autre que 1, tel que

Q(¢') = K, d’apresc),onad =d.
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9.10 Corps des fractions d’un anneau intégre

Proposition.

Considérons un anneau commutatif unifére intégre A et une partie multiplicative-
ment stable S de A\ {0} qui contient I'unité 1 de A.
(i) La relation binaire R définie par (a,s)R(a’,s') < as’ = a’s est une relation
d’équivalence sur I'ensemble A x S des fractions a dénominateur dans S.
(ii) Les opérations d’addition et de multiplication des fractions définies par
(a1,51) + (a2,52) = (a152 + a251,5152) (a1,51)(az,52) = (a142,5152)
sont compatibles avec R et définissent des opérations sur K = (AXS)/R .

(iif) Muni de ces opérations, K est un anneau commutatif intégre, avec unité.
SiS = A\ {0}, alors K est un corps.

(iv) L’application ¢ associant a a € A la classe de (a,1) dans K est un homomor-
phisme injectif, respectant I’unité, plongeant A dans K et tel que ¢(S) C K..

Le couple (K, ¢) posséde la propriété universelle suivante :

(P) Si f est un homomorphisme de A dans un anneau uniféere B, tel que f(1) = 1
et f(S) C B, il existe un homomorphisme unique f de K dans B tel que f o ¢ = f.
De plus, si f est injectif alors f est injectif.

Démonstration. R est réflexive et symétrique. Vérifions la transitivité.

i(a,s)R(da,s") et (a',s")R(a”,s") alorsas’ = a'seta’s’ = a"s'; dotas's" = a'ss" e
S R ! o/ t ! o/ R ) 1 / !/ t = a7 d/ 111 /ol t
a's"s = a"s's. La commutativité de A implique s’(as”) = s'(a”’s). Comme A est integre

ets’ # 0, on obtient as” = a”’s. Ainsi R est transitive.

(ii) Comme S est multiplicativement stable, les opérations sont bien définies sur A x S.
Supposons que l'on ait (a1,s1)R(a},s}) et (az,s2)R(ah, s}), soit encore :

(1) a1 = ays1 et (2) A28y = 55y .
Multiplions (1) par s;s5, et (2) par s1s] et ajoutons les relations. On obtient
(@152 + azs1)sys2 = (as2 + s}ah)s152
d’ott (a152 + 251, 5152) R(a)sh + syah, sish) . Ainsi I'addition et R sont compatibles.

En multipliant membre a membre (1) et (2), on obtient ajass]s) = aja)sis, donc
le produit et R sont compatibles. D’aprés 1-2, on peut alors définir sur le quotient
K = (A x S)/R des opérations d’addition et de multiplication quotient.

(iii) On vérifie immédiatement, que sur 'ensemble A x S des fractions 1'addition est
commutative, associative, d’élément neutre (0,1) et que le produit est commutatif,
asso- ciatif, d’élément neutre (1,1). Ces propriétés se transmettent au quotient. L'ad-
dition de K est donc commutative, associative, d’élément neutre la classe 0 de (0,1).
Pour tout (a,8) € A x Sona (a,s) + (—a,s) = (0,s?) équivalente a (0, 1). On voit donc
que tout élément x de K, classe d’une fraction (a,s), a un opposé —x qui est la classe
de (—a,s). Ainsi I'addition fait de K un groupe commutatif.

Dans K, le produit distribue I'addition car les fractions [(a,s) + (a’,s")](a”,s") et
(a,s)(a”,s”) + (a',s")(a",s") sont équivalentes. Donc K est un anneau commutatif,
unifere. Cet anneau est integre. En effet, si les fractions (a,s)(a’,s") = (aa’,ss’) et
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(0,1) sont équivalentes, alors aa’ = 0. Ona donc a = 0 ou 4’ = 0 puisque A est
integre. Donc dans K, la classe de (4, s) ou la classe de (a’,s"), est nulle.

Comme A est integre, A \ {0} est multiplicativement stable. Si S = A\ {0}, tout
élément non nul de K, classe d’une fraction (a,b) otta # 0, a pour inverse la classe de
(b,a) car (a,b)(b,a) = (ab, ba) est équivalente a (1,1). L'anneau K est alors un corps.

(iv) Comme (a,1) + (b,1) = (a+b,1) et (a,1)(b,1) = (ab,1),0on a
¢(a)+ ¢(b) = ¢(a+Db) et p(a)p(b) = ¢(ab). Donc « p est un homomorphisme. De
plus, ¢(1) est la classe de (1,1), c’est-a-dire l'unité de K. homomorphisme ¢ est
injectif car

pa)=0 < (a,1)R(0,1) < a=0.

Soit f : A — B un homomorphisme d’anneaux tel que tout élément de S ait
une image inversible. Comme A est commutatif, le sous-anneau f(A) est également
commutatif. Pour (a,s) € A x S posons fo(a,s) = f(a)f(s)~! . Des fractions équiva-
lentes (a,s) et (a’,s') sont telles que as’ = a’s d’ou f(a)f(s') = f(a')f(s) ou en-
core f(a)f(s)~t = f(a’)f(s')"! . Ainsi I'application f; est constante sur les classes de
fractions équivalentes et se factorise: on définit une application f en associant a la
classe de (a,s) 1'élément fo(a,s) = f(a)f(s)™! de B.Ona fog = f et festun
homomorphisme. Il est unique car ses valeurs sur A le déterminent. |

Définition.
L’anneau K est appelé ’anneau des fractions de I’anneau A a dénominateur dans S.
Si S = A\ {0}, on appelle K le corps des fractions de A.

Corollaire.

Soient Ky un corps et A un sous-annneau de Ky. Si A engendre K, alors Ky est
isomorphe au corps des fractions de A.

Démonstration. Le corps Ky étant integre, A est inteégre. Soit K son corps des fractions.
D’apres la propriété universelle (P), 'homomorphisme f : x — x de A dans Ky
se prolonge en un homomorphisme injectif f de K dans K. Alors f(K) est un corps
qui contient f(A) = Aetona f(K) C Ky. Comme A engendre Ko, on en déduit
que f(K) = Ko. n

Remarques.

a) La terminologie “corps dés fractions” est un abus de langage : les éléments de K ne
sont pas des fractions mais des classes de fractions équivalentes pour la relation R.

On notera aussi que I’ensemble des fractions n’est pas un anneau, pas méme un
groupe additif, quand on le munit des opérations introduites. Ce n’est qu’en passant
aux classes de fractions que la structure d’anneau se met en place.

b) Le corps des fractions de 'anneau integre Z est Q. Le rationnel classe d"une fraction

f= %, oua € Zethb € N,, est aussi la classe des fractions %—Z , g—Z ,... équivalentes a

% - Parmi ces fractions équivalentes, il en existe une et une seule, telle que a et b soient

premiers entre eux. On I'appelle la fraction réduite. On l'obtient en simplifiant par le
12

pgcd de a et de b. Par exemple, 57 a pour fraction réduite % .

Le rationnel, classe de f , admet un développement décimal fourni par la division
euclidienne poursuivie indéfiniment. Rappelons qu’un réel est rationnel si et seule-
ment si son développement décimal est périodique a partir d'un certain terme. Par

3 3 1 1

exemple, le réel de développement décimal 0, 333... est ;;1 F - 101 11*0 =3
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¢) On note K(X) le corps des fractions de 'anneau K[X] des polynomes a coefficients
dans un corps K. C’est le corps des fractions rationnelles sur K. Ici aussi, les éléments
de K(X) ne sont pas des fractions mais les classes de fractions équivalentes.

d) Comme toujours pour une propriété universelle, le couple (K, ¢) est le seul, a iso-
morphisme pres, qui vérifie (P)

En effet, soit (Ki, @1) un autre couple vérifiant Appliquons la propriété (P)
du couple (K, ¢) a ’homomorphisme ¢; : A — Kj.On obtient un homomorphisme
91 : K — Kj tel que 910 ¢ = ¢1. De méme, la propriété (P) du couple (Ky, ¢1)
appliquée a 'homomorphisme ¢ : A — K donne un homomorphisme ¢ : K; — K
tel que @ o 91 = @ . En combinant ces relations, on obtient ¢ o 910 ¢ = ¢@.On a aussi
Idx o ¢ = ¢. L'unicité dans la propriété (P) donne ¢ o ¢; = Idgx. De méme, on a
@1 0@ = Idg, . Ainsi, ¢ et g1 sont deux isomorphismes réciproques entre K; et K.

Exercice 1. Soient A = Z et S = {10f; k € IN}. Montrer que l'anneau
K = (A x S)/R des fractions est isomorphe & 1’anneau ID des nombres décimaux.

Solution. Evidemment S est multiplicativement stable et K existe. Appliquons la
propriété universelle de K a 'homomorphisme injectif f : n — 1 de Z dans Q, oun
désigne la classe de la fraction (1, 1) dans Q. On obtient un homomorphisme injectif f
de K dans Q, dont I'image est 'ensemble ID des rationnels classes des fractions -4

10k 7
oua € Z,k € N, cest-a-dire I'’ensemble des nombres décimaux.

Exercice 2. Soitd € Z\ {0,1} dont tous les facteurs premiers soient sans multi-
plicité. Soit 6 € C une de ses racines carrées. Montrer que A; = Z + Z6 est un
sous-anneau de C et déterminer son corps des fractions.

Solution. Comme dans 9-9, ex. 2 pour le corps Q(J9), on vérifie que Ay = Z + Zo
est un sous-anneau de C. Considérons un élément x = = + 26 du corps Q(¢), avec
m,s € Z,n,t € N*.Onaax = %{”‘5, avec mt +nsé € Ay etnt € A}. Ainsi, tout
x € Q(J) est élément du sous-corps Ky de C engendré par A;. Comme Kj est le plus
petit sous-corps de C contenant A;, on a Ky = Q(J) . D’apres le corollaire, Ky = Q(J)

est isomorphe au corps des fractions de A, .

9.11 Quotient par un idéal maximal

Proposition.

Soit A un anneau commutatif unitére. Pour qu’un idéal I de A soit maximal, il faut
et il sufiit que A /I soit un corps.

Démonstration.. D’apres 9-9, 'anneau commutatif unifere A/I est un corps si et
seulement si {0} et A/ sont ses seuls idéaux. D’apres 9-5, prop. (iii), cela signifie que
I et A sont les seuls idéaux de A contenant 1, c’est-a-dire que I est maximal. [

Corollaire 1.

H L’anneau Z./ pZest un corps si et seulement sip € N est premier.
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Démonstration. Nous avons vu en 9-8, ex. et reverrons en 11-8, que 1'idéal pZ de Z est
maximal si et seulement sil’entier p € N est premier. ]

Définition.
Soit A un anneau commutatif unifére. Un idéal I de A est dit premier, si I # A et si
la condition xy € I implique x € I ou y €, c’est-a-dire si dans A/I la condition
Xy =0 implique olx =0 ou y = 0, ce qui signifie que A/ est un anneau integre.

Corollaire 2.

H Tout idéal maximal de A est un idéal premier.

Démonstration. Si I'idéal I est maximal, A/I est un corps et donc intégre. Il n’y a pas
de réciproque a cet énoncé : I'idéal {0} de Z est premier et n’est pas maximal. ]

9.12 Sous-corps premier d’un corps

Proposition.

Soient K un corps et p sa caractéristique. 1l existe dans K un plus petit sous-corps
Ko. Sip = 0, alors K est isomorphe a Q. Si p # 0, alors Ky est isomorphe au corps
Z/pZ.

Démonstration.. Soit f : n — nl I’'homomorphisme d’anneaux de Z dans K.

Supposons p = 0. Lhomomorphisme f est injectif (Voir 9-1). D’apres la propriété
universelle du corps des fractions Q de Z, f se prolonge en un homomorphisme injectif
f de Q dans K. C’est donc un isomorphisme de Q sur un sous-corps Ko de K. Les
éléments de Ky sont les images par f des rationnels % € Q. Tout sous-corps de K doit
contenir 1, les multiples k1 de 1, ot1 k € Z et donc tous les éléments (k1)(m1)~!, ott
m #0,de f(Q). Ainsi, f(Q) est un plus petit sous-corps de K.

Supposons p # 0. Alors p € N* est premier (Voir 9-1), pZ est un idéal maximal
de Z (9-8, ex. ) et Z/pZ est un corps (9-11, cor. 1). Par factorisation de f, a travers

son noyau Ker (f) = pZ, on obtient un homomorphisme injectif f de Z/pZ sur
Im (f) = {nl | n € Z}. Cette image Ko, isomorphe par f a Z/pZ, est un sous-corps
de K. Tout sous-corps de K contient Ky = {k1; 0 <k < p—1}. m
Définition.

Ce plus petit sous-corps du corps K, isomorphe a Q ou a Z/pZ avec p premier, est
appelé le sous-corps premier de K.

Corollaire.

H Le cardinal d’un corps fini K est une puissance p™ de sa caractéristique p .

Démonstration. Puisque K est fini, son sous-corps premier Ky est fini, isomorphe a
Z./pZ, avec p premier. Ses éléments k1, ot 0 < k < p — 1, commutent avec tout
élément de K. Si on fait opérer les éléments de K par multiplication sur K, ce dernier
est un espace vectoriel sur Ko. Etant fini, il est de dimension finie m. Soit (ey, ..., ey)
une base de K sur K. L'application linéaire (xi,..., %) +— x1€1+ -+ + Xpey est un
isomorphisme d’espaces vectoriels de (Kp)" sur K. On voit que card (K) = p™. ]
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Exercices du chapitre 9

_ Ex9-1

a) Soit A un anneau commutatif, unifere,
ayant la propriété (P) suivante :

tout x € A\ {1} est diviseur de zéro.

Montrer que caract(A) = 2, et si A
est un corps, que A est isomorphe a
Z7/27.

b) Soient A,B deux anneaux commuta-
tifs, avec unité. Montrer que A X B a
la propriété (P), si et seulement si A et

B ont la propriété (P). Généraliser.

Soit A un anneau commutatif avec
unité, booléen (tel que tout élément de
A soit idempotent). Montrer que A a
la propriété (P). Donner des exemples
d’anneaux ayant la propriété (P).

<)

_ Ex9-2

Résoudre dans Z les systéemes :

1) 4x4+9y = 4 (mod 48)
3x+8y = 7 (mod48) ’

2 4x—11ly = 3 (mod 48)
3x+8y = 4 (mod48)

_ Ex9-3

Soient a,b,c,d € Z. On consideére les
suites (x,) et (y,) de Z définies par la
donnée de xop € Z et yp € Z et les rela-
tions de récurrence

Xpp1 = Xy +byy , Yup1 = cxy +dyy.
Soit N € IN,avec N > 2, premier avec

D =

a b
c 4 ‘ . Montrer que les restes r,

et 7, de la division de x, et y, par N
constituent deux suites périodiques.

_ Ex9-4

Notons C le groupe additif (Z,+)".

a) Montrer que 'anneau End (C) est iso-
morphea A = M, (Z).

b) Dans A, = GL(n,Z), montrer que
SL(n,Z) = {a € A|det(a) =1}

est un sous-groupe distingué d’indice 2.

¢) Montrer que
f:(xy) — 2x+y,3x+2y)

est un automorphisme du groupe Z2.
Exprimer I'automorphisme réciproque
f~1. Pour n = 3, étudier de méme

g (vyz) = (¥,y,2) ou
!/
/

X = x + 2y + 3z
y = 2x + 4y + 5z .
Z = 2x + 5y + 6z
_ Ex9-5
On considere le groupe additif

(Z/nZ,+) et le groupe produit direct
C=(Z/nZ).

a) Montrer que 'anneau End (C) est iso-
morphe a I'anneau A = My(Z/n2Z).

En déduire la structure du groupe
des automorphismes du petit groupe
deKlein (Z/2Z) x (Z/22Z).

Montrer que le groupe Aut (Z/112Z,+)
des automorphismes du groupe addi-
tif (Z/11Z,4) est cyclique. Donner
les gérérateurs de ce groupe.

b)

¢) Etudier les endomorphismes et les
automorphisme de 'anneau Z/nZ.

_ Ex9-6

Soit A un anneau avec unité. On dit qu'un
sous-anneau B de A est pleinsi x~! € B
pour tout x € B inversible dans A.

a) Si K est un corps, que sont les sous-
anneaux pleins de K ?

b) Soit K un corps commutatif. Montrer
que toute sous-algebre unifere A de
M, (K) est pleine.



9.13 Exercices

¢ Soit N € M,(K). Dans My,(K),
N I, .
I, N ) est in-
versible si et seulement si 1 n’est pas
valeur propre de N?. Exprimer le po-
lyndme caractéristique P(A) de M.

montrer que M = (

_ Ex9-7

Montrer que X = (x1,x) € Z? peut étre
inclus dans une base (X,Y) duréseau Z>
de R? sietseulementsi x; Axy; =1.

207

Ex9-8

Soit A un anneau commutatif unifere.
Montrer que a € A est inversible si et
seulement s’il n’appartient a aucun idéal
maximal de A.

— Ex9-9

Soient A un anneau commutatif unifere et
I un idéal de A. Montrer que le radical
r(I)={x€ A JkeN x* eI} delest
un idéal de A . Que dire si I est premier ?

Indications

_ Ex9-1

a) Utiliser la définition de caract(A).

b) et ¢) sont sans difficultés.

_ Ex9-2

On résout des systéemes de Cramer sur
I'anneau Z/487.

_ Ex9-3

Dans le groupe fini GL(2,Z/NZ),
appliquer le th. de Lagrange a I'image de
la matrice du systéme des relations de ré-
currence.

_ Ex9-4

a) Démontrer la bijectivité de la corres-
pondance entre matrices et endomor-
phismes du groupe Z", comme en al-
gebre linéaire sur un corps.

b) On peut factoriser I’'homomorphisme
a+— det(a).

¢) Les matrices de ces endomorphismes
de Z? ou Z? sont inversibles.

— Ex9-5

a) Ona End (C) ~ My(Z/nZ), comme
dans Ex 9-4 a). Il existe 6 matrices in-
versibles dans M»(Z/27Z).

b) 2 est un générateur de (Z/11Z). .
¢) Choisir parmi les automorphismes du
groupe additif (Z/nZ,+).
_ Ex9-6
a) On obtient les sous-corps.

b) On peut utiliser le th. de Cayley-
Hamilton.

¢) Considérer le déterminant det(M) a
valeurs dans l'algebre A.

_ Ex9-7
Utiliser le th. de Bezout.
_ Ex9-8

Soit a € A.Onaa ¢ A, & 1 & aA.
Alors aA est inclus dans un idéal maxi-
malde A.

— Ex9-9

Pour I premier,ona r(I) =1.
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Solutions des exercices du chapitre 9

_ Ex9-1

a) Si —1 était diviseur de zéro, il existerait b # 0 tel que 0 = (—1)b = —b. C'est
absurde. Ainsi, —1 n’est pas diviseur de zéro. Ona donc —1 =1, s0it 2 x1 = 0.
Ainsi, caract(A) = 2.

Si A est un corps, il est integre. S'il vérifie (P), tout élément de A, distinct de 1, est
nul. Donc A = {0,1} estisomorphe a Z/2Z . Réciproquement Z /27 vérifie (P).

b) L'unité de A x B est (1,1). Supposons que A et B vérifient (P). Soit (x,y) € A x B
distinct de (1,1). Ona x # 1 ouy # 1. Si par exemple x # 1, il existe x’ # 0 dans
A tel que xx’ = 0. Alors (x,y)(x’,0) = (0,0) avec (x/,0) # (0,0). On raisonne de
méme siy # 1. Donc A x B vérifie (P).

Réciproquement, supposons que A x B vérifie (P). Soit x € A tel que x # 1. On a
(x,1) # (1,1). Il existe donc (x’,y') € A x Bnonnul tel que (0,0) = (x,1)(x,y’) =
(xx',y'), soit tel que xx’ = 0ety’ = 0.Ona (x/,y') = (x’,0) non nul et donc x’ # 0.
Ainsi x est diviseur de zéro et A a la propriété (P). De méme pour B.

Cette démonstration est encore valable pour un produit quelconque [ | A; d’anneaux.
i€l
¢) Si A est booléen, pour tout x € A ona x> = x,soit x(1 —x) = 0.Si x # 1, alors
x' =1—x # 0 et x est diviseur de zéro. Donc A vérifie (P).

D’apres a), Z /27 ala propriété (P). D’aprés b), (Z/2Z)* ala propriété (P) pour tout
k € N.. Plus généralement, c’est vrai pour (Z/2Z)F = F(E,Z/2Z) ensemble des
applications d’un ensemble E dans 1’anneau Z/2Z , muni des opérations naturelles
définies par

(f+8)(x) =fx)+g(x) ., (f8)(x) = f(x)g(x).
Par ailleurs, ces anneaux sont booléens et ¢) donne la méme conclusion.

Si une fonction f de E dans Z/2Z = {0,1} est vue comme fonction indicatrice 14
delapartie A = {x € E; f(x) =1}, nousavons vuen 1-10, ex., que 14 + 15 = 14a3
etlylg = 140,00 AAB = (A\B)U(B\ A).Cetanneau F(E,Z/27Z) estdonciso-
morphe a I'anneau P(E) ou l’addition est AAB et o1 le produit est AN B (trans-
port de la structure de F(E,Z/2Z) sur P(E)). Cet anneau est booléen.

_ Ex9-2 B
ix + 9y =
3x +

| \O|
<<
N |

Dans 'anneau Z /48 Z, on cherche ¥,y solutions de {

Onad = % ' = 5,inversible dans Z/48Z car 5/ 48 = 1. Ce systéeme de Cramer

QI =]

sur Z /487 a une seule solution. Or nous avons vu en 9-1, ex. 2 que x =1,y = 8
vérifient 4x +9y = 7 (mod 12) et 3x + 8y = 7 (mod 12). IlIs vérifient donc ces
relations modulo 48. Ainsi (1, 8) est dans Z/48Z 1'unique solution. Les solutions du
probleme sont x =1+48p, y =8+487 ou p,q € Z.
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Résolvons (2) par la méthode utilisée en 9-1, ex. 2. Le systeme obtenu dans Z /487
a pour déterminant d = 17. Par divisions,

48 =17%x2+14, 17=14+3, 14 =3x4+2, 3 =2+1 doula relation de
Bezout: 1=3-2 =3—-(14—-3%x4)=—-14+3x5=---=—-48x6+17 x 17.

Ainsi d est inversible dans Z /487 ,d’inverse d~! = 17.En appliquant les formules
de Cramer, on les solutions: x=4+48p , y=23+487 ou p,qcZ.

_ Ex9-3

Ona DA N =1, donc D est inversible dans 'anneau A = Z/NZ et M = (Z Z)

est un élément de G = GL(2,Z/NZ) . Ce groupe G est fini. Soit T 'ordre de M dans
(i. D’apiés le @ de Lagrange, on a MT =1,.Donc X, = (Xn,¥,), qui est donné par
Xy = (M)" (*X) , admet pour période T, d’ou le résultat.

Cela se généralise aux suites de Z*, ot k € IN, qui sont définies par des relations
de récurrence linéaires a coefficients entiers.

_ Ex9-4

a) Soit a = (a;;) € A.Pour x = (x1,...,x,) € C = Z", notons encore x la matrice
colonne de coefficients xy,...,x, . Considérons f, : Z" — Z", définie par

n n
fa(x) = ax = () ajxj ..., Y anjxj).
j=1 j=1
Le calcul matriciel est valable sur un anneau commutatif unifere. On a donc
falx+x) = a(x+x') = ax+ax’ = fo(x)+ fa(x').
pour tous x,x’ € Z" . Ainsi, f, est un endomorphisme du groupe additif C.

Pour tous a,a’ € A et pour tout x € C,ona
forp(x) = (a+b)x = ax+bx = fo(x)+ f(x),
fan(x) = (ab)x = a(bx) = fa(fo(x)).

Onadonc foip = fa+fr et fup = faofy.Ainsi, ¢ : a— f; est un homomor-
phisme d’anneaux de A = M, (Z) dans End (C) et ¢(1) = f1 = Idc.

acKer(¢) & f,=0 & VxeC ax=0.

En prenant successivement les éléments e; = (1,0,...,0),..., e, = (0,---,0,1),0n
voit que si a € Ker (¢), les colonnes de la matrice a sont toutes nulles et donc que
a = 0. Ainsi, ¢ est injectif.

Soit f € End (C). Considérons la matrice a = (a;;) ayant pour colonnes, les
coordonnées de f(e1),..., f(en) dans Z" . Ona f,(x) = f(x) pour tout x € Z" et
donc f, = f. Ainsi ¢ est est surjectif. C'est un isomorphisme d’anneaux.
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b) Le groupe Z. des éléments inversibles de 'anneau Z est Z, = {—1,1}. Donc
A, ={a € A|det(a) € Z,} estlegroupe GL(n,Z) des matrices de déterminant 1
ou —1.0r ¢ : a — det(a) estun homomorphisme de groupes de A, dans Z, car
det(ab) = det(a)det(b). Donc Ker (f) = SL(n,Z) est un sous-groupe distingué
de A, . Il existe dans A des matrices diagonales de déterminant +1 et d’autres de
déterminant —1. Donc f est surjectif. Par factorisation on obtient un isomorphisme
f: A./SL(n,Z)—{—1,1}. Ainsi SL(n,Z) estd’indice 2 et donc distingué. En fait,
A, = GL(n,Z) est isomorphe a un produit semi-direct de SL(n,Z) par Z/2Z
car il existe un homomorphisme 7 : {-1,1} — A, tel que det o T = Id . Par
exemple,si n =2,

(1) = <(1) 2) et T(—1) = <(1) _01>

¢) L'endomorphisme f;, ott a € M, (Z) est un isomorphisme si et seulement a est
inversible. La matrice 2~! donnera alors I'isomorphisme réciproque (f,)~! = f, 1.

Onadet(a) =1 € Z, donca estinversible.Sia = <§ ;) alorsa™! = (_23 _21> ’

dou f1:(xy) — (2x—y, —3x+2y).

De méme, la matrice b de g, a pour déterminant 1, inversible dans I'anneau Z .

123 -1 3 =2
Donc b= 2 4 5| estinversibledans M,(Z)etb ! = [-2 0 1
2 56 2 -1 0

(utiliser par exemple la formule des cofacteurs), d’ot11’expression de I'isomorphisme
réciproque :

gl (vy,z) = (—x+3y+2z, 2x+2z,2x—y).

_ Ex9-5

a) Comme dans l'exercice précédent pour Z", on voit que l'application associant a
tout élément de End (C), ott C = (Z/nZ)¥, sa “matrice” dans la “base” canonique
de (Z/nZ)*, est un isomorphisme de End (C) sur 'anneau A = My(Z/nZ).

SiC = (Z/2Z) x (Z/2Z) le groupe Aut (C) des unités de 'anneau End (C) est
isomorphe au groupe A, des matrices a € M,(Z/2Z) inversibles. Pour que a =
(a;j) € Ma(Z/2Z) soit inversible, il faut et il suffit que det(a) = @11 a2 — a2

soit égal a 1 (non nul dans Z/27Z.). C’est possiblesi aj1a» =1 et a;p = 0 ou
a1 = 0, ce qui détermine 3 matrices

v G G

oubiensi @124 = 1 et a;3 = 0 ou @y = 0, ce qui fournit 3 matrices

01 11 01

10) 0 \1o) © \11)
Il existe donc 6 matrices inversibles dans A. L'ordre du groupe Aut ((Z/2Z)xZ /2Z.))
est 6. Un groupe d’ordre 6 est isomorphe a Z/6Z sl est abélien ou & Sz s’il n’est pas

abélien. Certaines des matrices précédentes ne commutent pas. Donc Aut ((Z/2Z)?)
est isomorphe a &3 (résultat déja vu dans Ex. 1-4).
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b) Par l'isomorphisme ¢ : a — f;, les unités de 'anneau Z/nZ sont associées aux
unités de 'anneau End (Z/nZ,+), c’est-a-dire aux éléments de Aut(Z/nZ,+).
Les automorphismes du groupe cyclique (Z/nZ, +) sont donc de la forme ¥ — kx
ou k € Z/nZ,avec kAn =1.Donc [Aut(Z/nZ,+) : 1] = [(Z/nZ). : 1] = ¢(n)
ou ¢ désigne la fonction d’Euler. Ce résultat avait été vu dans 1’étude des groupes
cycliques : I'image k = (1) du générateur 1de (Z/nZ, +) par un automorphisme
wde (Z/nZ,+) estun autre générateur et la donnée de a(1) = k détermine « .

Si p = 11 alors (Z/pZ). est un groupe d’ordre ¢(11) =11 -1 = 10 = 2 x 5.
L'ordre 0(2) de 2 divise [(Z/11Z), : 1] = 10 donc 0(2) € {2,5,10}. Comme
2 =41,2 =170 = -1Tona 0(2) = 10. Ainsi 2 engendre (Z/11Z).,.
L'automorphisme de (Z/11Z,+) correspondant est f : X — 2X = 2x. 1l
engendre Aut(Z/11Z,+). Les automorphismes de (Z/11Z,+) sont les puis-
sances fX : x 2% de f,ot 0 <k <9.Pour que ff engendre Aut(Z/11Z,+)
il faut et il suffit que k A10 = 1.

Si p est premier, Z/pZ est un corps. On verra en 10-7, que le groupe multiplicatif
(Z/pZ), est cyclique. Le groupe Aut (Z/pZ, +) qui lui est isomorphe est cyclique.

¢) Si f est un endomorphisme de l'anneau Z/nZ, c’est en particulier un endomor-
phisme du groupe additif (Z/nZ,+). Il est donc de la forme f : ¥ + kx. De plus,
pour tous X,y € Z/nZ on doit avoir f(xy) = f(X)f(¥), soit kxy = kxky. Pour cela
il faut et il suffit que k= EZ. Si n est premier, alors Z /nZ est un corps. Le polynome
X? — X aura pour seules racines 1 et 0. Si n n’est pas premier, ce polynéme peut
avoir d’autres racines dans Z/nZ. Par exemple, on a 52 =3 dans Z/6Z.

Si f est un automorphisme de 'anneau Z/nZ, alors étant surjectif, on a néces-
sairement f(1) =1,douk=1et f= Id.

— Ex9-6

a) Un sous-anneau B d’un corps K est plein si x 1 eB pour tout x € B non nul,
c’est-a-dire si B est un sous-corps de K.

b) Soient A € Ainversible dans M, (K)etp(X) = X"+ -+ a1 X+ = det(XI )
son polyndme caractéristique. On a det(A) # 0 et donc ag = (— )”det(
D’apres le th. de Cayley-Hamilton p(A) = 0 donc A [—;—OA”_l s — }

L'inverse de A est une expression polynomiale de A et donc un élément de A.

¢) Soit Ala sous-algebre unifere de M, (K) engendrée par N. D’apresb), M = (II\] 1[\,;)
n

est inversible dans M, (K) si et seulement si elle est inversible dans la sous-algebre
My(A) de My, (K). D’apres 9-1, prop., pour cela il faut et il suffit que
det(M) = N2 — I, soit inversible dans l'algebre A. D’apreés b), cela équivaut a
l'inversibilité de N> — I, dans M,,(K), d’ott la condition det(N? —I,,) # 0, qui
signifie que 1 n’est pas une valeur propre de N2. Des manipulations sur les lignes
et les colonnes dans l'algebre M;(.A) conduit aux mémes conclusions :

In 0 0 In N In In _N _ In O
-N L,)\I, 0)J\I, NJ\o I,) — \0 I,—N?)

De méme, M — AL, est non inversible, si et seulement si

N—=AL L\ a2
det< L N_Mn>—(N AL =1, ¢ A,

soitsi P(A) = det[ (N — AL,)?> —I,] = 0.
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_ Ex9-7

Dans Z? il existe une “base” canonique B constituée de e; = (1,0) et e = (0,1). La
matrice des coordonnées de X = (x1,x2) = x1€1 + X202 et Y = (y1,y2) = y1€1 + Yae2
X . o
est P = <x1 zl> .Si B' = (X,Y) estune autre “base”, alors il existe uy,uy,v1,v; € Z
2 W2
uniques tels que ey = u1 X + u2Y, e2 = v1X + v2Y . Substituons ces expressions dans
les précédentes. En utilisant 1'unicité de 1’expression dans la “base” B, on voit que

(xl yl) (ul ”1> — I, De méme, (”l ”l) <x1 y1> = L. Ainsi P € GL(2,2).

X2 Y2 Uz 0 Uz 02 X2 Y2

Réciproquement si P € GL(2,Z), en utilisant P et P~1, on voit que tout élément de
Z? a une expression unique dans la “base” canonique B et une expression unique en
fonction de X et Y. Donc (X,Y) est une “base” de Z?. En conclusion, (X,Y) est une
base de Z? si et seulement si P € GL(2,Z) . D’aprés 9-1, prop., pour cela il faut et il
suffit que det(P) soit inversible dans 'anneau Z . Comme Z, = {1, —1}, on pourra
inclure X dans un base (X,Y) de Z? si et seulement si il existe y; € Z et y, € Z
tels que x1y2 — xoy; = £1. D’apres le th. de Bezout (voir 11-4), cela est possible si et
seulement si x; et x, sont premiers entre eux.

— Ex9-8

Si a € A estinversible,ona aA = A.Siunidéal I contienta,ona I = A.Donc a
n’appartient a aucun idéal distinct de A et n’appartient donc a aucun idéal maximal.

Réciproquement, supposons que a2 € A n’appartienne a aucun idéal maximal. Si
on avait aA # A, il existerait un idéal maximal contenant aA et contenant donc a.
C’est exclu. Donc aA = A et a € A..

_ Ex9-9

Soient x,y € r(I). Il existe m,n € IN tels que x™ € I et y" € I. Alors:

(x=y)"" =}, (F)TCu, XMy

ptq=m+n

Dans chaque terme de cette somme, ona m < p ou n < g (sinon p+gq < m+n).
De ce faiton a xy7 = x™(x?~"y") € I ou xPy? = xPyi"y" € I. Cela montre que
(x—y)"" €I etque x —y € r(I). Comme 0 € r(I), on a vérifié que r(I) est un
sous-groupe de (A, +).

Pour tout « € A,ona (xa)" = x™a™ € I donc xa € r(I). Le radical r(I)
de I est un idéal de A. Si I = {0}, nous venons de vérifier, en particulier, que dans
I'anneau A, l'ensemble rad(A) =r({0}) ={x € A|In €N x" =0} deséléments
nilpotents constituent un idéal de A.

Notons que I'ona I C r(I). En notant ¢ ’homomorphisme canonique de A sur
A/I,on voit donc que r(I) = ¢~ (rad(A/I)).

Supposons que I soit un idéal premier. On voit par récurrence sur k, que si
x1---x; € I, alors 'un des éléments xi,...,x; appartient a I. Pour tout x € r(I)
il existe n € IN* tel que " € I donc x € . Ainsi,ona r(I) C I etdonc r(I) = I.
D’ailleurs, I est premier si et seulementsi A/ estintégre. Onaalors rad(A/I) = {0}
etdonc r(I) = ¢ (rad(A/I)) = I.



Chapitre 10

Anneaux de polynomes

10.1 Polyndémes a coefficients dans un anneau

Définition.

Soit A est un anneau commutatif, unifere. On appelle polynéme a coefficients dans
A, une suite infinie a = (ap, a1, ...) d ‘éléments de A, dont tous les termes sont nuls,
sauf un nombre fini d’entre eux.

Le plus grand indice n tel que a, # 0 est appelé le degré du polynome a. Nous le
noterons d°(a).Sia = 0, soit ay = 0 pour tout k € N, on convient que d°(a) = —oo.
Sia, =1,oun =d’(a), on dit que le polyndme a est unitaire.
On note A[X] I'ensemble des polyndmes a coefficients dans ’anneau commutatif A.
On définit la somme de deux polyndémes a = (ag,a1,...) et b = (b, by,...) de A[X]
comme étant la somme des deux suites au sens habituel, soit :

a+b=(ap+bo,a+by,...)

Le produit ab est le polynéme ¢ = (co, c1,...) ot pour tout k € IN on pose

cx = aoby + a1bp_1 + - - + agbo .

On a évidemment
d’(a+b) < max(d’(a),d’(b)) , d’(ab) < d°(a) +d°(D) .

Proposition.

Soit A un anneau commutatif avec unité.

(i) A[X] est une A-algébre commutative, ayant pour unité1 = (1,0,0,....) L’homo-
morphisme injectif j : a — (a,0,0,...) = al de A dans A[X] permet d’identifier
A avec le sous-anneau de A[X] constitué des polynémes constants.

(ii) Les polynémes 1 et X = (0,1,0,...) engendrent A[X] : touta = (ap,a1,...) de
degré n dans A[X], a pour expression a = ag+ a1 X + - - - + a, X" .

(iii) A[X] est intégre si et seulement si A est intégre. Alors, d°(ab) = d°(a) + d°(b)
pour touta € A, toutb € A et les unités de A[X] sont les polynémes constants
dont la valeur ag est élément de A..

Démonstration. (i) La définition de 'addition dans A[X] montre que A[X] est un
sous-groupe du groupe additif AN des suites a valeurs dans A.
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Soient a,b,c € A[X].Pour tout n € IN, le coefficient au degré n de a(bc) est

Yptk=n ap(bC)k = Lpik—n ap <Zq+r:k chr> = Yptqrr—n apbgcr . Il est égal a celui de
(ab)c. On a donc a(bc) = (ab)c et le produit est associatif.

Sia,a’, b sont des éléments de A[X], alors le coefficient au degré n de ab + a’b est
(aoby + a1bp, + - - - + anbo) + (apby + ajby—1 + - - - + aj,bo)

= (ap+ap)by + - -+ (an +ay)bo,

donc ab +a'b = (a+a’)b. Le produit distribue donc I’addition.

L’expression du coefficient ¢y de ¢ = ab montre que le produit est commutatif. Si
bp = leth; = 0 pour i > 1, alors ¢ = a; pour tout k € N donc all = a. Ainsi 1
est élément neutre pour le produit et A[X] est un anneau commutatif unifére et une
A-algebre. Il est clair que j est un homomorphisme d’anneaux injectif de A dans A[X].

n
(ii) Le coefficient au degré n de X? est Z 01,p01,u—p = 61,n—1-Sa valeur est unsin = 2,
p=0

zéro sinon. Donc X2 = (0,0,1,0,...). Par récurrence on montre de méme que Xk est
la suite (0,...,0,1,0,...), oit 1 est le coefficient au degré k. En identifiant a I’aide de j
tout élément a de A avec le polyndme constant al = (4,0,0, ...), tout polyndéme a =
(ag,a1,az,...,a,,0,...) dedegrén, estégalaao+a; X +axX? + - +a,X".

(iii) Sid’(a) = p € Netsid'(b) = q € N, le coefficient ¢, de ab est nul pour tout k >
p+qetcyy = apb,. Si A estintegre, c, 14 = apb; # 0 et donc d’(ab) = d°(a) +d’°(b).
Cette formule est encore valable si a ou b est nul. Cette propriété montre en particulier
que 'anneau A[X] est integre. Réciproquement, si A[X] est integre alors A est integre
car d’apres (i) il s’identifie & un sous-anneau de A[X].

Pour avoir ab = 1, il faut que p+q = 0 (soit p = O et g = 0) et que apby = 1
(soitag € Ay et bgp = a; 1), Ainsi a est une unité de A[X] si et seulement si a est un
polynome constant égal a une unité ap de A. ]

Exercice 1. Soient A, B deux anneaux avec unités, commutatifs. Soit ¢ : A — B
un homomorphisme tel que ¢(1) = 1. Atout p = ap+ --- +a,X" € A[X] on
associe le polynéme ®(p) = ¢(ao0) + - - - + ¢(a,) X" . Montrer que ® est un homo-
morphisme d’anneaux de A[X] dans B[X] . Quel est son noyau ?

Solution. Soient 2 = Y ;X" , b = Y b X" des éléments de A[X]. On a alors
P(a+b) = P(a) + P(b) car pour tout degré k les coefficients ¢(ax + by) et

¢(ax) + ¢(by) de ces polyndmes sont égaux. De méme,
k k

®(ab) = ©(a)®(b) car () aibe;) =) @(a)p(br—i) -
i=0 i=0
De plus ®(1) = 1. Le noyau de ® est I[X] ou I = Ker (¢) car

ac€Ker(®) < Vi ¢(a)=0 < ag,...,a, €Ker(e) .

Exercice 2. Soit n € IN*, distinct de 1, non premier. Montrer que 'anneau
A = Z/nZ n’est pas intégre. Pour n = 4, montrer que les propriétés (iii) de la
proposition sont en défaut dans Z/4Z)[X] .

Solution. Puisque n n’est pas premier, il existe a € IN, b € IN, tels que n = ab, avec
l1<a<b<n.Onaa#0,b+#0,ab=0 doncZ/nZn'est pas integre.

On a (2X)(2X) = 0. Donc (Z/4Z)[X] n’est pas integre et la régle (iii) concernant le
degré d'un produit est fausse. On a (1 +2X)(1+2X) = 1 donc 1 + 2X, non constant,
est une unité de A[X].
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10.2 Division euclidienne

Proposition.

Soient A un anneau commutatif unifére etb = by + --- + b — mX™ € A[X] avec by,
inversible. Pour touta € A[X], il existe g € A[X] etr € A[X] uniques tels que

a=bg+r et di(r)<di(b).

De plusona d*(q) = d"(a) —d*(b).

Démonstration. Cette division euclidienne s’effectue selon l’algorithme bien connu.

Soit a € A[X]. Montrons I'existence de g et r par récurrence sur le degré n de a.
Sid’(a) =0, c’est a dire si a est constant, on prendra :

g=0etr=asid’(b) >0,

g=>blaetr =0sid’(b) =0 (g existe carona b € A,, par hypothese).

Soit n € IN*. Supposons établie 1’existence de g, r pour tout polyndme a de degré
d’(a) < n—1.Considérons a(X) = a,X" +---+aodedegrén.Sionad’(a) < d’(b),le
choix g = 0 et r = a convient. Si d°(a) > d°(b), considérons a; = a — [a,b;,' X"~"]b. Le
degré de a; est majoré par le plus grand des degrés des deux termes de cette différence.
Il est donc inférieur ou égal a n. Par ailleurs, il n'y a plus de monéme de degré n dans
a1.Onadoncd’(a;) < n— 1. D’apres I'hypothese de récurrence, il existe g1, 71 € A[X]
tels que a1 = bgqy +rp avec d’(r1) < d°(b) et d°(ql) = d°(a1) —d°(b) < n—1—m.
Alors g = a,b,;! X"~™ + gq et r = r{ conviennent et d°(q) = n —m = d°(a) — d°(b).

Montrons 'unicité de g et r. Considérons 4'," avec des propriétés analogues. Par
soustraction, les relations a = bg +reta = bg' + ' donnent b(q —q’) = 1’ — r. Sup-
posons g — g’ # 0 de degré k et soit gy le coefficient de X* dans g — g’. Comme b,, est
inversible, ona b,,qx # 0,d’oud’(b(q—¢')) =d°(b) +d° (g —q'). Comme d°(r) < d°(b)
etd’(r") < d’(b), onobtientd’(r' —r) < d°(b) < d°(b(qg — —¢')) = d°(*' —r), ce qui est
absurde.Onadoncg—¢4' =0etr —r=0. n

Exercice 1. Effectuer la division de a(X) = X’ + X° + X° + X* 4+ X?> — 1 par
b(X) = X° — X2+ 1 dans I'anneau Z[X]. En déduire le reste et le quotient de la di-
vision dans (Z/2Z)[X] pour les polynémes ayant la méme expression que a et b.

Solution. a = bg+rot g(X) = X2+ X+1, rX) =2X*+ X3+ X2 - X -2.
Soit ¢ I'homomorphisme canonique ¢ : n — n de Z dans Z/2Z. D’apres 10-1, ex. 1,
onobtient ®(a) = ®(b)P(q) + P(r) avecd’(P(r)) < d°(r)) < d’(b) = d°(P(b)) . Donc
®(q) = X2+ X +1et ®(r) = X3+ X2+ X sont le quotient et le reste dans (Z/2Z)[X].

Exercice 2. Pour n € N, calculer A" o1 A = <_42 _31> € Mz(R).

Solution. D’apres le th. de Cayley-Hamilton, le polynéme caractéristique de A :

p(X) = X? —tr(A)X +det(A) = X> - 3X +2 = (X - 1)(X —2),
est tel que p(A) = 0. Par division euclidienne, X" = p(X)q(X) +aX + B.Pour X =1
puis X = 2, onobtient 1 = a+ 5, 2" =22+ p,dova =2"-1, f =2—-2" et
A =p(A)g(A) +aA+BL = (2"-1)A+(2-2")],.
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10.3 Fonction polynomiale et racines d’'un polynéme

Définition.

Soit A un anneau commutatif avec unité. Tout p € A[X] d’expression p = ag +
mX + - --+anX" définit une applicationp : A — ap+aA+---+a,A" de A dans
A appelée la fonction polynomiale définie par p.

On dit que A € A est racine d’un polynéme p (non nul) si p(A) = 0.

On dit qu’un corps K est algébriquement clos si tout p € K[X], non constant, admet
une racine dans K. Le corps C est algébriquement clos (th. de d "Alembert ).

Soientp =ag+---+a—mX"etq="by+---+ b, X" des éléments de A[X]. On a
P+ =p) +4(A) , (pp)(A) =p(A)g(A) , 1(A) =1,
pour tout A € A. Donc ¢ : p +— p est un homomorphisme de I'anneau A[X] dans
I'anneau F (A, A) des fonctions de A dans A.

Il convient de bien distinguer le polyndme formel p et la fonction polynomiale j
qu’il définit car '’homomorphisme ¢ n’est pas toujours injectif. Par exemple, si A est le
corps Z/nZ, ol n est un nombre premier, le polyndme p(X) = X" — X est non nul, de
degré n et tel que K'—k=0 pour tout k € A (voir 2-3, ex. 1 ou 12-2). On a donc i = 0.

Néanmoins, dans la suite, pour simplifier, nous désignerons par la méme lettre le
polynome formel et la fonction polynomiale qu’il définit.

Proposition.

Soit A un anneau commutatif avec unité. Supposons que A € A soit racine de
a € A[X]. Alors il existe g € A[X] avecd®(q) =d"(a) — 1 tel quea = (X —A)q.

Démonstration. Comme b = X — A est unitaire, on peut diviser a par b. On obtient
a=(X—-A)g+roud’(r) <d’(b) =1. Ainsirestconstantetr = a(A) =0. ]

Corollaire 1.

Soit A un anneau commutatif, avec unité, intégre. Soit a € A[X]| admettant k
racines distinctes Aq,...,Ax, ot k < d°(a). Alors il existe q € A[X] de degré
d’(q) =d*(a) —k telquea = (X — A1) -+ (X — Ax)q.

Démonstration. D’apres la proposition, a = (X — A1)g; avec d°(q1) = d°(a) — 1.
On en déduit 0 = a(A2) = (A2 — A1)q1(A2) avec A, — Ay # 0, d’out q1(A2) = 0

car A est integre. La proposition montre ensuite que g1 = (X — A2)gq2 avec
d’(42) = d’(q1) —1 = d°(a) — 2. En poursuivant par récurrence ce raisonnement,
on obtient le résultat. ]

Corollaire 2.

Soit K un corps commutatif algébriquement clos. Tout polynéme
p = ao+mX+ - +anX" de degré n > 1, se factorise sous la forme
an(X —ap) - (X —ay).

Démonstration. Par mises en facteurs successives comme dans le cor. 1. n

Corollaire 3.

Soient K un corps commutatif et p € K[X]. Sionad(p) < n etsip admetn+1
racines distinctes, alors p est le polynéme nul.
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Démonstration. Si p n’était pas nul, de degré m, 'existence des m premieres racines
a1, ..., &y, conduirait a 'expression p = (X —aq)--- (X — ay)q avec g constant non
nul. Pour la racine suivante a1, on aurait p(ay,41) = (&mt1 — 1) -+ (X1 — &m)g
non nul, ce qui est absurde car K est integre. ]

Corollaire 4.

Soit K un corps commutatif. Si K est infini alors 1’égalité formelle des polynémes de
K[X] est équivalente a I'égalité des fonctions polynomiales associées.

Démonstration. Lhomomorphisme ¢ : p — p de K[X] dans F (K, K)est injectif : si
p € Ker (¢), ona p(A) =0 pour tout A € K et donc p = 0 d’apres le cor. 3. ]

Exercice. Pour quelles valeurs de n € IN*,B(X) = X?>+ X + 1 divise-t- il
A(X) = X? + X" — X? — X dans C[X] ? Montrer que le quotient Q(X) est alors
a coefficients entiers.

Solution. Puisque (X?> + X +1)(X —1) = X3 — 1, les racines de B(X) dans C sont
j=exp(®X) et j=j* etona j>+j-+1=0.Regardons si j est racine de

AX) =X+ X" - X2 - X=(X"+X"+1)— (X*+ X +1).
-Sin=0(mod3) onaA(j) =3—(j?+j+1)=3#0
-Sin=1(mod3) ona A(j) = (*+j+1)—(>+j+1)=0
-Sin=2(mod3) onaA(j) = (j+j*+1)— (> +j+1)=0.
Comme A(X) est a coefficients réels, si A(j) = 0 alors A(j) = 0. Le corollaire 1,
appliqué dans C[X], montre qu’il existe Q € C[X] tel que A(X) = B(X)Q(X). Ainsi,
B(X) divise A(X) sietseulementsi n =1 ou n=2(mod3).
Par ailleurs, puisque 1 est inversible dans Z, la division de A(X) par B(X) est
possible dans Z[X]: il existe Q1(X) et Ry(X) a coefficients entiers tels que
A(X) = (X2 + X +1)Q1(X) + Ry(X) et d°(Ry) < 2. L'unicité de la division dans
C[X] donne Q(X) = Q1(X) € Z[X] et 0 = Ry(X) . (Raisonnement général... )

10.4 Dérivée formelle d’un polyndéme, formule de Taylor

Définition.

Soit A un anneau commutatif avec unité. Soit p = ap + mX + --- +a,X" € A[X],
de degré n. On appelle dérivée formelle de p, le polynéme nul si p est un polynéme
constant et sinon le polynéme :

p=a+20mX+ - +na, X"1.
Par récurrence, on définit la dérivée d ordre k € IN* de p en posant p¥) = (p(-=1)".

Par récurrence, on obtient pour tout k € IN* tel que 0 < k < n,
p® =klag+---+nn—1)--(n—k+1)a,X"*
d’ou
M) p(0) = klag.
Considérons p = ag+ a1 X + -+ - +a, X" € AX]etq=bp+ 01 X+ -+ b, X" € A[X].
Il est clair que (p+q) = p’ + ¢’ . Gréce a cette propriété, la formule (pq)' = p'q+pq’,
qui est vraie de maniére immédiate pour les mondmes, s’étend a tous les polynomes.
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Le lecteur vérifiera par récurrence que:

ey (p")' =mnp"Tp’.

Il établira de méme par récurrence la formule de Leibniz :
n
3) (pg)™ =3 Crp®q
k=0
Considérons le polynéme composé, obtenu par substitution de g dans p,
m
poq= Z akq(X)k = ao+a1(b0+---+bnx”) +---+am(b0+~-+an”)m.
k=0

En utilisant (2), on voit que
(4) (poq) = (poq)y.
Avecq = a+ X, otta € A, on obtient le polynéme P = pogq = p(a+ X). En utilisant
la relation (4), on vérifiera par récurrence que pour tout k € N* on a

(5) Pk = p®) (g + X).

Proposition. (Formule de Taylor)

Soient K un corps commutatif de caractéristique nulle et p = ag + ;X + - - - + a, X"
dans K[X] de degré n. On a

L | LI |
p(X) =Y ZpMO)X* et pla+Y) =Y ~p®(a)Yr.
&k &k

Démonstration. La caractéristique de K étant nulle, pour tout k € N ona k!l # 0
dans K. Dans le corps K cet élément est inversible. Pour 1 < k < n, la relation (1)
ci-dessus donne a; = %p(k) (0), ou ki, est I'inverse de k!1 dans le sous-corps premier
de K, d’ou 'expression de p(X). En appliquant cela au polyndéme P = p(a + X) et
compte tenu de (5), on obtient la deuxiéme relation. ]

10.5 Multiplicité d'une racine

Proposition.

Soient K un corps commutatif, a € K[X] et A € K. Pour que A soit racine du
polynéme a, avec au moins la multiplicité k € IN*, il est nécessaire que

aA)=d(A) =---=a*DQA)=0.

Si K est de caractéristique nulle ou encore si la caractéristique de K est un nombre
premier p et si on ak < p, la condition ci-dessus est suffisante.

Démonstration. Supposons que A ait au moins la multiplicité k € INx, ce qui signifie
que a(X) = (X — A)fb(X) o1 b € K[X]. La formule de Leibniz, montre que les dérivées
de a(X) admettent A pour racine jusqu’a l'ordre k — 1 au moins.

Réciproquement supposons que a(A) = a’(A) = --- = a®"D(A) = 0. Considé-
rons le polynéme A(Y) = a(A +Y) et son expression A(Y) =ap+---+a,Y".Ona
a")(A) = AN) = r!a, pour tout r. Supposons la caractéristique de K nulle ou finie
et supérieure a k. Pour 0 < r < k I’élément (r!)1 de K est non nul et donc a, = 0. On
en déduit que A(Y) = Y*(ay + - - - + a,, Y™ ) et donc que
a(X)=AX—A) = (X = AMKag+ -+ an(X — A"H.
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Corollaire 1.

Soient K un corps commutatif et a € K[X]. Pour que A € K soit une racine multiple
dea, il faut et il suffit que a(A) = a’(A) = 0.

Démonstration. D’apres la proposition, la condition est nécessaire et suffisante car ici
ona2 < p pour tout nombre premier. ]

Corollaire 2.

Soient K un corps commutatif de caractéristique nulle et a € K[X] . Pour qu'une
racine A € K de a(X) soit exactement de multiplicité k, il faut et il suffit que

aA)=d M) = =a*¥DA)y=0 et a®(A)#£0.

Démonstration. D’apres la proposition et la formule de Taylor, la condition est néces-
n
1
saire. Elle est suffisante car on obtient a(X) = ) —a®(A)(X = A)F en utilisant la
= k!

formule de Taylor. n

Exercice. Combien existe-t-il de dérivées successivesde a(X) = (X —1)® — X6 +1
dans K[X] nulles pour X = 1 ? Quelle est la multiplicité de cette racine ?

Solution. Ona a(1) =0 et a'(X) = 6(X —1)> —6X°.Si p = caract(K) n’estni 2 ni 3,
ona d’(a) =5, a’(1) = —6 x 1 # 0. La multiplicité de la racine 1 est 1.
Si p = 3, la dérivée a’(X) est le polyndme nul. Les dérivées de a(X) sont toutes nulles.
D’apres la proposition, la multiplicité de la racine 1 est au moins 3. Cela se confirme en
développant a(X) al’aide de la formule du binéme :
a(X) = —6X° +15X* —20X3 +15X2 —6X +2= X3 -1 = (X —1)3.
Si p = 2, les dérivées de a(X) sont toutes nulles. D'apres la proposition, la multiplicité
de la racine 1 est au moins 2 (mais attention, on ne peut pas dire plus). En développant,
a(X) = —6X°+15X* —20X° +15X% - 6X +2 = X* 4 X?
X2(X2+1) = X3(X®—2X+1) = X3(X —1)2.

La multiplicité est effectivement 2.

10.6 Un exemple: les polyndomes cyclotomiques

Les racines dans C du polyndme X" — 1 € C[X] sont les éléments de
2
U =1{1,5,8,.., 8"} o {=exp(i=).
Ce groupe cyclique admet ¢(n) générateurs, ot ¢ désigne la fonction d’Euler. Ce sont
les racines 7'M primitives de l'unité, éléments de

Ap={T";, 0<k<n—1,knn=1}.

Sid € IN* divise n, alors le groupe U, est un sous-groupe de U, car ¢ = 1 implique
¢" = 1. Dans le groupe cyclique U, pour tout diviseur d de n, il existe un unique
sous-groupe d’ordre d (3-3). C’est donc Uy. Tout élément d’ordre d de U, engendre un
sous-groupe d’ordre d. Ce sous-groupe est donc Uj. Si on classe les éléments du groupe
U,, selon leur ordre, qui est diviseur de 1, on obtient donc la partition suivante de U, :

(1) Up =AU UAgU- Ay = Uy Ay -
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En particulier,onan =) _ ¢(d)
dIn
Définition.
Le polynéme unitaire ®,(X) = [ (X —{) est appelé le polynome cyclotomique
fehy,
d ’indice n. Son degré est ¢(n).

Exemples.
@1(X) =X—1 car Uy = {1} et A; ={1}.
X+1 car Up={1,—-1} et Ap ={-1}.

y(X) =
3(X) = (X =/)(X—j) = X2+ X +1 car Us = {Lj,j*} et Ag={j,j*}.
Py(X) = (X —i)(X+i) =X*+1 car Uy = {1,i,—1,—i} et Ay = {i,i°}.
Ps5(X) :X4+X3+X2+X+1 car As ={(, (%, (%, {*},ou =exp(3F).
D(X) = (X+))(X+j) = X2 = X +1 car Ag = {—] = exp(i%), —j = exp(5i%)}.
d;(X) = X0 + X° —|—X4+X3 +X2 + X +1 car 7 est premier (comme 3 et 5).
@8(X):X4+1 X47% car A5—{C €3 CS,€7}—U8\U4.
Dy(X) = = X0+ X3+ 1 car Ag =Ug\ Us.
Proposition.

Pour tout n € IN*, le polynéme cyclotomique ®,, est unitaire a coefficients entiers.

Ona X"—1=d(X)- =[] @a(X
dln
Supposonsn >2.0na @,(0)=1 et X(P(”)CDn(%) =d,(X).
Supposonsn > 3.0Ona ®,(x) > 0 pour toutx € R et ®,(x) > (|x| —1)?("
pour tout x € R tel que |x| > 1.

Démonstration. Puisque U,, = U A, est une partition, on a:
d|n
X'-1=[[X=-0=]] [] X=0)=]]®(X)
¢eUn dln (€N dn
Les polyndmes ®; = X — 1 et &, = X + 1 sont a coefficients entiers. Montrons par
récurrence que pour tout n > 2 on a ¥, € Z[X]. Supposons ce résultat vrai pour tout
deNtelque2<d <n.Ona:
X'"—1=[®1(X) - Dg(X)...]0n(X) = b(X)Pn(X),
o b(X) =[] ®a(X) esta coefficients entiers d’apres I’hypothése de récurrence.
dln1<d<n

Dans 'anneau Z[X], on peut diviser de a4(X) = X" — 1 par b(X) qui est unitaire (10-2,
prop. ). On obtient g € Z[X] et r € Z[X] tels que a = bg+r et d°(r) < d°(b). Dans
C[X] on a a = b®,. De 'unicité de la division dans C[X] il résulte que ¥, = g € Z[X]
etr =0.

On a ®,(0) = 1. Supposons n > 3. Pour tout { € A, onal € A, Comme
Ay NIR = @, on peut faire une partition A, = U{Q,a} par couples conjugués. On

iel
en déduit ®,(x) =[] |x — > > 0 pour tout x € Retdonc ®,(0) =[] ¢:¢; =1.
i€l i€l

Soit n > 2. Puisque d°(®,) = ¢(n) et @,(0) = 1, on voit que X?(" (L) est un

polynéme de degré ¢(n), unitaire. Comme { +— % = { est une bijection de A, sur
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lui-méme, I’ensemble de ses racines est A,. Donc ®,(X) = IT;cp, (X — {) divise ce
polynome. Etant unitaires, de meme degré, les deux polyndmes sont égaux.

Supposons n > 3.0na @,(x) =[] |x —¢i|*, avec |x — ;| > x — 1 pour x > 1 et
icl
|x — {i| > x+1 pour x < —1, d’ou la derniére assertion. [
Exercice 1. Soient m € IN*,n € IN* premiers entre eux. Montrer que <I>mn(X) =
IT I] (X —aB). Pour n > 3 impair, montrer que ®,(X) = @,(—X).
aENy BEN,

Solution. Comme m An = 1, on sait que f : (x,y) + xy est un isomorphisme de
Uy x Uy sur Uy, Uy = Uy, (1-11, ex. ). Les générateurs de Uy, x Uy, sont les couples
(a, B) ol & (resp. ) est générateur de Uy,. (resp. Uy) (3-4, prop. ). On en déduit que
Apn =A{ap; a € Ay, B € Ay} d'ott'expression proposée de @y (X) .

Sin > 3 est impair, il est premier aver m = 2. Ona Ay = {—1} et ¢(n) est pair car
Ay = Uic1{C;, T;}- En appliquant ce qui précede,

O (X) = [T (X+a)= ()" [T (-X-a)= [T (-X—a) = ®u(-X)..

aENy, aENAy a€NAy

Exercice 2. Soit m € IN*tel que m > 2 et soit n € IN* dont tout facteur premier est
un facteur premier de m. Montrer que @, (X") = &y, (X) .
Donner l'expression de @4 (X) et de @y (X), otk € N*.

Solution. Considérons les décompositions en facteurs premiers de n et m.

n=pt-- pk,m—pfl pfqulyl--qZ”,avecoci>0,[3i>0p0ur1§i<ket

7 >0 pour 1 < j < /. Dapres 3-4, cor. 2, le degré de @y, (X) est

o(mn) = pp P =) P k1) =) g (e - 1)
= ng(m) = d"(Su(X")) .

Puisque m|mn ona Uy, C Upy et Uy = {z € Upy | 327 € Upy 2" = z}
(3-3, prop. ). Uhomomorphisme f : z’ — 2z est donc surjectif de Uy, sur Uy, .
On a donc f (Apn) C A (32, prop. ). Toute racine de @, (X) est donce racine de
P, (X"). Comme Dy, (X) est scindé simple, il divise @, (X") . Les deux polyndomes
étant unitaires de méme degré, ils sont égaux. En utilisant cette relation,

Dpy(X) = Py s(X) =Paa(XH) = (X2 X +1=X8-X*+1.
D (X) Oy (x¥ Y =X

zkfl

+ 1L

10.7 Groupe K, lorsque K est un corps commutatif

Soit K un corps commutatif. L'application n +— nl de IN dans K se prolonge en
un homomorphisme d’anneaux 7 de Z dans K de noyau pZ ou p = caract(K) (voir
9-1). Tout polyndme a = ag + - - - + a,X" a coefficients entiers définit donc un poly-
nome I'(a) = y(ap) + -+ v(a,)X"K[X] et : a — TI'(a) est un homomorphisme
d’anneaux (10-1, ex. 1). Si a est unitaire, I'(a) est unitaire et d°(T'(a)) = d°(a).

Cela s’applique aux polynémes cyclotomiques ®,,, o n € IN*. Nous noterons ®,, x
ou tout simplement ®,, s’il n'y a pas de confusion possible sur le corps considéré, le
polyndéme I'(®,,). Puisque I' est un homomorphisme, pour tout n € IN* ona:

M X'=1=]] ®ax(X)

dn
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Proposition.

Soient K un corps commutatif et n € IN*. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) Il existe un sous-groupe de K, d “ordre n.

(ii) Le polynéme X" — 1 est scindé simple dans K[X].
(iii) I existe dans K une racine de ®, x(X) qui est une racine simple de X" — 1.
(iv) ®,k(X) a une racine dans K et caract(K) ne divise pas n.

Si ces conditions sont vérifiées, il existe dans K, un seul sous-groupe d ‘ordre
n. Il est égal a I'ensemble des racines du polynéme X" — 1 et il est cyclique. Ses
¢(n) générateurs sont les racines de ®,, x(X). Pour tout diviseur d de n, les éléments
d’ordre d de ce groupe sont les racines de ®; x (X).

Démonstration. (i) = (ii) Supposons qu'il existe un sous-groupe G d’ordre n dans K.
D’aprés le th. de Lagrange, tout x € G, est racine de X" — 1. Ainsi X" — 1 admet n
racines distincts dans Ketona X" —1 = [ [(X — ) (10-3, cor. 3).
ceG
(ii) = (iii)) Supposons que X" — 1 admet n racines distinctes a1, ..., a, dans K. D’apres
(1), pour chacune de ces racines g; il existe un diviseur d de n tel que ®; xa;) = 0 etalors
(X — a;) divise @4 x(a;). Du fait que n = Y _ ¢(d) , les n facteurs (X — ai) apparaissent
din
dans les divers termes @, x (X) qui sont donc scindés.

(iii) < (iv) Supposons que a € K soit racine de @, x(X) et donc de X" — 1. Alors a est
racine simple de X" — 1 si et seulement si na"~! # 0 soit si n1 # 0 puisque K est
integre et a # 0. Cette condition signifie que 7 n’est pas un multiple de caract(K).

(iii) = (i) Soit a € K soit racine de ®, x(X) et racine simple de X" — 1. On a alors
a" = 1donca € K, etlordre k de a2 € K, divise n. Supposons k < n. On aurait
a*—1=0.Comme X" — 1 = &, x(X)(XF —1)R(X), ot R(X) est produit des termes
D, k(X) avecd|n, d # n et d ne divisant pas k, on voit que a serait une racine multiple
de X" — 1 ce qui est exclu. Donc o(a) = n et (a) est un sous-groupe d’ordre n de K..

Supposons ces conditions équivalentes vérifiées. Si G est un sous-groupe d’ordre
n de K, nous avons vu que G est I'ensemble des racines de X" — 1 et donc unique.
Comme X" — 1 est scindé simple, @, x(X) admet ¢(n) racines distinctes et chacune
des racines a de @, x(X) engendre un sous-groupe (a) d’ordre n et donc égal a G. Les
¢(n) générateurs de G sont donc les ¢(n) racines de P, x(X). Pour tout diviseur d de
n, cela s’applique au polyndme X — 1 qui divise X" — 1 et qui est donc scindé simple,
d’ot1 la derniére assertion. m

Corollaire 1

|| Soit K un corps commutatif. Tout sous-groupe fini de K, est cyclique.

Corollaire 2.

Soit p un nombre premier. Le groupe Aut (Z/pZ, +) des automorphismes du groupe
additif (Z/ pZ, +) est cyclique.

Démonstration. L'application ¢ : @ — f; ol fz : X — ax, est un isomorphisme du
corps Z/pZ sur End (Z/pZ,+) (voir 9-11, cor. 1 et 9-2, ex. 2). Donc ¢ induit un iso-
morphisme du groupe (Z/pZ). sur le groupe Aut (Z/pZ,+) = [End (Z/pZ,+)].. n
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Exercice 1. a) Soit K un corps fini (commutatif), de caractéristique p # 2. Montrer
que —1 est un carré dans K si et seulement si card (K) =1 (mod 4 ).

b) Soient x € Z et k un diviseur impair de x> + 1. Montrer que k = 1 (mod 4 ).

Solution. a) Pour que —1 soit un carré, il faut et il suffit qu’il existe x € K tel que
x> = —1. On a alors x* = 1. L'ordre de x dans K, doit diviser 4 et on a x> # 1 donc
o(x) = 4. Le th. de Lagrange montre que si —1 est un carré alors 4 divise [K, : 1] =
card (K) — 1. Réciproquement, puisque K est cyclique, si 4 divise l'ordre de K, il existe
dans K, un sous-groupe cyclique d’ordre 4, de la forme {1, x, x?,x3} et {1, x?} est égal
a {1, —1} car dans le groupe cyclique K, pour tout diviseur d de 1’ordre, il existe un
seul sous-groupe d’ordre d. Donc x> = —1.

b) Soit p # 2 un diviseur premier de x*> + 1. Dans Z/pZ on a ¥ =1 D’apres a), on
a p=1(mod4),d ou le résultat car k est produit de facteurs premiers impairs.

Exercice 2. (Equation diophantienne étudiée par V. A. Lebesgue)
a) En considérant les deux cas x pair et xi mpair, montrer que 1'équation diophan-
tienne x> — y?> + 7 = 0 n’admet pas de solution (x,y) € Z2.

b) Déterminer toutes les solutions (x,y,z) € Z3 de x> —y*> +7z = 0.

Solution. a) Supposons que x> — y? +7 = 0 ait une solution (x,y). Si x = 2k était pair,
modulo 8 on aurait y?> = 7. C’est impossible car —1 = 7 n’est pas un carré dans Z /8Z.
Donc x = 2k + 1 est impair et y est pair non nul. On a

Y +1=x>+2% = (x+2)(x> —2x +4) = (2k + 3)(4k* + 3) . Modulo 4 les facteurs
premiers de 4k> + 3 sont congrus a 1 ou 3 (un nombre supérieur ou égal a 3 congru a 0
ou 2 n’est pas premier). Ils ne peuvent étre tous congrus a 1 sinon leur produit 4k* + 3
serait congru a 1. Donc au moins un des facteurs premiers de 4k> + 3 est congru a 3
modulo 4. Or les facteurs premiers de y? + 1 sont tous congrus a 1 modulo 4, d’apres
I’exercice précédent. Donc x ne peut étre impair et x> — y? +7 = 0 n’a pas de solution.

b) Comme 7 est premier, K = Z /77 est un corps. Soient x € Z,y € Z. Pour qu’il
existe z € Z tel que (x,y, z) soit solution de x*> — y? 4+ 7z = 0, il faut et il sufiit que

B _ 2

=y (2).
Six = 0 alors ¥ = 0 car le corps K est integre. Si X # 0 alors j # 0. Le groupe K est

cyclique d’ordre 6. Comme 2 et 3 divisent 6, il existe dans K, un unique sous-groupe
H, d’ordre 2 et un unique sous-groupe Hs d’ordre 3, caractérisés par

Hy={ueK.|IxeK, ®=u} ={ueck,|u*=1},
Hy={ueK,|IyeK, y*=u}={uck, |’ =1},
Ainsil'élément u = X¥° = i qui apparait en (2) appartient a H, et Hz et donc aH)NH;.
L'ordre de H, N Hj divise les ordres 2 et 3 de H, et H3 donc H N H; = {1} etona
=1 Ainsix’ =1 doncx € H3 etdoncy € Hy.
Réciproquement, siXx € Hy ety € Hy onax =1 etx = 1 donc X = y> Ainsi
pour avoir les solutions de (2) on peut choisir y dans Hy = {1, —1}, arbitrairement et
X arbitrairement dans Hs. Comme 2> = 4,2° = 8 = 1 ona 0(2) = 3 donc 'unique
sous-groupe Hz d’ordre 3 de K, est {1, 2, Ez}. Les solutions de (2) sont donc
x=0=y , (x=1,20oud)et(y=1ou —1)
On en déduit les solutions de (1). Dans le premier cas x = 7k,y = 7k,
z = —72k® + 7k’2. Dans le deuxieme cas x = a + 7k , y = b+ 7k, z = 3 (—x3 + y?) ont
k€ Z, k' € Z sont arbitraires, a = 1,2 ou4,b =1ou —1.
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10.8 Le polyndome d’interpolation de Lagrange

Proposition.
Soient K un corps commutatif et n € IN*. On considére a,...,a, € K distincts et
M, ..., Ay € K. 1 existe un unique polynéme P(X) de degré inférieur ou égalan —1,
tel que P(x1) = Aq,...,P(ay) = Ay, . Il a pour expression :

" [Tizk(X — i)
N #k i
1) P(X) = MQie(X) o Qi(x) = =F——F .
k:zl [Tizk(ax — ;)
Démonstration. On cherche P(X) = ag + - - - +4a,_1 X" ! tel que
A+ may + -+ apq0l = A 1w oo oaf!
(2) K e Le déterminant A = |- - -
ag + aju, + - +a, 14l = A, 1 a, - all

vaut A = H (0(]- —w;) # 0 (d’apres Vandermonde) car aj, ..., &, sont distincts. Le
i<j

systeme (2) est de Cramer. Il a une solution unique 4y, ...,a,_1. Le polynéme P(X)

d’expression (1) vérifie P(a1) = Ay, ..., P(ay) = A, . C’est I'unique solution.

Remarque. Soit P,, l'espace vectoriel des polynomes P € K[X]| de degré au plus
n — 1, muni de la base canonique B = (1,X,.. ., X" 1), Dans la base B* duale de B,
la forme linéaire f; : P +— P(a;) a pour coordonnées (1,0c1,...,0c§’_1). On a donc
detp<(f1,...,fn) = A # 0. Ainsi (f1,..., fn) est une base du dual P; de P,. Les
polynémes Qi (X), qui sont tels que f;(Qk) = Jj, constituent dans P, la base duale
de (f1,...,fn) et Ay = f1(P),..., Ay = fu(P) sontles coordonnées de P dans cette base
de P, ce qui explique l'existence et l'unicité de Ay, ..., A,.

Le polyndéme d’interpolation de Lagrange est un outil trés utile, aussi bien en
algebre pure qu’en analyse numérique (pour approximer des fonctions). Nous allons
voir une application donnée par Lagrange lui- méme : une démonstration simple des
formules de Cardan-Tartaglia pour résoudre les équations du troisieme degré.

10.9 Résolution des équations du troisiéme degré

Considérons l'équation a coefficients complexes Y® + aY? +bY +c¢ = 0. Le
changement de variable Y = X — 7 ramene cette équation a la forme
(1) X3+ pX+4q=0.

Notons x1, X7, x3 les trois racines (distinctes ou non) de (1) dans C.

Proposition.
Il existe u, v € C uniques tels que les racines de (1) soient

2 xx=u+v , xp=uf+vj , x3=uj+0j?,
et u® et v® sont les racines du trindme (dit résolvant)

3

2 P
€) X2 +gX 77

Démonstration. Dans C[X]| on a:

X+ pX+gq = (X—x1)(X—x2)(X—x3)
X3 — (Xl “+ X2 + X3)X2 + (XZX3 + x3x1 + X1X2)X — X1X2X3 .
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Utilisons le polynome d’interpolation de Lagrange : il existe un polyndme de degré 2,
soit P(X) = uX? + vX + w, unique, tel que:

P)=x1 , P(jl=x , P(?)=xs.

Dans (1) le coefficient — (x1 + x + x3) de X? estnul donc 0 = P(1) + P(j) + P(j?) = 3w.
Ainsi P(X) = vX + uX?, ce qui donne I'existence et 1'unicité de u et v vérifiant (2).
Du fait que 1 +j + j* = 0 et que (u + v) (uj + /%) (uj*> + vj) = u®> + 0%, on a:
X4pX+q = (X—=(u+0)(X = +0)) (X = (uj + "))
X3 —3uvX — (u® +0°) .
Ainsi, les nombres u, v, uniques vérifiant les relations (2), vérifient également,
4) —Buv=p , u+0*=—gq.

Enposant U = u®>, V = v> onvoitque U+ V = —getque UV = —% et donc que
U et V sont racines du polyndme résolvant (3). ]

Exemple. Etudions I'équation (1) dans le cas ou p et g sont réels. Alors (1) a 3 racines
réelles ou une racine réelle et deux racines complexes conjuguées.

a) Supposons A = 4p® +274? > 0. Alors le trindme résolvant a deux racines réelles U et

V, tellesque UV = — 2’;?. Puisque —3uv = p doit étre réel, choisissons pour u 'unique
racine cubique réelle de U et pour v I'unique racine cubique réelle de V. Pour ce choix
les relations (4) sont vérifiées et donc u et v sont bien les uniques valeurs vérifiant
(2). On obtient ainsi les formules de Cardan donnant u et v et ensuite les valeurs de

X1, X2 ,x3, en utilisant les relations (2).

_ a1 2 4P N R P
5) w= 5| -1+ P+ , v=4]5 |1 7+ >

Comme A # 0, ona u # v. Donc x; = uj* + vj et x3 = uj + vj> ne sont pas réels
et (1) admet une unique racine réelle x; et deux racines complexes conjuguées non
réelles.

b)SiA:O,alorsu:U:i/—»gelRetxl:Zu,xz:m:—u.

¢)SiA < 0.Alors U = u® et V = v° sont conjugués non réels. En choisissant des
racines cubiques u et v = u de U et V conjuguées, on aura uv € R et (4) sera a nouveau
vérifié. Les trois racines de (1) sont réelles d’expression :

xy=u+u , xp=uj+u , xz=uj+ij.

Remarque. . Au Moyen Age, les nombres complexes étaient inconnus. Bombelli (1526-
1573) contemporain de Cardan (1501-1576) a remarqué que c’est justement dans le cas
oul'ona A < 0, ot I'équation résolvante n’a pas de racines, que I'équation (1) a trois
racines réelles. Il applique néanmoins les formules de Cardan-Tartaglia, en travaillant
de maniére symbolique sur des expressions de la forme a + by/—1 et il constate qu’elles
donnent les valeurs exactes des racines. Il précise les regles de calcul a suivre dans le
maniement de tels nombres “imaginaires”. Les nombres complexes étaient nés.

A partir du Moyen Age, la recherche de formules résolvant les équations de degré
cing ou plus, a beaucoup préoccupé les mathématiciens. C’est au début du 19°™¢ siecle
que E. Galois a démontré que ce n’est pas possible, en utilisant le fait que le groupe S,
n’est pas résoluble pour n > 5 (voir 4-5).
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Exercices du chapitre 10

— Ex10-1

Soit A un anneau commutatif, avec unité.
On appelle série formelle, une suite
a : n +— a, avaleurs dans A. On la
note ap + ;X + @ X? + - +a, X" + - -
On pose val(a) = H4oosia = 0 et
val(a) = min{p € N | a, # 0} sinon.
On note A[[X]] I'ensemble des séries for-
melles.

On appelle somme de a,b € A[[X]]
la série formelle n +— a, + b, . Le produit
c =ab est c : n+— c, ol pour toutn

¢y = agby, +a1by,_1 +--- +aubg.

a) Vérifier que A[[X]] est une A-algebre
commutative unifere et que A[X] est
une sous-algebre de A[[X]].

b) Montrer que A[[X]] est integre si et
seulement si A est integre.

_ Ex10-2

Dans l'anneau A = Z/15Z effectuer la di-
vision du polyndme a(X) =5X3 + X + 8
par b(X) =8X2+4X +1.

— Ex10-3

Soit p € R[X], tel que la fonction poly-
nomiale associée soit périodique. Montrer
que le polyndme p(X) est constant. Géné-
raliser a d’autres corps que RR.

— Ex10-4

Soient K un corps commutatif, algébri-
quement closet n > 2 un entier non mul-
tiple de la caractéristique p. Montrer que
dans K., il existe un unique sous-groupe

) Montrer qued(a,b) = exp (—val(b —a)) U, d’ordre n et que U, est cyclique.

est une distance ultramétrique sur
A[[X]] pourlaquelle A[[X]] estle com-
plété de A[X] (on pose e~ = 0).

Soit b € A[[X]] telle que by = 0. Pour
tout a € A[[X]], montrer que la série
Y. a,b(X)" converge.

d)

Montrer que a € A[[X]] est inversible
si et seulement si g est inversible dans
I'anneau A. Montrer que A[[X]] pos-
sede un idéal maximal et un seul.

e)

f) Définir la série formelle a’(X) dérivée
de a(X). Etablir des régles de calcul.

Supposons que A = K soit un corps.
Notons K(X)o 'anneau des classes de
2}, 0t b(0) # 0.
Montrer qu’il existe un homomor-
phisme injectif unique ¢ de K(X)( dans
K[[X]], égal a l'application identique
sur K[X].

Montrer que ¢(115) = ¥ X"

8)

fractions rationnelles

h) Exemple. Soit n € IN. Calculer le
nombre ¢, de fagons de payer n francs

avec des pieces de 1 Fet de 3 F.

— Ex10-5

Dans l'anneau A = Z/35Z , montrer que
p(X) = X2 —4 admet 4 racines et qu’il
possede dans 'anneau A[X] deux factori-
sations de la forme (X —a)(X — B).

_ Ex10-6

Soit K un corps, avec caract(K) # 2. Dans
K[X], montrer que

b(X) = X3+ X?>+ X + 1 divise a(X) =
XM(X3 +2X2 42X +2)" + X4 — X* —1
si et seulement si n est pair.

_ Ex10-7

Dans le plan affine euclidien, soit
P une parabole. Pour tout cercle C
qui rencontre P en quatre points,
montrer que lisobarycentre de ces
quatre points appartient a 1'axe de P.
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_ Ex10-8

a) Faire la liste de tous les polynomes de
degré 1,2 ou3surlecorps K=272/27
et préciser pour chacun s’il est scindé,
simple, irréductible.

b) Le polyndme X*+ X2 +1 a-t-il des ra-
cines dans K ? Est-il irréductible ?

¢) Montrer que a(X) = X*+ X +1 estir-
réductible dans K[X] etdans Z[X].

— Ex10-9

Soit K un corps. Dans K[X], montrer que
a(X) = (1+X)+!1 — X6n+1 1, ouneN,
est divisible par b(X) = (1+ X + X?)2.

— Ex10-10

Soit n € IN*. Montrer que dans C la
somme des racines n*™° primitives de
I'unité est p(n), oty : N* — Z désigne la
fonction de Moebius de valeurs p(1) =1,
u(n) = 0 si m > 2 a un facteur pre-
mier multiple et pu(n) = (—1)F sin estle
produit p;---px de k nombres premiers
distincts.

— Ex10-11

Soient m € IN* et n € IN* premiers entre
eux. On note ®,(X) le n-ietme polynome
cyclotomique. Soit d € IN* un diviseur de
n. Montrer que pour tout z € Ay, on a
z" € Ay, . Montrer que
D, (X") = 1T Py (X).
dln
Soient p,m € IN,. Supposons p premier.
Si p ne divise pas m , montrer que

Py (X7
Pup(X) = Gx]

— Ex10-12

Si p est premier, montrer que (Z/pZ).
est un groupe cyclique. Montrer qu’il n’y
a pas de réciproque a cet énoncé (considé-
rer par exemple Z /97 ou Z/257).
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— Ex10-13

Dans Z / 17 Z , montrer que les racines du
polynome X6 + X* + X? + 1 sont toutes
des carrés. Déterminer ces racines.

— Ex10-14

Résoudre 1’équation en nombres entiers
x6—y° - 31z =0.

— Ex10-15

a) Soient E un espace hermitien et u un
endomorphisme normal de E . Montrer
que tout v € L(E) qui commute avec
u commute avec l’adjoint u* de u .

b) Soit A € M,(C) triangulaire supé-
rieure et normale. Montrer que A est
diagonale.

— Ex10-16

Soient K un corps commutatif, E un espace
vectoriel sur K et u € L(E).

a) Montrer que
C(u) ={x € L(E) | xu = ux}
est une sous-algebre unifere de L£(E).
b) Si u € L(E) est diagonalisable, quelle
est la dimension de C(u) sur K ?

¢) On pose n = dim(E). Montrer que
les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) C(u) est commutative,
(i) dim(C(u)) = n,
(iii) card (sp(u)) = n.
(iv) C(u) = { p(u); p€KIX]}.

— Ex10-17

Soient E un espace vectoriel euclidien et
u € L(E) symétrique positif. Montrer
qu’il existe v € L(E), symétrique positif,
unique, tel que v> = u.

Montrer que tout endomorphisme qui
commute avec ¥ commute avec v.

_ Ex10-18

Alaide des formules de Cardan-Tartaglia,
déterminer les racines dans C de a(X) =
X3 —15X —4 etde b(X) = X3+ 6X — 2.
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Indications

_ Ex10-1

S’inspirer de 1’étude de I'anneau K[X].

— Ex10-2

Appliquer l'algorithme de la division.

_ Ex10-3

Si p € K[X], avec caract(K) = 0, alors
p(X) — p(0) a une infinité de racines.

— Ex10-4

Les éléments d'un sous-groupe d’ordre n
de K, sont racines de X" —1 d’apres le th.
de Lagrange (10-7, prop. ).

_ Ex10-5

p(X) = (X-2)(X+2)
= (X -12)(X+12).

_ Ex10-6

Raisonner modulo b(X).

_ Ex10-7

Choisir un repere orthonormé ayant le
sommet de P pour origine et la tangente
au sommet de P pour axe des abscisses.

Ex10-8
a) Examiner l’existence de racines.
b) X!+ X2+1=(X2+X+1)2.
¢) X*+ X +1 estirréductible.

— Ex10-9

Si caract(K) # 3, vérifier que les ra-
cines de X2+ X + 1 dans la cloture algé-
brique de K annulent a(X) et a/(X). Si
caract(K) = 3, b(X) = (X —1)%.

— Ex10-10

Utiliser la décomposition primaire du
groupe U, .

— Ex10-11
Toute racine de TT ®g,(X) est racine de

dn
®,,(X"). Comparer les degrés.

— Ex10-12

Utiliser 10-7, prop. Le groupe (Z2/92).
(resp. (Z/257Z),) a pour générateur 2.

— Ex10-13

Les racines sont des racines de X% — 1.

— Ex10-14

Analogue a 10-7, ex. 2

— Ex10-15

Si u est normal, il est diagonalisable dans
une base orthonormée. Examiner la ma-
trice de u* et utiliser le polyndme d’inter-
polation de Lagrange.

— Ex10-16

a) Vérification facile.

b) Un endomorphisme qui commute avec
u laisse stable ses sous-espaces propres.

¢) Pour (iii) = (iv), noter qu'un endomor-
phisme qui commute avec u est diagonal.
Utiliser le polyndme de Lagrange.

— Ex10-17

Il existe une base orthonormée de E qui
diagonalise u, d’ou 1'existence d’une ra-
cine carrée positive de u, qui sécrit p(u)
en utilisant le polyndome d’interpolation
de Lagrange p(X).

_ Ex10-18

Appliquer 10-9 a ces exemples.
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Solutions des exercices du chapitre 10

— Ex10-1

a)

b)

<)

d)

e)

On sait que A[[X]] = AN est un groupe commutatif pour I'addition. C’est un
anneau. En effet, comme pour les polynomes, le produit est commutatif, associa-
tif, distribue I'addition et a pour élément neutre 1 = (1,0,0,...). La multiplica-
tion par les éléments de A en fait visiblement une A-algebre. L'ensemble A[X], des
suites a support fini, est un sous-ensemble de A[[X]], stable par addition, produit,
multiplication par les éléments de A et 1 € A[X].C’est une sous-algebre de A[[X]].

Soient a,b € A[[X]] nonnulles, p = val(a), g = val(b) . Alors
ab = (ﬂpo—l-ap_HX’"“‘l—I—-‘-) (quq—I—quX‘fH—f—---)
= apbyXPTT 4 (apbgi1 + apaby) XPTTH 4

Si A est integre, on a apb; # 0. Donc A[[X]] est integre. On a, y compris si I'une
des séries est nulle, I'inégalité suivante, avec égalité si A est integre,

(1) val(ab) > val(a) 4 val(b) .
Réciproquement si A[[X]] est integre, le sous-anneau A est intégre.
Pour tous a,b,c € A[[X]] ona min (val(a),val(b)) < val(a+b) ,d’ou:

d(a,c) exp [—val(c —a)] = exp[—val((c—b)+ (b—a))]

; max{exp [—val(c — )], exp [-val(b —a)]} = max[d(b,c), d(a,b)].

Il est clair que d est une distance. Toute série formelle a = ) a,X" est la limite,
pour d, de la suite des polynémes a, = ap+ - - - + a, X" car le fait que d(a,a,) — 0
signifie que val(a —a,) — oo. Donc A[X] est partout dense dans A[[X]]. Cette
remarque, montre aussi qu'une suite (a,) de A[[X]] est de Cauchy pour cette
distance, si pour tout np € N il existe pgp € IN tel que pour pour tout g > po
la série formelle 4, a les mémes coefficients que a,, del’indice 0jusqu’al'indice ny .
On voit donc que toute suite de Cauchy a une limite dans A[[X]]. Ainsi A[[X]] est
complet. C’est le complété de A[X] car A[X] est partout dense dans A[[X]].

Puisque b € A[[X]] est telle que by = 0, on a val(b) > 1. D’apres (1), on obtient
val(b") > n pour tout n € IN. La suite de séries formelles Y7_, ax[b(X)]¥ est donc
de Cauchy. Elle converge dans A[[X]].

Sia e A[[X]] auninverse bona ab =1, soit

1 = agby + (a0b1 + albo)X +--+ dou agbp=1 et agc A..
Réciproquement, si a9 € A, ona a = ap(l — ;X — X%+ - ) ol w; = —ao_lai
pour i =1,2,...Posons & = a1 X + X2 D’apres d), on peut considérer la sé-
rie formelle B = 1+ a + a?+ --- Cest un inverse pour 1 — a. En effet,

pour tout n € N, le ni®™¢ coefficient de (1 — a)B est nul car les coefficients
Bo,B1,- -+, Bn de B sont les mémes que ceux de la somme finie 1 +a + --- + a”
et (1—a)(l1+a+---+a") =1—a""!. Donc a=ay(l—a) apour inverse a,'f.
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f)

8)

h)

Dans tout anneau commutatif unifere, le groupe des éléments inversibles est le
complémentaire de la réunion des idéaux maximaux (voir Ex. 9-8). Dans A[[X]],
c’est le complémentaire de l'idéal (X) = {a € A[[X]] | val(a) > 1} engendré par X.
Donc (X) est maximal et il est unique.

Sia(X) =Y. a,X", posons a'(X) = Y(n + 1)a,1X". Il est évident que 1'opération
de dérivation ;—X . a — a est A-linéaire. Elle est continue: si a, — a, alors
val(a —a,) — oo et val(a' —a},) — co. Vérifions que (ab)’ = a’b+ ab’. D’apres

10-4, cela est vrai sur A[X]. Par densité dans A[[X]], la formule se prolonge car
d(ab, a,b,) < max[d(ab, ab,), d(aby,, a,by) ]
< max [efval(a)fval(bfbn) , e—Vval(a—ay)—val(by) ]
< max[d(b,by),d(a,a,)].
Dans K[X], l'idéal (X) est maximal et donc premier. Son complémentaire
S ={p € K[X] | p(0) # 0} est donc multiplicativement stable. On peut considérer
I'anneau K(X)o des fractions % ,ou a € K[X] et b € S. La propriété universelle

de K(X)o montre que 'homomorphisme p — p de K[X] dans K(X) se prolonge
a K(X)o ce qui permet d'identifier K(X)o avec un sous-anneau de K(X).

Par ailleurs, ¢ : a — a de K[X] dans K[[X]] est un homomorphisme d’anneaux
injectif. D’apres d), il est tel que ¢(S) C K[[X]]«. Il existe donc (9-10, prop. ), un
homomorphisme injectif ® de K(X)o dans K[[X]]| prolongeant ¢, unique.

Notons que si on décompose 7 € K(X)o en éléments simples, alors ®(;) est

somme des images de ces éléments. D’aprése), ottonprend & = X, ¢(71¢) = ZX".

Daprese), (1—-X)! = 1+4X+X2+ -+ X+ = Za,X"
1-X)"1 = 1+X24+ X'+ + X%+ = Zb, X"

Linversede 1 — X — X2+ X® = (1 — X)(1 — X?) sera (1—X)"}(1— X?)"1, soit

chX” ou cn = agby +a1by1+---+aby = 1+---+1,

somme ol 1 apparait autant de fois qu’il existe (p,q) € IN? tels que p +2q = n.
C’est le nombre de fagons de payer n francs avec des pieces de 1F ou de 2F . Pour
calculer la suite (c,), décomposons en éléments simples dans le corps C(X) :
HX) = 1 _ 1 _ a__ b I
(1-X)(1-X?) (1-X)2(1+X) 1-X)?2 1-X 1+X
Prenons X = 1 dans (1 — X)%*r(X) et X = —1 dans (1+ X)r(X).Il vient a = }
et c = 1 .Enfin X =0 donne b = % D’ott le développement de r(X) :
1

n+ 1 (=1
14-- - X" ...
+ +< T tit ) +
Ainsi, pour n pairona ¢, = % + 1, et pour n impair ¢, = -
— Ex10-2

Dans Z /157, 8 est inversible car 2 x 8 = 1. On peut donc effectuer la division eucli-
dienne de a(X) par b(X).Onobtient, g(X) =10X+10 , r(X)=11X+13.
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_ Ex10-3

Supposons qu’il existe T € R* tel que a(A + T) = a(A) pour tout A € R. Le polyndme
b(X) = a(X) —a(0) admet pour racine kT, pour tout k € Z . La caractéristique de R
étant nulle, pour k # k' ona (k—k')T # 0. Le polyndome b(X) admet une infinité
de racines. C’est le polynome nul (10-3, cor. 3). Plus généralement, ce raisonnement est
valable sur un corps de caractéristique nulle.

— Ex10-4

Comme K est algébriquement clos, X" —1 admet n racines, distinctes ou confondues,
dans K. Si A est I'une de ces racines, alors A n’annule pas le polynéme dérivé nX" !
(sinon on aurait 0 = nA" = nl ce qui est exclu par I’hypothese faite sur la caracté-
ristique). Les racines sont donc simples. D’apres 10-7, prop., I'ensemble des racines de
X" —1 estun sous-groupe U, d’ordre n de K, .C’est le seul sous-groupe d’ordre n de
K, . Il est cyclique. Dans IN*\Zp), les conditions m | n et U,, C U, sont équivalentes.

— Ex10-5

Ona X?—4=(X-2)(X+2).Si p(X) = (X —a)(X — B) est une autre factorisation,
onaura a+ B =0, af = —4,s0it B = —a , a®> = 4. Or 4 admet quatre racines
carrées 2, —2,12, —12 dans Z/35Z (voir Ex. 12-1). Il existe donc deux factorisations
X?—4=(X-2)(X+2) = (X—-12)(X +12), chose impossible sur un corps.

— Ex10-6

Modulo I'idéal (b) de K[X] engendré par b(X) = X>+ X?>+ X +1,0na
X34+2X24+2X+2=2b(X)-X>=-X3et X* =1 car X*-1=(X-1)b(X).

On en déduit :

X"(X3+2X2 42X +2)" = X=X = (-1)" X" = (-1)" , XM -X*-1= —1.

On en déduit a(X) = (-1)" —1 =0, d’ou la conclusion.

_ Ex10-7

Placons-nous dans le repere orthonormé (O, 1_>, ]_> ) ot O est le sommet de P, ot 7
dirige la tangente au sommet. L’équation de P est alors de la forme y = kx? et celle
du cercle C est x? + y? —2ax —2by +c¢ = 0. Les abscisses x1,x2,x3, x4 des points
d’intersection sont les solutions de I'équation :

K2x* + (1 — 2bk)x? — 2ax +c = 0.

Les relations entre coefficients et racines du polyndme, montrent que x; + xp + x3 +
x4 = 0. L'abscisse de G est donc xg = ; L. x; = 0 et G appartient a 'axe de P.



232 CHAPITRE 10

_ Ex10-8

a) Un polynome de degré 2 ou 3, est irréductible si et seulement s’il ne s’annule pas.
(Ce n’est plus vrai pour les degrés supérieurs ou égaux a 4. )

degré1: X, X+1 irréductibles

degré2: X?, X2+1=(X+1)?, X*+X=X(X+1) scindés
X2+ X+1 irréductible

degré 3 : X° scindé
X +1=(X+1T)(X*+X+1) non scindé
X2+ X =X(X+1)? scindé
X3+ X+1 irréductible
X3+ X2=X3(X+1) scindé
X+ X241 irréductible
X+ X2+ X=X(X2+X+1) non scindé
X+ X+ X+1=(X+1)° scindé

b) Ona X*+ X2+1 = (X?+ X + 1)? sans racine mais réductible.

) Le polynome X* + X +1 n’a pas de facteur de degré 1 car il ne s’annule ni pour
X =0, ni pour X = 1.Supposons qu’il admette la factorisation
X4+ X+1 = (aX?>+bX+c) (@X?+VX+).
Onaad =1,dotuta#0eta #0 etdonca fT:a’.Deméme, c=1=/.
Aux degrés 3 et 1, il vient b+b" = 0, b+ V' = 1, absurde. Cette factorisation de
X* 4+ X +1 est impossible. Ce polynome est irréductible dans K[X].

Si a(X) était réductible dans Z[X], de la forme
XA+ X+1 = (ngP+...+u0) (quQ+...+bO),

avec 1<p<3,p+qg=4, a;,bj € Z,onendéduirait sur Z/2Z (10-1, ex. 1),
Xt4+X4+1 = (@XP+ - +a) (bXT+ -+ b)),

avec apb, = 1 etdonc @, # 0 et by, # 0. Or nous venons de voir que dans K[X]
cela est impossible. Le polynome est donc irréductible dans Z[X] .

— Ex10-9

Premier cas. Supposons caract(K) # 3. Dans la cloture algébrique Ko de K, le
polynéme p(X) = X3 — 1 admet trois racines 1,j,j'. Elles sont distinctes car elles
n’annulent pas p’(X) = 3X? puisque 3 x 1 # 0. Le produit des racines de p(X) est
1 donc j/ =j!.Onaaussi j° =1 etdonc j~! = j2, comme dans C (voir Ex. 10-4
a ce sujet). On en déduit X3 —1 = (X -1)(X—j)(X—j) = (X -1D(X>+X+1).
L'anneau K[X] étant integre, X*> + X +1 = (X —j)(X —j') . Pour montrer le résultat,
vérifions que j et j sont racines d’ordre deux au moins de a(X) . Faisons-le pour j par
exemple, en montrant que a(j) = 0 et 4'(j) = 0. Comme la somme des racines de
p(X) est1+j+j =0,0ona

11(]) — (j+1)6n+1 _]'6n+1 -1 = (_]'l)6n+1 _]'6n+1 -1 = _]'/_]-_1 -0,
@(j) = (6n+1)(j+1)8 — (6n+ 1)j" = (6n+1)(—f)®" — (6n + 1) = 0.

Deuxiéme cas. Supposons caract(K) = 3. Les arguments précédents ne s’appliquent
plus car 3X? estle polyndme nul. Ona (X?>+ X +1)? = (X? —2X +1)? = (X —1)%.
Posons Y = X — 1 et vérifions que Y* divise a(1+Y).Ona:
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(14+Y)ontl = 1+ C. Y+ (6n +1)6n Y2+ C3, V> + Cg, Y +
(-14Y)" = 1+ Cl, Y- 3(bn+1)6nY>+ C3, Y3 — CL . Y+
Puisque 37 = 0 on obtient:
a(l1+Y) = (m14Y) " — (14Y)" -1 = —2C¢ Y+ = Yia(Y).
— Ex10-10

Pour n = 11a formule est vraie. Supposons n > 2. Soitn = py' - - - pi* sa décomposition
en facteurs premiers. D’apres 3-6, cor. 3, U, est le produit direct de ses composantes
primaires Hjy, ..., Hy. D’apres 3-3, prop., pour i = 1,...,k il existe dans le groupe cy-
clique U, un unique sous-groupe d’ordre p*. On a donc H; = U . Ainsi, l'application
f i (z1,...,2k) ¥ 21 - - - zg estun isomorphisme de G = Uy X -+« x Uy sur Uy. Pour
i=1,...,k,notons A; 'ensemble des générateurs de U ,; . Alors f induit une bijection
de 'ensemble A; x --- X A des générateurs de G sur I'ensemble A des générateurs
de U,,. On a donc

2 z= X -+ X z1--zp = X z1)- - oz,
zeEN z1€M Zr €Ny (21 €M ) ( Zr €Ny )

D’aprés 10-6, ex. 2, si n admet un facteur multiple, par exemple si a1 > 2, alors on a
<I>pic1 (X) = @pa]—l(Xpl) etdonc X z;=0et ZA z=0=pu(n).
1 ze

z1€EMA
Sipourtout i =1,...,k ona a; =1, alors q)pi(X) =XPi~l 4L XPi=2 4 ...+ X +1 et
Y zi=-1d Y oz=(-1)k= )
N Z; onc z z=(-1) u(n)

— Ex10-11

Sid|netsimAn=1,alors mAd=1.0na d°(®y,) = ¢(dm) = ¢(d)p(m) (3-4,

cor. 2). Puisque n —5[ ¢(n), on en déduit que d° (H P, (X)) a pour valeur:
n

‘ﬁ d*(Pgm (X)) = [d‘zn ¢(d)] p(m) = ne(m) = nd'(®n(X)) = d'(®n(X")).

Soit z € Ay . Son ordre est o(z) = dm et (z) = Uy, . D'apres 3-1, o(z") = 2.
Comme d divise n, il existe n; € IN, tel que n = dn; etona mAny =1car mAn=1.
On en déduit dm An = dm A dny = d(m Any) = d et o(z") = m, soit z" € Ay.
Ainsi, pour tout diviseur d de n, tout z € Ay, est racine de ®,,(X"). Les polyndmes
P, (X), ot d|n, ont des racines simples. Les ensembles Ay, de leurs racines sont

disjoints. Donc (51 P, (X) est un polyndme simple de C[X], dont tous les facteurs
" s i

X — { apparaissent dans ®,,(X"). Il divise donc @,,(X"). Ces deux polyndmes étant

unitaires de méme degré, ils sont égaux.

Si p € P nedivise pasm,ona m A p =1.D’apres ce qui précede,

P (XP) = I1 @an(X) = Pu(X)@pu(X)  dod @pu(X) = P (X)

P (X) *

— Ex10-12

On sait que p est premier si et seulement si K = Z/pZ est un corps (9-11, cor. 1).
Alors le groupe fini K, est cyclique (10-7, cor. 1). Puisque 9 n’est pas premier, I'anneau
A =17Z/9Z n'est pasun corps. Ona [A, : 1] = ¢(3?) =32 -3 =6.0na f € A, car
2x5=1.Lordre 0(2) de2divise [A, : 1] donco(2) € {2,3,6}.0Ona =141,
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2> =8 = -1 # 1donc 0(2) = 6. Ainsi 2 engendre A, qui est cyclique. On vérifie de
méme que (Z/25Z), est cyclique, engendré par 2.

— Ex10-13

Puisque 17 est premier, K = Z /17 Z est un corps. D’apres 10-7, cor. 1, K, est cyclique,
d’ordre 16. D’aprés 3-3, prop., K, possede un unique sous-groupe d’ordre 8 qui est
cyclique,

H={xeK [x3=1} = {xeK,|TyeG x=y*}.

Ainsi, H est 'ensemble des racines de X8 —1 = (X? —1)(X® + X* 4+ X2 +1) et cest
également 1’ensemble des carrés de K. . Ces carrés sont :

1°=1,2°=4,3=9,4=-1,5=8,6=2,7=15, 8 =13.
Les racines d(L a()i) sont les racines de X8 — 1 autres que 1 et —1, c’est-a-dire
4,9,8,2,15, 13. (On peut aussi vérifier que 2 est d’ordre 8 et donc générateur
de H . Les racines de X® — 1 sont donc les puissances de 2. )

— Ex10-14

Soient x,y € Z . Il existe z € Z vérifiant (1) si et seulement si dans Z/31Z les classes
%,y de x,y sont telles que ¥® = °. Comme 31 est premier, K = Z/31Z est un corps
et donc intégre. Si y =0 onadonc x =0 etsi x=0ona y=0.

Supposons ¥ # 0 et ¥ # 0 et considérons @ = x°* = §° € K,. Comme K est un

corps fini, K, est un groupe cyclique d’ordre 30 = 5 x 6. D’apres 3-3, prop., il existe
un sous-groupe d’ordre 5 unique, soit :

Hs = {k€K,|3x€K, k=x} = {keK,|k>=T1}.

De méme, il existe dans K, un sous-groupe d’ordre 6 unique, soit :
On voit que @ = x° = ¥° appartient & H; N Hg = {1}. Ainsi 2 = 1. On a donc
X% =1 soit X € Hg et y°> = 1 soit y € Hs. Tout choix de X € Hy et ¥ € Hs donnera
des solutions pour 'équation ¥° = 7. Pour déterminer les sous-groupes Hs et Hy de
K., cherchons un générateur de K.. Un essai avec 2 montre que l'ordre est 0(2) = 5
donc Hs = (2) = {1,2,4,8,16}. L'ordre de 3 doit diviser l'ordre 30 de K, et ne
peut étre que 2,3,5,6,10,150u30.0na

=9 ,3=-1,3=-5,3=16,3 =6, 3 =-1,
donc 0(3) =30 et (3) = K... Alors Hg engendré par 3° = —5, a pour éléments

1,3=-=5,3"=5,3°=-1, 3"=5, 3”=6.

Les solutions de (1) s’obtiennent en choisissant xo, 1o tels que xo € Hs et y, € Hs,
puis k, k' € Z. On prend alors x = xo+k31,y = yo+ k31 et z est le quotient de
x% —° par 31 (ona x° — y° multiple de 31 car x§ — y3 est multiple de 31).
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— Ex10-15

a) Si u est normal, c’est-a-dire si u*u = uu®*, il existe une base orthonormée B de E
dans laquelle la matrice M,, de u est diagonale (voir 13-2, cor. 2), soit

Ay oo+ 0 AM - 0
M, = |-+ -0 - d’ou My=[-- -+ ..
0 - Ay 0 - Ay

Si le spectre de u est {Ay,---, A}, celui de u* est {Ay,...,A¢}. Dans C[X],
soit p(X) = ag+ -+ ax_1 X! le polyndme d’interpolation de Lagrange, unique
polyndme de degré au plus k — 1 tel que p(A1) = A1 ,..., p(Ax) = Ag. Dans la
base B, la matrice de p(u) est égale a celle de u* donc u* = p(u). On en déduit
que tout v € L(E) qui commute avec 1, commute également avec u*.

b) Soit t € L(C") dont A est la matrice dans la base canonique By = (eq,- -+, e,) de
C". Alors A est triangulaire supérieure si et seulement si  laisse stable les sous-
espaces vectoriels V; = Vect(e1), Vo = Vect(ey,e2),..., Vy_1 = Vect(ey, ..., ey—1).
Si A est normale, alors on a vu en a) que t* = p(t), ou p € C[X]. Donc t* laisse
stable Vi,Va,..., V,_1.Lamatrice A* de t* dans B est donc elle aussi triangulaire
supérieure. Or A* est la conjuguée de la transposée de A . Donc A est diagonale.

— Ex10-16
a) Pour tous x,y € C(u) ona
(x+y)u = xut+yu = ux+uy = u(x+y),
(yu = x(yu) = x(uy) = (u)y = (ux)y = uxy),

donc x +vy € C(u) et xy € C(u).On aaussi (Al)u = u(Al) donc A1l € C(u),
pour tout A € K. Ainsi, C(u) est une sous-algebre uniféere de L£(E).

b) Supposons u diagonalisable, de valeurs propres Ay, ..., Ay, de sous-espaces propres
Eq,...,Ex.Tout v € C(u) laisse stable E; = Ker (u — A; Idg),pour i =1,...,k car
v commute avec u — A; Idg. Choisissons des bases de Ej, ..., Ej. Leur réunion B
est une base de E . Dans cette base, les matrices A de u et M, de v sont

ML, -+ 0 A - 0
0 - Agly, 0 - A
o A; € My, (k), n; = dim(E;). Réciproquement, si la matrice M, de v est de ce
type, elle commute avec A. On voit que ¢ : v — M, donne un isomorphisme
d’algebres de Cy, sur M, x -+ x M, _.Onadonc dim(C(u)) = n}+---+n?.

o) (i) = (iii) C(u) est commutative si et seulement si M, ,..., M, sont commuta-
tives, c’est-a-diresi ny = 1,...,n, = 1. Cela nécessite n = k carona:

(iii) = (ii) Si k =n,d’apres(1)ona n; =1,..., np =1 et dim(C(u)) = n.

(i) = (@) Sionan =mn+---+n = ni+---+n2 = dim(C(u)), on voit que
nm=1,...,n.=1et k=mn.Alors C(u) est commutative.

(ili) = (iv) La sous-algebre {p(u); p € K[X]} de L(E) engendrée par u est
contenue dans le commutant C(u) de u. Si (iii) est vérifiée, u a n valeurs propres
distinctes Aq,...,A,.Soit v € C(u).D’apres b), dans la base 5, on a
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)\1 0 ,Ml O
A= .. ... My = o ],
0 An O ]/ln

Introduisons le polynéme d’interpolation de Lagrange p(X), de degré au plusn —1,
tel que p1 = p(A1),..., pn = p(Ay). On voit alors que M, = M, et donc que
v = p(u). Ainsi C(u) est égale a la sous-algebre { p(u); p € K[X]} engendrée
par u.

(iv) = (i) est évident.
— Ex10-17

On sait, et cela sera revu en 13-2, cor. 1, que si u est symétrique, il existe une base
orthonormée B = (ey,...,e,) de E dans laquelle la matrice de u est

A -+ 0 VAL e 0
0 - Ay 0 - VA,

Cela est possible car ici on a Ay = (u(ey)le;) = 0,...,A, = (u(en)|en) = 0. Notons
u'/2 ’'endomorphisme de matrice B dans la base B. On a évidemment (u'/?)? = u. Soit
{A1, ..., Ak} le spectre de u et soit p(X) le polyndome d’interpolation de Lagrange, de
degré k — 1, tel que p(A;) = /A; pour i = 1,...,k. Alors p(A) = B donc p(u) =
u'/2 . Tout endomorphisme de E qui commute avec u commute donc avec u'/2.

2 1/2

Soit v € L(E) symétrique et positif tel que v = u. Montrons que v = u
Comme v commute avec v* = u, il commute avec u'/? = p(u). Il laisse stable les
sous-espaces propres Ei,..., Ex de u et induit sur Eq,..., Ex des endomorphismes
symétriques positifs. Pour i = 1,...,k, il existe une base orthonormée B; de E; qui
diagonalise v|g, , avec les valeurs propres 1, ..., yis. Comme v? = u = (u!/2)2, sur les

vecteurs de BB; on obtient 3 = (VA1)?,..., u3 = (vV/A1)?, dott uy = -+ = ps = VA1
car ces réels sont positifs. Ainsi, v|g, = u!/?|g, pour i =1,...,k et v = ul/2.
—_ Ex10-18

a(X) = X3+ pX +¢q,avec p= —15, g = —4. Le trindme résolvant :
r(X) = X2 +gX - g = X?—4X+125 = (X —2)%+ 112

a un discriminant A < 0. Donc p(X) a trois racines réelles. Les racines de r(X) sont
U=2+11i, V=U=2-11i etona UU = 125 = 5°. Déterminons une racine
cubique u = x + iy de U. On doit avoir (Ju|?)?> = |U|> = 5° donc |u|?> = 5. Les
parties réelle et imaginaire de u® = U étant entiéres, on peut espérer qu'il en est de
méme pour u . En fait, u = 2+ i convient. Posons v = u# = 2 —i. Les formules de
Cardan-Tartaglia donnent les racines de a(X) :

x1 = u+v =4,
X, = ujt+uj = 2Re(uj) = Re(2+i)(—-1-iv3)) = —2++/3,
x3 = uj+uj = 2Re(uj) = Re((2+1i)(-1+iV3)) = —2—+/3.
Ona b(X) = X3+ pX +4q,avec p =6, q = —2,d ot le trindme résolvant
PX) = X24gX— L = X2-2X— & = (X—1)2-232,
etensuite U=4, V=-2, u=+/4, v:—%,puislesracinesde b(X),
xp = V42 , X = VAj—v2 ] , X3 =V4j—V2j=7%.



Chapitre 11

Anneaux principaux

11.1 Idéaux principaux, anneaux principaux

Soit A un anneau commutatif avec unité. L'idéal engendré par un élément a de
A est I'ensemble 1A = {ax; x € A} des multiples de a. Supposons A integre. Les
générateurs de 1'idéal a A sont les éléments associés de 4, de la forme au ot u € A,.
En effet,
-siaA = {0}, c’est vrai puisque 0 est le seul générateur.
-siaA # {0},onaa #0.Sil=aA = bA,ilexisteu € Atelqueb =aucarb € [ =aA
etilexistev € Atelquea = bvcara € I = bA. On en déduit que a = auv et ensuite
que 1 = uv; car A est integre. Ainsi u € A, et a et b sont associés.

Définitions.
Soit A un anneau commutatif avec unité.
Un idéal I de A est dit principal s’il existea € A tel que I = aA.

L’anneau A est dit principal s’il est integre et si tout idéal de A est principal.

Dans un anneau commutatif unifere A, les idéaux {0} = 0A et A = 1A sont princi-
paux. Un corps commutatif K est un anneau principal au sens de notre définition car
{0} et K sont ses seuls idéaux. On exclut parfois les corps commutatifs de la définition
des anneaux principaux. Nous ne le ferons pas.

Proposition 1.

Soit A un anneau principal. Toute suite croissante Iy C I} C --- d idéaux de A est
stationnaire : il existe k € IN a partir duquel la suite est constante.

Démonstration. Puisque (I,,) est totalement ordonnée, UI, est un idéal de A. Cet idéal
est de la forme a A puisque I'anneau A est principal. Il existe donc k € IN tel que a € Ij.
OnaaA C Iy etdoncaA = I et [ = iy, pour tout £ > k. [ |
Définition.

Soit A un anneau commutatif avec unité. On dit que A est noethérien si tout idéal de
H A est de type fini, c’est-a-dire engendré par un nombre fini d’éléments.

Proposition 2.

|| Un anneau principal est noethérien.

237
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Exercice. Soit A un anneau avec unité. Montrer I'équivalence des propriétés,

(i) A est noethérien.
(ii) Toute suite croissante d’idéaux est stationnaire.
(iii) Toute famille non vide F d’idéaux, possede un élément, maximal dans.F.

Si A est noethérien, montrer que tout quotient A/ I est noethérien.
Donner un exemple d’anneau qui ne soit pas noethérien.

Solution. (i)= (ii) Raisonner comme dans la proposition.

(non (i)) = (non (ii)) Supposons qu’il existe un idéal I de A qui ne soit pas de type
fini. Soit x; € I. On a donc x1A # I. Il existe xp € I\ (x1A). OnaxyA +xA # . 1
existe x3 € I\ (x1A + x2A). En continuant ainsi, on construit par récurrence une suite
strictement croissante d’idéaux dans I ce qui contredit (ii).

(non (iii)) = (non (ii)) Supposons qu’il existe une famille non vide F d’idéaux de A
sans élément maximal. Soit I; € F. Puisque I; n’est pas maximal dans F, il existe
I € Ftelque ; C L et I; # . On peut continuer par récurrence et construire une
suite strictement croissante d’idéaux de F ce qui contredit (ii).

(iif) = (ii) Soit I C I C - - - une suite croissante d’idéaux de A. D’apres (iii), il existe
dans cette suite un élément [ maximal. Alors pour tout n > k, on a Iy C I, et donc
Iy = I, par maximalité de I.

,  Soit ] un idéal de A/I. Soit ¢ : A — A/I 'homomorphisme canonique. Si A
est noethérien, il existe une famille finie (x1, ..., x;) qui engendre l'idéal ¢~ (]) de A.
Alors ¢(x1), ..., ¢(x;) engendrent | = ¢(¢~1(])). Donc A/I est noethérien.

L'algebre A = F(R) n’est pas un anneau noethérien car la suite infinie des idéaux
I ={f € A| Vx € [k,+oo[ f(x)=0 } eststrictement croissante.

11.2 Exemples classiques : les anneaux euclidiens

L’anneau Z est principal. En effet, il est integre et nous avons vu en 1-13, que tout
sous-groupe du groupe additif (Z, +) est un idéal de la forme nZ. La démonstration
repose sur la division euclidienne. Il en est de méme pour I'anneau K[X], out K est un
corps commutatif. Formalisons cela. Un ensemble A est dit bien ordonné si toute partie
non vide de A possede un plus petit élément. Par exemple, N est bien ordonné mais IR
ne l'est pas. Un ensemble bien ordonné est en particulier totalement ordonné.

Définition.

On appelle anneau euclidien, un anneau A commutatif, intégre, avec unité,
possédant une division euclidienne, dans le sens suivant : il existe une application
¢, appelée stathme euclidien, de A dans un ensemble bien ordonné €, ayant la
propriété que pour touta € A et pour toutb € A non nul, il existe q,r € A, tels
que:

1) a=>bqg+r avec p(r) < @(b).

Puisque € est bien ordonné, I'ensemble des valeurs de ¢ possede un plus petit
élément A. Pour tout b # 0, ona A < ¢(b) d’apres (1), donc A = ¢(0) .

Proposition.

Tout anneau euclidien est principal. En particulier, Z et I'anneau K[X] des polynémes
a coefficients dans le corps commutatif K sont des anneaux principaux.
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Démonstration. Si l’anneau A est euclidien, il est integre. Vérifions que tout idéal I de
A est principal. Si I = {0}, c’est vrai. Supposons I # {0}. Comme € est bien ordonné,
ilexiste b € I'\ {0} tel que ¢(b) soit la plus petite valeur de {¢(x); x € Ietx # 0}.On
a bA C I. Parailleurs, pour tout a € I, la division euclidienne par b donne q,r € A tels
quea =bg+retp(r) < ¢(b).Onar =a—Dbg € I. Le minimum de ¢ sur les éléments
non nuls de I étant ¢(b), on obtientr = 0,a = bg € bA et donc I = bA.

La fonction ¢ : n — |n| de Z dans l'ensemble bien ordonné IN, est un stathme.
L'anneau integre Z est donc euclidien. Pour touta € Z, tout b € Z \ {0}, on a deux
fagons de définir la division de a par b, I'une a = bg +r avec 0 < r < |b| correspond
au choix du multiple bq de b le plus proche de a et inférieur a 4, I’autre a = bq + r avec
—|b| < r < 0 correspond au choix du multiple bq de b le plus proche de a et supérieur
a a. Pour a et b positifs, on choisit habituellement la premiére de ces deux divisions,
pour avoir r € IN. Tout idéal non nul I = kZ de Z a deux générateurs k et —k car
Z, = {1,—1} et un seul générateur positif. Il existe donc pour tout idéal, un choix
canonique de générateur. Sauf mention du contraire, c’est celui-la que I'on considere.

La fonction ¢ : a — d°(a) de K[X] dans 'ensemble bien ordonné {—co} U, est
un stathme. L'anneau integre K[X] est euclidien. Tout idéal non nul pA a pour géné-
rateurs les polyndmes ap, ou a € K, associés a p. Il existe donc un unique polynéme
unitaire générateur de I. On a un choix canonique de générateur. [

Corollaire.
Soient A une algebre avec unité sur le corps commutatif K et &« € A. Pour tout po-
Iynéme f(X) = a,X" + -+ ag de K[X], posons f(a) = a,a" + --- 4+ a0l € A.
Supposons qu’il existe f € K[X] non nul tel que f(a) = 0. II existe alors un
polynéme unitaire de degré minimum tel que f,(«) = 0 et f, est unique. Tout
polynéme f € K[X] tel que f(a) = 0 est multiple de f,.

Démonstration. L'application ¢ : f +— f(a) est un homomorphisme d’algebres de
K[X] sur la sous-algebre K(a) = {f(a); f € K[ |} de A engendrée par 1 et a. Le
noyau de ¢ est un idéal J, = {f € K[X] ] f(a) = 0} de 'anneau principal K[X]. Il
admet donc un unique générateur unitaire f,, et J, = f, K[X]. [

Définition.
SiJo ={f € K[X]| f(«) = 0} # {0}, le générateur unitaire f, de ], est appelé le
polynéme minimal de « (polynéme unitaire de plus petit degré tel que f () = 0).

Exercice. On veut montrer qu'un sous-anneau d’un anneau principal n’est en
général pas principal. On considere le sous-anneau A = Z[X] de ’anneau princi-
pal Q[X], les éléments a(X) = 2 et b(X) = X de A et les idéaux principaux aZ[X]
et bZ[X] de A. Montrer que l'idéal I = aZ[X] + bZ[X] de A n’est pas principal.

Solution. Supposons qu’il existe ¢ € Z[X] tel que I = ¢Z[X]. On auraita € I = ¢Z[X],
b € ¢Z[X]. Ainsi ¢ serait un diviseur commun de a et b, ce qui nécessite ¢ = 1 ou
¢ = —1. On aurait donc 1 € aZ[X] + bZ[X] et il existerait donc des polyndomes
u,v € Z[X] tels que 1 = au +bv soit 1 = 2(ug + u; X + - - - + ux X*) + Xov(X). Cela
implique notamment 1 = 2ug avec ug € Z. C’est impossible.
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11.3 Entiers d'un corps quadratique

Tout sous-corps K de C est de caractéristique nulle. Son sous-corps premier est Q et
K est un espace vectoriel sur Q. Les “plus petits” de ces sous-corps de C, autres que Q,
sont ceux de dimension 2 sur Q. Nous avons vu en 9-9, ex. 2, qu’ils sont deux a deux
non isomorphes, de la forme Q(5) ot1 § € C est racine d’un polynéme X2 — d avec
d € Z\ {0,1} sans facteur carré autre que 1. De plus, d est unique, (1,5) est une base
surQde Q(d) = {x+yd; x € Q,y € Q} et les seuls automorphismes de Q(J) sont
Idge) eto @ x+yé — x —yd. Ce dernier laisse fixe tout élément de Q.

Plongeons Q(¢) dans £(Q(J)) en associant a tout z = x + yd € Q(J) 'endomor-
phisme f, : z/ +— zz’ du Q-espace vectoriel Q(9).Siz' = x'+y'6 € Q(6) ona:
(x+yd) (' +y'6) = (xx"+dyy') + (yx' + xy')é d’otr la matrice M = <; dy) de f;
dans la base (1,4). D’ pres le th. de Cayley-Hamilton, le polynome caracterlsthue

P(X) = tr(M)X + det(M) = X? — 2xX + x% — dy?
est tel que P(f;) = 0. D’aprés 11-2, cor., il est divisible par le polyndme minimal de
fz. D’apres 8-2, lemme 2, si z ¢ Q(9) il est irréductible. Il est donc égal au polynome
minimal de f,. L'application f : z — f, de Q(6) dans £(Q(J)) est un homomor-
phisme d’algebres injectif. C’est un isomorphisme de Q(6) sur f(Q(4)) donc P(X) est
également le polyndme minimal de z € K\ Q sur Q.

Définitions.
Siz=x+yd € Q(), onnote z I'élément ¢(z) = x — yd. On I'appelle le conjugué
de z.Sionad < 0, alors z est le complexe conjugué usuel dez € C.
Le déterminant zZ = x*> — dy? de f., noté n(z), est appelée la norme de z € K.
On dit que z € Q(6) est un entier de Q(6), si P(X) = X% —2xX + x> — dy? est &
coefficients dans Z,, c’est-a-dire si

tr(f,) =2xcZ et n(z)=det(f,) =x*—dy*cZ.

Proposition.

Soit d € Z\ {0,1} sans diviseur carré et soit § une racine carrée de d dans C.
L’ensemble A; des entiers de Q(6) est un sous-anneau de Q(J) qui engendre Q(9).
Sid=2oud=3(mod4),onalA; =2Z+7Z6.
Sid=1(mod4),onaA;=2Z+2Z0 ou § = 2.

Pourd < 0,lanormen : z — zZz est un stathme euclidien sur A, si et seulement si
d e {—1,-2,-3,—7,—11}. En particulier, 'anneau A_1 = Z + iZ est euclidien.

Démonstration. Si z = x +y0 € Ajona 2x € Z. Selon la parité de 2x, on a deux
possibilités : ou bien x € Z, ou bien x = 2 avec p € Z.

Supposons que x € Z. Alorsy € Qs ecrlty =yjaveca € Z,be N, aNb =1
On a da? = b?*(x* — n(z)) avec n(z) € Z. Du fait que a A b = 1, nécessairement b?|d.
Comme d est sans carré, ona b =lety € Z.

Supposons que x = 2p+1 oup € Z. Alors 2z = 2x + 2y5 € Ay, avec 2x € Z. Nous
venons de voir que 2y 6 Z On ne peut avoir y € Z, sinon x> = dy? + n(z) € Z. Cest

exclu car x> = p2+ p+ 1.Onadoncy = qH avec q € Z.On obtient

2p +1 2q+1 1-d
n(Z)zxz—dy2=(;72> —d<q2> =pitp—dyt —dg+ ——
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Puisque n(z) € Z, nécessairementd = 1 (mod4).
Pourd = 2 oud = 3 (mod4)., les éléments de A, appartiennent donc a Z + Z¢.
Réciproquement tout élément de Z + Z¢ appartient a A;. Pour d < 0, les éléments de
Ay sont alors les points d'un réseau de C a mailles rectangulaires.

Sid=1(mod4) pourtoutx+yé € AjonaxetydansZ,oux = 72’7;1 ety

avecp € Zetq € Zetdonc x+yé € Z + Z0. Réciproquement, tout élément de
Z + 70 appartienta A;. Ona donc Ay = Z + Z6. C'est aussi 'ensemble Z0 + Zo (0).
Pour d < 0, c’est le réseau Z0 + Z6 de C. Ses mailles sont des losanges.

_ 29+1
-2

Puisque J et 0 sont racines d'un polyndme de degré 2, le lecteur vérifiera que Z +
Z5,et Z + Z6 lorsque d = 1 (mod 4 ), sont des sous-anneaux de Q(J) (voir 9-9, ex. 2).

Supposons d < 0. Supposons que A; = Z + 6Z = Z +i|d|Z. Alors n est un
stathme si pour tout b € A; non nul et pour touta € Ay, il existeq € Ajetr € Ay
tels que @ = bg +r et n(r) < n(b). Cela signifie encore que pour tout § € Q +i|4|Q,
il existe g € Aget { € Q+1i[6|Q tels que | —q| = |;| < 1. Comme les éléments de
Q +i|]|Q sont partout denses dans C et comme les éléments de A; = Z + §Z sont les
points d'un réseau a mailles rectangulaires, cela signifie que tout point du rectangle
[0,1] x [0,]6]] de R? est a une distance, de 'un des sommets, inférieure a 1. La plus

grande distance a un sommet, obtenue au centre du rectangle, est (1)2 + (%)2 = HTW .

Donc n est un stathme sur A, si et seulement si 1+T|d‘ < 1,soitpourd = —loud = —2.
Pour d = —1 on obtient 'anneau Z + iZ des entiers de Gauss qui est donc euclidien.
Dans le cas oit A —d = Z + Z0, la méme question est a étudier pour le losange de R?
construit sur O_A> et O? ou A et B ont pour affixes 0 = % + i%‘ et 6, ou encore, pour
des raisons de symétrie, pour le triangle isocele OAI ot I a pour afiixe 1. Il faut voir
a quelle condition tout point du triangle est & une distance inférieure a 1 de I'un des
sommets. Les cercles de centre O et I, de rayon 1, coupent la hauteur AH en K tel que
HK = @ La condition est donc HA < § ou(HA > ? et ‘éﬂ - ? < 1) (voir sur une
figure). Cela impose |d| < 13,d’oud = -3, -7, —11.

11.4 Divisibilité dans un anneau principal

Définitions.
Soient a, b deux éléments d’un anneau commutatif avec unité A. On dit que a divise
b, ou que b est multiple de a, sil existe c € A tel que ac = b. On note cela alb.

On dit que a € A est irréductible (ou premier), si a est non nul, non inversible et si
les seuls diviseurs de a sont 1, a et les associés de ces éléments.

Deux éléments a, b de A sont dits premiers entre eux, si les seuls diviseurs communs
aa et b sont les éléments de A, . Nous noterons cela a N\b = 1.

Des éléments ay,...,a; de A sont dits premiers dans leur ensemble si les éléments
de A, sont leurs seuls diviseurs communs.

La relation binaire de divisibilité se traduit par une inclusion d’idéaux :
alb & beaA & DbACaA.

Par exemple, I'inclusion aA C A = 1A traduit le fait que 1 divise a. De méme, 1'inclu-
sion {0} = 0A C aA traduit le fait que 0 est multiple de 4.

La relation binaire a|b soit bA C aA est un préordre sur A. Ce n’est pas une relation
d’ordre. L’étude de I’antisymétrie introduit la relation d’équivalence :
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alb et bla < DA CaA et aACbA <& DbA=aA.
Elle exprime que a et b sont générateurs d'un méme idéal de A, c’est-a-dire associés.

Les notions qui touchent a la divisibilité s’expriment modulo le fait d’étre associé.

Soit p un élément irréductible de A. La condition p € EA, signifie que pA # A. Le
fait que alp nécessite 1 = p ou a = 1 (modulo étre associé), signifie que la condition
pA C aA implique aA = pA ouaA = A. Ainsi, dans un anneau principal, un idéal pA
est maximal si et seulement si son générateur p est irréductible.

Soita € A aveca ¢ A,..On aalors aA # A. D’apres 9-8, prop. il existe un idéal
maximal pA contenant aA. Donc 2 admet au moins un diviseur irréductible p.

Deux éléments a et b de A ne sont pas premiers entre eux s’ils ont un diviseur com-
mun ¢ € A.. Alors, I'idéal cA, distinct de A, contenant aA et bA, contient aA + bA.
D’apres 9-8, cA est contenu dans un idéal maximal, on peut donc dire que a et b ne
sont pas premiers entre eux si et seulement s’ils ont un facteur irréductible commun.

Proposition.

Soit A un anneau principal et soienta, b € A non nuls.
(i) Un générateur m de 1 idéal aA NbA est un plus petit multiple de a et b.
(ii) Un générateur d de I'idéal aA + bA est un plus grand diviseur de a et b.

Démonstration. (i) x € A est un multiple commun de a et b si et seulement si
x € aANbA = mA. En particulier, m est un multiple commun de a et b et tout multiple
commun x de a et b est élément de aA N DA = mA et donc multiple de m. Au sens de la
relation de divisibilité (préordre), m est un plus petit multiple. Notons que tout autre
générateur de 'idéal aA NbB est associé a m. Le ppcm m de a et b est donc unique

“"a

modulo la relation d’équivalence “étre associés”.
(ii) x|aetx|b & (aA C xA)et (bACxA) & dA=aA+bACxA & x|d.

OnaaA C dAetbA C dA donc d est diviseur commun de a et b. Tout autre diviseur
commun x est diviseur de d. En ce sens d est le plus grand diviseur commun. Les autres
générateurs de l'idéal aA + bA sont les associés de d. Le pged de a et b est unique

"

modulo la relation “étre associés”. ]

Remarques. Pour simplifier, nous nous sommes limités au cas de deux éléments a et
b de A. Mais sans rien changer a la démonstration, si 4y, ..., 4, € A sont non nuls, on
voit que leurs multiples communs sont les éléments de 1'idéal mA = V<<, a;A et
que leurs diviseurs communs sont les éléments de 1'idéal /A = a1 A + - - - 4 a,A. Les
conclusions de la proposition sont encore valables.

Cette caractérisation du pged de a et b comme générateur de aA + bA conduit a
convenir que pged (0, x) = x pour tout x € A. En particulier, on a pged (0,0) = 0.

La notation a A b du pged de a et b, a un sens clair dans Z, ou K[X], puisque parmi
les divers générateurs de aA + DA il existe un choix canonique (élément positif, ou
polyndme unitaire). On peut exprimer que a et b sont premiers entre eux en écrivant
aANb = 1.1l est commode d’utiliser encore cette notation familiere dans un anneau
principal quelconque, bien que a A b soit ici une classe d’éléments associés.

Corollaire 1.
Soient ay, ..., ax, des éléments d’un anneau principal A. Un diviseur commun d de
ai,...,ax estpged deay, ..., a, si et seulement s’il existe uy, ..., ur € A véritiant:
d=a1u1 + - -+ ayu, (relation de Bezout).
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Démonstration. Si d est pged, il est élément de a1 A + - - - + axA d’ol I'existence de
ui,...,ux. Réciproquement, supposons que d = ajuj + --- + axug. Soit dy un pged
aay,...,q.0Onad € aA+ -+ atA = doA et donc dy|d. De plus, d est diviseur
commun de ay,...,a; et donc diviseur de dy d’apres la proposition. Finalement d et
dosont associés et d est générateur de a; A + - - - + a, A, ’est-a-dire un pged. n

Corollaire 2. (th. de Bezout)

Pour que des éléments ay, ..., ax, de 1’anneau principal A soient premiers dans leur
ensemble, il faut et il suffit qu’il existe uy, ..., ux € A tels que

1 =ayu; + -+ aguy .

Démonstration. On applique le cor.1 avec d = 1 qui divise a4, . . ., a;. [

Corollaire 3. (Lemme de Gauss)

|| Soit A un anneau principal eta,b,c € A. Sia|bc et sialb =1, alors a|c.

Démonstration. Il existe g € A tel que bc = ag et u,v € Atelsque 1 = ua+ovb.On
en déduit c = uac + vbc = a(uc + vq). ]

Corollaire 4.

Soient A un anneau principal eta,b,c € A.SiaANb=1etaNc=1,alorsa ANbc = 1.
En particulier, sia Ab = 1, alors a™ N b" =1 pour tous m,n € IN*.

Démonstration. Il existe u,v € Atelsquel =ua+vbetx,y € Atelsquel = xa+ yc.
Le cor.2 s’applique car en multipliant membre & membre on obtient :
1 = (uxa + uyc + vxb)a + (vy)bc. "

Remarques. Soient a1, 4, des éléments non nuls de Z, ou de K[X] (ot K est un corps
commutatif), ou plus généralement d’'un anneau euclidien. L'algorithme d’Euclide
permet de calculer un pgcd de a; et a, et d’obtenir une relation de Bezout.

Plagons-nous par exemple dans Z. Si a; ou a; est négatif, on le remplacera par son
opposé. Sia; = 0 ou a; = 0 le pged est évident. Supposons donc 0 < a; < a;. Tout
diviseur commun de a; et 4, divise également le reste a3 de la division euclidienne
a; = axq2 +az etona 0 < a3 < ap. Réciproquement tout diviseur commun de a; et a3
divise aussi a;. Le couple a; > a a donc les mémes diviseurs que le couple a, > a3. Si
az # 0, on effectue la division de a, par a3, soit a, = a3g3 + a4 et on remplace a, > a3
par a3 > a4. On continue ainsi par récurrence. La suite a; > a, > a3 > --- de IN
aboutit nécessairement a zéro. L'algorithme s’arréte alors. Le dernier reste non nul a,
est le pged. En éliminant ax_1, a5, . .., a3 de la derniere égalité jusqu’a la premiére, on
obtient une relation de Bezout d = a; = ua; + va,.

Quand on connait une relation de Bezout d = ua; + vay, ot d = pged(ay, az), les
autres relations de Bezout d = u'a; + v'a s’en déduisent. Par différence, en posant
U=u—-u,V =9 —v,ona Ua; = —Va,. Comme a; = dby, a, = db,, avec
by A by =1, on obtient Ub; = —Vb,. Le lemme de Gauss montre que 1|V, bo|U. Fina-
lement U = kb,, V = —kb,, avec k arbitraire, et u’ = u + kb, , v' = v — kb;.
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Exercice 1. Déterminer le pgcd de a1 = 2214 et a, = 522 et une relation de Bezout
reliant ces nombres.

Solution. Par divisions successives on obtient :

ap = apx4+a3 oll a3 = 126 (1)
)y = az3xX4-+ay ol agy = 18 (2),
a3 = a4 xX7.

Le pged estd = a4 = 18. D’apres (2) on a d = ap — 4a3. On utilise (1) pour éliminer as3.
Il vientd = a; — 4(611 — 4&2) = —4aq + 17a5.

Exercice 2. A quelle condition le polyndme a(X) = X3 + pX + g € CIX] a-t-il une
racine multiple dans C ?

Solution. D’apres 10-5, cor.1, A &€ C est racine multiple de a(X), si et seulement
si A annule a(X) et a’'(X) = 3X2 + p, c’est-a-dire si X — A est un facteur commun
pour a(X) et a’(X). Comme C est algébriquement clos, pour cela il faut et il sufiit que
d’(pged(a,a’)) > 1. Appliquons 'algorithme d’Euclide.

2p

1
X+ pX+q = (3X2+p)(§X)+3X+q
2 9 27 2742
2 _ (<P T x_ =1 q
x“+p = (3X+q> <2pX 4p2)+4p2+p

Ces divisions sont valables si p # 0. Si p # 0, pour que a(X) et a’(X) ne soient pas
premiers entre eux, il faut et il suffit que 4p> + 274> = 0. Si p = 0, alors X® + g a une
racine multiple si et seulement si g = 0. Ainsi, la condition 4p® + 274% = 0 caractérise
I’existence d’une racine multiple de a(X) € C[X] dans tous les cas.

11.5 Décomposition en facteurs irréductibles

Proposition.

Soit A un anneau principal. Tout élément non nul a de A qui n’est pas une unité a
une décomposition, a = pj - - - pr, comme produit d’éléments irréductibles. Modulo
I’'équivalence “étre associés”, les éléments py, . . ., px, Sont uniques.

Démonstration. Existence. Montrons d’abord que a possede un diviseur irréductible
(sans utiliser le th. de Zorn comme en 11-4). Si a est irréductible, c’est vrai. Sinon, il
existe aj, by € Aaveca; & A.etbhy € A, telsquea = a1b;.

Si aq est irréductible, I’assertion est vérifiée. Sinon, il existe a, ¢ A, et by € A,.
tels que a; = axb. Si ay est irréductible, ’assertion est vérifiée. Sinon. .. On poursuit le
raisonnement, par récurrence. Si le processus se déroulait indéfiniment, on obtiendrait
une suite infinie a1, ay, ... olt chaque terme est multiple du suivant et non associé a ce
suivant. On aurait alors une suite infinie d’idéaux a1 A C 1A C agA C - - -, strictement
croissante. C’est impossible d’apres 11-1. La suite a1, 4, ... est donc finie. Le dernier
terme a;. est alors irréductible. C’est un diviseur irréductible de a.

On a donc a = pja; avec p; irréductible. Si a; € A, alors pya; est irréductible. Si
a; & A., de méme a; = prap avec p; irréductible. On continue ainsi par récurrence. Ce
processus s’arréte en un nombre fini d’étapes, sinon on arrive a nouveau a une suite
infinie strictement croissante aA, a1 A, a2A, ... d'idéaux de A. Donc a = p1p2- - - pxu,
ou py,..., Pk, sont irréductibles et u € A.. Alors pyu est irréductible d’ot1 le résultat.
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Montrons I"unicité par récurrence sur le nombre minimum k de facteurs irréductibles
dans les diverses décompositions 2 = pj - - - px de a en produit d’éléments irréduc-
tibles.

Si k=1,ona a = p;.Considérons une autre expression a = qq - - - g OUG1,...,qm
sont irréductibles. Supposons m > 1. Alors q; divise p;. Il existe u € A, tel que
p1 = uqp. En simplifiant la relation p; = up1q> - - - gx par p1, ce qui est possible car
A est integre, on obtiendrait que 1 = ugqs - - - g, et qo serait inversible. C’est absurde.
Doncm =1etp; =a=q;.

Supposons k > 2. Admettons 1'unicité pour les éléments de A qui sont produit
d’au plus k — 1 facteurs irréductibles. Considérons un élément a = p; - - - px produit
de k facteurs irréductibles. Soit a = g1 - - - g, une autre expression de a. D’apres 11-4,
cor.4, si p; était premier avec gy, . . ., g, il serait premier avec leur produit et donc avec
a. C’est absurde donc p; divise 'un des g;. Quitte a permuter les g;, on peut supposer
que p; divise ;. Comme g, est irréductible, on a q; = up; avec u € A,. Puisque A est
intégre, on peut simplifier par p; la relation a = p1ps - - - px = up1g2 - - - gm. On obtient
p2- - Pk = uqa - - - gm. D’apres I'hypothese de récurrence, k —1 = m — 1 donck = m et
il existe une permutation s de {2, ..., k} telle que p; soit associé a g, pour i = 2,...,k,
d’ot1 la conclusion. n

Remarque. Dans un anneau principal A, on n’a pas toujours, comme dans Z ou K[X],
un choix canonique de représentant dans chaque classe d’éléments irréductibles asso-
ciés de A. Il sera commode de faire un tel choix. La décomposition en facteurs irré-
ductibles de 2 € A, donnée par la proposition, se fera alors de maniere unique sous la
formea = upy---prottu € A, etou py,..., px appartiennent a la famille P choisie.
Pour tout idéal I de A, on pourra parler “du générateur” de I, élément de P.
Définition.

Nous appellerons systéeme d’irréductibles dans I’anneau principal A une famille P
d’éléments irréductibles de A telle que tout irréductible de A soit associé a un élé-
ment de P et un seul. Nous supposons fait un tel choix dans les corollaires suivants.

Corollaire 1.

Soita = up]' - - p,* un élément non nul de A, avecu € A, , p1,..., px € P distincts

etwy,..., o € IN*. Les diviseurs de a sont les éléments de la forme b = vpy" - - pfk

ouv € A, etou By,...,Bx € N vérifient, B; < «; pouri =1,...,k.

Démonstration. Si b divise g, il existe c € A tel que a = bc. Soit b = vp]" - -- pf" et

¢ = wp]* - p!* les décompositions irréductibles de b et ¢, avec 0 < B;, 0 < ; pour
i=1,...,ketoupy,....,pr € P estlaliste de tous les facteurs irréductibles des expres-

sions de b et de c. Le produit vaf e pf”” doit donner l"'unique décomposition
irréductible de bc = a, d’ou le résultat. ]
Corollaire 2.

Soienta = up{' - - - p;* etb = vp}' - - pf" deux éléments non nuls de A, décomposés

comme produits de facteurs irréductibles de P, ot interviennent tous les facteurs
irréductibles de a et de b, avec des exposants a; > 0, B; > 0 etoutu,v € A,. Pour
i=1,...,k posons y; = min(w;, B;), 7; = max(w;, B;) Alorsd = p]"---p[* est pged
deaetbetm = pl' - pl est ppcm dea etb. Il existe w € A, tel que ab = wdm. En
particulier, a A b = 1 si et seulement si ab est ppcm de a et b.

Démonstration. Cela résulte immédiatement du corollaire précédent. La relation
ab = wdm est due au fait que max(a;, B;) + min(a;, B;) = a; + Bi) - n
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Exercice 1. Sur les idéaux d’un anneau principal A, montrer que les opérations
(I,]) — INJet(l,]J) — I+ ] sontassociatives et que chacune distribue 1’autre.

N

Solution. Il est classique et facile & vérifier que dans IN, les opérations

(a,B) +— max(a,p) et (a,) — min(a,,B) sont associatives et que chacune distri-
bue l'autre. Le résultat découle donc de 11-4, prop. et 11-5 cor.2. Notons que {0} et A
sont un plus petit élément et un plus grand élément de I'ensemble des idéaux de A.

Exercice 2. Déterminer les éléments irréductibles des anneaux C[X] et R[X].

Solution. Comme C est algébriquement clos, tout polynéme non constant est produit

de facteurs de degré un. Un tel polynéme n’est irréductible que s’il est de degré un.
L’ensemble P des polynémes unitaires de degré un, de la forme X + 4, est un systéeme
d’irréductibles de I'anneau C[X].

Soit p € R[X] de degré n > 1. Ses racines dans C sont réelles, ou complexes non réelles
deux a deux conjuguées. En regroupant les termes conjugués on obtient les polynémes
(X —a—if)(X —a+iB) = (X — a?)? + B? de degré 2 irréductible de R[X]. Les poly-
nodmes irréductibles de R[X] sont donc les polyndmes de degré un et les polyndomes de
degré deux, a discriminant strictement négatif.

11.6 Anneau des entiers de Gauss

Lemme.

Soit d € Z\ {0,1} sans facteur carré et 6 € C une racine carrée de d. Pour que
u=x+yd € Ay soit une unité de I'anneau A, des entiers de Q(9), il faut et il suffit
quen(u) = ¢ otie = £1. Linverse de u est alors u™! = ¢(x — y6).

Le groupe des unités de I'anneau Z + iZ est {1,i,—1, —i} .

Démonstration. Si n(u) = uu = ¢, ot ¢ = +1, alors €U est un inverse pour u. Récipro-
quement, si u € A, est inversible d’inverse v, ona 1 = uv et donc 1 = n(u)n(v), avec
n(u) € Zetn(v) € Z.On en déduit que n(u) = +1 car Z, = {1, —-1}.

Prenons d = —1. Alors u = x + iy vérifie 1 = n(u) = x2 + y? si et seulement si x
ou y est nul, 'autre terme valant +1, d’ot le groupe des unités {1,7, —1, —i} . N
Proposition.

Soient d et 6 comme dans le lemme. On suppose que I'anneau A, est principal. Pour
tout nombre premier p > 2, les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) p n’est pas irréductible dans I'anneau A;.
(i) Hexistez =x+yé € Agtelquep = £tn(z) =z(£z),ouz=x—yd
(iii) Dans le corps Z./ pZ, la classe d de d est un carré.

Si (ii) est vérifiée, alors p = z(+z) est la décomposition de p en facteurs irréductibles
dans A; (unique modulo les unités de A ).

Démonstration. (i)=-(ii) Si p = zz/, avec z,z'qui ne sont pas des unités de A4, on a
p?> = n(p) = n(z)n(z'), o n(z) # £1etn(z’) # &1 sont des entiers. Il est exclu que
p2|n(z) car on en déduirait 1 = kn(z’) et donc n(z') = £1. De méme, p, ne divise pas

n(z'). Donc p|n(z) et p|n(z') et de ce fait n(z) = £ petn(z’) = £ p.
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(ii) = (iii) Supposons qu’il existe z = x + yé € A, tel que p = £n(z) = & (x* — dy?).
Dapres 11-3, X =2x € Z,Y =2y € Z et4p = + (X*> — dY?). Dans Z/pZ on obtient
0 =X?—-dY?. OnaY # 0, sinon p diviserait y et diviserait x puisque p = x> — dy? et
apres simplification on aurait 1 = p(x? — dy?) ce qui est absurde. Doncd = [(X)(Y)~1]?
est un carré dans Z/pZ.

(iii) = (i) Supposons que d = 4% dans Z/pZ. Alors p divise 4> — d dans Z. Dans
l'anneau principal Ay, si p était irréductible, étant diviseur de a> —d = (a — 6)(a + 6),
il diviserait a — J, ou a + 4. Alors, p = p diviserait le conjugué a — 6 de a + 4, ou le
conjugué a + & de a — §. Ainsi, p diviserait (a + ) — (a — §) = 25 et p? diviserait 4d
dans A;. On a p > 2 donc p? diviserait d. C’est impossible car d est sans facteur carré.
Donc p n’est pas irréductible.

Soit ¢ un facteur irréductible de p. On a p = z(+z) dans A,;. D’apres le lemme de
Gauss, ¢ doit diviser z ou z. Supposons par exemple qu’il existe x € A, tel que z = (a.
Onen déduit p = z(+2z) = + () (ar). Onaalors {{ € Z et {{ # 1 car { n’est pas une
unité. Donc {{ = 4 p eta@ = +1. Ainsi a est une unité et z associé de { est irréductible.
Il en est de méme pour z. ]

Corollaire 1.

Dans I’anneau euclidien A = Z. + iZ. des entiers de Gauss, les éléments irréductibles
sont les nombres premiers p € IN congrus a 3 (mod4) et leurs associés et les élé-
mentsz = a+ ib tels que n(z) soit un nombre premier égala 2 ou congrual (mod4 ),
ou de maniére équivalente somme de deux carrés dans IN.

Démonstration.Ona2 = (1+1i)(1—1i)-avecn(l1+1i) =2 # £1 donc 2 n’est pas irré-
ductible. Soit p > 2 un nombre premier. D’apres la proposition, p n’est pas irréductible
dans A si et seulement si —1 est un carré dans Z/pZ. On a vu en 10-7, ex.1 (et nous
reverrons en 12-3), que —1 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p = 1 (mod 4).
Ainsi p est irréductible dans A si et seulement si p est congrua 3 (mod4) (si p > 2 est
congru a 0 ou 2 il est pair et n’est pas premier).

Soit p > 2, premier, qui ne soit pas irréductible dans A (p =2 oup =1 (mod4)).
D’apres la proposition (ii), il existe 2 +ib € A irréductible tel que p = (a+ib)(a —ib) =
a®> +b* Btonaa # 0etb # 0 sinon p ne serait pas premier.

Réciproquement, considérons z = a 4 ib € A irréductible avec a # 0 et b # 0.
Montrons que 7(z) = a? + b? est un nombre premier. Sia = +1letb = +1, cest
vrai. Sinon, soit 11(z) = pj ... px la décomposition en facteurs premiers de 1(z) dans
IN. D’apres le lemme de Gauss, z (irréductible dans A) divise 1'un de ces facteurs, par
exemple p; et z également, avec zZ non associé de z (voir ex. 3). Alors p; multiple de zz
est égal a zz. Ainsi n(z) = p; est premier. ]

Corollaire 2.

Un nombre premier p € IN est somme de deux carrés, si et seulement si p = 2 ou si
p =1 (mod4). La décomposition p = a* + b? est alors unique.

Démonstration. La premiere assertion est établie dans le cor.1. Montrons 1'unicité de
'expression p = a? + b%. D’apres la proposition, a + ib et a — ib sont irréductibles. Soit
p=a?+b"? = (a' +ib')(a’ —ib’) une autre expression. Alors a + ib irréductible divise
a' +ib' oua’ —ib'. Si par exemple a’ +ib’ = (a+ib)uona

p?> = n(d +ib’") = n(a+ib)n(u) = p?n(u) donc n(u) = letdoncu € {1,i,—1,—i}.
Alors (a’?,b'?) est I'un des couples (a2,b?) ou (b?,a?).
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Corollaire 3.
Un entier n € IN est somme de deux carrés si et seulement s’il existe z € Z + iZ tel
que n = n(z) et pour cela il faut et il suffit que les facteurs premiers de n congrus a
3 (mod 4) figurent dans n avec un exposant pair.

Démonstration. Soit n = plfl e p’s(sqlml -+ - g4 la décomposition en facteurs premiers de

n dans IN, ot I’on a écrit d’abord les facteurs premiers p; qui sont congrus a 3 (mod4 )
et ensuite les facteurs premiers q; égaux a 2 ou congrus a 1 (mod4). Pour
1 < j < til existe (aj + iB;) irréductible dans A, tel que q; = (a; + iB;)(aj — iB;)).
Siky = 204,...,ks = 25, sont pairs, alors { = pfl o pb (g 1By - (a4 1B)™
est tel que n = (. Donc n est somme de deux carrés. Réciproquement, si
n =a>+b* = (a+ib)(a—ib),la décomposition en irréductibles dans Z + iZ de
¢ = a+ ib conduit a une expression { = pfl coopi(ay +iBy)™ - - - (@ +iBy)™ donnant
n=7{y{= ple - p2 (a3 + B2)™ - (a2 + B2)™ ou les facteurs premiers congrus a
3 (mod 4 ) ont des exposants pairs. ]

Exercice 1. Dans I'anneau A = Z + iZ déterminer la décomposition en facteurs
irréductibles de z = 69 + 45i et le pgcd de z et { = 12 4-18i.

Solution. Puisque 3 divise 69 et 45, ona z = 3z1,0t1z1 =23+ 15/.Ona3 =3 (mod 4)
donc 3 est un irréductible de A. On a n(zy) = 212 = 232 + 152 = 754 = 2 x 377 =
2% 13 x 29.Puisque 2 = (1 +1)(1 — i) est premier, 1 +i ou 1 — i est facteur irréductible

de z;. Comme 1 —i = —i(1+ i) est un associé de 1 + i, nécessairement 1 + i divise
z1. On obtient z = 3(1 + 2i)z;, avec z; = 231111.51' = (23+1521)(1_l) et n(z) = 13 x 29.

Puisque 13 = 22 432 = (2 + 3{)(2 — 3i), oi1 2 + 3i et 2 — 3i sont irréductibles puisque
13 est premier, 'un de ces termes divise z;. On a L-4i _ > _5i d’oula décomposition
en facteurs irréductibles z = 3(1 4 7)(2 + 3i)(2 — 5i) . Ces facteurs irréductibles sont
uniques modulo le fait d’étre associés, c’est-a-dire modulo un facteur multiplicatif égal
al,i, —1 ou—i.

{ =3(4+6i) =3x2(2+3i) = —i[3(1+1)?(2+ 3i)], olt —i est une unité et ot les
autres termes sont irréductibles. Donc 3(1 + i)(2 + 3i) est pged de z et (.

Exercice 2. Décomposer comme somme de deux carrés N = 260.
Solution. N = 4x5x13 = 22(22 4 12)(32 +22) = 22[(241)(2 — i)][(3 + 2i)(3 — 2i)] =
22[4 + 7i|[4 — 7i] = 22(4% + 7°) = 8 + 142,
Cette décomposition n’est pas unique car on a aussi
N =22[(2+1)(2+3i][(2 — i) (2 — 3i)] = 22(1 + 8i)(1 — 8i) = 22(12 + 82) = 22 + 16°.

Exercice 3 Si z = a + ib est irréductible dans A = Z + iZ, avec b # 0, peut-on
avoir z etz associés ?

Solution. D’apreés le cor.2, p = a* + b? est premier dans IN. S'il existe u € A, tel que
a+ib = u(a — ib), on ne peut avoir u = 1 (sinon b = 0 et p = a?), ni u = —1 (sinon
a=0etp="0%.Siu=iouu=—i,onaa=>boua= —betdoncp = 24>. Comme p
est premier on a p = 2. Réciproquement, p = 2 s’écrit p = (1+1i)(1 —i), avec 1+ i et
1 —iassociés car 1+ = i(l —i). Ainsi, seul 1 + i et ses associés conviennent.
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11.7 Théoréme chinois

Proposition.
Soient A un anneau commutatif unifere, I et | des idéaux de A tels que I + ] = A.

L'application associant 4 la classe ¥ de x € A modulo IN ] le couple (%, x ) des classes
de x modulo I et modulo ], est un isomorphisme de I’anneau A/ (I N J) sur I'anneau

(A/1) x (A/]).
Démonstration. Si [ + ] = Aona IN] = I] (9-6, ex. ). On vérifie facilement que
fix— (% x ) estun homomorphisme de A dans (A/I)x(A/]).Ona:

x€Ker(f) & x=0et x=0 & xeletxe] & xeln].
Cela prouve que Ker (f) = I N J. Par factorisation de f on obtient un homomorphisme

injectif f : A/(IN]) — (A/I) x (A/]) tel que f(%X) = (%, x) pour tout x € A.
Puisque I + ] = A, il existe u € I etv € Jtelsque 1 = u + v. Considéronsa € A/I

etbc A/],otta,b € A.Posons x = va+ub.Ona? =1 etX = va = a et de méme
o o ° —
u=1et x=ub=b.Donc f est surjective. C’est un isomorphisme. [
Corollaire.
Soient Aun anneau principal, m € A etn € A premiers entre eux. Considérons

ucA ve Atelsquel = um+on. L’application% — (k, k) est un isomorphisme
de I'anneau A/mnA sur I'anneau (A/mA) x (A/nA). Lisomorphisme réciproque

associea (a,b) € (A/mA) x (A/nA) laclassex € A/mnA dex = vna + umb.

Démonstration. On applique la proposition avec I = mA, ] = nA. La condition
I + ] = A signifie que m A n = 1 (11-4, cor.2). Dans ce cas, ppcm(m, 1), générateur de
INJ, estégalamn. ]

k a (modmA)

k = b (modnA)

a une solution unique modulo mnA. Si I'anneau A est euclidien, on peut déterminer
une relation de Bezout par l'algorithme d’Euclide et obtenir une solution x. Les autres
solutions s’obtiennent en ajoutant a x un multiple de mn.

Remarque. . Si m A n = 1, le corollaire montre que

Ces résultats, se généralisent au cas de p équations k = ai (mod m;A ), ottmy, ..., m,
sont deux a deux premiers entre eux. En posant My = H m; on obtient des éléments
i+k
premiers dans leur ensemble. Si on détermine une relation de Bezout, soit
1 = Myuy + -+ + Mpuy, alors x = Mjuqa; + - - - + Mpupa, sera une solution parti-
culiere. Les autres s’en déduisent en ajoutant un multiple de my - - - m.

Exercice 1. Résoudrex =2 (mod4)c , x= (mod5) , x=1(mod9).

Solution. Le th. chinois s’applique car 4, 5, 9 sont deux a deux premiers entre eux.
Posons M| = 5x9 =45, My = 4x9 = 36, Mz = 4 x5 = 20. Déterminons

3
uy, up, uz tels que Z u;M; = 1. On a pged(My, M3) = 4 et la relation de Bezout

4= (-1)x36+2 >l< 50. On a M; A4 = 1 et la relation de Bezout 1 = 45 — 11 x 4,
d'ott 1 = 45 — 11[(—1)x36 + 2x20] = 45 + 11x36 — 22x20. On en déduit une solution
Xg =2x45+4+3 x 11 x 36 — 22 x 20 = 838. Les autres solutions sont :
x=838+k4dx5x9=2838+k180ouk € Zsoitx =118+ k' 180 ou k' € Z.
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Exercice 2. Soit K un corps commutatif. On connait les restes r1(X) et r2(X) de la
division d"un polynéme unitaire p(X), de degré quatre, par a(X) = X> — 1 et par
b(X) = X? — 2. Montrer que le polynéme p(X) est parfaitement déterminé.

Solution. On a la relation de Bezout a(X) — b(X) = 1 donc a(X) et b(X) sont premiers
entre eux. On peut utiliser le th. chinois. Le systéeme

a=r; (mod(X?>—-1)) , b=ry (mod (X?—-2))
admet pour solution particuliere
po(X) = a(X)r2(X) = b(X)r1(X) = (X* = ra(X) — (X* = 2)r (X .
Les autres solutions sont les éléments de la classe de po(X) modulo l'idéal engendré
par a(X)b(X), de la forme:
P(X) = (X* = Dra(X) = (X* = 2)r1(X) + k(X)a(X)b(X) .

Onad’(r1) <d’(a) =2, d°(r2) <d’(b) =2 d’oud’(pg) < 3. Pour que p soit unitaire
etd’(p) =4, il faut et il suffit que k(X) = 1. Ona donc p = ar, — bry +ab.

11.8 Quotients dans les anneaux principaux

Lemme.

Considérons un élément a, non nul, non inversible, de I'anneau principal A. Soit
b € A. Pour queb € A/aA soit une unité de I'anneau A/aA, il faut et il suffit que
aNb=1.

Démonstration.

be(A/aA), < FeATh=1 < FvecAIJucAl=ovb+ua.

D’apreés le th. de Bezout, cela caractérise les éléments b € A premiers avec a. ]

Proposition.

Soient A un anneau principal et p € A non nul. Les conditions suivantes sont équi-
valentes.

(i) p estirréductible.
(ii) pA est un idéal maximal de A.
(iii) pA est un idéal premier de A.

(iv) A/ pA est un corps.

Démonstration. (i) < (ii) Cela a été vu en 11-4.
(ii) < (iv) d’apres 9-11.
(iv) = (iii) car un corps est integre (Voir 9-11).

(iii) = (i) Soient a,b € A tels que p = ab. On a ab € pA. Si pA est premier, alors on
aac pAoub € pA, ouencore p|a ou p|b. Comme on avait a|p et b|p, on voit que
a est associé a p ou que b est associé a p. Donc p est irréductible. (Notons que cette
implication est valable dans tout anneau commutatif unifere. ) [
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Exercice. Dans l'anneau A = Z + iZ des entiers de Gauss, étudier les idéaux
maximaux et le quotient par un tel idéal.

Solution. D’apres 11-3, 'anneau A est euclidien et donc principal. D’apres 11-6, les élé-

ments irréductibles sont les nombres premiers p congrus a 3 modulo 4 et les éléments
{=a+ifoup #0eta®+b> = q est premier. Les idéaux maximaux sont donc de la
forme I = pA ou | = {A. D’apres la proposition, A/l ou A/] est un corps.

Comme I = pA est un réseau a mailles carrées de bords paralleles aux axes, on voit
que A/I posseéde p? éléments, autant que de points a coordonnées entieres dans le
carré [0, p[x [0, p[. Les classes de 1, 2, ..., p — 1 ne sont pas nulles car ces éléments
n’appartiennent pas au réseau. Celle de p est p = 0. La caractéristique du corps A/
est donc p, le sous-corps premier est F, = {1,...,p —1} ~ Z/pZ. Les éléments de
A/lsont x1+yion0<x<p—1,0<y<p-—1 Ainsi,lecorps A/I = F, + Fyi est
une extension de F, de dimension 2 sur Fj.

Le réseau (A = {x{ +yi{; x € Z,y € Z} est a mailles carrées non paralleles aux
axes. Le carré construit sur { et i{ est de surface |{|?> = a? + B2 = g. Il contient g points
de coordonnées entiéres donc A/ A possede g éléments. La caractéristique de ce corps
divise g (voir 9-12, cor. ). C’est donc g. Ainsi le sous-corps premier F; ~ Z/qZ de
A/TAestégala A/CA.Ona A/JA ~Z/qZ (avecicig =2ouq =1 (mod4) d’apres
11-6, cor.1).

Application. Donnons une construction du corps C des nombres complexes.

Dans l'anneau A = R[X], tout polyndme p(X) = X2 + bX + c a discriminant stric-
tement négatif est irréductible (voir 11-5, ex. 2). L'anneau quotient K = A/pA est
donc un corps. Identifions R avec le sous-anneau de R[X] constitué des polyndémes
constants. Sur R, '’homomorphisme canonique ¢ : A — A/pA = K est injectif car
R est un corps. De ce fait, on peut identifier tout a € R avec I'élément de K, classe du
polynéme constant égal a a. Soit « la classe du polynéme X. La classe de p(X) dans K
étant nulle, on a 0 = a2 + ba + c. Ainsi, K est un corps contenant R comme sous-corps
et dans lequel le polyndme p admet pour racine la classe « de X.

Appliquons cela avec p(X) = X? + 1. Notons C le quotient R[X]/(X? + 1), out
(X% + 1) désigne l'idéal principal engendré par le polynéme p dans l'anneau
A = R[X]. La classe i de X est telle que i* = —1. Pour tout a € RR[X], la division
par p donne a(X) = (X2 +1)g(X) + BX + a. La classe de a dans C est donc @ = Bi + a.
On retrouve 'expression d'un nombre complexe. Cette construction de C présente un
intérét considérable car elle se généralise.

Si K est un corps commutatif, si p € K[X] est irréductible (et donc sans racine
dans K), on peut construire par ce procédé un corps “de rupture” pour p, c’est-a-
dire un corps K; contenant K dans lequel p admet au moins une racine. Et si p ne se
décompose pas entierement en produit de facteurs de degré un sur ce nouveau corps,
rien n'empéche de recommencer avec un facteur irréductible de p et d’agrandir le
corps Kj pour que les facteurs irréductibles de p € K;[X] aient des racines... C’est la
construction imaginée par E. Galois pour étudier les nombres algébriques qui sont ra-
cines de polyndmes a coefficients entiers. En particulier, 'étude des racines de X" —1,
lui a permis de caractériser le fait qu'une équation soit résoluble a l'aide de formules
avec des radicaux, comme le sont les polyndmes du second degré, les polynomes de
degré trois, ou quatre, par les formules de Cardan (Voir 10-9) ou de Ferrari.
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Exercices du chapitre 11

—  Ex11-1

Soient A un anneau commutatif et unifere,
I =aA, ] =DbA lesidéaux engendrés par
acAetbeA.

Montrer que a € A/] est inversible si et
seulementsi b € A/ estinversible.

Soient K un corps commutatif. Dans K[X],
cette condition est-elle vérifiée si a(X) =
X41leth(X)=X>2+X+12

Dans l'anneau K[X, Y], est-elle vérifiée si
a(X,Y) = X, b(X,Y) =Y ? Montrer que
X et Y sont premiers entre eux. En déduire
que K[X,Y] n’est pas un anneau princi-

pal.
— Ex11-2

Montrer que I'anneau ID des nombres dé-
cimaux est principal. Généraliser.

— Ex11-3

Soient A un anneau principal et | un idéal
de A distinct de {0} etde A . Dans quel cas
J est-il I'intersection des idéaux maximaux
de A qui le contiennent ?

— Ex11-4

Soient I,] desidéaux d'un anneau princi-
pal. Dans quel cas a-t-on I] =1N]?

—  Ex11-5

Soient K un corps, Ko un sous-corps de K
et a,b € Ko[X]. Montrer que le pged de a
et b est le méme dans les anneaux Ky[X]
et K[X].

Soient m,n € IN*. Dans R[X], calcu-
ler pged(X™ —1, X" —1).

— Ex11-6

Soit d < 0 un entier sans facteur carré. On
pose & = \/|d|. Quel est le groupe (A,).
des unités de I'anneau A, des entiers algé-
briques du corps Q(id) ?

— Ex11-7

Soit d < 0 un entier sans facteur carré. On
pose 6 = 4/ |d| . Soit A; I'anneau des en-
tiers algébriques du corps Q(id) .

Pour d < 0 congru a2 ou 3 modulo 4,
onavuen 11-3, prop. que A, est euclidien
si et seulementsi d = —1 ou d = —2.0n
peut se demander si A est principal pour
les autres valeurs de d. Supposons donc
d< —-2.

a) Soit I unidéal principal de A, .
Montrer que {n(z); z € I\{0}} aun
plus petit élément k; = n(a), ot a € I.

b) On suppose d = 2 (mod 4). Montrer
que A; n’est pas principal. Pour cela,
considérer 1'idéal I = (2,i6) engendré
par 2 etid. En supposant que [ = aA,,
montrer que n(a) < 4. En déduire que
a € {1,—1,2,—2} et faire apparaitre
une contradiction.

¢) On suppose d = 3 (mod 4). En consi-
dérant I = (1+4i6,1 —id), montrer de
méme que A, n’est pas principal.

—  Ex11-8

Dans l'anneau Z[i] des entiers de Gauss,
déterminer un quotient g et un reste r
pour la division euclidienne de a = 5 4 61
par b =2+ i. Calculer ppcm(a,b).

_ Ex11-9

a) Soit A = {m +nV/10; mn € Z}.
Montrer que A est un sous-anneau de
R et que o : m+ny10 — m — ny/10
est un automorphisme de A.

b) Montrer que l'équation 2x? — 5y% = +1
est sans solution dans Z x Z.

¢) Montrer que l'idéal I de A engendré
par 2 et v/10 n’est pas principal.
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— Ex11-10

Montrer que z +— |n(z)| est un stathme
euclidien sur 'anneau A3 des entiers al-
gébriques du corps Q(+/3).

Montrer que u = 2+ +/3 appartient
au groupe (Asz). et que ’est le plus pe-
tit élément de {z € (A3)« | z > 1}.En
déduire que Ry N (A3). = {u"; n € Z}
et que (Aj3). estisomorphe a Z x (Z/27Z.).

—  Ex11-11

Soient A un anneau commutatif avec unité

et k € IN*. On note S; l’ensemble des

éléments de A de la forme x% + -4 x,% ,

somme de k carrés d’éléments de A .

a) Montrer que S, et S4 sont des parties
de A multiplicativement stables.

b) Soit A = Z/8Z . Donner la liste des
éléments de S;,de Sy, de S3.

¢) Soit A = Z . Montrer que 15 ¢ S3. En
déduire que S3 n’est pas multiplicative-
ment stable.

d) Soient a,b,c,d des entiers tels que

a?+b*+ % +d?> =0 (mod 8).

Montrer que 4,b,c,d sont pairs.
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e) Soit n € Z tel que n = —1 (mod 8).
Montrer que ni dans Q, ni dans Z, il
n’est somme de trois carrés.

— Ex11-12

Soient p,q deux nombres premiers dis-
tincts, différents de 2.

a) Montrer que dans l'anneau A =
Z/pgZ, il existe quatre éléments
idempotents. En déduire qu’il existe
quatre endomorphismes dans I’anneau
Z./5897Z..

Montrer que le groupe (Z/pqZ).
n‘est pas cyclique. Donner la
décomposition cyclique canonique de
(Z/5892Z),. Déterminer un élément
d’ordre maximum dans ce groupe mul-
tiplicatif.

b)

— Ex11-13

Déterminer les solutions n € Z du
systeme :

n = 3 (mod6)
n = 2 (modDb5)
n = 6 (mod?7)
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Indications

—  Ex11-1

L'inversibilité de @ € A/bA équivaut a
I'existence d’une relation de Bezout entre
a et b. Cette condition est satisfaite dans
le premier exemple et ne 'est pas dans le
second. (f : p(X,Y) — p(X,0) est un
homomorphisme surjectif de K[X,Y] sur
K[X], de noyaul'idéal (Y).)

—  Ex11-2

Identifier Z avec un sous-anneau de D.
Alors I N Z est un idéal de Z pour tout
idéal I de D.

— Ex11-3

D’apres 11-4, les idéaux maximaux qui
contiennent | = aA, sont p1A,..., prA,
ol p1,..., pr sont les facteurs premiers
dea.

— Ex11-4

Si I =aA,] =DbA,alors I] = (ab)A et
IN] =ppcm(a,b)A.

— Ex11-5

Par unicité de la division euclidienne dans
K[X], l'algorithme d’Euclide (voir 11-4,
rem. ) donne le méme résultat dans K[X]
et dans Kp[X].

—  Ex11-6

Pour d = -1, (As)« = Uy.
Pour d = -3, (Aj)« = Us.

Pour d # —1,-3, (Ag)+« = Us.

_ Ex11-7

a) Si [ =aA,,alors n(a) = kj.

b) Si I = aA;, comme 2 € [, on a

n(a) <n(2),dot a==+1oua==+2.
Etudier alors la condition a € I.

¢) Mémes raisonnements qu’en b).

— Ex11-8

Ona g=3+1i,r=i.
Ici, a et b sont irréductibles.

— Ex11-9

a) Comme 10 = 2 (mod4), A est
I’anneau d’entiers algébriques Ay .

b) 2x* =
Z/57Z.

¢) Si I = aA alors a|2 et a|v/10 donc
n(a)|n(2) et n(a)|n(v/10) dans Z.

+1 est sans solution dans

— Ex11-10

Soient a,b € Az, avec b # 0. Si
4 = x+yV3 € Q(V3), il existe « et B

dans Z a distance au plus 3 de xety.

—  Ex11-11
a) (a® +b?)(c* +d?)
= (ac —bd)? + (ad + bc)?.

b) S; ={0,1,4}, (ensemble des carrés de
Z./8Z),dou Sy, S3 par additions.

¢) Si on avait 15 = x 4+ vy + z, avec
x < y < z éléments de Sy, on aurait
5<z<15 etdonc z=9.

d) Par exemple, si d est impair, EZ =1
dans Z/8Z.. On aurait 2> + Ez +*=7.
e) Résulte de d).

— Ex11-12

Applications du th. chinois.

— Ex11-13

Application du th. chinois.



11.9 Exercices 255

Solutions des exercices du chapitre 11

— Ex11-1

a€e(A/])s & JueA 1=au & 3JuceA JveA 1=au+bo.

De méme, b € A/I estinversible dans A/I si et seulement s'il existe une relation de
Bezout reliant a et b (soit si aA + bA = A). Les conditions sont équivalentes.

Sil’anneau A est principal, ces conditions sont vérifiées si et seulement si a et b sont
premiers entre eux. C’est le cas dans K[X] pour a(X) = X*+1 et b(X) = X>+ X +1.
En effet, par divisions successives l'algorithme d’Euclide donne

Xt+1=(X2+X+1)(X2-X)+X+1 , X+X+1=(X+1)X+1.

d’ot1 la relation de Bezout:

1 = b(X)—X(X+1) = b(X) - X[a(X) — (X2 — X)b(X)]
= —Xa(X)+ (3 - X2+ 1)b(X).

Dans K[X]/] linverse de la classe de a(X) est la classe du polyndme —X. Dans
K[X]/I,Vinverse de la classe de b(X) estla classe de X° — X2 +1.

Il est clair que f : p(X,Y) — p(X,0) est un homomorphisme d’anneaux surjectif
de K[X,Y] sur K[X], de noyau l'idéal ] = (Y) engendré par le polyndme Y. Par
factorisation, on obtient un isomorphisme de K[X,Y]/] sur K[X].Limage de X estle
polynéme X de K[X]. Cette image n’est pas inversible. D’apres a), il n’existe pas de
relation de Bezout entre X et Y. Pourtant, X et Y sont premiers entre eux. En effet, en
ordonnant un polyndme des deux variables X et Y par rapport a X, on peut le voir
comme un polyndme de la variable X, a coefficients dans I'anneau K[Y]. Autrement
dit les anneaux K[X,Y] et K[X][Y] sont isomorphes. Un diviseur commun a X et Y
devrait donc étre de degré 1 ou 0 par rapport a X et de méme par rapporta Y. On voit
que les éléments de K, sont les seuls diviseurs communs de X et Y. L'anneau K[X, Y]
n’est donc pas principal. Bien entendu, il n’est pas difficile de démontrer directement
qu’il n’existe pas de relation de Bezout entre X et Y dans K[X,Y].

— Ex11-2

Considérons plus généralement, un anneau principal A, une partie S de A multiplicati-
vement stable, telle que 0 ¢ S et 1 € S, 'anneau K des fractions de A a dénominateur
dans S (voir 9-10). Identifions A avec son image dans K par ’homomorphisme injectif
x — (x,1), ott (x,1) estla classe de la fraction (x,1) € A x S. D’apres 9-10, prop.
(iii), puisque A est intégre, 'anneau K est intégre. Montrons que tout idéal I de K est
principal. Il est clair que Ip = I N A est un idéal de A. Pour tout y € I et pour toute
fraction (x,s) € A X S quireprésentey,ona x =sy € INA = Iy. Réciproquement,

pour tout x € Iy et pour tout s € S ona (x,5) = (1,s)x € I car x € Iy C I. Ainsi,
I ={(x,s) € K x € Iy}. Comme A est principal, il existe u € Iy tel que Iy = uA.
Donc I est ’ensemble des (ua,s) = (u,1) (a,s),0tta € A, s € S. Enidentifiant u avec
(#,1) comme nous l'avons fait, ona I = uK et!’anneau K est principal.
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— Ex11-3

Soient a un générateur de J. Puisque | # {0} et ] # A ona a # 0 et a ¢ A,. Soit
a = pi'---p* sa décomposition en facteurs irréductibles. Les idéaux maximaux de
A contenant | sont les idéaux Ap, ou p est irréductible tel que Aa = | C Ap c’est-
a-dire tel que p divise a. Ce sont donc les idéaux Apy, ..., Apx. D’apres 11-4, prop.,
I=Ap N---NA, apour générateur le ppcm p1---py de py,...,pr.Onaura [ = |
si et seulement si @ = pj'---p;* est associé a py---pi, soitsi ;p =1,..., a4 =1
c’est-a-dire si tout facteur irréductible de a est sans multiplicité.

— Ex11-4

Puisque A est principal, il existe a1 € A et b € A telsque I = aA et | = bA.
k

Considérons x = inyi €IJ,ouke N etx;e€l, y €] pouri=1,...k.
i=1
Pour tout i = 1,...,k, il existe u;, v; € A tels que x; = au;, y; = bv; donc
k k
x =Y xy; = ab()_ ujv;) € (ab)A. Réciproquement, tout (ab)x € (ab)A s'écrit
i=1 i=1
a(bx) avec a € I et bx € ] donc I] = (ab)A et I] admet ab pour générateur.

Les générateurs de I N ] sontles ppcm deaetb (11-4, prop. ). Onadonc I] =1N]
si et seulement si ab est ppcm de a et b. Or, si m est ppcm de a et b si d est pged de a et
b, alors md et ab sont associés. Donc ab est ppcm de a et b si et seulement si d est une
unité, soitsi aAb=1.Donc I] =1N] sietseulementsi a Ab=1.

— Ex11-5

Soit a = bg+r, avec ¢q,r € Ko[X] et d°(r) < d°(b), le résultat de la division de a par
b dans l’anneau euclidien Ky[X]. Dans K[X], g et r sont encore le quotient et le reste
en raison de l'unicité de la division de a par b dans K[X]. De méme, si on effectue la
division de b par r, (algorithme d’Euclide de recherche du pgcd), on obtient le méme
quotient et le méme reste dans les deux anneaux. On voit par récurrence, que le dernier
reste non nul, c’est-a-dire le pged, est le méme dans K[X] et dans Ko[X].

Le pged de a(X) = X™ — 1 et b(X) = X" — 1 est donc le méme dans R[X] et dans
C[X]. Dans C ces polyndomes ont pour racines simples les éléments de U,, et U,,. Leurs
facteurs irréductibles communs sont les polynomes X — A, ou A € U,, N U, = Uy,
ott d = pged(m,n) (voir 1-7, ex. ). Donc X4 —1 = pged(X" —1, X" —1).

Sur des exemples, 1’algorithme d’Euclide conduit aussi a ce résultat. Par exemple,
si m =15 et n = 9, les divisions successives donnent :

XP-1=(X-1DX+X-1 , X0-1=(X-1)X3+X3-1.
La division de X® — 1 par X® — 1 tombe juste donc X> — 1 est le pgcd.

— Ex11-6

D’apres 11-6, lemme, (Ay). = {z € Aj|n(z) =1}, 00 n(z) = zz.

1°) Supposons d =2 (mod 4) ou d =3 (mod 4).

Sid = —1, les unités de 'anneau Z + iZ des entiers de Gauss, sont 1,i — 1, —i.

Sionad < —2,d’apres 11-3, prop., les éléments de A; sont de la forme z = x + iyé avec
x,y € Z.La condition n(z) = x> + |d|y?> = 1 nécessite y = 0. Donc (Ay). = {1,—1}.
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2°) Supposons d =1 (mod 4). D’apres 11-3, prop., A; = {x + ylzi‘s ; X, yeZ}.
Pourd < —4,n(z) = (x+ 5)* + |d|§ = 1 nécessite y = 0. On a donc (Ay). = {1, —1}.

Pour d = —3, la condition n(z) = (x+%)> + |d|% = x4+ xy +y*> = 1 nécessite
yl < 1.

-Si y = 0 on obtient x = +1 d’ott deux unités z =1 ou —1.

-Siy =1,alors x2+x = 0,d’ott deux unités z = H%/g ouz=-1+ Héﬁ = *”2"‘@.
-Si y = —1 alors x2 —x =0, d’ott deux unités z = —%@ ouz=1-— ”%ﬁ = #

Donc (A_3). estle groupe Uy des racines sixiemes de 1'unité.

—  Ex11-7

a) Si I =aA, estprincipal, pour tout z € I,ilexiste b € A; telque z=ab.Si z #0,
ona b #0,dou n(b) = |b]*> #0, avec n(b) € N etdonc n(z) > n(a).

b) Si I = aA,; est principal, puisque 2 € I, ona k; = n(a) < n(2) = 4. Puisque
d<—-2etd=2 (mod4),onad < —6.D’apres 11-3, prop.,ilexiste x € Z, p € Z
tels que a = & +iB6 . La condition n(a) = a* + |d|B* < 4 nécessite B = 0 et donc
a = =£2 ou a = £1.On peut supposer 2 = 1 ou 2, quitte & remplacer a par —a.

Si a =2,alors I = 2A,; doit contenir i§ € I.C’est impossible car alors d = (i5)?
serait multiple de 4. Or d est sans facteur carré.

Sia=1,ilexiste x +iyd € Ay, u+ivé € A; tels que
1 = (x+1iyd)2 + (u+ivd)id,
dou 1 = 2x+vd, 0 = 2y +u.Comme d = 2 (mod 4), est pair, la premiere
relation est impossible : I n’est pas principal. Ainsi A; n’est pas un anneau principal.
¢) Ona 2= (1+i6)+(1—-id) € I.Commeenb), si I est principal, il a pour générateur
a=2oua=1.Lecas a =2 estexclucar 1-+ié € I serait tel que ”2—” € Ay, ce
qui n’est pas le cas d’apres 11-3, prop.

Supposons que a = 1. Il existe x +iyd € Ay et u+ivd € A, tels que
1= (x+iyd)(1+id) + (u+1ivd)(1—1id),
dou 1 = x+dy+u—dv, 0 = x4y —u+ v. En ajoutant membre a membre,

1=2x+(1+d)y+ (1—d)v.Comme d =3 (mod 4) estimpair, le second membre
est pair. C’est impossible : I n’est pas principal et A; n’est pas un anneau principal.

—  Ex11-8

Conformément a 11-3, prop., on obtient un quotient g pour la division de a par b, en
prenant un point du réseau Z + iZ. a distance minimum de 7 . Icion a

P= 3= S = 9 = GHD il D),
Dans cet exemple, g = 3 + i estle point de Z + iZ le plus proche de } . Le reste sera
alors r =a—bg=1i.0Ona n(r) =1 < n(b) =5, conformément au fait que la norme
z — n(z) estle stathme pour cette division.

Comme n(a) = aa = 61 est premier et 61 = 1 (mod 4), a est irréductible dans
I'anneau Z +iZ (11-6, cor. 1, ). De méme, n(b) = 5 est premier et 5 = 1 (mod 4)
donc b est irréductible. Comme n(b) # n(a), ces éléments irréductibles ne sont pas
associés. Donc ab = 4+ 17i estppcm de a et b dans Z + iZ.
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—  Ex11-9

a) Ona10 =2 (mod4 ) donc A estI’anneau des entiers algébriques de Q(v/10) (11-3,
prop. ). D’apres 9-9, ex. 2, ¢ est l'unique automorphisme de Q(+/10) distinct de
Id . Il laisse stable A etona ¢? = Id .

b) Dans Z/5Z, pour tout x € Z on a 2x* € {0,2, 2}car0 -0, T7=%4=1,

2 =3 = —1. Donc 2x2 — 5y = 41 est sans solution dans Z x Z.

¢) Supposons qu’il existe a € A tel que I = Z2+ Z /10 soit égal a aA. Il existe
alors u,v € Z tels que a = 2u +v+/10. Puisque a divise 2 € I dans A, on voit que
n(a) = 4u® — 100? divise n(2) = 4 et donc 2u? — 502 divise 2.

De méme, n(a) = 4u? — 100? divise n(1/10) = 10 et donc 2u? — 5v? divise 5.

Finalement, 2u? — 5v% divise pged(2,5) = 1 donc 2u? — 50 = +1. C’est impos-
sible d’apres b). Doncl'idéal I n’est pas principal et A n’est pas un anneau principal.

— Ex11-10

D’apres 11-3, prop., puisque 3 = 3 (mod4) on a A3 = Z + Z+/3 et la norme de
x +y+v/3 € Az apour expression n(x +yv/3) = (x +yv/3)(x — yv/3) = x> — 3y Soient
a,b € Az, avec b # 0. Cherchons un quotient 4 € Az et un reste r, selon la méthode
employée dans I'anneau des entiers de Gauss. Considérons ¢ = x + y/3 € Q(V/3). 11

existe a, B € Z tels que [x —a| < L et |y — B| < 3. Posons g = a + fv/3.0na
3 < (r—a)? =3y -p? < g dou |(x—a)P-3(y—p)P°|<

On en déduit |n(a—bg)| = n(b)n(f —q) < 3n(b) < n(b). Ainsi, n est un stathme et
Aj est un anneau euclidien. Comme n(2+1/3) = (24++/3)(2—+/3) = 1, on voit
que u =2++/3 € (A3). etque u~! = o(u) = 2 — /3 (utilisé en 12-5, ex. 3).

On ne peut avoir —1 = n(z) = x> — 3y? car —1 n’est pas un carré dans Z/37Z.
D’apres 10-6, lemme, on a donc (A3). = {z € A3 | n(z) = £1} = {z € A3 | n(z) = 1}.
Pour toutz € (A3z). ona —z € (A3z). car n(—z) = n(z). Vérifions que le sous-groupe
G={zeRY n(z) =1} de (A3). est monogene engendré par u . Montrons d’abord
que u est le plus petit élément de Gp = {z € A3 z > 1, n(z) = 1}. Considérons
z = x+yV3 € Gp et supposons que 'on ait 1 < x +yv/3 < 2++/3 d’ott pour les
inverses 0 < x — yv/3 < 1. En ajoutant ces inégalités, il vient 1 < 2x < 3 ++/3 donc
x=1o0ux=2.Pour x =1 onaurait y = 0 car x> —3y?> = 1. C’est exclu car on a
z>1.Donc x =2 et y = ++/3 Du fait que z > 1 on voit que z = u.

Considérons alors z € Gp. Il existe k € Z unique tel que u* < z < uf*1. On
aalors 1 < zu™" < u et zuF € G et donc zu™ = 1 puisque u est le plus petit
élément de Gy . Ainsi,ona Gy = {uf; k€ N*} dou G = {uf; ke Z} ~Z
et (A3). = {euf; ec {1,-1} ,k € Z} ~ (Z/2Z) x Z . ’équation diophantienne

x? —dy? = 1, que nous avons résolue pour d = 3, est 'équation de Pell-Fermat.
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—  Ex11-11

a) Dans C, I'étude des entiers de Gauss nous a habitué a la relation :

b)
<)

d)

e)

(@®+b*)(2+d*) = n(a+ib)n(c+id) = n[(a+ib)(c+id)]
= n[(ac — bd) +i(ad + bc)] = (ac —bd)? + (ad + bc)?.

Dans un anneau commutatif quelconque, si on développe les deux membres
extrémes, on voit qu’ils sont égaux. Cette identité montre que S, est multiplicati-
vement stable.

Pour S, il existe pareillement une identité, due a Euler (naturelle dans le calcul
de la norme d’un produit de deux quaternions, comme la précédente dans C) qui
montre que Sy est multiplicativement stable :

(@2 + D2+ +d?) (X2 +y* + 22+ 12)
= (ax+by+cz+dt)? + (ay—bx+ct—dz)? + (az—cx+dy—bt)? + (at—dx+bz—cy)>.

Nous verrons (Ex. 12-15), que tout p € IN premier est somme de quatre carrés.
Puisque S4 est stable, tout n € IN est somme de quatre carrés (d(i a Lagrange).

$;=1{0,1,4} , S=1{0,1,2,4,5} , S3=1{0,1,2,3,4,5,6}.
DansZona S; ={0,1,4,9,16,...}.Sionavait 15=x+y+z avec x <y <z
éléments de S;, on aurait z > 5 (car z < 4 implique y < 4 et x < 4 et donc
x+y+z<15)et z <16,dolt z= 9.1l enrésulterait x +y = 15 -9 = 6, absurde

car 6 nest pas somme de deux carrés (11-6, cor. 3). Comme 3 = 12 + 12+ 12 € S;
et 5= 0%+ 12+ 22 € S3, on voit que S; n’est pas stable par multiplication.

Supposons 1'un des nombres impair, par exemple d . Dans Z/8Z, on aurait =1
carona S; = {0, 1, 4} etles valeurs 0, 4 sont exclues puisque d n’est pas pair.

e 72 = =2 = = N , . .
On en déduirait a2 +b~ +¢c? = —d~ = —1 = 7. D’aprés b), c’est impossible car
7 ¢ Ss3.
— 2442152 o : Yoy oA . 4
Supposons que 1 = x° 4y~ +z°, 0l ¥x,y,z € Q. Soient 71, e les fractions ré

duites qui représentent x,y,z. Réduisons-les au plus petit dénominateur
commun (le ppecm de x1,11,21). On obtient x = 4,y = %,z = ¢ avec a,b,c,d
premiers dans leur ensemble et tels que nd?> = a® + b% + ¢?>. Dans Z/8Z on en dé-

o S2 o T2 . . . .
duit —d” =a*+b" +c?.D’apresd), a,b,c,d doivent étre tous pairs. Cela contredit
le fait qu'ils soient premiers entre eux. Donc n ¢ S3 dans Q et a fortiori dans Z.

— Ex11-12

a)

D’aprés 9-2, ex. 2, tout endomorphismes du groupe additif (Z/nZ,+) est de la
forme ¥ — kx. C’est un endomorphismes de 'anneau Z/nZ si et seulement si

K =k
D’apres le th. chinois, les anneaux A = Z/pqZ et B = (Z/pZ) x (Z/qZ) sont

isomorphes. Pour que X = (x,y) € B soit idempotent, il faut et il suffit que
x* = x et y* = y. Comme p,q sont premiers, Z/pZ et Z/qZ sont des corps.
Le polynéme x> —x = x(x —1) a donc pour racines 0 et 1 dans Z/pZ. De

méme y? — y a pour racines 0 et 1 dans Z/gZ. Dans B il existe donc quatre
idempotents (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). Dans A il existe donc 4 idempotents et 4
endomorphismes.
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On a 589 = 19 x 31. Cherchons une relation de Bezout par 1’algorithme d’Euclide.
31=19+12, 19=12+7, 12=7+5, 7=5+2, 5=2x2+1,

dou 1 = —13 x 19 4 8 x 31. Les idempotents de A = Z/pgZ associés aux
idempotents de B sont les classes modulo 589 de:

0 , 8x31=248 , —-13x19=-247=342 , 1.

Les 4 endomorphismes de A sont les applications ¥ + kX correspondantes.

b) Puisque les anneaux A et B sont isomorphes, les groupes A, = (Z/pqZ). et
B. = (Z/pZ). x (Z/9Z), sont isomorphes. Comme K = Z/pZ et K' = Z/qZ
sont des corps (9-11, cor. 1), K, et K/, sont des groupes cycliques (10-7, cor. 1) d’ordres
p—1 et g—1 pairs. Le produit K, x K, n’est pas cyclique (3-4, prop. ).

Pour p = 19 et g = 31 ona K, ~ Z/18Z ~ (Z/2Z) x (Z/3*Z) et
K, ~ Z/30Z ~ (Z/2Z) x (Z/3Z) x (Z/5Z) car les composantes primaires de
ces groupes sont cycliques (3-3, prop. ). La décomposition cyclique canonique de
K, x K. est donc

(Z/2Z) x (Z/32)] (Z/2Z) x (Z/3*Z) x (Z/5Z)] ~ (Z/6Z) x (Z./90Z),

car un produit de groupes cycliques dont les ordres sont deux a deux premiers entre
eux, est cyclique. Les invariants de K, x K/, sont 6 et 90. (Voir aussi Ex. 3-11.))

Dans le groupe additif (Z/62Z) x (Z/90Z), il existe des éléments d’ordre 90
comme (0,1). C’est le maximum de l'ordre o(%,) = ppcm(o(X),0(y)) d'un élé-
ment car 0(X) |6 et o(y)|90. Pour déterminer explicitement un tel élément dans
K, x K, cherchons des générateurs des groupes cycliques K., K, .Ona 2A19 =1
donc 2 € K.. Lordre 0(2) divise [K, : 1] = 18 (th. de Lagrange). Donc o(2)
est 'un des diviseurs 1,2,3,6,9,18 de18.Ona:2° =4, 2° =8, 2° =7,
2’ = -1, donc o(2)=18.Cela prouve que 2 engendre le groupe cyclique K, .

De méme, 2 € K, eto(2) divise [K, : 1] =30.0Ona 22 =4,2% =8, 25 =1.
Ici 0(2) = 5. C’est parfait: dans K, x K/, 'ordre de (2,2) est ppcm(18,5) = 90.
L'élément de Z/5897Z correspondant a (2,2) est la classe de x ou
x = —13x19%x2 4 8x31x2 = 2.1lapour ordre 90 dans Z /5897 .

— Ex11-13

Les nombres 6,5,7 sont deux a deux premiers entre eux. D’apres le th. chinois, ce
systéeme a une solution, unique modulo 6 x 5 x 7 = 210. Pour obtenir une solution
1oy déterminons une relation de Bezout liant 5x7 =35, 6 x7 =42 et 6 x5 = 30.
La division de 42 par 35 donne 42 = 35+ 7 et 7 est le pgcd de 42 et 35. Cherchons
une relation de Bezout entre 30 et 7.0Ona 30 = 4x7+2, 7 =3x2+1 dou
=7-3030—-4x7) =13x7—-3x%x30, puis 1 =—-13x35+13 x 42— 3 x 30.

Alors ngp = —(13 x 35)a + (13 x 42)b — (3 x 30)c est tel que
np=a (mod6) , mnyg=>b(mod5) , ng=c(mod7).

Avec a =3, b =2, c = 6 on obtient np = —813 unique solution modulo 210.
Les solutions du systéeme sont donc n = 27 +k210 ou k € Z.( Sion s’apergoit a
priori que np = 27 est solution, on obtient cette réponse sans calcul. )
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Chapitre 12

Arithmétique

12.1 Congruences, anneau Z/nZ

Récapitulons ce que nous connaissons sur ’anneau Z. Il est euclidien et donc prin-
cipal. Les idéaux sont les parties de la forme nZ, oti n € IN. Les idéaux maximaux, qui
sont aussi les idéaux premiers autres que {0}, sont les parties pZ, ot p appartient a
I’ensemble P des nombres premiers. Le groupe des unités de Z est {1, —1}.

Deux entiers x € Z et y € Z sont dits congrus modulo 7, si

ddkeZ y=x+kn.

Cette relation notée x = y (mod n ) est la relation d’équivalence associée a I'idéal nZ.
D’apres 9-7, elle est compatible avec les opérations de Z :

x=x et y=y = x+y=x+y,

x=x" et y=y = xy=xy,
L'ensemble quotient Z/nZ = {0,...,n — 1} est un anneau si on le munit des opéra-
tions

(1) X+y=x+y , Xy =2xy oun X, yE€Z/nZ,

et 1 est unité. D’apres 11-8, lemme, le groupe des unités de cet anneau Z/nZ est
{x € Z/nZ |0 < x <n—1letxAn =1} Son cardinal est ¢(n), ot ¢ est la fonc-
tion d’Euler. Comme application, rappelons les criteres de divisibilité classiques.

Proposition.

Considérons n € N et son écriture décimale ay, - - - xg.

Modulo 2 et modulo 5, n est congru a son chiffre des unités u.

Modulo 3 et module 9, n est congru a la somme &g + - - - + ay.

Modulo 11, il est congru & la somme alternée ag — a1 + az + - - - + (—1)*ay.
Modulo 7, il est congru a ag + 3a1 + 200 — a3 — g — 205 + g + - - -
Modulo 13, il est congru a ag — 301 — 4y — a3 + 3ag + 4as 4+ a5 + - - -

Démonstration. Modulo 2 et modulo 5,ona 10 =0, 102 =0,....
Modulo 3 et modulo9,ona 10 =1,102 = 1,....etdoncn = ag + - - - + .

Moduloll,ona1l0 = —-1,102 =1, .., 10Fk = (—1)", ... d’ou la troisiéme assertion.
Modulo7,ona10=3,10>?=3>=2,10=2x10 = —1,...
Modulo13,0ona 10 = —3,10°> = (-3)?> = —4,10° = (-3) x (—4) = —1,... n

Remarque. Rappelons que ces criteres de divisibilité donnent un moyen de détecter
des erreurs dans des calculs comportant des additions, des multiplications ou des divi-
sions.
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Si on veut faire la preuve par 9 pour le produit ab = c, on considere la somme a;
des chiffres de I’expression décimale de a et de méme les sommes b; et ¢; pour b et c.
On doit avoir 411 = ¢;. Si cette condition nécessaire n’est pas remplie, il existe obliga-
toirement une erreur dans le calcul. Cette condition n’est évidemment pas suffisante.
Si elle est vérifiée, on ne peut étre certain que 1'opération soit juste.

Pour une divisiona = bg +r,lesnombresa;, by, q1, r1 associésaa, b, g, r devront
vérifier a1 = biqq +11.

Exercice 1. a) Déterminer les facteurs premiers de n = 135135.

b) Pour quelles valeurs de k, le nombre m = 1---1 dont l'écriture décimale
comporte k fois le chiffre 1 est-il divisible par 7 ? Par 13 ?

Solution a) n est divisible par 5, par 9 car 5+ 3 +1+5+3 + 1 = 18 I'est. Il est divisible
par 7, par 11, par 13, comme tout nombre d’écriture aByapy. Le quotient de n par
5x 7 %9 x 11 x 13 = 45045 est visiblement 3 donc n = 32 x 5 x 7 x 11 x 13.

b) Sik =0 (mod6), les criteres de divisibilité par 7 et par 13 sont vérifiés. Sinon, il ne
I'est pas. Donc m est divisible par 7 ou par 13 si et seulement si k est multiple de 6 et
alors m est divisible par 7, 13 et aussi par 11 et 3. Ona 111111 =7 x 13 x 3 x 11 x 37.

Exercice 2. a) Soienta € IN, b € Z. Résoudre ax =b (modn ) oun > 2
b) Soienta € IN*, b € Z, c € Z.Résoudre ax + by = c.
¢) Calculer effectivement les solutions de 522 x 4 2214y = 36.

Solution a) Dans Z/nZ, I'équation se traduit par a x = b.

Sia estinversible, c’est-a-dire sia An = 1, on a dans Z/nZ une solution x = (@)~ ',
unique. Si xg € Z est tel que Xy = (@) ~'b, alors les solutions sont x = xq + kn, ot
k € Z. Pour trouver un inverse de a modulo 7, on peut chercher une relation de Bezout
au +nv = 1etalors (a)~! = u. Pour des petites valeurs de n, on peut utiliser le th. de
Fermat-Euler (12-2) qui dit que a?™ = 1, de sorte que (a) ! =z ~1,

Si a n’est pas inversible, 'équation a des solutions s'il existe x € Z, k € Z tels que
ax +kn = b, c'est-a-dire si b € Za+ Zn = dZ ou d est le pged de a et n. Donc le
probléme a des solutions si et seulement si d|b. Si cette condition est vérifiée, alors
a = day, n = dny, b = dby. On cherche alors x et k tels que a1x + kny = by avec
a; A np = 1, situation étudiée précédemment...

b) Sib = —1, 0 ou 1, la résolution est immédiate. Quitte a changer les signes on peut
supposer b > 2. Résoudre 1'équation revient & résoudre ax = ¢ (modb ), étudiée en a).
o) Ona 52272214 = 18 et 522 x 17 — 2214 x 4 = 18 (11-4, ex. 1). Puisque b = 36 € 18Z,
I’équation a des solutions. En divisant par 18, elle équivaut a 29x + 123y = 2 eton a
29 x 17 — 123 x 4 = 1 donc 17 est I'inverse de 29 module 123. On a donc

29x =2 (mod123) & x=2x17=34(mod123) < ke Z, x =34+ 123k.

On reporte cette valeur dans 29x + 123y = 2. On obtient y = —8 — 29k, d’ou
’ensemble des solutions { (34 + 123k, —8 — 29k) ; k € Z}.

12.2 Théorémes de Fermat-Euler et de Wilson

Proposition. (Fermat)

|| Soit p € N premier. Pour toutx € Z ona x¥ = x (modp).
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Démonstration. K = Z/pZ est un corps. Le groupe K, = {j, ...,p — 1} de ses unités
est d’ordre p — 1. Le th. de Lagrange montre que ¥’ = T pour tout ¥ € K,.On a

donc x? =X pour tout ¥ € K, y compris pour ¥ = 0. [

Corollaire. (Wilson)
Pour que p > 2 soit un nombre premier, il faut et il suffit que
(p—1)!'=-1(modp).

Démonstration. Supposons p premier. Si p = 2,alorsona (p—1)! =1=—1(mod2).
Supposons p > 3. D’apres le th. de Format, le polynome X” 1 _ 1 admet pour racines
1,...,p —1dansle corps K = Z/pZ. 1l se factorise donc sous la forme:

XP1-T1=(X-1)(X-2)(X—-(p—1)).
L’égalité des termes constants donne :

—TI=(-1)P"Ux2x---x(p—1) dot —1=(p—1)! (modp).

Réciproquementsiona (p—1)! = —1 (mod p ), aucun entier k tel que 1 < k < p
ne peut diviser p, sinon étant diviseur de (p — 1) ! il diviserait 1. Donc p est premier. m

Proposition 2. (Fermat-Euler)

H Soitn > 2 entier. Pour tout k € Z, premier avec n, on a ko) =1 (modn ).

Démonstration. Cette généralisation du th. de Fermat, due a Euler, se démontre de la
méme fagon. Le groupe (Z/nZ)., est d’ordre ¢(n). D’apres le th. de Lagrange, pour

tout k inversible, c’est-a-dire tel que k An =1,0n a FP(H) =1. ]

Exercice 1. Quel est le chiffre des unités de N = 2719%,

Solution. Nous voulons connaitre le reste de la division par 10 de ce nombre. On a
27 =7 (mod 10) et donc N = 7" (mod 10). On a ¢(10) = ¢(2)¢(5) = 4. Comme
7 A10 = 1, le th. de Fermat-Euler donne 7* = 1 (mod 10 ). Par division 1995 = 44 + 3.
Onadonc N = 74+3 = [(74)1]7% = 73 = 49 x 7 = 3. Le chiffre des unités de N est 3.

Exercice 2. a) Soit K un corps fini commutatif. Montrer que le produit des éléments
de K. est -1 (généralisation du th. de Wilson).

b) Soit p = 2k + 1 un nombre premier congru a 3 (mod 4 ). Montrer que le produit
N des nombres xz—i—yz,oﬂo <x<2k,1<y<kestcongrual (modp).

Solution. a) Sur le corps K, le polynome X? — 1 a deux racines évidentes 1 et —1
(avec —1 = 1 si et seulement si caract(K) = 2). Sur un corps un polyndme de degré
2 a au plus 2 racines donc 1 et —1 sont les seuls éléments de K, tels que x ! = x. Si
on regroupe les autres éléments de K. par couples {x,x !} inverses, on voit que le
produit de ces éléments est 1. Le produit de tous les éléments de K. est donc —1.

b) L'expression, produit d’entiers sommes de deux carrés, nous oriente vers ’anneau
A = Z +iZ des entiers de Gauss. D’apres 11-6, cor. 1, si p = 3 (mod 4 ), alors p est
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irréductible dans A, le quotient K = A/pA est un corps possédant p? éléments, classes
dex+iy,ou 0<x<p—1=2ket0<y <p—1=2k ouencore —k < y < k. D’apres
a), le produit de toutes les classes non nulles est —1. Pour y = 0, on obtient pour pro-
duit la classe de 1 X - - - x (p — 1). Dans les autres termes, ot y # 0 en regroupant les

termes conjugués, on trouve [J(x?> +y?) = N.Onadonc N(p—1)! = -1+ (« +iB)p,
ou (v +iB) € A. On a nécessairement, p = 0. D’apres le th. de Wilson,
(p—1)!=—-1(modp)donc N =1 (modp).

Notons quesip =1 (mod4),ona N =0 (modp) car p = a*> + b* avec0 < a. < bet
donca < ,/p < pT_l = k. Le produit N contient donc a? +b> = p.

Exercice 3. Soient p > 3 premier, x1,...,x, -1 € Z non divisibles par p. Notons
Ql’ensemble {—1,1}P"1 des w = (ey,.. .,€p—1) oltg; = £1 pour tout i.
a) Démontrer la formule de C. Pop:
1) Z e1--gpq(e1x1 + -+ sp,lxp,l)"’_l =(p—1)12" 1xg - “Xp_1 .
we)
b) Montrer que I'un des nombres €1x1 + - - - + €,-1X, 1 est divisible par p.

Solution. a) €1 - - - £, 1(e1x1 + - + €, 1%y 1)P

_ (P=D! 4 ip-1 iy ip-1
—' Z Sl“‘f:p,lﬁsl N +£p 1x1 ~~xp_1.
ity =p—1 1 p-1

. j i_ ..
En regroupant au premier membre de (1) tous les termes contenant x’! - - - x” 1, celui-ci
group p 1 p—1

o - i) 1+1 .
est multiplié par ) ,,cq 8111+1 oo te ;711 . Quand on somme ce terme par rapport a €1,

les autres ¢; étant fixés, on obtient zéro si i1 + 1 est impair. De méme ensuite pour les
sommations par rapporta €, ..., €,-1 . Les seuls termes restant sont ceux pour lesquels
i + 1 est pair, soit iy 1mpa1r pour toutk=1,...,p—1.Commei; +---+i,_ 1 =p—1,

nécessairement, iy = - - - = i,_1 = 1. Pour le terme correspondant on a:
i+l lp 1+1 _ -1 (p—1)! _
Ze ce Zl—card =2F , ﬁ—(pfl)'
we) weN : :

et x? . 'x;”j =x1---xp_1,d’oit la formule.

b) Raisonnons par I'absurde. Supposons qu’aucun des nombres e1x1 + -+ + €, 1Xp 1
n’est divisible par p. On a (e1x7 4 -+ +€,_1x,-1)’"! = 1 (modp) d’apreés le th.
de Fermat. Le premier membre de la formule est congrua ) ,cqé1---€p—1 = 0. Au
second membre, on a 2°~! = 1 (th. de Fermat), (p — 1)! = —1 (th. de Wilson) et

X1+ Xxp_1 # 0car Z/pZ est un corps. C’est absurde. Donc p divise I'un des termes.

Application a la cryptographie. En 1975, W. Diffie et M. E. Hellman, professeurs a
Stanford University démontraient I'existence de codages qui demanderaient des cen-
taines d’années de calcul sur ordinateurs pour étre déchiffrés par un intercepteur. En
1977, R. L. Rivest, A. Shamir, L. Adleman du MIT eurent I'idée de réaliser effectivement
un tel codage, dit RSA, en s’appuyant sur le fait que pour calculer les facteurs premiers
p, 9, d'un nombre N = pg donné (ol1 p, g4 sont premiers inconnus) il faut des dizaines
ou des centaines d’années de calcul sur ordinateur si p, 4 ont environ 100 chiffres dans
leur expression décimale.

Supposons qu'un réseau E de personnes veuille communiquer secrétement. Le chef
du réseau choisit deux ou trois nombres premiers p; ... p,, distincts, tres grands (plus
de 100 chiffres par exemple) et calcule N = p; - - - p, et ¢(N). Pour chaque membre A
duréseau, il choisites € Z premier avec ¢(N) etil déterminedy € N tel queeqds =1
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modulo ¢(N) (par exemple en calculant par 'algorithme d’Euclide une relation de
Bezout entre e4 et ¢(N)). Il garde secret ¢(N) et publie dans un annuaire transmis aux
membres du réseau, N et la liste des codes expéditeurs e4 des divers membres (clés
publiques). Par contre, chacun conserve, connu de lui seul, son code confidentiel d 4.

Voici comment fonctionnera le réseau de communication. Si A veut expédier un
message M a B, il remplace les caractéres de M par les nombres qui les codent, par
exemplea <— 1,b < 2,... Pour des textes longs, on les découpe en suites de chiffres de
longueurs inférieures a 100. Cette suite M est un nombre premier avec N.

L’expéditeur A calcule le reste X modulo N de M. Il le transmet a B. Quand B le
recoit, il calcule le reste modulo N de X9 = Mesds, C’est le message M, pour la raison
suivante : puisque epdp = 1 (mod ¢(N) ), il existe k € Z tel que egdp = 1+ ke(N) et
ona M®% = M[M?N)k = M d’apres le th. de Fermat-Euler.

Notons que si A veut signer son message, 1’authentifier, il lui suffit de chiffrer son nom.
Si Y4 est le nombre obtenu, il transmet le reste modulo N de YZA = Z. Le receveur
calculera le reste de Z°4 modulo N. Ce sera la signature Y4.

C’est sur ce principe que fonctionnent les cartes bancaires et leurs codes Le chef de
réseau est la banque. Le code secret de la carte d4 est connu du seul titulaire. Par la
procédure que nous venons de décrire, la banque vérifie que 1'identité de la personne
est bien conforme a celle qui est lue sur la carte bancaire.

L'utilisation d’un codage RSA suppose que l'on sache déterminer des nombres pre-
miers grands. Pour ce faire une idée sur la primalité d’un grand nombre impair #, on
pourra le diviser par les entiers impairs jusqu’a une valeur assez petite pour que le
volume des calculs soit raisonnable. Si n n’est divisible par aucun de ces nombres, on
examinera si 2”1 ,3"~! sont divisibles par n (sur un ordinateur, vérifier si a1 —1est
divisible par n n’est pas difficile, méme quand  est tres grand). Si c’est le cas, sans avoir
une certitude, il sera assez probable que n est premier. On pourra alors entreprendre
une vérification systématique de la divisibilité par les entiers premiers inférieurs a /7.

12.3 Résidus quadratiques

Définition.
Soit p un nombre premier. On dit que k € Z est un résidu quadratique modulo p s’il
existe x € Z tel quek = x> (mod p).

Cela signifie que k est un carré dans le corps Z/pZ. La résolution d’équations de
congruences du second degré
ak* +bk+c=0(modp).
olta,b,c € Z sont donnés, équivaut a résoudre, sur le corps K = Z/pZ, I'équation
aX*+bX+c=0.

Supposons p # 2.Sia # 0, le trindme prend la forme canonique

A 5\ B —dac
_ C _ — 44cC

<A . . 72 — p . R
Le trindme aura des racines si A = b~ — 4ac est un carré a>. Un corps étant integre,
(X —a)(X + a) a alors deux racines « et—a dans Z/pZ. L'équation de congruence a
deux classes de solutions modulo p. Il est utile de caractériser les carrés dans Z/pZ.
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Proposition. (Euler)
Soit p > 2 un nombre premier. Considérons x € Z/pZ. distinct de 0.
(i) X estun carré si et seulement si x =1 (modp).
(ii) Six n’est pas un carré on a x =1 (modp).
Démonstration. Puisque K = Z/pZ est un corps, le groupe K, est cyclique (10-7,

cor.1). Son ordre p — 1 pair est divisible par 2. D’apres 3-3, prop., il existe dans K, un
unique sous-groupe d’ordre m = L= ! a savoir:

ek, |Igek, P=%}={Tek |37 =1}.

ce qui prouve ’assertion (i).
(ii) De méme, K, possede un unique sous-groupe d’ordre 2, qui est {1, —1 } donc

(1,-1}={rcK, |®=1}={¥cK. |FjcK 7T =%}.
ce qul montre que y t est égal a 1 ou —1 pour tout ¥ € K. . Compte tenu de (i),
y
Définition.
Soient p un nombre premier impair et a € IN. On appelle symbole de Legendre le
a

p1
7 = —1 si et seulement si j n’est pas un carré. n

nombre égal a 0 si p divise a, égal sinon a 1 ou —1 selon que a est un résidu

quadratique modulo p ou non.

Exercice 1. Soit p premier.

a) Si p est dela forme 3k + 1, montrer que les cubes de (Z/pZ). sont caractérisés
par la condition X¥ = T. Généraliser.

b)SimA(p—1) = 1,combieny € (Z/pZ) a-t-il de racines m*™* dans (Z /pZ.).. ?

Solution. a) Si p = 3k + 1 est premier, k divise ’ordre du groupe cyclique (Z/pZ).
I1 existe donc dans ce groupe un unique sous-groupe H d’ordre k, soit :

H={x¢c(Z/pZ). |3y (Z/p2). §*=%}={%c(Z/p2).|x'5 =1}.
Généralisons. Si p = ak + 1 est premier, les éléments X € (Z/pZ), qui sont des puis-
sances a®™s sont ceux qui vérifient * = 1. Plus généralement, si K est un corps fini
commutatif, dont le cardinal est de la forme ak + 1, la méme caractérisation existe.
b)SimA(p—1) =1,x — x" est un automorphisme du groupe cyclique (Z/pZ)
(3-2, cor.2). Tout y € (Z/pZ)+ a une unique racine m*™¢ dans (Z/pz)..Siy = 0, c’est
encore vrai car un corps est integre.

Exercice 2. Pour quels p > 2 premiers, —1 est-il un résidu quadratique ? Soit
n € IN. Montrer que tout facteur premier impair de n? + 1 est de la forme 4k + 1.

Solution. (-1)'7 =1 « ez El=2k & KeZ p=4k+1.

Ainsi, X% +1 est irréductible dans (Z/pZ)[X] si et seulement si p est de la forme
4k +3.Sip = 2 ousi p est de la forme 4k + 1, alors X? + 1 est produit de deux facteurs
de degré un. Cela recoupe ce que nous avons vu dans I'anneau des entiers de Gauss:
on a alors p = a2 + b2, avec a # 0etb # 0 car p est premier. Dans Z/pZ, on a

(E(E)’1>2 = —1. (Voir aussi 10-7, ex. )

p est facteur premier de n% + 1, si 72 = —1 dans Z/pZ, soitsip =1 (mod4).
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12.4 Nombres premiers

Il existe un algorithme (le crible d’Eratosthéne) pour déterminer dans IN la suite
des nombres premiers inférieurs a un nombre donné N. Il consiste a rayer dans la liste
1,...,N les multiples de 2, puis de 3 et ainsi de suite. Quand on rencontre un entier
qui n’est pas encore rayé, il est premier. On supprime ses multiples de la liste et alors
apparait, non rayé, le nombre premier suivant.

Exercice 1. Vérifier que 401 est un nombre premier.

Solution. Inutile d’écrire les 401 premiers entiers et d’appliquer le crible d’Eratosthene :

sin > 2 est composé, il existe a < b tels que n = ab, d’ott a < /n. Il suffit d’examiner
si les nombres premiers p < E(y/n) ) divisent n. Pour n = 401, il suffit de considérer les
nombres premiers p < 20. Pour 2, 3, 5, 7, 11, 13 les critéres donnés en 12-1 échouent.
Or 17, 19 ne divisent pas 401 car 401 = 2 x 20 +- 1 est congru a 2 + 1 = 3 modulo 19 et
a2 x3+1=7modulo 17. Donc 401 est premier.

Théoréeme 1. (Euclide)

H L’ensemble P des nombres premiers est infini.

Démonstration. Supposons P fini, d’éléments py,...,pr. D’apres 11-4 ou 11-5,
N = (pop1---pkx) + 1 possede un facteur premier p. Or p ne peut étre dans la liste
po,--., Pk sinon divisant N et (pop1---pk), il diviserait leur différence 1. C’est
absurde. [ |

Exercice 2. En adaptant le raisonnement d’Euclide montrer qu’il existe une
infinité de nombres premiers de la forme 3k + 2.

Solution. Raisonnons par l'absurde. A part 3, aucun nombre de la forme 3k n’est
premier. Tout nombre premier p > 3 est donc congru a 1 ou a 2 modulo 3. Suppo-
sons qu’il n’existe qu'une famille finie {p1,..., px} de nombres premiers de la forme
3k + 2. Posons N = (p1---px)>+1.Modulo3 ona (p;---pi)*> = 1 et N = 2. Donc 3
ne divise pas N. Si la décomposition en facteurs premiers N = q; - - - §,; ne comprenait
que des facteurs de la forme 3k + 1, on aurait N = 1. Donc, au moins un des facteurs
premiers g; de N est de la forme 3k + 2. Ce nombre g; est distinct de py, ..., pk car ces
nombres ne divisent pas N. L'hypothese faite est donc absurde.

Théoreme 2. (Euler)

. 1 . . .
H La série 2 — des inverses des nombres premiers est divergente.

Démonstration. Raisonnons par I'absurde. Notons p; < --- < p;; < -- - la suite infi-
[ee]
nie des nombres premiers. Supposons que la série Z o converge. Il existerait alors
m=1 rm
S | 1
k€ N*telque ) — < ~.Pourtoutx € N*, partageons {n € N* | n < x} en deux
m=k+1 Pm 2
classes :

- 'ensemble A, des n dont tous les facteurs premiers appartiennent a {p1, ..., pr},
- I'ensemble B, des n qui possedent au moins un facteur premier p,, avec m > k + 1.
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Soit n € By, tel que pyyq divise n. On a pry; < n. Puisque n < x, il existe au
X 214 A . . X 214
p¥u§ P éléments de ce type dans B,. De méme, il existe au plus i éléments de By
divisibles par pj,,, etc. On a donc:

card (By) SL—I—L%---- <X
Pkl Prs2 2
Les éléments de Ay, sont des entiers n < x ayant une décomposition en facteurs
premiers de la forme n = pi'---p*. Si on fait apparaitre le plus grand carré
possible, on obtient n = mzp‘lxl . p,"{‘k oua; =0 oulpouri=1,...,k Pour construire
un élément 1 de A,, on doit donc donner m avec m? < n < x, d’ott m < Vx, etla
suite aq, ..., ax dans {0, 1}, ce qui laisse 2k possibilités. Finalement, pour tout x € IN on

obtient, x = card (Ay) + card (By) < g_'_ \/§2k dou +x< ok+1

C’est absurde car la fonction x — /x n’est pas bornée sur IN. ]

12.5 Nombres de Mersenne, nombres de Fermat

En 1640, Fermat avait affirmé, tout en précisant qu’il ne pouvait pas le prouver,
que tous les nombres F, de la forme 22" 41 devaient étre premiers. C’est bien le cas
pour k = 1,2,3,4. Au siécle suivant, Euler montra que 5 = 22 4 1 n'est pas premier.
Actuellement, on ignore s'il existe d’autres nombres de Fermat premiers en dehors de
F,F, B, Fy (mais pour 5 < k < 20 l'utilisation de I'ordinateur a permis de vérifier
qu’ils ne sont pas premiers).

Pour construire de grands nombres premiers, Mersenne, contemporain de Fermat,
avait suggéré de considérer les nombres M, = 2" — 1 avec r appartenant a ’ensemble
P des nombres premiers. On ne peut espérer que M, soit toujours premier puisque
My = 2047 = 23 x 87 mais Mersenne avait montré que M, est premier pour r =
2,3,5,7,13,17,19,31,127, oubliant certaines valeurs de r inférieures a 127, a savoir 61,
89, 109. Généralisons la notion de nombre de Mersenne.

Proposition.
Soitr € P.
(i) Tous les facteurs premiers de M, sont de la forme kr +1 otk € IN.

(ii) Plus généralement, considérons x,y € Z distincts. Tout facteur premier de
y" — x" est soit un facteur premier de y — x, soit de la forme kr 41 otk € IN.

(iii) Pour tout x € Z, tout facteur premier de (x +1)" — x” est de la forme kr + 1.
Inversement, pour tout p € P de la forme kr + 1, il existe x € Z tel que p soit un
facteur premier de (x +1)" — x".

Démonstration. Soit p un facteur premier de 2" — 1. Dans Z/pZ on a2’ = 1.1l en
résulte que l'ordre de 2 € (Z/pZ). divise r. Comme r est premier, 2 est d’ordre r.
D’apres le th. de Lagrange, cet ordre divise ’ordre p — 1 du groupe (Z/pZ)..

(ii) Considérons x,y € Z et un facteur premier p de y” — x". Dans Z/pZ onay’ =x'.
Ecartons le cas ou ¥ = ¥, c’est-a-dire ou p divise y — x. On ne peut avoir x = 0 car
Z/pZ étant un corps, on aurait également y = 0. De méme, j # 0. Dans le groupe
(Z/pZ). ona (y(x)7')" =1, avecy(x)~! # 1. Comme en (i), on voit que I'ordre de
y(x) ! est r. Donc r divise I'ordre p — 1 du groupe (Z/pz). d’apres le th. de Lagrange.

(iii) D’apres (ii), tout facteur premier de (x + 1)" — x” est de la forme kr + 1. Comme
Z/pZ est un corps, (Z/pz). est un groupe cyclique d’ordre p — 1. Puisque r divise
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p — 1il existe dans (Z/pZ). un unique sous-groupe H d’ordre r. D'aprés 3-3, prop.,
H est cyclique. Soit i € H d’ordre r et posons x = (h — 1), Alors h = (¥ + 1)x ! est
d’ordre r. Tout x € Z représentant de ¥ sera tel que p divise (x +1)" — x”. n

Exercice 1. Soient r € P, r' € P distincts. Montrer que pour tout x € Z, les
facteurs premiers de (x +1)" — x" etde (x +1)" — x” sont deux familles disjointes.
En particulier, les nombres de Mersenne M, et M, sont premiers entre eux.

Solution. S'il existait p € P tel que (X+1)" = X" et (Xx+1)" = X" dans Z/pZ,
en utilisant la relation de Bezout ru + v = 1, on obtiendrait (x +1)™ = x" et
(x+1)"" =x"? d’ou, en multipliant membre 8 membre, X +1 = X ce qui est absurde.

Exercice 2. Soit r € P. Montrer que 'ensemble E des nombres premiers de la
forme kr + 1, ot k € IN, est infini.

Solution. D’apres la proposition, E est non vide. Supposons E fini, d’éléments
p1,--., Pk Posons x = p1---pyetn = (x+1)" — x". Tout facteur premier g de n est
de la forme kr + 1 et donc élément de E. Or, g est distinct de py, . . ., pr, qui ne sont pas
des diviseurs de n. C’est absurde.

Exercice 3. (Test de Lucas-Lehmer) Considérons u = 2 + V3, v =2 — /3. Pour
tout n € N posons s, = u?" +0%".

a) Montrer que (s,,) est une suite d’entiers et que s, = s5 — 2.

b) Montrer que si le nombre de Mersenne M,, divise s, 5 alors M, est premier.

m
Solution. a) Ona u™ + 0" = ) ck 2"k [(v/3)F + (=1)F + (v/3)%] pour tout m € N.
k=0

Pour k impair, le crochet est 1’11_11 et pour k pair c’est un entier donc s, est un entier.
2n+1 + vzrﬁrl + 2 _ Sn+1 + 2
b) Raisonnons par I'absurde. Si M, n’est pas premier, il existe ¢ € P qui divise M,

avec g < /My, soit q2 < 2P — 1. Par hypothese, M, divise Sp—2- Il existe donc k € IN
2r-2 2r—2
+o

Comme uv = lona s2 = u

tel que sy, = u = gk, d’ol1 en multipliant par u??,
(1) w1 = qkupr2

Les deux membres appartiennent a 'anneau A = Z+/3 Considérons l'idéal gA et
l'anneau quotient B = A/gA. Soit « la classe de v/3 dans B. On a a # 0. Les
éléments de B sont X + & ot X, ¥ sont dans ’ensemble des classes 0, ..., q — 1. Donc
B possede ¢ éléments. D’apres (1), 72 = —Tdoncii € B, est d’ordre 27. Le th. de
Lagrange montre que 2P|[B, : 1] < g*> —1 < 27 — 2, absurde. Donc M), est premier.
(La réciproque est vraie : si M, est premier, on montre que Mp|s,_2.)

Remarque. Depuis Mersenne, les nombres de Mersenne ont fourni les plus grands
nombres premiers connus. Actuellement, avec la puissance des ordinateurs, on peut
appliquer le critere de Lucas (1878) a M, jusqu’a de tres grandes valeurs de r. En nov.
97, le 36° nombre de Mersenne premier a été découvert. C’était le plus grand nombre
premier connu a cette date. Mais on ne sait pas si I’ensemble des r € P pour lesquels
M, est premier, est infini. On ne sait pas davantage si son complémentaire est infini.
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12.6 Un pas vers le théoreme de Dirichlet

Proposition. (Cas particulier du th. de Dirichlet)

Considérons un entier a > 2 et le polynéme cyclotomique ®,(X).

(i) Pourtoutn € Z\ {—1,0,1} les facteurs premiers de ®,(n) sont soit des facteurs
premiers de a, soit de la formeka + 1, otk € IN.

(ii) II existe une infinité de nombres premiers de la forme ka + 1.

(iii) Pour tout nombre premier p de la forme ka + 1, il existe n € Z tel que p soit
facteur premier de ®,(n).

Démonstration. D’apres 10-6, prop., on a ®,(n) € Z car ®,(X) € Z[X] et O,(n) > 2.
Soit p un facteur premier de ®,(n) = n?@ + ... 4+ 1. Dans Z/pZ on a ®,(7) = 0 donc
71 est racine de X? — 1. Si la caractéristique p du corps Z/pZ ne divise pas a, alors 11
engendre un sous-groupe cyclique d’ordre ade (Z/pZ). (10-7, prop. D’apres le th. de
Lagrange, a divise [(Z/pZ). : 1] = p — 1 donc p est de la forme ka + 1.

(ii) Soit F = {q1,...,9m} l'ensemble des facteurs premiers de a. Supposons que
I'ensemble E des nombres premiers de la forme ka + 1 soit fini, d’éléments py, ..., ps.
Considérons n = (g1 - - - gm)p1- - - ps- D’apres 10-6, prop., ona ®,(n) > 2 et P,(n) =1
modulo p; pour tout i et modulo g; pour tout j (car ®,(0) = 1). Soit g4 un facteur
premier de ®,(n). On a ®,(n) = 0 (modg). Onadoncg ¢ E,q ¢ F. D’apres (i),
q € E. C’est absurde.

(iii) Considérons le corps K = Z/pZ. L'ordre p — 1 du groupe cyclique K, est divisible
par a. Il existe donc un unique sous-groupe H de K. d’ordre a et H est cyclique. Soit
n € Z tel quen soit un générateur de H. D’apres 10-7, prop., on a ®,(71) = 0 ce qui
signifie que p divise ®,(n). ]

Remarque. Plus généralement, DIRICHLET a montré en 1837, en utilisant les fonctions
d’une variable complexe, c’est-a-dire I’analyse complexe, le théoreme suivant :

Considérons deux entiersa > 1 et b > 0 deux entiers premiers entre eux. Il existe
une infinité de nombres premiers de la forme ka + b ou k € Z.

Les méthodes d’analyse complexe ont permis de résoudre d’autres problemes
difficiles, notamment le suivant. Notons 7(x) le cardinal de I’ensemble des nombres
premiers majorés par x € IN. Gauss et Legendre avaient conjecturé (fin du 18° siecle)
que 7(x) ~ 7 quand x tend vers +oo. Les travaux de TCHEBYCHEV (1851), de
RIEMANN (1859) puis de HADAMARD et DE LA VALLEE POUSSIN ont démontré
completement ce résultat. Il en résulte que py ~ klnk ot py désigne le k™ nombre
premier.

Corollaire.

Soit n € Z pair. Tout facteur premier de n% 41 est de Ia forme m2*! + 1. Cela

s’applique notamment aux nombres de Fermat F, = 22 41,

Démonstration. Posons a4 = 25*1 et ¢ = exp(i%f). Les racines a®™ primitives

de l'unité sont de la forme %, ot &« € {0,...,a — 1} est premier avec 21 est-a-

dire non divisible par 2. Leur ensemble A, est donc le complémentaire dans U, de

{1,8%,¢% % ...} = Uy, d’ou I'expression du polynome cyclotomique ®yi:1(X) (voir
également 10-6, ex. 2) :

X -1

q)2k+1 (X)

_ _ ~ra/2 2k
_X“/z—l_X +1=X" +1.
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Ainsi, F, = 22° +1 = ®y..1(2). D'apres la proposition, les facteurs premiers de @, (1)
sont soit de la forme m2¥*t1 4 1, soit diviseurs de 251, ¢’est-a-dire égaux a 2. Comme
D11 (1) est impair quand 7 est pair, ce dernier cas ne se présente pas. n

Exercice 1. Montrer que le nombre F5 n’est pas premier (dt a Euler).

Solution. Pour k = 5, ona F5 = 2% 4+ 1 = 4294967297. D’apres le corollaire, pour
voir que F5 n’est pas premier, il suffit d’examiner si les nombres premiers de la forme
m2 +1 = 64m + 1, inférieurs a /F5, divisent F5. Modulo 3 on a 64 = 1. Donc
pour m = 2 (mod3) on a 64m + 1 divisible par 3, et de ce fait non premier. On a
64 = —1 (mod5) donc pour m = 1 (mod5), 64m + 1 est divisible par 5 et de
ce fait non premier. Pour m = 3,4,7,9 le nombre 64m + 1 est premier mais ne di-
vise pas F5. Mais pour m = 10, le nombre 10 x 64 + 1 = 641 est premier et il di-
vise F5 = 641 x 6700417. Donc, contrairement a ce que pensait Fermat, F5 n’est pas
premier.

Exercice 2. Montrer que pour tout k > 0, il existe une infinité de nombres pre-
miers dont I’écriture décimale contient k zéros consécutifs.

Solution. D’apres la proposition, il existe une infinité de nombres premiers de la forme
m10K+1 + 1 de la forme voulue.

12.7 Equations diophantiennes

Proposition 1.

Pour que (x,y,z) € IN? soit solution de I’équation de Diophante

1) oyt =22,
il faut et il suffit qu’il existe d € IN et u,v € IN, premiers entre eux, tels que (x,y,z)
ou (y,x,z), soitégal a (d(u*> —v?), 2duv, d(u* +v?)).

Démonstration. La condition est suffisante car [d(u? — v?)]? + [2duv]? = [d(u® + v?)]>.
Montrons qu’elle est nécessaire. Ecartons les solutions ot 'une des variables est nulle,
qui sont de la forme indiquée. Si x, vy, z vérifient (1), en les divisant par leur pged on
obtient une autre solution. On peut donc se contenter de chercher les solutions dites
premiéres ou x,Yy,z sont premiers dans leur ensemble. Les autres solutions s’obtien-
dront en les multipliant par un entier d € IN*.

Soit (x,y,z) une solution premiere. Alors (x,y,z) sont deux a deux premiers entre
eux car un nombre premier qui divise deux des nombres divise 1’autre d’aprés (1). En
particulier, il est impossible que deux de ces nombres soient pairs. D’autre part, x et y
ne peuvent étre impairs tous les deux, sinon on aurait x> = 1 (mod4),y* = 1 (mod 4 )
d’ot1 22 = x? + y?> = 2 (mod 4) et alors 2 diviserait z et on obtiendrait z> = 0 (mod4),
absurde. En résumé, pour une solution premiere, on a x impair y pair z impair ou
bien x pair y impair z impair. Quitte & changer de notation, nous supposerons x impair
et y pair.

Soient (x,y,z) premiers dans leur ensemble. Posons X = oY = % Ce couple de
rationnels est écrit sous forme réduite, ce qui signifie que les fractions qui expriment
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initialement X et Y ont été simplifiées, puis réduites au plus petit dénominateur
commun qui est le ppcm des deux dénominateurs. Cette forme réduite est unique.

On a x> +y*> = 2% si et seulement si X*> + Y? = 1. Nous cherchons donc des
points de coordonnées rationnelles sur le cercle trigonométrique, plus précisément sur
le quart de cercle X = £ > 0, Y = £ > 0, avec ici x impair. Or ce quart de cercle admet
le paramétrage rationnel, ou ¢ G]O, 1 [,

1—#2
X=cos=— |, Y:sin(?:i.
1+¢2

Sit € QonaX,Y € Q. Réciproquement, si X,Y € Q, alors 2= ﬁ—i € Q et donc

P = %(1 + tz)Y € Q. Ainsi, pour connaitre les solutions premieres (x,y,z) de (1), il

suffit de choisir t € Q et alors x,y,z seront déterminés par le fait que X = 7, Y = %

avec xy, z premiers dans leur ensemble et x impair. Pour cela, on choisitv € IN, u € IN*
premiers entre eux et t = % Ona

- 1—¢2 u? — 2 2t 2uv

= Y: = .
1+ w402

X — —
1+ u?+0?

Vérifions que u? —v%, 2uv, u? + v? sont premiers dans leur ensemble. Ils seront alors
égaux a x,y, z par unicité de la forme réduite de X et Y. Soit p un diviseur premier des
trois nombres. Alors p divise (1% + v?) + (1% — v?) = 2u? et (1?4 v?) — (u? — v?) = 202
Si on suppose p # 2, on obtient p|u et p|v. C’est exclu car u Av = 1. Donc p = 2. Le
fait que 2 divise u? + v? nécessite que u et v soient de méme parité. On ne peut avoir
u et v pairs puisque u Av = 1.Onadoncu = 2k+1,v = 2m + 1 et donc u? — v =
4k + 4k* — Am — Am?, 2uv = 2(1 + 2k + 2m + 4km) , u® + 0* = 2+ 4k + 4k> + 4m + 4m>.
On peut simplifier par 2. On obtient des nombres premiers dans leur ensemble qui
seront donc égaux a x, y, z par unicité de la forme réduite de X et Y. On obtient x pair ce
qui est exclu. Le facteur 2 est a rejeter et les trois nombres considérés sont effectivement
premiers dans leur ensemble, égaux a x, y, z. Pour toute solution premiere (x, y,z), avec
x impair, y pair, on a z impair et il existe donc u € IN*, v € IN*, uniques, avecu Av = 1

tels que x = u? — v?, y = 2uv, z = u®> + v n

Définition.

On appelle équation diophantienne, une équation p(X,Y,Z) = 0 ou les inconnues
X, Y, Z sont des entiers et ot p est un polynéme de plusieurs variables, a coefficients
entiers.

Remarques. Ce vocabulaire doit son mom a DIOPHANTE, mathématicien qui vivait
a Alexandrie aux environs de I'an 300. Il a laissé un traité qui résout I’équation (1) et
certaines autres. Mais ce type d’équation a une longue histoire qui remonte jusqu’aux
égyptiens, babyloniens et grecs. Pythagore en aurait déja donné certaines solutions
x=2n+1,y=2n>+2n,z=y+1.

La méthode géométrique que nous avons employée pour résoudre (1) est appli-
cable a d’autres équations p(X,Y,Z) = 0. Il suffit que p € Z[X] soit un polyndme
homogene tel que la courbe plane d’équation p(x,y,1) = 0 posseéde un bon para-
métrage rationnel. C’est le cas par exemple des courbes algébriques de degré 3 ad-
mettant un point double. En les coupant par des droites de pente variable t, issues
du point double, on obtient dans 1"équation aux abscisses, une racine double due au
point double et une troisiéme racine fonction rationnelle de t. Par exemple les cubiques
classiques : cissoide, strophoide, folium de Descartes, etc. sont de ce type.
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Proposition 2. (Fermat)

2 4

Les équations diophantiennes x* +y* = 22 et x* +y* =z

non triviale.

n’ont pas de solution

Démonstration. Il suffit bien stir de démontrer que la premiére de ces équations n’a
pas de solution telle que xyz # 0. La démonstration est une illustration de la méthode
de descente infinie de Fermat. Raisonnons par 1’absurde. Supposons que 1'ensemble E
des (x,y,z) € (IN*)3 telles que x* + y* = z? soit non vide. Considérons une solution
pour laquelle z € IN* soit minimum. On va arriver a une contradiction en construisant
une autre solution pour laquelle z soit encore plus petit.

Notons que x, v,z sont premiers dans leur ensemble (sinon, d = pged(x,y,z) > 1
et %, %, % constituent une solution non triviale avec % < z. D’apres la proposition 1,
il existe des entiers 0 < v < u. avec u A v = 1 tels que

x? = 2uv , y2:u2—02 , z=u?+70%.

(Si y était pair et x impair, on échangerait les notations). Alors, u est impair. En effet si
u était pair, alors v serait impair car u A v = 1 et on aurait y> = —1 (mod 4 ), ce qui est
impossible car modulo 4 un carré y? est congru a 0 si y est pair et a 1 si y est impair.
Ainsi, u est impair et v est pair. Eton a:

P +12 =12,
avec u, v,y premiers dans leur ensemble car u A v = 1. D’aprés la proposition, il existe
des entiers r,s tels que r As = 1 et:

v =2rs , ]/:7’2—52 , u=r>+s>.
Onax? = 2uv = 4rs(s* +12). Puisquer As = 1,onarA (s> +12) =1,sA (s> +12) = 1.
Donc nécessairement, r, s, s> + > sont tous des carrés: il existe «, B, v entiers tels

que r = a2 s = ﬁz , 24+ = ’yz, d’ou tx4+/34 = ’yz. On a obtenu une
solution, avec 0 < 7 < z. Eneffetona a # 0 (sinon x = 0), B # 0 de méme. Et
Y? = 8?4+ 1* = u < u?> + v> = z. D’ot1 la contradiction annoncée. [

Remarque. Fermat indiquait dans la marge du traité de Diophante, qu’il savait prou-
ver que pour tout n > 3 l'équation diophantienne x" 4 y" = z" n’avait pas de so-
lution non triviale. Jusqu’en 1995, personne n’a pu le prouver, malgré des recherches
intenses. La démonstration enfin donnée par Wiles en 1995, utilise des outils classiques
introduits au siecle dernier (théorie des fonctions elliptiques) et des théories récentes
et difficiles.

Exercice 1. Soit p un nombre premier. Siona p = 3 (mod4 ), montrer que
l'équation diophantienne x> + y? = pz? n’a pas de solution non triviale.
En est-il de mémesip =2ousip =1 (mod4)?

Solution. Si (x,y,z) est solution, on aura x>+ > = 0 dans Z/pZ. Si on avait
X #0ety #0,alors —1 = (&)—2# serait un carré. D’apres 12-3, ex. 2, cela est
exclu. Dong, par exemple ¥ = 0 et donc x = px; . En reportant dans 'équation, on
voit que p divise y donc y = py; et on obtient p(x} + y7) = z2. On en déduit que
z = pzy, d’ott x3 +y2 = pz3. Ainsi (x1,y1, z1) est une solution dont tous les termes sont
strictement inférieurs & ceux de (x,y,z). On peut appliquer le principe de descente
infinie de Fermat. On voit que cette équation ne peut avoir de solution non triviale.

Sip=2ousip=1(mod4),il existe a,b € N tels que p = a> + b (11-6, cor. 2). En
posant x = aX +bY,y = —bX +aY, on obtient X? + Y? = z2 qui admet une infinité
de solutions. L'équation étudiée a une infinité de solutions. ..
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Exercice 2. Montrer que 1'équation x> + y> = xyz a beaucoup de solutions en
nombres entiers (alors qu’au premier coup d’oeil on pourrait la croire voisine de
x> + 1 = 23 qui n’a pas de solution non triviale d’apres le th. de Fermat-Wiles).

Solution. On peut se contenter de chercher les solutions avec (x,y,z) premiers dans

leur ensemble et avec z > 0. (Pour z = 0 les solutions sont y = —x € Z.) Posons

X =1%,Y =12 Alors M(X,Y) est un point de coordonnées rationnelles sur la courbe

C de R? d’équation X® + Y® = XY (Folium de Descartes). Réciproquement, tout point

M(X,Y) a coordonnées rationnelles de C, autre que l'origine, fournit une solution du
X

type indiqué en exprimant les rationnels X = %, Y = £ comme fractions réduites et

ramenées au plus petit dénominateur commun. En recoupant C avec les droites d’équa-
tion Y = tX, on obtient le paramétrage rationnel X = ﬁ Y = % des points autres
que l'origine. Pourt € Q,ona X € Qet Y € Q. Réciproquement, si X € QetY € Q
onat = % € Q (ona X # 0 en dehors de l'origine). Pour tout t = % € Q, avec
ue”Z*,ve N, uANv =1, on obtient x = uvz,y = u?

v, z = u® + 03 premiers dans
leur ensemble (solutions auxquelles il faut rajouter {(x, —x :,0); x € Z})

Commentaires historiques et problemes

L’étude des nombres fut, avec la géométrie, au centre des préoccupations de 1’école
grecque (5°™¢ siecle avant JC). Certains problémes datant de cette époque ne furent ré-
solus qu’au 19°™¢ siecle (quadrature du cercle, transcendance de 7. .. ). D’autres restent
toujours sans réponse. Voici quelques problemes célébres.

- Existe-t-il une infinité de couples de nombres premiers “jumeaux”, c’est-a-dire de la
forme (p,p +2), comme 3et5,5et7,11 et 13,?

- Existe-t-il une infinité de nombres premiers de la forme n> + 1 ?

- Pour tout b > 0, existe-t-il un nombre premier de la forme a® + b ? - Tout nombre pair
n > 2, est-il somme de deux nombres premiers ? - La relation a* — bY = 1 admet-elle
d’autres possibilités que 32 — 2% =1 ?

Certains problemes, restés longtemps hermétiques recurent une réponse naturelle
quand l’algebre en se développant apporta des méthodes appropriées. On peut méme
dire que de nombreux développements importants de 1’algebre sont nés pour créer des
outils adaptés a I’étude de problemes de théorie des nombres.

Par exemple, E. GALOIS (1811-1832), avant de mourir a 21 ans dans un duel, confia
a un ami intime un manuscrit introduisant les notions de groupe, de corps de nombres,
d’extensions de corps (voir ch. 13) et démontrant, grace a ces outils, une des plus cé-
lebres conjectures de son époque : I'impossibilité de donner les solutions a 1’aide de
formules avec radicaux (comme les formules de Cardan pour le degré trois), pour les
équation polynomiales a une inconnue de degré supérieur ou égal a cing.

On doit a K. F. GAUSS (1777-1855), de tres nombreuses découvertes. Par exemple,
en introduisant 'anneau Z + iZ des entiers de Gauss (premier exemple étudié
d’anneaux “d’entiers algébriques”), il a caractérisé comme nous 1’avons vu au ch. 11
les nombres premiers qui sont somme de deux carrés.

L. EULER utilisa le premier ’analyse pour étudier les nombres premiers (voir 12-
4, prop. 2). Au 198me sjacle, sous I'impulsion de G. DIRICHLET, P. TCHEBYCHEYV,
B. RIEMANN, les fonctions d"une variable complexe se révélerent un outil puissant.
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Exercices du chapitre 12

— Ex12-1

Soient p # g deux nombres premiers
impairs et a € IN. Montrer que X2 — a?
admet quatre racines dans l’anneau

Z/pgZ.

Exemple : résoudre n? =4 (mod 35 ).

— Ex12-2

Soit f € Z[X]. On considere la suite
(uy) définie par la relation de récurrence
Up+1 = f(un) + uy—1 etla donnée de ug et
u1 dans Z. Montrer que pour tout entier
k > 2, la suite des restes modulo k des
nombres 1, est périodique.

Exemple : pour tout r € IN*, montrer que
la suite de Fibonacci définie par :

Upy1 = Uy + Uy, Uo=1, up =0,

contient une infinité de termes dont
I'expression décimale finit par r zéros.

— Ex12-3

Soit p € IN premier. Soient xq,...,xp
des nombres entiers non divisibles
par p. Pour toute partie non vide
A = {il,...,ik} de E = {1,...,p},
on poseng = Xj + -+ Xj,. Montrer que
I"'un des nombres 14 est divisible par p.

Par exemple, soient 2 € IN et b € IN
non divisibles par p. Montrer que parmi
les nombres ua +vb,ott u € N,v € IN
sont tels que 0 < u 4+ v < p,l'un d’eux au
moins est divisible par p.

— Ex12-4

Soit p un nombre premier. En exami-
nant les racines de P(X) = X! — X
dans le corps F, = Z/pZ montrer que
P(X+1) = P(X). Retrouver ainsi que
C;; =0(modp)pour k=1,...,p—1.

— Ex12-5

a) Soit K un corps commutatif fini, de
caractéristique p, de cardinal .
Montrer que x9 —x = 0 pour tout
x € K, (généralisation du th. de
Fermat). Généraliser le th. de Wilson.
Montrer que le sous-corps premier de
Kest {x e K| xP —x=0}.

b) Si p = 2 montrer que tout x € K est
uncarré. Si p # 2,ona q = 25 +1
impair.

Soit x € K, . Montrer que x° = 1 si x
est un carré et que x°* = —1 sinon.

— Ex12-6

Soit n € IN tel que n > 2. S'il existe
a € Z tel que a" ! = 1 (modn)) et
a* # 1 (modn) pour 1 < k < n—1,
montrer que 1 est premier (réciproque du
th. de Fermat).

_ Ex12-7

Déterminer le reste a € IN de la division
de n = 19941 par 25 etlereste b € N
de la division de n par 9. En utilisant le th.
chinois, en déduire le reste r € IN de la
division de n par 225.

_ Ex12-8

Soient m € IN*, n € IN*. Montrer que
56786730 divise N = mn(m® —n®).

_ Ex12-9

Soit p = 2m + 1 un nombre premier im-
pair. Montrer que

(=1)"(m!)>=—1 (modp).
Si de plus p = 3 (mod4), montrer que
m! = £1 (modp ). Réciproquement, si
un entier impair p = 2m + 1 est tel que
(m )2 = £1 (mod p ), montrer que p est
premier.
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— Ex12-10

Montrer que l'équation en nombres en-
tiers n2 —23m = 329 n’a pas de solution.
Pour tout entier a € Z, montrer que
n3 — 23m = a admet des solutions.

— Ex12-11

Soient p = 2m + 1 un nombre premier

impair et F, = Z/pZ.

a) Pour k =2,...,m, montrer que —1 ou
kou —k est un carré dans Fj .

b) On suppose p =3 (mod4) B
(i) Montrer que 1'un des éléments k ou
—k est un carré et un seul.

(ii) En déduire que m ! = +1 (mod p)
etque (m!)>=1(modp).

— Ex12-12

Montrer que la classe de 58 dans 1’anneau
Z./77 Z. est un carré et déterminer les élé-
ments dont il est le carré.

— Ex12-13

Déterminer les entiers k tels que
39k? 4+ 3k — 77 = 0 (mod 385).

— Ex12-14

Soit p # 2 un nombre premier.

a) Soient a,b,c € F, = Z/pZ non nuls.
Montrer que ax? + by> = ¢ admet des
solutions (x,y) € (F,)? (considérer les
cardinaux de A = {ax?; x € F,} et
de B={c—by*; y € F}).

Montrer que dans F, tout élément est
somme de deux carrés.

b) Resoudre 5x2 -I-Sy
puis x2 + xy + 8y?

= 11 (mod 13),
= 10 (mod 13).

— Ex12-15

Notons G I'anneau des entiers de Gauss.
Soit A € M;,(G) hermitienne, définie
positive. On identifie un élément x =
(x1,%2) € G? et la matrice ligne (x;x;).
On note x* la matrice ‘X transposée de la
conjuguée de x. On pose

CHAPITRE 12

m(A) = inf{xAx*; x € G*\ {0}}.

Justifier I'existence de m(A) et montrer
qu’il existe zg = (z1,22) € G\ {0} tel
que m(A) = zgAz}.

a)

Montrer que z1 A zp = 1 dans G.

Pour tout U € GL(2,G), montrer
que m(UAU*) m(A) et que
det(UAU*) = det(A).

¢) Montrer qu'il existe Uy € GL(2,G)
dont zp soit le premier vecteur ligne.
Montrer que B = UpAU; = (bj;) est
telle que by; = m(A) = m(B).
Montrer qu’il existe g € G tel que
|bip —b11g| < —= b11 En déduire

b)

d)

q. a r
qu’il existe C = <r

>€M2( )/
telle que m(A) = a < 2dY?%, on
d =det(C),et V2|r| <a<c.

Si d = 1, montrer qu’il existe
U e GL(2,G) telleque A =U*U.

Soit p € IN premier impair. Montrer
quiil existe x € Z,y € Z,m € N*,

X+ iy) soit

m

e)

tels que A = ( P

x — iy
hermitienne, définie positive, avec
det(A) = 1. En déduire que p est
somme de quatre carrés (th. de La-
grange).

— Ex12-16

a) Soient p = 2m + 1 un nombre premier
impair et u € F, = Z/pZ . En étudiant
le polyndme unitaire a(X) € F,[X]
dont les racines sont les ¢ — 7, ot1 ¢ dé-
crit 'ensemble C des carrés de (Fp).,
calculer p=]](@—7).
ceC

b) Retrouver ainsi la caractérisation
d’Euler des carrés de (F). .

Montrer que p vaut 0 ou —2.
¢) Si p=3(mod4), en déduire que
m  2m .
I (F+7)=1.

x=1 yzl
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— Ex12-17

En adaptant le raisonnement d’Euclide,
montrer qu’il existe une infinité de
nombres premiers de la forme 4k + 3 ou
de la forme 6k +5.

— Ex12-18

a) Pour tout n € Z, montrer que tout fac-
teur premier de N = n? — n + 1 est égal
a 3 ou de la forme 6k + 1.
Etudier de méme les facteurs premiers
de N' =n*+1letde N’ =n®+nd+1.

b) Résoudre n* +1 =0 (mod17).

— Ex12-19

Montrer que pour tout k € IN, il existe
une infinité de nombres premiers de la
forme m2k1 4+ 1.
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— Ex12-20

Soit m € IN* impair. On note ®,(X) le
polynome cyclotomique d’indice n € IN*.
Montrer que les nombres Dy:1(m), ot
k € IN, sont deux a deux premiers entre
eux.

En déduire que les nombres de Fermat F
sont deux a deux premiers entre eux, d’ott
une autre démonstation du fait qu’il existe
une infinité de nombres premiers.

— Ex12-21

Soit p un nombre premier. Pour k € IN,
posons 1y = k? 4+ k + p. Si n; est premier

pour k = 0,...,E(\/§), montrer que 1
est premier pour k =0,...,p —2.
Application: p =11, 17, 41.

— Ex12-22

Landry a montré en 1880 que le nombre
de Fermat Fs n’est pas premier. Pour véri-
fier cela, montrer qu’il n’est pas nécessaire
de tester la divisibilité de Fs par tout entier
inférieur a (Fg)'/2.

Indications

— Ex12-1

Resoudre l'équation dans Z/pZ et

Z./qZ , puis utiliser le th. chinois.

_ Ex12-2

Montrer que dans (Z/kZ)*> la suite
(Uy, Uy+1) aune répétition.

_ Ex12-3

Montrer que tout élément de Z/pZ est
classe d’un nombre 14 .

— Ex12-4

D’apres le th. de Fermat,
XP — X =TI(X—k), otk décrit Z/pZ.

_ Ex12-5

a) Appliquer le th. de Lagrange au groupe
K. . Utiliser le th. de Fermat.

b) Dans le groupe cyclique K , raisonner

comme en 12-3, prop. pour Z/pZ..

— Ex12-6

Montrer que
(a) = (Z/nZ)\ {0} C (Z/nZ)..
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_ Ex12-7

Appliquer le th. de Fermat-Euler dans
Z./257. et Z./97Z. et utiliser le th. chinois.

— Ex12-8

Utiliser le th. de Fermat pour p =
61,31,13,...

_ Ex12-9

Reprendre la démonstration du th. de Wil-
son.

— Ex12-10

329 n’est pas un carré de Z /237 d’apres
le critere d’Euler. Vérifier que 7 + 71° est
un automorphisme du groupe (Z/23Z). .

—  Ex12-11

Utiliser la caractérisation d’Euler des car-
résde (Fy)«.

— Ex12-12

Par le th. chinois, on se raméne a la re-
cherche des racines carrées de 2 dans
Z /77 etde3dans Z/11Z.

— Ex12-13

Dans Z/3857Z, mettre le trindme sous
forme canonique. Utiliser le th. chinois.

— Ex12-14

a) Les parties A et B de cardina
peuvent étre disjointes dans Ey.

b) Dans Z/13Z, exprimer A et B pour
a=5,b=3,c=11.
Utiliser la méthode de Gauss pour ex-
primer la forme quadratique comme
combinaison de carrés de formes li-
néaires indépendantes.

1
l%ne
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— Ex12-15

Suivre pas a pas les questions (partie
d’épreuve de I'agrégation 1989).

— Ex12-16

a) Utiliser le th. de Fermat pour factoriser
a(X).

b) #estuncarrési p=0.

¢) Mettre en facteur x2.

— Ex12-17

Reprendre la démonstration du th. 1 du
paragraphe 12-4.

— Ex12-18

Il suffit d’appliquer 12-6, prop.

— Ex12-19

Utiliser 12-6, cor. et prop.

— Ex12-20

Si un nombre premier p divisait ®,x1(m)
et @y (m) avec k < n, alors m se-
rait dans Z/pZ une racine multiple pour
X" —1.0n peut utiliser 10-7, prop.

— Ex12-21

Raisonner par l'absurde: s’il existe k €
[0,p—2] tel que ny =ab avec 1 <a <b,
montrer que (k—a)?+ (k—a) +p = a(a+
b—2k—1),aveca+b—2k—1>1.

— Ex12-22

Il suffit de considérer les diviseurs de la
forme k27 +1 = 128k + 1 (12-6, cor. ).
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Solutions des exercices du chapitre 12

— Ex12-1

Soit x € Z. Notons X, X, % les classes de x dans Z/pgZ, F, = Z/pZ, F; = Z/qZ.
D’apres le th. chinois, I'application X — (X, %) de Z/pqZ dans F, x F; estbien définie
et c’est un isomorphisme. Donc

2

=0 & @PHN=@4) & =0 2 =i

et x*=a°.

Comme F, est un corps, le polyndme X? — 2> admet au plus deux solutions. Comme
a,—a = p — a sont racines, avec @ # —a car p est impair, X> — > a exactement deux
racines distinctes dans F,. De méme, X2 — 42 a exactement deux racines distinctes
a,—a dans F;. Dans F, x F; on a quatre solutions (a,4), (a,—a), (—a,a), (—a,—a).

Ainsi ¥2 = 2% a exactement quatre solutions dans Z/pqZ .

Avec p=5etgq=7ona3x5-2x7=1.Dans Z/5Z (resp. Z/7Z) les racines
de X? —4 sont 2,3 (resp. 2,5). En utilisant le th. chinois, les racines de X? — 4 dans
I'anneau Z/35Z sont les quatre classes (deux a deux opposées) des entiers :

IX5EX2-2X7%x2=2, 3Xx5x5—-2x7%x2=12,
Ix5x2-2x7%x3=-12, 3X5—-2x7%x3=-2.
Dans (Z/35Z)[X], le polynéme X? — 4 admet deux factorisations (voir Ex. 10-5) :
X?—4=(X-2)(X+2) = (X-12)(X+12).

— Ex12-2

Appliquons le principe des tiroirs : “si on range g + 1 objets dans g tiroirs, alors néces-
sairement deux de ces objets iront dans le méme tiroir”.

Ici, les tiroirs seront les g = k? couples de classes (¥,y) € (Z/kZ)? etles g+ 1

objets seront (ug, u1),..., (ug, ug+1) - Il existe donc des entiers m et N tels que
0<m<m+ N <gq ettels que (U, Up+1) = (UmtN, UmtN+1) -

Puisque la suite (u,) vérifie la relation de récurrence, U, = f(U,+1) + 1, on obtient
Ups2 = UmsN+2,---, UmtN—1 = Umi2N—1 - La suite des couples de classes a la période
N a partir de u,, . Comme ,_1 = U,41 — f(U,) on a également 1 = Uy +N_1, etc.
La périodicité se vérifie en “descendant”, jusqu’a l'indice zéro.

Appliquons cela a la suite de Fibonacci, avec k = 10". La suite (u#,) de Z/kZ a
une période N > 0. La suite uy = 0, Uiy, Uan, ... est donc constante dans Z/kZ
donc k = 10" divise uy, un, Usn, - ... (Voir aussi Ex. 9-3.)

— Ex12-3

Faisons I'hypotheése (H) : pour toute partie A de E, distincte de E, le nombre 14 n’est
pas divisible par p. Montrons que ng est alors divisible par p, ce qui établira

le résultat. D’apres (H), dans le corps Z/pZ les classes des entiers k; = xp,
ky = x1+x2,...,kp-1 = x1+ -+ xp—1 sont non nulles. Elles sont deux a deux
distinctes car s'il existait i < j tels que k; = EJ-, par soustraction on aurait

Xip1+ -+ X = 0, ce qui est contraire a (H). L'ensemble de ces p — 1 classes est
donc égal & (Z/pZ).. Alors, la classe de x; + -+ x, dans Z/pZ, distincte des
précédentes, est 0.



282 CHAPITRE 12

En particulier, prenons x; = -+ =x =4a, x4 = - =xp = b,avec 0 <k < p.
Les nombres 1,4 sont les nombres ua +vb,avec 0 < u+v < p, 0 < u < k et
0 <v < p—k.Sipnedivisenia, nib, I'un des nombres ua + vb est divisible par p.

_ Ex12-4

D’apres le th. de Fermat, tout x € Z/pZ = F, est racine de P(X) = X? — X. Comme
P(X) admet au plus p racines dans le corps F,, ses racines sont les p éléments de F,
et P(X) = XP —X = X(X—1)(X—2)--- (X — p—1). Les racines de P(X + 1) se
déduisent de celles de P(X) par l'application A — A — 1 qui est une bijection de F,
sur F,. La factorisation du polynéme (X + 1) — (X 4 1) est donc la méme que celle de

P(X). Ces polyndmes sont égaux. Comme (X +1)P = XV + C, X1 4-- - - + Cz_lX +1,
I'égalité P(X +1) = P(X) donne C} = 0,..., C;~' =0 (démontré en 9-1).

_ Ex12-5

a) Le groupe K, est d’ordre q — 1. D’apres le th. de Lagrange, on a x7~! = 1 pour
tout x € K, et donc x7 —x = 0 pour tout x € K. Dans K[X], le polynome
P(X) = X77! —1 de degré g — 1, admet les g — 1 éléments de K. pour racines
distinctes. Il est égala [ ] (X —x).Pour X = 0, on obtient (—1)7 ' [ x = —1

x€K, YEK,
généralisant le th. de Wilson.

Le sous-corps premier Ky de K est isomorphe a F, = Z/pZ (voir 9-12). On a donc
xP —x = 0 pour tout x € Ky. Comme un polyndéme de K[X] de degré p a au plus
p racines, les p éléments de Ky sont les seules racines de X? — X dans K.

b) Si p =2,ilexiste m € IN* tel que g = 2" (9-12, cor. ). Tout x € K est un carré car
x = x¥" = (x¥" )2, Si g est impair, Iordre g —1 = 2s de K, est divisible par s et
par 2. D’apres 10-7, cor. 1, K est un groupe cyclique. D’apres 3-3, prop., il existe un
unique sous-groupe d’ordre s qui est

{xeK, yeK, x=y*} = {xeK,|x*=1}.

D’apres le th. de Lagrange, (x°)? = x? = 1 pour tout x € K, . Donc x* est 'une
des deux racines 1 ou —1 de X? — 1. Nous venons de voir que x € K, est un carré
si et seulement si x° = 1. Donc x n’est pas un carré si et seulement si x° = —1.

_ Ex12-6

Le groupe G des éléments inversibles de I’anneau Z/nZ contient 7 car aa" 2 = 1.
Ona (a) C G C (Z/nZ)\ {0}. Le sous-groupe (a) de G est d’ordre n — 1 d’apres
I'hypothese donc ces trois ensembles sont égaux. Ainsi tout élément non nul de Z/nZ
est inversible, ce qui prouve que Z/nZ est un corps et que n est premier.

Notons que l'existence de a tel que a"~! = 1 (modn ) ne suffit pas pour que
n soit premier. Par exemple n = 3 x 11 x 17 = 561 est tel que ¢(n) divise n — 1.
D’apres le th. de Fermat-Euler, pour tout a premier avecn, ona a"~! =1 (modn ).
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_ Ex12-7

Comme 1994 = 4 (mod 5 ), n’est pas divisible par 5, il est premier avec 25 = 5%. Le
th. de Fermat-Euler s’applique. Ona ¢(25) = ¢(5%?) =5(5—1) = 20 d’ou
1= (-6)?° (mod25). Puisque 1994 = 2000 — 6 = —6 (mod 25 ), dans Z/25Z ona:

= (—6)" = [(—6)2]10(—)! = (—6)! = 4. (Ona (—6)xd=-24=1.)

De méme 1994 =1+9+9+4 =5 (mod9) est premier avec9et ¢(9) =3(3—1) = 6.
Dans Z/9Z., le th. de Fermat-Euler donne: 7 = (5)1% = [(5)%]3%5 = 5.

Ainsi n est congru a 4 modulo 25 et a 5 modulo 9. Comme 25 x4 -9 x 11 =1, le th.
chinois montre que n =25 x4 x5—-9 x 11 x4 = 104 (mod 2 )25 donc r = 104.

_ Ex12-8

Ona N = (m® —m)n — (n®' — n)m et 61 est premier. D’apres le th. de Fermat, dans
Z/61Z ona k® —k =0 pour tout k € Z. Donc N est divisible par 61.

N = (m® —1)mn — (n®® — 1)mn = (m*>° — )m(m* + \)n — (n®* — D)n(n* + 1)m.

Comme 31 est premier, on a k3! —k = 0 dans Z/31Z pour tout k € Z. Donc 31
divise N. De méme, on peut faire apparaitre m? — 1 et n? — 1 dans N pour d =
12,10,6,4,2,1. Ainsi N est divisible par 2 x 3 x5 x 7 x 11 x 13 x 31 x 61 = 56786 730.

— Ex12-9

Laliste 0,1,...,p — 1 des éléments de Z/pZ peut s’écrire —,...,—1,0,1,...,m.
La relation (—1)"(m ! )? = —1 est donc le th. de Wilson.

Si p =3 (mod4), m estimpair. Onaalors (m ! )2 =1 etdonc (m!) = +1.

Si (—=1)"(m!)? = +1, alors m est premier (voir la démonstration du th. de Wilson).

— Ex12-10

Il existe n € Z et m € Z tels que n? —23m = 329, si et seulement s'il existe
nec K=27Z/23Z tel que 7% =329 = 7. Pour cela, d’apres le critere d’Euler, il faut et il
suffit que T:7PT71,01‘1 p=23,s0it1=7".0na?72=3,74=9,..., 71 =-1.
Donc 7 n’est pas un carré. L'équation n’a pas de solution.

Puisque 3A22 =1, f : X — X° est un automorphisme du groupe cyclique K,
(3-2, cor. 2). En posant f(0) = 0, on obtient une application bijective de K sur K. Pour
tout @ € K, il existe X € K, unique, tel que ¥ =a.Pourtout a € Z , 'équation
n3 —23m = a a donc des solutions. Si on choisit 1g tel que 77y = a. Les solutions seront
(no + 23k, m) ott m est une fonction de k qui se déduit de la relation suivante dont les

termes sont divisibles par 23,
28m = n®—a = (nd — a) + 3 x23n3k + 3 x 23%ngk? + 23%3.

—  Ex12-11

a) D’apres la caractérisation d’Euler, si aucun des éléments —1,k, —k n’était un carré,

onaurait (—1)" = -1, (k)" = —1, (—k)" = —1 etdonc k" = [(—1 )k(—k)]" =
—1. C’est impossible car k2" = kP~! = 1 (th. de Fermat) et 1 # —1 (puisque
p#2).
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b) (i) Supposons p = 3 (mod4), c’est-a-dire m impair. Si k et —k ne sont pas des
carrés, d’apres la caractérisation d’Euler, ona —1 = (k)", —1 = (—k)" = —(k)™.
C’est contradictoire. On a donc au moins un carré dans chaque couple (k, —k) pour
k=1,...,m.Comme on am carrés dans (F;)., il existe exactement un carré dans
chaque couple. D’ailleurs, si k et —k étaient des carrés, alors —1 serait un carré, ce
quin’est paslecassi p =3 (mod4) (voir 10-7, ex. 1).

(i) D’apres (i), on trouve un carré dans chaque couple (2,-2),...,(7,—m). La
liste des carrés de ( p)* estdonc 1, 2,..., e,m ol ¢ = +1 pour 2 < i < m.
Donc e+ €m1 X2 X -+ X m estégal au prodult de tous les carrés de (F,) . Or,
pour tout carré x>, ona x> = —x(—x). Donc, en posant & = & - -¢&,(—1)" on
obtient el x --- xm = (—=m) X ---x (=1) x 1 x --- xm quivaut —1 d’apres le
th. de Wilson. Ainsi m! = +1 (modp) et (m!)2 =1 (modp).

/—\

— Ex12-12

D’apres le th. chinois, f : ¥ — (X,x) est un isomorphisme d’anneaux de Z/77Z
sur (Z/7Z) x (Z/11Z) et f(58) (2,3).Dans le corps Z/7Z ,0ona 2 = 32 donc
3,—3 sont racines de X? — 2. Ce sont les seules car un polynéme de degré 2 a au plus
2 racines sur un corps. Dans le corps Z/11Z ,ona 3 = 52 donc 5, —5 sont les racines
de X? —3.On a la relation de Bezout —3 x 742 x 11 = 1, d’out les quatre racines
carrées de 58 dans Z/77 Z. :

f13,5) = 3x7x5+2x11x3 = -39 =38 ; fY(-3,-5) =39
f1(-3,5) = 3x7x5-2x11x3=-171=60 ; f!(3,-5) = —60 = 17.
— Ex12-13

39 = 3 x 13 est premier avec 385 =5 x 7 x 11 donc 39 a un inverse u dans Z/385Z..
Déterminons-le en cherchant une relation de Bezout par I'algorithme d"Euclide.

385=39x10—-5 , 39=5x8-1 doul=-39+8x5= —-39+8(39x10—
385) = 79 x 39 —8 x 385. Ainsi, 1 =39 x 79 et 79 estl'inverse de 39 dans Z/385Z..

0K +3k-77=0 & kK +79x3k—79x77 =0
& K-T48k+77 = 0.

Dans Z/5Z, P(X) = X? — 48X + 77 = X? —3X + 2 a pour racines 1,2.
Dans Z/7Z, P(X) = X?* — 48X + 77 = X? — 6X a pour racines 0,6.
Dans Z/11Z, P(X) = X?> — 48X + 77 = X?> — 4X a pour racines 0,4.
D’apres le th. chinois, ¥ — (5(5)15(7),5(11)) est un isomorphisme de A = Z/385Z sur
I'anneau (Z/5Z) x (Z/7Z) x (Z/11Z). Ainsi, X est solution dans A de 'équation
si et seulement si E(S),Em,f(ll) en sont solution dans Z /57,7 /77, Z/11Z. . Si on
connait x modulo 5,7 et 11, le th. chinois permet de déterminer x .

Les nombres M; = 7 x 11 , M, = 5x 11, M3 = 5 x 7 sont premiers dans leur
ensemble. Il existe donc u, v, w telsque 7 x 11u +5 x 11lv +5 x 7w = 1.

Déterminons ug, w tels que 11ug+ 35w = 1, parl’algorithme d’Euclide. Ona 35 = 3 x
114+2,11=5x2+1doul1=11-5%x2=11-5(35-3x11) =16 x 11 —5 x 35.

Puisque 1 =3 x 7 —4 x 5, on obtient :
1=16x11x(1=3x7—4x5)—5x%x35 =48x77—64x55—5x35.
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D’apres le th. chinois,

X
X
X

a (mod5)
b (mod?7) & x=48x77a—64x55b—5x%x35¢(mod385).
¢ (mod11)

D’ot1 les huit solutions de I'équation 39 X2 +3 X — 77 = 0 dans Z/385Z.

a=1,b=0,¢c=0 x=48x77=3x77 = 231 (mod385)
a=1,b=0,c=4, x=48x77—-5%x35%x4=23142x35 = 301 (mod385)
a=1,b=6,c=0, x=48x77—64%x55x6=3x77+55 = 286 (mod385)
a=1,b=6,c=4, x=286—-5%x35x4=286+2x35 = 356 (mod385)
1=2,b=0,¢c=0 x=48x77x2 = 77 (mod385)
a=2,b=0,c=4, x=77-20x35=774+2x35 = 147 (mod385)
a=2,b=6,c=0, x=48x77x2+55=77+55 = 132 (mod385)
a=2,b=6,c=4, x=77+55+70 = 202 (mod385)

— Ex12-14

a)

b)

Ona p = 2m+ 1 impair. Le groupe (F,). est cyclique (10-7, cor. 1), d’ordre 2m .
D’apres 12-3, prop., il existe m = p%l carrés dans F, . Comme 0 est un carré, I’en-

semble C des carrés de F, est de cardinal m +1 = p“ . Comme a # 0 est inver-

sible dans F,, I'application linéaire f : x ~ ax est bl]ectlve de F, sur F,. Donc
A=f(C)a pTH éléments. L'application affine ¢ : x — ¢ — bx est bijective de F,
sur F, donc B = g(C) a pTH éléments. Les parties A et B de F, ne peuvent étre
disjointes, sinon dans F,, de cardinal p, on trouverait une partie AU B ayant p +1

éléments. Il existe donc x € F, et y € F, tels que ax? = c — by?.

Avec a = b = 1, on voit que tout ¢ € (F,), est somme de deux carrés. Par

ailleurs, 0 = 0 + 0% donc tout élément de F, est somme de deux carrés.

Dans Fy3, nous voulons résoudre 5%* + 37> = 11. Simplifions legerement en mul-
-2

tipliant par l'inverse —5 de 5. On obtient I’équation équivalente ¥* —2y> = —3.
Cherchons ses solutions selon la méthode utilisée en (a).
x|0 123 4 5 6 y |0 1 23 45 6
#0149 3 1210 27-3|10 12 5 2 3 8 4
Les solutions sont donc (£ x,+y) avec
x=2,y=6 ou x=4,y=4 ou x=5,y=1 ou x=6,y=0.

Dans Fi3, étudions I'équation x* + x4 + 8> = 10. Décomposons la forme qua-
dratique en somme de carrés de formes linéaires indépendantes (algorithme de
Gauss) :

P4y +8y = ¥+ Uy +8Y = (X+79)?— (9-8)1 = (x+7y)> - 27>,

Q \

Enposant X =X +7Y, Y = ¥ on retrouve "'équation precedente, d’ot1 les valeurs
de X et Y et ensuite cellesde ¥ = X — 7Y, ¥ = Y que nous n’écrirons pas.
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— Ex12-15

a)

b)

<)

d)

e)

Soit x € G.Ona xAx* € G et xAx* € R car A est hermitienne, définie positive.
Ainsi I’ensemble des xAx* ott x € G2\ {0} estune partiede G NR* = IN*.Ellea
donc un plus petit élément zgAz, ott zg = (z1,22) € G\ {0}.

Soit & pged de z; et z; dans "anneau principal G. Si on avait [§] > 1, on aurait
z1 = 6z}, zp = 6zh avec z/ = (2,2}) € G?\ {0} tel que z0Az} = 662/ Az"* > 2/ AZ/*.
Cela contredirait la minimalité de zpAzj. Donc [§| = 1 et J est une unité de G
(11-6, lemme). Ainsi z; et zo sont premiers entre eux.

Tout U € GL(2, G) définit une bijection de G* surG? qui laisse fixe 0.

Onadonc {zU;ze G*\{0}} =G?\{0} et

m(UAU*) = inf{ (zU)A(zU)*; z € G*>\ {0}} = inf{zAz*; z € G®\ {0}} = m(A).
De plus, U étant inversible, det(U) est une unité de G (9-1, prop. ). On a donc
det(U) = 1 (11-6, lemme) et par ailleurs det(U*) = det(U). On en déduit
det(UAU*) = det(U)det(A)det(U*) = det(A).

Puisque z; et z; sont premiers entre eux, dans 1’anneau principal G il existe u et

v tels que zju 4+ zpv = 1 (th. de Bezout). Alors, la matrice Uy = (21 Z;) est un

élément de GL(2, G) car det(Up) =1 € G, (9-1, prop.). Ona m(A) = zg Az} = br1.

L’'anneau G est euclidien et la norme z +— n(z) = zz est un stathme (11-3, prop. ).
Plus précisément, puisque by; # 0, il existe g et ¥ dans G tels que by = bjig+r
avec n(r) < 3n(byy) car la plus courte distance de % € C a un élément g du

réseau G est au plus % (valeur atteinte quand on est au centre d’une maille du
réseau G).

Posons T = L= Alors C=T*BT = (2 ") esttelle que
0 1 r oc
0

a:bllzm(A) , I’Zblz—bnq , |T‘ <%]a| , c:(O,l)C (1

) > a = inf(zCz*).

Onendéduit d = det(C) = ac— |r|? > a® — La?, soit a < V2d'/2.

Sid=1,onaa=m(A) <V2etacN*donca=1.Comme |r|>=n(r) € N
vérifie |r|> < %, on voit que r = 0. Alors 1 =d = ac— |r|> = ¢ donc C = D.
Comme C était congruente sur l'anneau G & A, il existe U € GL(2,G) telle que
A=U"U.

D’apres l'exercice précédent, il existe x € Z,y € Z tels que ¥* + 7> = —1 dans
Z/pZ .l existe alors m € Z tel que pm = x*+y*>+1 etona m > 0.

La matrice A = (x f iy * ;;Zy> est hermitienne. Elle est donc diagonalisable
dans une base orthonormée de C?, avec des valeurs propres A et u réelles. On a
Adu=tr(A)=p+m>0, Ap=det(A) =1>0 etdonc A >0, >0.La
matrice A est donc définie positive.

D’apres d), il existe U = (; ;:

X = x1+ixy, y = y1 +iy, onobtient p = Xx+yy = 22+ 3+ Y3 + 3.

) € GL(2,G) telle que A = U*U. En particulier, si
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— Ex12-16
m m
a) Onaa(X) :H(X+ﬁ— =J](v- k) enposant Y = X +1u, d’ou,
k=1 k=1
m m o
a(Y2—u)=]](Y H(Y JY+k) =] (y-x) =yr'-1.
k=1 =1 ek,

En effet, d’apres le petit th. de Fermat, YP~1 —1 est le polynome unitaire de degré
p — 1 ayant pour racines les éléments de (F;).. On en déduit que a(Y —u) = Y™ -1
etdonc que a(X) = (X +u)™ —1.Pour X = 0, en comparant les deux expressions

m - — —
de a(X), il vient k[ll (u— kz) = u™ —1.Pour u = 0 on retrouve le th. de Wilson.

b) Le corps F, étant integre, u € (F,), est un carré si et seulement si
m

—-1=[[@- Ez) est nul. On retrouve la condition u’> = 1 (mod p ) d’Euler.
k=1
Ona (u™)?2 = uP~! =1 (th. de Fermat) et le polynome X? — 1 n’a que les deux
m
racines 1 et —1 dans F, . Donc si i est un carré u 7 =T etona H u— kz) =0.
k=1
— p— m —_ f— p—
Si u n’est pas un carré, #" = 1 ; dans ce cas, []Gw- kz) =u"-1= -2.
k=1

¢) Comme ¥ — X 'y est une bijection de (F,). sur (F,),,ona:

€:ﬁ2m<x2+y2>:ﬁx2<ﬁ(l+ ) Hx (Hm(l—i—zz)).

y:l Z=—m
m
D’apres b), [ ] (142%) vaut 0si —1 est un carré, c’est-a-dire si p = 1 (mod 4) et

z
vaut —2si p =3 (mod4).Donc { =0si p=1(mod4).Si p=3(mod4),ona
2
m m
¢ = [TR(-27 = (2 (H) .
x=1 x=1

m m
Ona 2" = 2" =1 (th. de Fermat) et (JTIx)(J] %) = —1 (th. de Wilson).
x=1 x=1

m
Comme m est impair, H ¥> =1 et { =1 (valeur obtenue en 12-2, ex. 2. ).

— Ex12-17

Soit a € IN* tel que @(a) = 2, soit donc a = 22, 3 ou 6. Soit p € N premier qui
ne divise pas a. On a donc p Aa = 1. Puisque ¢(a) =2 ona p =1 (moda) ou

= —1 (moda ). Supposons que 1'ensemble A des nombres premiers congrus a —1
modulo a soit fini, d’éléments pj, ..., px. Considérons alors n = ap; - - - py — 1 qui est
congru a —1 modulo a. Si sa décomposition en facteurs premiers ne comportait que
des nombres premiers congrus a 1 modulo 4, on aurait n = 1 (modulo a). Il existe
donc au moins un facteur premier q de n congru a —1 modulo a. Or g ne peut appar-
tenir & 'ensemble {p1,-- -, px} sinon il diviserait 1 = ap; --- py — n. C’est absurde.
L’ensemble des nombres premiers de la forme ka — 1 est donc infini (pour a = 3,4,6).

— Ex12-18

a) N = ®¢(—n), ot P,(X) est le polyndme cyclotomique d’indice a. D’apres 12-
6, prop., les facteurs premiers de ®4(—n) sont de la forme 6k + 1 ou facteurs
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de a = 6 (égaux a 3 car N est impair). De méme, puisque ®g(X) = X* +1 et
D9(X) = X+ X3+ 1, les facteurs premiers de N’ (resp. N”) sont de la forme
8k +1 ou égaux a2 (resp. 9k + 1 ou égaux a 3).

b) Soit p € IN premier impair. D’aprés a), pour que n* +1 = 0 (mod p) ait des
solutions, il est nécessaire que p soit de la forme 8k + 1 (cette condition est vérifiée
par 17). Ici, n est solution si et seulement si Pg(7) = 0,soitsi 1% = —1 c’est-a-dire

si 77 est d’ordre 8 dans le groupe cyclique (Z/17Z),.Ona 2* = —1,2° = 1 donc
0(2) = 8. Les générateurs de I'unique sous-groupe d’ordre 8 de (Z/17Z). sont

donc 2, P = 8, P 15, 2’ = 9. Les solutions sont # = 2 ou 8 ou 15 ou
9 (mod17).

— Ex12-19

D’apres 12-6, prop., pour tout n € Z*, tous les diviseurs premiers de ®yi1 (1) = n? +1
sont de la forme m2"+1 4 1 et il existe une infinité de nombres premiers de cette forme.

— Ex12-20

S'il existait k < n tels que Pyi1(m) et Pypui(m) aient un facteur premier commun
p alors X' =1 = ®puir(X) - Ppia (X) - - D1(X) aurait pour racine multiple 7
dans le corps Z/pZ . On aurait p |2"*!, soit p = 2. Comme ®pu1(m) = m?" + 1 est
impair, c’est impossible. Donc @1 (m) et Oypui1(m) sont premiers entre eux.

—  Ex12-21
Raisonnons par 1’absurde. Supposons qu’il existe k avec 0 <k <p—2et1<a<b
tels que k? + k + p = ab . Soit k minimum dans IN avec cette propriété. On a
(1) (k—a)?+(k—a)+p = (a—k—=12+(@a—k—1)+p = ala+b—-2k-1),
avec 1 <aeta+b—2k—1>1.Eneffet, puisque k <p—1,ona
2k+2 = 2Vik2 +2k+1 < 2\/k2+k+p = 2vab < a+b.

Compte tenu de (1), puisque k est minimum, ona k—a < 0,soit a —k—1 > 0, et
k< a—k—l soit 2k + 1 < a.On en déduit

(2k+1)><a®><ab=k>+k+p, dou 3k*+3k+1<p soit (k+1)2<E—4.

Ainsi on a k < —% + \/g — % < \/g. Puisque k*> +k + p est premier pour k =
0,...,E( \/g ) c’est contradictoire. Donc pour 0 < k < p — 2 le nombre 1y est premier.

Sip=11,ona E(\/g) = 1. Comme ny = 11, n; = 13 sont premiers, 1y est
premier pour 0 < k < 9.

Sip=17,ona E(\/g) 2. Comme ny = 17, ny = 19, n, = 23 sont premiers,
ny est premier pour 0 < k < 15.

Sip=41,ona E(\/g) 3. Comme nyg = 41, ny = 43, n, = 47, n3 = 53 sont
premiers, ny est premier pour 0 < k < 39. Par exemple, n39 = 1601 est premier.

— Ex12-22

D’apres 12-6, cor., tout diviseur de Fs = 22° 4 1 est de la forme m2” +1 = m128 + 1.
II suffit de tester la divisibilité de Fs pour ces valeurs. Le calcul numérique aboutit a
Fe = 274177 x 67 280 421310721, avec 274177 = 128 x 2142 + 1.



Chapitre 13

Nombres algébriques

13.1 Eléments algébriques d’une algebre

Définitions.
Soient K un corps commutatif, A une algébre unifere sur K. Un élément x € A est
dit algébrique sur K, s'il existe un polynéme non nul f € K[X] tel que f(a) = 0. Le
degré du polynéme minimal f, de a sera appelé le degré de u.

Nous avons vu en 11-2, cor. que si« € A, alors J, = {f € K[X] | f(x) = 0} est
un idéal de I'anneau principal K[X]. Si ], # {0}, (c’est-a-dire si a est algébrique, le
polyndme minimal f, de « est le générateur unitaire de I'idéal J,. Nous noterons K(«)
la sous-algebre de A engendrée par a et 1.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps (commutatif) K et soit
u € L(E). Le polyndme minimal f, de u joue un role important dans I'étude de
I'endomorphisme u. Par exemple, u est triangulable si et seulement si f, est scindé,
u est diagonalisable si et seulement si f, est scindé avec racines simples.

On peut voir R ou C, comme des algebres sur leur sous-corps premier Q. Confor-
mément a la définition, un nombre réel ou complexe, est algébrique sur Q (on dit
tout simplement algébrique), sil est racine d'un polynéme f € Q[X] non nul. En
réduisant au méme dénominateur les fractions que sont les coefficients de f, on voit
qu’'un nombre est algébrique si et seulement s’il est racine d’un polynéme non nul de
Z[X]. Par exemple, V2, V2, %ﬁ’ 1 + /2 sont racines des polynomes X% —2, X3 —2,

2X3 -1, X2 —2X —1.1Is sont donc algébriques.

Proposition.

Soit A une algebre unifere sur le corps K. Soit a € A algébrique sur K.

(i) OnaK(a) ={f(«); f € K[X]}. C’est une algebre isomorphe a K[X]/ J,.

(ii) Tout élément de K(«) a une expression unique de la forme apl + - - - + awx”fl ot

n = d°(fy) etouay,...,a,_1 € K. Autrement dit, K(«) est un espace vectoriel
sur K de dimension n = d*(f,). Il admet (1, a, ...,a" 1) pour base.

(iii) Les conditions suivantes sont équivalentes : a) K(«) est integre,
b) K(«) est un corps, ¢) fu est un polynéme irréductible.

Démonstration. (i) Pour tout polynoéme f(X) = a,X" + ---+ap de K[X], on a
fla) = aya” +---+apl € K(a) C A. L'application ¢ : f — f(a) est un homomor-
phisme d’algebres (homomorphisme d’anneaux linéaire), de K[X] dansA. Son image

289
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{f(a); f € K[X]} est une sous-algebre commutative de K(«). Elle contient «, 1.
Elle est donc égale a la sous-algebre K(a) de A engendrée par 1 et a. Factorisons
¢ : f +— f(«) a travers son noyau J,. On obtient un homomorphisme d’anneaux
injectif ¢ : K[X]/Jx = Im(¢) = {f(x); f € K[X]} =K(a).

(i) La division euclidienne de f € K[X] par f,, donne f(X) = q(X) fo(X) +#(X) avec
r(X) =ap+ - +a,_1X"! de degré au plus n — 1. On en déduit que f(a) = r(a) est
de la forme agl + - - - +a,_1a" ' avecag, ..., a,_1 € K.

Les éléments 1, 4, ..., " 1 de K («) sont libres sur le corps K. En effet, si une combi-
naison linéaire non triviale byl + - - - + b,_1a" ! était nulle, il existerait un polynome
non nul, de degré au plus n — 1 annulant «, ce qui contredirait le fait que le générateur
fa, de I'idéal Ker (¢) soit le polyndme unitaire de plus bas degré annulant «.

(iii) L'anneau K(a) est isomorphe a K[X]/ ], par ¢. L'équivalence des conditions a), b),
¢) se déduit donc de 11-8, prop. [

Corollaire 1
L’élément « de I'algébre A est algébrique sur K, si et seulement si K(«) est un sous-

espace vectoriel de A de dimension finie sur K. Et dans ce cas, la dimension de K(«)
sur K est le degré d°(f,) de u.

Démonstration. D’apres la proposition, si « est algébrique, alors K(«) est de dimension
finie sur K, égale a d°(f,). Réciproquement, si K(«) est de dimension finie #, alors les
n+1éléments 1,a,...,a" de K(a) sont liés. Il existe ay, . ..,a, € K, non tous nuls, tels
que apl +aja + - - - + aza” = 0 et « est algébrique sur K. |

Corollaire 2
Supposons que I’algébre A soit un anneau integre. Soit x € A algébrique sur K et soit
f € K[X] unitaire tel que f(a) = 0. Pour que f soit le polynéme minimal de « il faut
et il suffit que f soit irréductible.

Démonstration. La condition est nécessaire d’apres la proposition. Réciproquement,
s'il existe f € K[X] unitaire, et donc non nul, tel que f(a) = 0, alors « est algébrique et
f est multiple du polyndme minimal f,. Si f est irréductible, cela oblige f = f,. ]

Corollaire 3

Supposons que l'algébre A soit de dimension finie N sur le corps K. Alors, tout
élément « de A est algébrique sur K, de degré au plus N.

Démonstration. On a K(x) C A donc K(a) est un sous-espace vectoriel de A de
dimension finie majorée par N, d‘ott le résultat d’apres le cor.1. n

13.2 Une application a I’algebre linéaire

Proposition.

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur le corps K et u € L(E).
Supposons que {0} et E soient les seuls sous-espaces vectoriels de E stables par u.
Alors le polynéme minimal f, de u est irréductible de degré dim(E).

Démonstration. Nous avons prouvé et utilisé cet énoncé en 8-2. Donnons une autre
démonstration et d’autres applications classiques de ce résultat. L'algebre £(E) est
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de dimension finie n%. Tout u € L(E) est donc algébrique d’apres 13-1, cor.3. Avec
I'hypothese faite, vérifions que K(u) est integre. Considérons deux éléments g(u) et
h(u) de K(u), ou g,h € K{X]. Supposons que g(u)h(u) = 0 et h(u) # 0.On a
Im (h(u)) # {0} et Im (h(u)) C Ker(g(u)) donc Ker (g(u)) # {0}. Si on suppose
g(u) # 0 alors Ker (g(u)) # E. Or Ker (g(u)) est un sous-espace stable par u car u
et ¢(u) commutent. Cela contredit 1’hypothese faite sur E. On a donc g(u) = 0 ou
h(u) = 0 et K est integre.

D’apres la prop. 13-1-(iii), le polyndme minimal de u est irréductible et K(u) est un
corps. Comme en 8-2, lemme 2, on voit ensuite que dim(E) = d°(f,) . [

Corollaire 1.
Considérons un espace vectoriel euclidien E etu € L(E).
(i) Supposons u symétrique. Il existe une base orthonormée de E qui diagonalise u.

(ii) Supposons u antisymétrique. Il existe une base orthonormée de E dans laquelle
la matrice de u est bloc-diagonale, avec un bloc nul correspondant au noyau de
u et des blocs de format 2 antisymétriques.

(iii) Supposons que u commute avec son adjoint u*. Il existe une base orthonormée de
E dans laquelle la matrice de u est bloc-diagonale, avec des blocs de format 1

associés aux valeurs propres, des blocs de format 2 de la forme <g _(xﬁ > .

Démonstration. (i) Dans I'anneau R[X], les polynémes irréductibles sont de degré
1 ou 2. Choisissons un sous-espace vectoriel F invariant par u, distinct de {0}, de
dimension minimum. Il est de dimension 1 ou 2 d’apres la proposition.

Montrons qu'il est de dimension 1. Supposons que dim(F) =2 et que u = u*. On a
(u(x)]y) = (x|u(y)) pour tous x,y € E et donc pour tous x,y € F. L'endomorphisme v
induit par u sur le sous-espace stable F est donc symétrique. Dans une base orthonor-

. . . f(a b
mée de F, la matrice de u est donc symétrique, soit (b c) .

Le polyndme caractéristique de cette matrice X?> — (a + ¢)X + (ac — b*) a un
discriminant A = (a + ¢)? — 4ac + 4b*> = (a — ¢)?> + 4b*> > 0. Ainsi v a une valeur
propre. Il existe une droite vectorielle de F, engendrée par un vecteur propre non nul,
invariante par u. Cela contredit le fait que F soit de dimension minimum. Donc F est
de dimension un, formé de vecteurs propres.

Si F # E, son orthogonal F* est alors stable par u car u est symétrique. On peut
appliquer a 'endomorphisme induit par u sur F, le raisonnement précédent. On
obtient une autre droite de vecteurs propres. En itérant, on construit par récurrence
une base orthonormée de E qui diagonalise u.

(ii) Supposons que u* = —u. Comme en (i), choisissons F invariant de dimension mi-
nimum, égale a 1 ou 2. Si F # E, alors F est stable par u. On peut choisir un deuxieéme
sous-espace invariant dans F* de dimension 1 ou 2. En itérant, on décompose E comme
somme directe orthogonale de droites stables par u (la valeur propre correspondante
est nulle car ux = —u) et de sous-espaces stables par ¥ minimaux de dimension deux.
En choisissant des bases orthonormées de ces sous-espaces, on obtient le résultat.

(iii) Supposons que u*u = uu*. Posons f = 3 (u+u*), g = 3(u — u*). Uendomor-
phisme f est symétrique. D’apres (i), E est somme directe orthogonale des sous-espaces
propres de f. Comme g commute avec f, il laisse stable tout sous-espace propre E,, de
f. Ainsi, f et g laissent stable E, et induisent des endomorphismes fy = A Idg, et g\



292 CHAPITRE 13. NOMBRES ALGEBRIQUES

de E,. Comme g est antisymétrique, g, est antisymétrique et (ii) lui est applicable. Il
existe une base orthonormée de E, dans laquelle g, a une matrice bloc-diagonale, avec
des blocs de format 1 correspondant a des vecteurs du noyau de g,, et des blocs de

format 2 antisymétriques et donc de la forme (2 _Oﬁ ) . La matrice de f, étant A1, on

obtient le résultat annoncé pour u = f 4+ g. ]

Corollaire 2.

Considérons un espace vectoriel hermitien E et u € L(E). Si u est normal, c’est-a-
dire si uu™ = u*u, il existe une base orthonormée de E qui diagonalise u et u*.

Démonstration. Les polynomes irréductibles de C[X] sont de degré 1. En raisonnant
comme dans le cor.1(i), on décompose E en somme directe orthogonale de sous-espaces
vectoriels invariants par u de dimension 1, c’est-a-dire de sous-espaces propres. ]

Exercice.. Soient E un espace vectoriel, u € L(E)) et F un sous-espace vectoriel de
E stable par u. On note v 'endornorphisme ur de F induit par u.

a) Montrer que le polyndme minimal f, de v divise le polyndme minimal de u. En
déduire que si u est diagonalisable, alors v est diagonalisable.

b) Supposons qu’il existe un supplémentaire F’ de F stable par u. Calculer f, en
fonction de f, et de fiy, ou 0" = up.

Solution. a) Si f,(X) = ap+ -+ +a,X", on a (a9 Idg + --- + a,u")(x) = 0 pour
tout x €E et donc pour tout x € F. Ainsi, f,(v) = 0 et f, un élément de l'idéal Jj.
11 est donc multiple de f .

On sait que u est diagonalisable si et seulement s’il existe un polyndme scindé a
racines simples qui annule u ou encore si f, est scindé a racines simples. Dans ce cas,
fo qui divise f, est scindé a racines simples et v est diagonalisable.

b) Soit f(X) = by+ -+ + by X™ un élément de K[X]. On a f € ], si pour tout
x=y+y €eE=F®F,ouycFetyecF ona
0=f(u)(x) = (boldg + -+ buu™)(y +y") = f(u)(y) + f (u )(y’)
fe€lu & YWeEFfuly)=0 et YW eF fu,(y)=
& f(v)=0 et f()=0
g f €EfoNJy.
Le générateur f, de [, = J, N [ est le ppcm des générateurs f, et f,y de [, et ],

13.3 Nombres transcendants

Définitions.
Soient K; un corps (commutatif) et K un sous-corps de K;. Si « € Kj n’est pas
algébrique sur K, on dit que « est transcendant sur K. En particulier, si x € C n’est
pas algébrique sur Q, on dit que « est un nombre transcendant.

D’apres 13-1, a € Kj est algébrique sur K si J, = { fEK[X]|f(«) = 0} = Ker (¢) est
non nul ou de maniere équivalente, si [K(«x) : K] < 400(13-1, cor. 1).

Donc &« € Kj est transcendant sur K si et seulement si ’homomorphisme d’an-
neaux ¢ : f — f(a) est injectif ou encore si la dimension [K(«) : K] de K(«) sur K
est infinie. La propriété universelle du corps des fractions K(X) de K[X] fournit alors
un homomorphisme ¢’ de K(X) dans le corps K(a) prolongeant ¢. Comme K(X) est
un corps, ¢’ est injectif et son image est un sous-corps de K(«) isomorphe a K(X).
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Ce sous-corps contient K et a. Il est donc égal a K(«). Si & € Kj est transcendant sur K,
alors K(«) est isomorphe au corps K(X) des fractions rationnelles sur K. La réciproque
est vraie car le corps K(X) des fractions rationnelles sur K est un espace vectoriel de
dimension infinie sur K puisqu’il contient K[X].

Remarque. Rappelons que Q est dénombrable : il est en bijection avec le sous-ensemble
de Z x IN* constitué des fractions g réduites, ot p A g = 1. L'ensemble P, des poly-

nomes de Q[X] de degré majoré par n est en bijection avec Q"*! et donc dénombrable.
L'ensemble des polyndémes Q[X]| = UP,, réunion dénombrable d’ensembles dénom-
brables est dénombrable. Tout p € Q[X] n’a qu'un nombre fini de racines. L'ensemble
A des nombres algébriques est donc une partie dénombrable de C.

Or C n’est pas dénombrable. Son cardinal est 2°"4(N) distinct de card (IN) d’apreés
un th. de Cantor. On en déduit que I'ensemble des nombres transcendants, complé-
mentaire de A dans C, est infini, non dénombrable, de cardinal 2@4(N) 1 a théorie des
cardinaux de Cantor (élaborée vers 1880) montre donc qu’il existe “énormément” de
nombres transcendants. Néanmoins, on connait trés peu de nombres transcendants,
faute de caractérisations simples de ces nombres. LIOUVILLE exhiba des nombres
transcendants pour la premiere fois en 1844, en mettant en évidence une propriété que
doit vérifier tout nombre algébrique. HERMITE montra en 1873 que e est transcendant.
En adaptant sa démonstration, LINDEMANN montra en 1882 que 7t est transcendant.
Voici le résultat de Liouville.

Lemme.
Considérons un nombre algébrique « € R, de degré n > 1. Il existe une constante
k > 0, qui ne dépend que de w, telle que pour tout p € Z et tout g € N* vérifiant
0< ‘zx—g‘ <1, on ait ‘tx—g‘ > qin

Démonstration. Soit f(X) = ag + - - - + 2, X" € Z[X], irréductible dans Q[X] de degré
n, qui annule «. La fonction f’ est continue. Il existe donc une constante m > 0 qui
majore |f'(x)| sur I'intervalle compact [« — 1, « + 1]. Si g €la—1,a+1],ona

f(E) _ laogq” +ﬂlﬂl”_1lzl+ et anp”| > ln )

q q q
En effet, le numérateur est entier. Il est non nul car aucun rationnel ne peut étre racine
de f(X) sinon f(X) aurait un facteur de degré un dans Q[X] et ne serait pas irréduc-
tible dans Q[X]. D’apres le th. des accroissements finis, il existe ¢ entre g et a tel que

FEY =)~ fla) = <’; —a)f'(c) .

q q
FDI 1
On en déduit ’Z—tx‘ :’f,i(i”>m—qn.llsuffitdeposerk:%. n
Proposition. (Liouville)
1 1 1

Le nombre x = 10 + 102 +e 1o + - -+ est transcendant. Plus généralement,

Z 1‘8:1! est transcendant pour toute suite bornée d’entiers (ay).

n=1

1 1 1

Démonstration. Les rationnels x, = 0 + 102 + -+ o7 = Z ,ou g = 10™,
vérifient 0 < a — Z < incompatible avec la condition du lemme. |

10(n+1)!
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13.4 Le corps des nombres algébriques

Définitions.

Si un corps K est sous-corps d’un autre corps commutatif K;, nous dirons que Kj est
une extension de K.

La dimension, notée [K; : K|, de I “espace vectoriel Ky sur K, est appelée le degré de
Ky surK. Si[Kj : K| = 2, on dit que K; est une extension quadratique de K.

Si aj,...,ax sont des éléments de Kj, nous noterons K(ay,...,a) le plus petit
sous-corps de K; qui contient K et les éléments ay, ..., ay ; (notation cohérente avec
la notation K(«1) déja introduite, compte tenu de la prop. 13-1, (ii)).

Proposition.
Considérons un corps K, une extension K; de K et une extension K de K.

(i) Supposons [K; : K] = p et [K; : K] = q finis. Soient (xy,...,X,) une base de
Ky sur K et (y1,...,y;) une base de Ky sur Ky, alors les éléments (x;y;),
oul<i<petl<j<qg,estunebasedeKj; surK.

(ii) Ona [K;: K] = [Kz : Ki][K; : K], ces valeurs étant finies ou infinies.

Démonstration. (i) Soit (x1,...,x,) une famille de K; libre sur K et (y1,...,¥;) une
famille de K; libre sur K;. Pour 1 <i < p et 1 < j < g, considérons A;; € K. Supposons
que 0 = Y;; Ayjxiy; = Y;(X; Aijxi)y;. Pour tout j on a Y; Ajjx; = 0 car (y;) est une
famille libre sur K;. Comme (x;) est libre sur K, on en déduit que A;; = 0 pour tout j,
tout i. Ainsi la famille (x;y;) est libre sur K.

Vérifions que (x;y;) engendre K3 sur K. Soit x € K. Il existe py, ...,y € Kj tels que
X = p1y1 + ...+ pgy, car (y;) est base de K; sur Ki. Puisque (x;) est une base de K;
sur K, pourj=1,...,gilexiste Ayj,..., Ay € Ktels que pj = Aqjxq + -+ - + Apjxp, Ainsi,
x =Y, ; Aijxiy; et (x;y;) est une base de K sur K.
(ii) D’apres (i), si p = [K; : K] et g = [Kz : Kj] sont finis, alors K est de dimension pg
sur K. Si [Kj : K] = 400, il existe dans K; des familles libres de cardinal arbitrairement
grand donc [K; : K] = +00. De méme, si [K; : K1] = +oo. |

Corollaire 1.

Soient K un corps et L une extension de K. Si [L : K] est un nombre premier alors
K et L sont les seuls sous-corps de L contenant K. En particulier, pour tout & € L
n’appartenant pas a K, on a K(«) = L.

Corollaire 2.

Soient K un corps et L une extension de K. L’ensemble A des éléments de L
algébriques sur K est un sous-corps de L.

Démonstration. Les éléments «, B de L sont algébriques sur K si et seulement si
[K(a) : K] et [K(B) : K] sont finis. Le polyndme minimal fg de  sur K est aussi un
élément de K(a)[X]. Ainsi 8 est algébrique sur K(«). Son polyndme minimal sur K(«)
divise fg car fg(B) = 0 donc [K(a)(B) : K(a)] < d°(fp) = [K(B) : K] et
[K(a)(B) : K] = [K(a) (B) : K(a)][K(a) : K] < [K(B) : K][K(a) : K] < e0.

Le corps K(a,B) = K(a)(B) contient « + B, ap et 1/a si « # 0. Les sous-corps
K(a+B), K(aB), K(1/«) de K(«, B) sont donc de dimension finie sur K. D’apres 13-1,
cor.l, o+ B, ap et 1/« sont algébriques sur K de degré au plus d°(a) x d°(B) . n
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Exercice 1. Montrer que & = /2 + /3 est algébrique sur Q. Donner son
polynéme minimal, une base de Q(v/2 + v/3) sur Q.
Montrer que Q(v/2) NQ(V/3) = Q.

Solution. Puisque V2 et /3 sont algébriques sur Q, racines de X2_2 ¢ Q[X] et
X? — 3 € Q[X], le corollaire 2 montre que & = V24 /3 est algébrique sur Q, de
degré au plus d°(v/2) x d°(v/3) . On sait que v2 ¢ Q (voir 9-9, ex. 2, b)). On a donc
[Q(v2) : Q] > 1. Le degré de v/2 sur Q, cest-a-dire le degré de son polyndme minimal
f./3, vérifie donc d*(f, 5) > 2. Par ailleurs f 5 divise X? — 2 qui annule v/2. Donc
d°(f 5) =2etf 5 =X*—2.Deméme f 5 = X*>—3.Onadoncd’(a) <2x2=4.

Une base de l’extension quadratique Q(+/2) de Q est (1,1/2) et Q(v/2) est I'ensemble
des nombres a + Bv/2 oti &, B € Q (expression unique). De méme, v/3 est de degré 2
surQetQ(v3) = {A+uv3; AucQ}.

Considérons maintenant X? — 2 comme un polynome a coefficients dans Q(+/3). S'il
était réductible dans Q(+/3)[X], il aurait une racine dans Q(1/3), autrement dit /2
ou —+v/2 serait élément de Q(\@) . I existerait a,b € Q tels que V2 = a+by3.0n
devrait avoir b # 0 sinon v2 = a € Q et a # 0 sinon 2 = 3b? et 3 diviserait 2. De la
relation 2 = a® + 3b% + 2ab\/3 on déduirait que v/3 € Q. C’est absurde. Ainsi X? — 2
est irréductible sur le corps Q(1/3) et v/2 est algébrique de degré 2 sur Q(+/3). Donc
K= (Q(\@)) (V2) = Q(v/3,1/2) est de degré 2 sur Q(+/3) et

[K:Q]=[K:Q(V3)][Q(V3):Q=2x2=4
Le corps Q(a) contient &« = V2 4+ /3 eta® = 11v/2 + 9v/3. En tirant v/2 et /3 de ce

systeme de Cramer on voit que Q(lx) contient \/E et \@ et contient donc le sous-corps
Q(\ﬁ, \/§) de R. Réciproquement, Q(\@, \@) contient & = v/2 + /3 et contient donc
Q(a). Ainsi,

Q) =Q(v2,v3) = (Q(v3)) (V2) =K et [Q(w):Q]=4.
Onaa? =5+26,doti (4% —5)? = 24. Ainsi f(X) = X* — 10X? + 1 a pour racine a.
Le polyndme minimal f,, de « divise f. Il a pour degré [Q(a) : Q] = 4 et il est unitaire.
Donc f = f,, et f est irréductible. D’apres 13-1, prop. (ii), (1,1/2) est une base de
Q(v/2) sur Q et (1,1/3) est une base de (Q(\@)) (v/3) sur Q(+/2). La proposition
précédente montre que (1, V2,3, \@) est une base de Q(«) sur Q. Une autre base est
(1,a, a2, oc3) d’apres 13-1, prop.
D’apres la proposition, la dimension sur Q du sous-corps L = Q(v/2) N Q(+/3) de R
divise [Q(v/2) : Q] = 2. Si on avait [L : 1] = 2, on aurait L = Q(+/2) et pareillement
L = Q(V/3). C’est impossible car v/2 ¢ Q(+/3) . Donc [L: 1] = letL = Q.

Exercice 2. Montrer que f(X) = X* —2X2 +9 est irréductible dans Q[X].

Solution. Calculons dans C les racines de ce polyndme bicarré. Posons Y = X?. On a
Y2 -2Y+9=(Y-1)24+8= (Y -1)2—(2iv2)? = (Y =1 —-2iv2)(Y —1+2iV2),
avec142iv2 =2+2ivV2—1=(vV2+i)? , X>?=1-2ivV2=(v2-1i)>.

Les racines de f(X) sont & = v/2 +1i, V2 —1i,—v/2+1i et —/2 —i.Enrésolvant le Sys-
ttme & = V2 + 1 L8 = —+/2 + 5i on voit quei et v/2 sont combinaisons linéaires sur
Q de a et 43. Donc Q(a) contient i et v/2. Ainsi Q(«) contient Q(+/2) et Q(v/2)(i) qui
est de degré 4 sur Q. D’apres la proposition, 4 divise [Q(a) : Q] = d°(fx). Le polyndéme
minimal f, de a divise f car f(a) = 0 donc d’(fy) < 4. Ainsi, d°(fy) = [Q(a) : Q] = 4.
Comme f, divise f,ona f = f, qui est irréductible.
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13.5 Constructions a la régle et au compas

Dans le plan affine euclidien £ considérons une famille finie 7o = {M;,..., M}
de points distincts avec d > 2. Considérons les droites D;; de £ qui passent par deux
points distincts M;, M; de Fg et les cercles Cy, centrés en 1'un des points My et passant
par un autre point M, de la famille. Soit /7 la famille des points de £ qui sont intersec-
tion de deux de ces courbes (droites D;; ou cercles Cy). Ona Fo C F1. On définit de
méme une famille 7, de points de £ a partir de F; et par récurrence des familles finies
croissantes fo C F1 C - C Fpu C -

Définition.
Les points de U, F,,, sont dits constructibles a la régle et au compas a partir des
points de Fy = {Mjy, ..., My}. En abrégé, nous dirons qu’ils sont constructibles.

Choisissons un repeére orthonormé R = (O, 1_>, ]_>) de &, tel que O € Fy et
A=0+T € F (quitte a changer 1'unité de longueur cela est possible). Soit Ky le
sous-corps de R engendré par les coordonnées (x1,y1), ..., (x —d,y,;) de ces points.

L'équation (y; — y;)(X — x;) — (x; — x;)(Y — y;) = 0 de la droite D;; est de la forme
aX +bY +c=0aveca,b,c € Kp. Si deux telles droites sont sécantes, leur intersection
est un point de 7 dont les coordonnées s’obtiennent en résolvant le systeme de Cramer
de leurs deux équations. Les formules de Cramer montrent que ces coordonnées sont
des éléments du corps K.

L'équation (X — x)2 4+ (Y — yx)? — [(x¢ — xx)? + (y¢ — yx)?] = 0 du cercle Cy est de
la forme X2+ Y% —2uX —20Y +w = 0 ot 1, v, w € Ky. Pour trouver les coordonnées
des points d’intersection de la droite D;; et du cercle Ci, on peut tirer X (ou Y) de
I’équation de la droite, le reporter dans I'équation du cercle. Cela conduit & une équation
du second degré en Y (ou en X), a coefficients dans Ky. Toute racine a dans C de ce
trindme a pour polyndme minimal un diviseur de ce trindme donc [Ko(«) : Ko] = 1 ou
2. Ensuite l'autre coordonnée, déduite de « en utilisant I'équation aX + bY 4 ¢ = 0 est
encore un élément de Koy(w).

L’intersection de deux cercles Cy, Ci¢ de centres distincts, d’équations
X24+Y?—2uX—20Y+w=0 , X?+Y?>-2/X-20Y+w =0,
est également l'intersection de Cyy et de la droite, axe radical des deux cercles, d’équa-
tion2(u —u')X +2(v — ') — (w — w') = 04 coefficients dans Kj. Les coordonnées des
points d’intersection de Cyy et Cyy» sont donc, comme précédemment, algébriques sur
Ko, de degré 2 sur Kj si elles n’appartiennent pas a Koy. Ainsi, les coordonnées de tout
point de F; appartiennent a Ky ou sont algébriques sur Ky de degré 2.

Théoréme. (Wantzel)

Pour que M € &, de coordonnées x,y soit constructible a partir des points
My, ..., My, il faut et il suffit qu’il existe s € IN, des extensions Ky C K; C --- C K
de Ky dans R telles que x,y € K et [K; : Ki_1] =2 pouri=1,...,s.

En particulier, pour que M soit constructible, il est nécessaire que les coordonnées
(x,y) de M soient algébriques sur le corps Ky engendré par les coordonnées de
My, ..., My, dans le repére R et que leurs degrés soient des puissances de 2 sur K.

Démonstration. Supposons M construit a partir de My, ..., My, a'aide de p construc-
tions a la régle et au compas successives. La premiere construction a donné un point
M1 dont les coordonnées appartiennent a un sous-corps K; de R qui est égal a Ky
ou de degré [K; : Kog] = 2 sur Kj. A la deuxiéme étape, on construit un point M,
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dont les coordonnées appartiennent a une extension K; de K; égale a K; ou de degré
2 sur Kj. On opere ainsi p fois. Les coordonnées du point M obtenu a la p ** étape
appartiennent a une extension K, du corps K,,_; précédent, telle que [K, : K, 1] =1
ou 2. En ne considérant que les extensions successives telles que[K; : K;_1] = 2, on voit
(13-4, prop. ) que la condition énoncée est nécessaire.

Montrons qu’elle est suffisante. D’abord, tout élément de Ky est constructible a par-
tir de My, ..., M. En effet, on détermine les abscisses et ordonnées x;, y; de My, ..., M,
a la regle et au compas, par projection des points sur les axes et report. Ensuite tout
élément de Ky est obtenu par un nombre fini d’additions, produits, prises d'inverse a
partir de ces coordonnées. Or, dans R ou C, la somme z + 2/, le produit zz/, I'inverse
1/z siz # 0 se construisent a la regle et au compas (voir exercice ci-dessous).

Considérons maintenant une extension K; de Ky de degré 2. Soit « un élément de
K; qui n’appartient pas a Ko. Comme [K;j : Ko] = 2 est premier on a [Ko(a) : Ko] = 2
donc le polyndme minimal de « est de degré deux, soit X*> —2aX +b = (X —a)? — 4,
olt a,b,6 = a®> — b sont éléments de Ko. Si 6 = [d[e”® # 0, alors 6,4, |5, e0/?
se construisent a la régle et au compas. Les racines &« = a + |§|1/2¢9/2 et
o' = a — |5|'/?¢/2 sont constructibles. Par récurrence, on voit que dans une suite
d’extensions successives Ko C Ky C --- C K ot1 chacune est de degré 2 sur la précé-
dente, tout point sera constructible. La condition est donc suffisante.

Les coordonnées (x,y) de M étant éléments de K;, [K(x) : Ko et [K(y) : Ko] divisent
[Ks : Ko] = [Ks : Ks—1] x -+ - x [Ky : Kpg] = 2°. Ce sont des puissances de 2. ]

Remarque. Le fait que les coordonnées x et y de M soient algébriques, de degré
puissances de 2 sur Ky, n’est pas suffisant pour que M soit constructible. Par exemple,
il existe des extensions de Q de degré 4 ne contenant aucun sous-corps de degré 2.

Exercice. Montrer que I'ensemble K des éléments de C constructibles a partir de
My, ..., My, est un sous-corps de C et que si z € K, alors ses racines carrées sont
éléments de K.

Solution. Notons A le point d’affixe 1. Soient z € K et z/ € K et M, M’ les points

ayant ces affixes. Le point d’affixe z + z’ est le quatriéme sommet du parallélogramme

construit sur cﬁZ et CW . 11 se construit au compas donc z + z' € K. Le point P

d’affixe zz’ est tel que les triangles OAM et OM'P soient semblables. Il se construit a

la régle et au compas (report d’angle et d'une longueur proportionnelle a OM dans le
U

rapport OO]\;‘I connu). Le point Q d’affixe 1/z, si z # 0, est tel que les triangles OQA et
OAM soient semblables. Il est constructible. Si z = 0, sa racine carrée est zéro. Si z # 0,
ses racines carrées s’obtiennent en tragant la bissectrice de (Ox ,OM ), ce qui se fait a la
regle et au compas, et en portant a partir de O, de part et d’autre de O, des segments
[OR] et [OR’] de méme longueur /|z| que l'on peut par exemple déterminer comme

hauteur [TO] d'un triangle rectangle STM tel que OS = 1.

P(zz")
M'(z") Me)
M(z)
o A 0 A

Q/z)
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13.6 Quelques constructions a la regle et au compas

1 - Quadrature du cercle. Depuis 'antiquité, o1 la géométrie euclidienne s’était déve-
loppée, on s’était beaucoup intéressé, pour les besoins des géometres et des architectes,
aux procédés de construction géométriques sur épures a 1’aide des outils de ces pro-
fessions : la regle et le compas. Les tracés des bissectrices dun angle, de la médiatrice
d'un segment, des médianes d’un triangle... faisaient partie de tout apprentissage de
la géométrie. Prouver une telle construction était une étape obligée de toute étude de
tigure. Or certains problémes devinrent rapidement célébres car ils résistaient a toute
tentative de ce genre. Ce n’est qu’a la fin du 19° siécle que les progrées de 'algébre
apporterent des éclaircissements sur ces questions (th. de Wantzel précédent).

Le plus célebre de ces problémes était celui de la quadrature du cercle. Le cercle
est une figure essentielle et on pressentait que la nature du nombre 7t était impliquée.
Etant donné un cercle C, on voulait construire, a la régle et au compas, un carré ayant la
méme surface. Considérons une demi-droite issue du centre O du cercle et le point A
ou elle rencontre C. La donnée de O et de A revient a donner le cercle C que 1’on peut
alors tracer au compas. Choisissons le centre O de C pour origine du plan. Quitte a

changer 1'unité de longueur, on peut supposer que 7" =OA est unitaire. On considere
le repere orthonormé direct (O, 7, ]_>) Le sous-corps de R engendré par les coordon-
nées (0,0) et (0,1) des points O et A est Q. Si on sait construire a la régle et au compas,
a partir de O et A, un carré du plan d’aire égale a 1’aire 7t du cercle C, on pourra ensuite
le translater, en construisant des parallélogrammes et ramener un de ses sommets en
O. Une rotation de centre O ameénera ce sommet sur [Ox). Toutes ces opérations s’ef-
fectuent a la regle et au compas. On voit donc que si la construction d’un tel carré était
possible, alors le point de 1’axe (x"x) d’abscisse ¢ = /7 serait constructible a la regle
et au compas a partir de O et A.

Lindemann a montré en 1882 que 7 est transcendant. Donc ¢ = /7t nest pas
algébrique sur Q, (sinon [Q(c) : Q] serait fini, le corps Q(c) contiendrait ¢ = 7 qui
serait algébrique). D’apres le th. de Wantzel, la quadrature du cercle est impossible.

2 - Duplication du cube. On considére un cube I' = ABCDA’B'C'D’. Quitte a modifier

'unité de longueur, on peut supposer que le repere R = (A4, 1@) , ﬁ , 547 ), constitué
du sommet A et des arétes issues de A, est orthonormé. On voudrait construire un cube
I'y de volume double du précédent, de sommets A et M avecAM etAB colinéaires et
de méme sens. Soit x 'abscisse de M dans le repére R. Les volumes de I et I'; sont
x3 et 1. On doit avoir: x> = 2. Or v/2 est racine du polynéme X> — 2 et ce polynéme
est irréductible sur Q. En effet, si on avait X3 —2 = (aX + B)(7X% + 6X + ¢) avec

. . 14 .
«,B,7v,6,e € Q alors le polyndme X3 — 2 aurait une racine _B dans Q. Cette racine

serait égale a I'unique racine réelle v/2 de X® — 2. Or le nombre v/2 n’est pas rationnel.
Ainsi X® — 2 est irréductible. C’est donc le polynéme minimal de /2, qui est donc
algébrique de degré 3 sur Q. Ce n’est pas une puissance de 2. Sa construction a la regle
et au compas est impossible d’apres le th. de Wantzel.

3 - Trisection d’un angle. On sait construire a la régle et au compas la bissectrice d'un
angle de vecteurs. Peut-on construire de méme, les demi-droites qui divisent cet angle
en trois angles égaux ?

Considérons un repére orthonormé du plan ayant pour origine le sommet de 1’angle,
dont I'un des axes est un coté de I'angle et tel que la mesure « de I’angle soit comprise
entre 0 et 277. On veut construire 0 tel que 30 = a. Cela revient a construire le point M
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d’intersection du cercle trigonométrique avec la demi-droite d’angle polaire 6. Puisque
cos360 = 4 cos® 8 — 3 cosh,, on voit que cos 8 est racine de 1’équation :
4X% —3X —cosa = 0.

Par exemple, avec & = 271/3 ce polyndme a pour expression 8X> — 6X + 1. Posons
Y = 2X. Il devient Y3 — 3Y + 1. En raisonnant comme dans I’exemple 2, on peut vérifier
qu'il est irréductible sur Q. On peut aussi poser Y = Z — 1. Il devient Z% — 372 + 3
irréductible d’apres le critere d’Eisenstein (voir 14-5, rem. a)). L'abscisse cos 6 de M est
algébrique de degré 3 sur Q. On ne peut donc pas construire M a la régle et au compas.

4 - Polygones réguliers. Dans le plan euclidien £ muni d'un repere orthonormé

(O, 7, ]—>) tout le monde sait construire a la regle et au compas::

- I'hexagone régulier et le triangle équilatéral qui ont pour centre O et pour sommet
le point A de coordonnées (1,0), et par récurrence le polygone régulier ayant 3 x 2"
cotés, ou n € IN*, en tragant les bissectrices des angles au centre du polygone ayant
3 x 21 coiés,

- le carré, puis I'octogone a 8 cotés, de centre O et de sommet A et par récurrence le
polygone régulier ayant 2" cotés, ou n € IN*.

Pour tout n > 2, peut-on construire de méme, le polygone régulier & n cotés ?
Représentons ses sommets a 1'aide de leurs affixes. Celles-ci sont les racines n*** de
l'unité dans C. Si on sait construire la racine primitive { = exp(i2£), les autres sommets
s’en déduisent par des reports au compas sur le cercle trigonométrique. Or { est racine
du polynoéme cyclotomique @, (X) qui a ses coefficients dans Z. Dans la théorie de
Galois, il est classique que @, (X) est irréductible sur Q et donc polyndme minimal de
. Nous démontrerons ce résultat en 14-6.

Si[Q(Q) : Q] = d°(P,)) = ¢(n) n’est pas une puissance de 2, la construction a la
regle et au compas de  est impossible. C’est le cas, pour n = 7, pour n = 9... Dans
ce dernier cas, on retrouve 'impossibilité de la trisection de I’angle, puisqu’il faudrait
diviser en trois, a la régle et au compas, I'angle de mesure 2 du triangle équilatéral.

Pour n = 5 on a ¢(5) = 22. La condition nécessaire de la proposition est vérifiée.
La construction est effectivement possible (Voir exercice qui suit)

Pour n = 17 on a ¢(17) = 2*. Une construction a la régle et au compas fut donnée
en 1796 par Gauss, agé alors de 19 ans. Quand on examine cette construction, on voit
clairement des extensions successives de degré 2, conduisant a celle qui contient {. En
1801, Gauss a caractérisé les valeurs de n € IN* pour lesquelles le polygone régulier
P, de centre O de sommet A est constructible.

Proposition. (Gauss)

Pour que P, soit constructible il faut et il suffit que n = 2¥py - - - ps, ot p1, . .., ps sont
des nombres de Fermat premiers, distincts.

Démonstration. Montrons que la condition est nécessaire, en utilisant le fait, démontré
en 14-6, que le polynéme cyclotomique @, (X) est irréductible sur Q et donc polyndme
minimal de z = exp(i2%). Soit n = plf] e p's{s la décomposition de n en facteurs pre-
miers. Si z est constructible, alors d°(®,) = ¢(n) = plfl_l(pl — 1) p N ps - 1)
est une puissance de 2. Chacun des facteurs plfl_l(pl —1),...,p5 Y (ps — 1) est une
puissance de 2. Si 2 est facteur premier de 7, cette condition est réalisée pour le terme
correspondant. Considérons un premier impair p. Pour que p*~!(p — 1) soit puissance
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de 2, il faut que k = 1 et que p — 1 = 2m. En mettant en facteur dans m la puissance
de 2 maximum, on obtient m = 2" g, d’ott p = (2%)7+1 = (2% +1) ZZ;(l) (—1)k (22",
Comme p est premier, on a nécessairement g = 1 et p = 22" + 1. Donc p est un nombre
de Fermat premier.

Pour limiter la longueur de 1’exposé, nous admettons que la condition est suffisante. m

Remarque. On ne connait a ce jour que 5 nombres de Fermat 22" + 1 premiers, pour
r = 0,1,2,3,4 (voir 12-5). Pour n impair, on ne connait donc qu'un nombre fini de
valeurs de n impaires pour lesquelles P, est constructible.

Exercice.. Dans le plan complexe, d’origine O, soit A le point d’affixe 1. Montrer
que le pentagone régulier P de centre O, de sommet A est constructible a partir
de O et A et donner une construction.

Solution. Puisque 5 = 22 + 1 est le nombre premier de Fermat Fj, le th. de
Gauss montre que P est constructible. Les affixes des sommets autres que A sont
C,0%,03,0% on 7 = exp(z'%”). Ce sont les racines du polynéome cyclotomique

Dy(X) =X*+ X3+ X?>+X+1.0Onadonc:

0=0+0+14+7 '+ 2= (P+I )+ @C+ ) +1=2cos T +2cos L +1=
2(2(cos 2£)2 — 1) +2cos & + 1.

Ainsi, cos ZT” est racine de 4X? + 2X — 1. Comme ? est une autre racine primitive
de l'unité, racine de ®4(X), de méme cos %” est racine de ce polynéme, d’oti les valeurs

Cos%”zfl%\/g>0etcos%”—fl%@ < 0.

Pour construire P, on trace le cercle de
centre O et de rayon OA. On déterminer le

milieu H de [B0], d’affixe —31. Le cercle de
centre H de rayon HC = /(3)2+12 = g
recoupe (x'x) en des points [ et I'. On
construit les milieux | et J' de [OI] et [OI].
Les perpendiculaires en J et ] & (x"x) coupent
le cercle trigonométrique aux sommets du
pentagone distincts de A.

Signalons une autre construction. On trace le
cercle de diametre [OC]. Son centre K est le
milieu de [OC]. La droite (BK) recoupe ce
cercle en P et Q. Les cercles de centre B de
rayons BP et BQ recoupent le cercle trigono-
métrique aux sommets du pentagone autres
que A. En effet, {Al, A4} est l'intersection
des cercles d’équations,

2
(x+12+y* = BQ* = (5) et

x2 + y2 = 1. Par différence, on obtient 1'équa-
tion d'une droite qui passe par A et par B.
C’est 'axe radical des deux cercles, d’équa-

tion x = —% + %. De méme, A, et Az ont
pour abscisse x = _411 - %. On a bien obtenu

les sommets du pentagone.
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Exercices du chapitre 13

— Ex13-1

Soit E un espace vectoriel de dimension
finie sur le corps K.

a) Soit u € L(E). Montrer que les condi-
tions suivantes sont équivalentes.
(i) u est diagonalisable.
(ii) Le polynome minimal de u est
scindé simple.
(iii) Il existe p € K[X] scindé simple
annulant u .

b) Soient u,v € L(E) diagonalisables qui
commutent. Montrer qu’il existe une

base de E qui diagonalise u et v.

¢ Si K = C, montrer que les endomor-
phismes diagonalisables sont partout
denses dans £(E).Si K = R, montrer
que cette propriété n’est pas vérifiée.

_ Ex13-2

Soit a € Q[X] irréductible. Montrer que
dans C[X] c’est un polynéme simple.
Généraliser a d’autres corps.

— Ex13-3

Soient K un corps commutatif et p € K[X]
irréductible tel que p’ ne soit pas nul. Mon-
trer que f € K[X] admet p comme facteur
irréductible avec multiplicité si et seule-
ment si p divise f et f’.

— Ex13-4

Soit K un corps commutatif. Montrer
qu’il existe dans K[X] une infinité de
polyndmes irréductibles.

— Ex13-5

Dans le plan euclidien, on considere
le réseau R des points de coordonnées
entieres. Montrer qu’il n’existe pas de tri-
angle équilatéral, plus généralement de

polygone régulier non carré, dont les som-
mets appartiennent a R. Généraliser a
d’autres réseaux.

— Ex13-6

Montrer que les nombres réels

m=V2,m=\1+a,a=1+a

sont algébriques. En utilisant le critere
d’Eisenstein (voir 14-5), déterminer leur
polyndme minimal. Pour i = 1,2,3
donner une base de Q(a;) sur Q.

Dans le plan affine euclidien muni
d’un repére orthonormé, montrer que les
points A; de coordonnées (a;,0) sont
constructibles a la regle et au compas a
partir des points O(0,0), A(1,0). Qu’en
est-il pour le point B(1 + v2,0)?

_ Ex13-7

Soit A un anneau commutatif unifere et |
son radical de Jacobson (intersection des
idéaux maximaux de A).

a) Pour tout x € |, montrer que 1 — x est
inversible dans A .

b) Si A = K[X], ou K est un corps com-
mutatif, montrer que | = {0}.
Si p € K[X] est non nul, montrer qu’il
existe une extension L de K et a« € L
algébrique sur K tel que p(«) # 0.

— Ex13-8

Soient K un corps, L une extension de K de
degré m et a € K[X] unitaire irréductible
de degré n.Si m An = 1, montrer que a
est irréductible sur L.

Exemple 1. Montrer que X° —2 est irré-
ductible sur Q(7) . En déduire que X° +4
est irréductible sur Q.

Exemple 2. Déterminer dans C le corps de
décomposition du polynéme X° —7.
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Indications

Ex13-1

a) Utiliser le lemme des noyaux.

b) Les sous-espaces propres de u sont
stables par v . Les restrictions de v sont
diagonalisables d’apres a).

¢) Si K = C, dans une base convenable,
u a une matrice A triangulaire. Appro-
cher A par une suite (A;) ot Ay est
triangulaire diagonalisable.

Sur R, montrer par exemple qu’une
matrice de rotation A n’est pas limite
de matrices diagonalisables (considérer
la trace de A et celle de A?).

— Ex13-2

Si a € C était racine multiple de a(X),
elle annulerait 4'(X) dont le degré est
inférieur a celui de a(X).

— Ex13-3

Si f = ph etsip divise f', d’apres le
lemme de Gauss, il doit diviser /.

— Ex13-4

On peut reprendre la démonstration
d’Euclide montrant qu’il existe une
infinité de nombres premiers.

— Ex13-5

Sil existait un tel polygone, z = e*7/"
appartiendrait au corps Q(i). Or le
polynéome minimal de z est le polyndme
cyclotomique @, (X) de degré ¢(n).

— Ex13-6

ai,az,a3 sont racines des polyndmes
X2 -2, X*—2X2—1,X8 —4X0 +4X*—2.
Le critere d’Eisenstein montre qu’ils sont
irréductibles (pour le deuxiéme, poser
X = Y +1). Ce sont les polyndmes mini-
maux de aq, ap, as.

_ Ex13-7

a) Si 1 — x n’était pas inversible, I'idéal
(1—x)A de A serait contenu dans un
idéal maximal M et on aurait 1 € M.

b) Si a € K[X] n’est pas nul, il n’appar-
tient pas a | sinon Xa(X) appartien-
draita ] et 1 — Xa(X) serait inversible.

— Ex13-8

Dans L[X], si p(X) est un facteur
irréductible de a(X), M = L[X]/(p) est
une extension de L. La classe x de X dans
M est racine de p(X) etde a(X).
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Solutions des exercices du chapitre 13

— Ex13-1

a)

b)

<)

(i) = (iii) Supposons u diagonalisable. Soient Ay,..., A, ses valeurs propres, et
soient Ej,...,E; ses sous-espaces propres. Alors (u — A;Id)(x) = 0 pour tout
x € E; etcela pour touti. Le polyndme scindé simple p(X) = (X —Aq) -+ (X — Ag)
est donc tel que p(u)(x) =0 pourtout x e E=E; @ --- @ E.

(iii) = (ii) Si un polynéme p(X) scindé simple annule u, alors le polyndme minimal
de u divise p(X). Il est donc scindé simple, produit de facteurs de degré un de p(X).

(i) = (i) Siun polyndme scindé simple p(X) = (X —a3)--- (X — ay) annule u,
alorsona E = Ker (p(u)) = Ker (u —a1 Idg) & - - - ®Ker (u — ay, Idg) , (lemme des
noyaux, voir 8-2, lemme 2). Donc u est diagonalisable.

Comme v commute avec u, les sous-espaces propres E; = Ker (u — A Idg) , ...,
Ey = Ker(u — AxIdg) de u sont stables par v. Donc v induit sur Ej,...,E; des
endomorphismes vy, ...,vx. Le polyndme minimal p(X) de v est scindé simple
car v est diagonalisable. Alors p(X) annule v4,...,7; qui sont donc diagonali-
sables d’apres a), (iii). Il existe des bases By, ..., By de Ey, ..., Ey faites de vecteurs
propres pour vy, ..., v et donc propres pour v. IIs sont propres également pour u .
Alors B = By U---U By est une base de E . Elle diagonalise v et u .

Supposons que K = C.Soit u € L(E). Le polyndme caractéristique de u est scindé
car C est algébriquement clos. Il existe donc une base B = (ey,...,e,) de E dans
laquelle le matrice A de u est triangulaire supérieure. Les valeurs Ay,..., A, dela
diagonale X de A sont les racines de det(Al, — A), c’est-a-dire les valeurs propres
de u . Si certaines racines sont multiples, en notant d le plus petit des nombres |A; —
Aj| non nuls, ot i # j, la suite X; = (A + % , Ao +2%,..., An + n%) converge
dans C" vers X = (Ay,...,A,) lorsque k — oo et pour k > 1 les coordonnées de
Xj sont deux a deux distinctes. Les matrices Ay obtenues en remplagant la diagonale
X de A par X (sans modifier les autres coefficients) converge vers A et Ay est

diagonalisable puisqu’elle a n valeurs propres distinctes.

Si K = R, les matrices diagonalisables ne sont pas denses dans M, (R). Par
cos (rt/3) —sin(m/3)
sin (7t/3) cos(m/3)

(Ax) de matrices diagonalisables converge vers A. Alors (A?) tend vers A>.Ona

Ak 0 -1 2 </\2 0> -1
Ay =P P , A2 =P [ k P,
¢ (0 Vk) ¢ 0

exemple, considérons A = < > . Supposons qu’une suite

ou P est une matrice de changement de base. On en déduit que
A4 u2 = tr(A?) — tr(A?) = 2cos (27/3) = —1.

C’est absurde. Si dim(E) > 2, on peut compléter la matrice A avec des 0 ou des 1
placés sur la diagonale et conclure de méme.
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_ Ex13-2

Soit a € Q[X] irréductible avec d°(a) > 2. Supposons que a € C soit une racine
multiple de a. Alors a(a) = 0 et a’(x) = 0, avec d°(a’) = d°(a) —1 < d°(a). Cela
contredit le fait que a est le polynome non nul de plus bas degré annulant . Donc
toute racine a de a dans C est une racine simple.

Si a € K[X], ot K est un corps commutatif, il existe une extension Ky de K
algébriquement close (admis ici). Si caract(K) = 0, on conclut de la méme fagon que
a(X) est scindé simple sur K .

Si K est un corps fini, la conclusion est encore vraie. En effet, sa caractéristique est
un nombre premier p. D’apres 9-1, ¢ : x — x? est un homomorphisme du corps K
dans lui-méme. Il est injectif car {0} et K sont les seuls idéaux de K et donc bijectif
car K est fini. Supposons que a € K soit racine multiple de a(X). Si a/(X) n’était
pas le polyndme nul, comme précédemment cela contredirait le fait que a(X) soit le
polyndme minimal de & . Donc a’(X) est nul, ce qui signifie que a(X) est de la forme
ap +apX? + aszZP + -+ +aspX°P.Pour i =0,...,s,il existe b; tel que bf = 4ajy . On
aalors a(X) = (bo+ - - -+ bsX°)P car K[X] est de caractéristique p . C’est absurde car
a(X) estirréductible. Donc sur Ky, ce polyndme est scindé simple.

— Ex13-3

Supposons qu'il existe h € K[X], tel que f = p*h.On obtient:

' =2pp'h+ p*h' = p(2p'h + ph') donc p divise f'.

Réciproquement, si p divise f, il existe h € K[X] tel que f = hp et donc
f'=h'p+hp'.Sien outre p divise f’, alors p divise hp'. D’apres le lemme de Gauss,
il divise h ou p’. Comme p’ n’est pasnul et d°(p’) < d°(p) — 1, il est impossible que p
divise p’. Donc p divise h et p* divise f .

— Ex13-4

Reprenons la démonstration d’Euclide montrant qu’il existe une infinité de nombres
premiers. La famille 7 des polyndmes unitaires irréductibles de K[X] n’est pas vide
(elle contient tout polyndome de degré un). Supposons F finie, d’éléments py, ..., pk.
Considérons p(X) = p1(X) - px(X) + 1.0na d°(p) > 1 donc p posséde un diviseur
q irréductible. Or g ¢ F sinon g diviserait 1. C’est absurde. Donc F est infinie.

On peut aussi démontrer le résultat en utilisant le fait que les polynomes X2 41, 0ou
k € IN*, sont deux a deux premiers entre eux (voir Ex. 12-20).

— Ex13-5

Supposons qu’il existe un polygone régulier P = A;---A,, avec n > 3, dont les
sommets Ay d’affixes zj appartiennenta R = Z + iZ . L'isobarycentre O des sommets,
d’affixe zg = 1 (z1 + - - - +z,) appartient au corps Q(i) donc { = 22 = 2/ e Q(i).
Cela nécessite que Q(Z) C Q(i) etdonc que [Q({) : 1] divise [Q(i) : 1] = 2.Comme
¢ ¢ Q, on doit avoir 2 = [Q({) : 1] = ¢(n) (voir 14-6, prop. ). Or, ¢(n) = 2 n’est
possible que si n = 3,4 ou6.Pour n ¢ {2,3,6}, le probleme n’a pas de solution.

Si n =3 oub (P estun triangle équilatéral ou un hexagone régulier), on doit avoir
V3 =2Im (¢?7/3) = 2Im (e%7/¢) € Q. C’est impossible car v/3 Z Q.
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Si n = 4, il existe de maniére évidente des carrés ayant leurs sommets sur le réseau.
C’est la seule valeur de n pour laquelle le probléme a des solutions.

Généralisation. Soit d < 0 un entier sans diviseur carré (autre que 1). Alors Q(i~/[d|)
est une extension de degré 2 de Q. S'il existait un polygone régulier P a n cotés dont
les sommets sont sur le réseau A = Z +iZ|d|, on aurait [Q({) : 1] = 2. Comme
précédemment, si n ¢ {2,3,6},1e probléme est sans solution. Si n = 3,4 ou6,o0n a
{ =joui ou—j2.SiPexiste,ona { € Q(iy/]d]) etdonc Q(j) ou Q(i) ou Q(j?) égal
a Q(i\/|d]) . Les extensions quadratiques de Q étant deux a deux non isomorphes (9-9,
ex.2),destégala —1 ou —3 ou —6. Dans ces cas il existe des triangles équilatéraux
ou des carrés ou des hexagones réguliers ayant leurs sommets sur A.

— Ex13-6

a; = /2 est racine de p;(X) = X% — 2. Le critere d’Eisenstein est vérifié pour le
nombre premier 2. Donc p1(X) est irréductible dans Q[X]. D’apres 13-1, cor. 2, p1(X)
est le polyndme minimal sur Q de a; = V2 et Ky = Q(ﬁ) est une extension de degré
2 de Q, admettant {1, \@} comme base sur Q.

Puisque a; = v/1+ 4y est tel que a; = (a3 — 1), c’est une racine du polynome
pa(X) =p1(X2—=1)=X*-2X?>—-1 .Ona pa(Y+1)=Y*+4Y3 +4Y2 2.

Le critere d’Eisenstein est vérifié pour le nombre premier 2. Donc py(X) est irréduc-
tible. C’est le polyndme minimal de a;. L'extension K, = Q(az) de Q est de degré 4 et
admet comme base B = (1,a3,43,43) sur Q. Puisque 4 = [K; : Q] = [Kz : Kq][K; : Q]
et Ki C K; car a; € K, c’est une extension de degré 2 de K. Sur Kj, elle admet
comme base (1,4;).Sur Q, elle a comme base B’ = (1, 41,4, a1a2) (voir 13-4, prop. ).

Puisque a3 = \/1+4ay est tel que a, = (a3 — 1), il est racine du polyndme
p3(X) = p2(X? —1) = X8 —4X% 4 4X* — 2. Le critere d’Eisenstein montre qu’il est
irréductible. C’est le polyndome minimal de a3. Ainsi, K3 = Q(a3) est une exten-
sion de degré 8 de Q. C’est une extension de degré 2 de K. Elle admet comme base
(1,as,.. .,ag) sur Q et également (1, a1, ap, 4142, asz, a1a3 , axaz , A1a243) .

Puisqu’il existe une suite Ky = Q C K; C K C K3 d’extensions de Q, ou cha-
cune est de degré 2 sur la précédente, le th. de Wantzel montre que a;,a2,43 sont
constructibles. D’ailleurs, leur construction est facile en utilisant le th. de Pythagore.
Pour a; = /2, C'est la longueur de la diagonale d’un carré OABC de c6té OA. En
plagant la pointe seche du compas en O, on peut rabattre OB sur l'axe des abscisses
en Aq(a1,0). Pour ay, c’est la longueur de la diagonale d'un rectangle OA;BCy, etc...

Le point B(1+ v/2,0) n’est pas constructible, sinon C(+v/2,0) le serait également.
Or la duplication du cube, a la regle et au compas, est impossible.

_ Ex13-7

a) Soit x € J.Si 1 — x n’était pas inversible dans A, l'idéal (1 — x)A serait distinct
de A et serait donc contenu dans un idéal maximal M de A. Ayant x € Jet] C M,
on en déduirait que 1 € M et donc M = A. C’est absurde.

b) Soit a € K[X] non nul. Si on avait a € |, le polyndme Xa(X) appartiendraita | et
1— Xa(X) serait inversible. C’est absurde car les unités de K[X] sont les constantes
non nulles.
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Soit p € K[X], non nul. Nous venons de voir que p ¢ | . II existe donc un idéal
maximal M de K[X] ne contenant pas p. Si g est un générateur de M, c’est un
polynome irréductible de K[X].D’apres 13-1, L = K[X]/M est un corps. C’est une
extension de K de degré fini égal a d°(q). En notant « la classe de X dans L, le
polyndme minimal de a est . On a p(«) # 0, sinon p serait un multiple de ¢, ce
quiestexclucar p ¢ M.

— Ex13-8

Soit p(X) = ap+ --- + a;X* un facteur irréductible unitaire de 4(X) dans l’anneau
L[X]. Soit g € L[X] tel que a(X) = p(X)q(X). D’apres 11-8, prop., l'idéal (p)
engendré par p dans L[X], est maximal et M = L[X]/(p) est un corps. C’est une
extension de L (comme en 11-8, pour la construction de C) et donc de K. La classe
x € M du polyndme X est telle que 0 = agl + - - - + a,x° . Dans M, c’est une racine de
p(X) (M est corps de rupture pour p(X)). D’apres 13-1, prop. et cor.2,ona M = L(x)
et p(X) estle polyndme minimal de x sur L. Donc [M : L] =d’(p) et

M: K = [M:L[L:K] = d(p)xm.

De plus, x € M est racine de a(X) = p(X)g(X) . Comme a(X) est irréductible sur K,
c’est le polyndme minimal de x sur K. Ona K(x) C M et donc:

M : K] = [M: K@)][K(x) : K] = [M : K(x)]d*(a) = [M : K(x)]

n.
Comme m An =1, on voit que n = d°(a) divise d°(p) et donc que d°(a) < d°(p).
Comme p(X) divise a(X),ona a(X) = p(X), irréductible dans L[X] .

Exemple 1. v/2 est racine de a(X) = X — 2. Le critére d’Eisenstein montre que a(X)
est irréductible sur Q. L'extension L = Q(i) de Q est de degré 2 sur Q. Puisque
2 A3 =1, ce qui précede montre que a(X) = X> — 2 est irréductible sur L. C’est donc
le polyndme minimal de v/2 sur L = Q(i).On a donc:

[Q()(V2) : Q] = [Q()(V2) : Q)] Q) : Q] = d’(a) x2 = 6.

On aiv2 € Q(i,v?2) et donc Q(iv/2) C Q(i, v/2). Par ailleurs, on a (iv/2)? = —2i et
donci € Q(iv/2) et v/2 = —i(iv/2) € Q(iv/2) . On en déduit que Q(i, v/2) C Q(iv/2)
et donc que Q(i,v/2) = Q(iv/2) . Le polyndme minimal g(X) de iv/2 sur Q est donc
de degré 6. Comme X° +4 admet pour racine iv/2, il est multiple de g(X). Etant
unitaire, de méme degré, il lui est égal. Ainsi X+ 4 estle polynéme minimal de i V2.
Il est donc irréductible.

Exemple 2. D’apres le critére d’Eisenstein, a(X) = X° — 7 est irréductible dans Q[X].
C’est donc le polyndme minimal de & = v/7 et [Q(a) : Q] = 5. De méme,
B = ¢¥7/5 est racine du polynome cyclotomique ®5(X) = X* + X3+ X2+ X +1,
qui est irréductible (voir 14-6 ou appliquer le critere d'Eisenstein a ®5(Y + 1) ). Donc
d5(X) est le polyndme minimal de B et [Q(B) : Q] =4.

Comme 5A4 = 1, ce qui précéde montre que a(X) est irréductible sur Q(p).
Comme dans l'exemple précédent, on en déduit que Q(B)(x) = Q(a, B) est de de-
gré 4 x 5 = 20 sur Q. Ce corps est le sous-corps de C engendré par les racines du
polynéme X — 7 (corps de décomposition de X° — 7).

Notons que Q(a) N Q(B) est un sous-corps de Q(a) et de Q(B) par suite
[Q(a) NQ(B) : Q] divise [Q(a) : Q] = 5et [Q(B) : Q] = 4. On en déduit que
[Q(x) NQ(B) : Q] =Tetque Q(x) NQ(B) = Q.



Chapitre 14

Anneaux factoriels

14.1 Une généralisation des anneaux principaux

Comme nous I'avons vu, les anneaux principaux possedent des propriétés relatives
a la divisibilité, qui les rendent & bien des égards trés proches de Z. C’est notamment
le cas de I’'anneau K[X], ot K est un corps commutatif.

Toutefois, si I’anneau A est principal, I'anneau A[X] n’est en général pas principal.
Par exemple, Z[X] n’est pas principal (11-2, ex. ). Or I’étude des nombres algébriques,
qui sont comme\/i, VV2—1, ... racines de polynomes a coefficients entiers, utilise
les propriétés de 'anneau Z [ X], notamment pour caractériser leur polyndme minimal.

On est conduit a introduire une catégorie d’anneaux plus générale que celle
d’anneau principal, dans laquelle on ait encore une bonne théorie de la divisibilité.
Pour cela, on prend comme définition, une propriété démontrée en 11-5, prop. pour
les anneaux principaux qui rentreront ainsi dans cette nouvelle catégorie d’anneaux.

Définition 1.
Un anneau commutatif unifere A est dit factoriel, sil est intégre et si touta € A
non nul, non inversible, admet une décomposition a = p1---px, ou k € N et ou
p1, ..., Pk, sont irréductibles dans A, cette décomposition étant unique dans le sens
suivant:sia = qp - - -, est une autre expression de ce type, alors m = k et il existe
une permutation s € Sy telle que p; et q,(; soient associés pouri =1,... k.

Comme dans 11-5, déf., il sera commode de choisir un “systeme d’irréductibles”
P, c’est-a-dire une famille d’éléments irréductibles de A telle que tout élément irré-
ductible soit associé a un élément de la famille P et un seul (on choisit un représentant
dans chaque classe d’équivalence modulo “étre associé”).

Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose fait un tel choix. Tout élément a € A
non nul admet alors une expression unique de la forme a = upy' - - - pi*, ot u € A,, oun
p1,.-.,Px € P sont distincts et ol a; € IN* pour i = 1,...,k. Les unités de A auront

alors une expression de ce type en prenant k = 0.

Définition 2.

Nous appellerons “décomposition en facteurs irréductibles” de a, cette expression de
ae A\ {0}

Nous noterons irr(a) I'ensemble {p1, ..., px} des facteurs irréductibles de a.

Nous dirons que a # 0 et b # 0 sont premiers entre eux, si irr(a) Nirr(b) = @.

Nous noterons a A\ b = 1 cette propriété.

307
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Proposition 1.

Soit A un anneau factoriel. Considéronsa € A\ {0} et sa décomposition en facteurs
irréductibles a = upy’ - - - p;*. Les diviseurs de a sont les éléments de la forme :

b:vpll---pf" ouveA, et 0<Bi<w;, pouri=1,...k
Démonstration. La démonstration de 11-5, cor.1, s’applique sans rien y changer. |

Corollaire 1.

H Soit p € A irréductible. Si p divise a, il est associé a I'un des facteurs p € irr(a).

Démonstration. D’apres la proposition, p = Upf b pf". Comme p est irréductible, le
second membre ne comporte qu’un seul irréductible qui est un associé de p. ]

Corollaire 2.

Soient a, b des éléments non nuls de A. Un élément irréductible p de A divise ab si et
seulement si p est associé a I'un des éléments de irr(a)Uirr(b).

Proposition 2.

Soient A un anneau factoriel et a,b des éléments non nuls de A. Alors a et b s’ex-
priment de maniére unique, sous la forme :

ﬂ:upti‘l...pgk , b:vpll...pfk

avecu € A,,v € A etp; € irr(a)Uirr(b), a; >0, B; >0 pour 1 <i<k.
Pour 1 <i <k, posons y; = min(a;, B;) , 6; = max(«;, B;) . Alors,
5 5
d:pllhpzk et m:pll...pkk
sont un plus grand commun diviseur et un plus petit commun multiple de a et b.
De plus, il existe w € A, tel que ab = wdm .

Démonstration. Les démonstrations de 11-5, cor.2, s’appliquent encore. Cette pro-
priété s’étend, bien siir, au cas d'un nombre fini d’éléments. Le plus “grand” diviseur,
doit étre compris au sens du préordre “ x divise y ”: tout diviseur commun de a et
de b est un diviseur de d et réciproquement. De méme, m est le plus “petit” multiple
commun dans le sens suivant : tout multiple commun est un multiple de m et récipro-
quement. Les pgcd de a et b sont les associés de d, les ppcm de a et b sont les associés
de m. n

Corollaire 3.

Soienta € A etb € A non nuls. S7il existe des éléments d,a;,b; de A tels que
a=day;,b=db, aveca; ANb; =1, alorsd est un pgcd de a et b.

Démonstration. Il suffit d’écrire la décomposition en facteurs irréductibles de d, a1, b;.
La proposition montre que d est un pged de a et b. [

Proposition 3. (lemme de Gauss)

‘ Soient A un anneau factoriel et soient a, b, ¢ des éléments non nuls de A. Si a divise
bcetsia Nb =1 alors a divise c.

Démonstration. Il existe d € A tel que bc = ad. Considérons les décompositions en fac-
teurs irréductiblesa = upy - - - px, ¢ = vgy - - - q0. Sik > 1alors p; qui divise a, divise bc.
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Puisque a A b = 1, en utilisant le corollaire 2 on voit que p; ne divise pas b. C’est un fac-
teur irréductible de c. Quitte a modifier I'ordre des facteurs de c supposons que p; = ;.
Comme A est integre, on peut simplifier par p; l'égalité up;---pxd = bogy---qy.
Si a possede un autre facteur premier p,, on peut recommencer ce raisonnement pour
p2 qui divise bvg; - - - g, mais qui ne divise pas b. On pourra simplifier par p,... Une
récurrence finie, montre que tous les facteurs irréductibles de a se retrouvent comme
facteurs irréductibles de ¢ et donc que a divise c. n

Exercice 1. (Cet exercice montre en particulier qu'un sous-anneau d"un anneau
factoriel n’est en général pas factoriel. )

a) Soient A un anneau factoriel et 2 € A non nul. Montrer que a est irréductible
si et seulement si l'idéal 2 A est premier.

b) On considére 'anneau A des entiers de I’ extension quadratique Q(i1/3) de Q.
Montrer que A est factoriel et que 2 est irréductible dans A.

) Montrer que le sous-anneau B = Z + i1/3Z de A n’est pas factoriel.

Solution. a) Dans tout anneau commutatif, unifere integre, si 1'idéal a A est premier,
alors a est irréductible (déja vu en 11-8). En effet, si xy = a, on a xy € aA et donc
x € aAouy € aA. Sipar exemple, x € aA, alors a|x et x|a donc a et x sont associés. De
méme, siy € aA alors a et y sont associés (voir 9-1).

Supposons A factoriel et supposons a irréductible. Vérifions que aA est premier.
Soient x € A,y € A tels que xy € aA. Alors a|xy. D’apres le lemme de Gauss, a|x ou
aly etdonc x € aA ouy € aA. Ainsi aA est premier.

b) D’apres 11-3, pour d = —31’anneau A, est euclidien. Il est principal et donc factoriel.
Icid=—-3=1(mod4)doncA =2Z+Z6 ouf = H%@

Si 2 n’était pas irréductible, il existerait z = x+iy € A,z = ¥ +iy € A qui
ne seraient pas des unités (tels que n(z) # +1, n(z') # +1) tels que 2 = zz/, d’ott
4 = n(z)n(z'). On aurait donc n(z) = 2, n(z') = 2, soit x> + 3y*> = 2, x'? + 3y? = 2.
C’est impossible. Donc 2 est irréductible dans A.
¢) Puisque 2 est irréductible dans 4, il est irréductible dans B. En effet, si 2 = zz' avec
z € B, z/ € B, alors dans A cette relation impose z = +1, z/ = +2ouz' = +1, z = +2.
Vérifions que l'idéal 2B de B n’est pas premier. D’apres a), B ne sera pas factoriel. On
ax=1+4+iV/3¢ 2B,y =1- iv/3 ¢ 2B et xy = 4 € 2B. (D’ailleurs, on peut vérifier
que 2 x 2 = 4 = (14 iv/3)(1 — iy/3) sont deux décompositions de 4 € B en facteurs
irréductible non associées dans B. )

Exercice 2. Soit A I'anneau des entiers algébriques du corps Q(i1/5). Montrer que
2 +iv/5 et 2 —i/5 sont irréductibles dans A et que A n’est pas factoriel.

Solution. Comme —5 = 3 (mod4 ), I'anneau des entiers algébriques de Q(i1/5) est
A = Z +iZ+/5 (11-3, prop.). On a A, = {1, -1} (voir Ex. 11-7). La norme n(z) = zz
de z = 3,2+ iv5 ou 2 —iv/5 est 9. Supposons que z = ab, avec 4,b € A. On aura
n(z) = n(a)n(b) = 9 et donc n(a) = 1,3 ou 9. Si on suppose que a = a + iB+/5 est
tel que n(a) = a® +5p% = 3, alors nécessairement = 0 et a> = 3 avec & € Z. C'est
impossible. Donc n(a) = 1 oubien n(a) = 9 etalors n(b) = 1. Ainsia € A, oub € A,.
(11-6, lemme). Cela prouve que tout élément de A de norme 9 est irréductible dans A.
Comme 9 = 3 x3 = (2+iv/5)(2 — iv/5), avec 2 + i/5 qui n’est pas associé a 3 on
voit que 9 a deux décompositions distinctes comme produit de facteurs irréductibles.
L’anneau A n’est pas factoriel. A fortiori, il n’est pas principal.
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14.2 Polynémes primitifs

Soit A un anneau factoriel. On voudrait décomposer en facteurs irréductibles un
polynéme f = ag+ mX + --- +a,X" de A[X]. Si b € A divise tous les coefficients
de f, alors b se met en facteur et la décomposition en facteurs irréductibles de b dans
I’anneau A fournit des facteurs de f, irréductibles dans A[X], de degré zéro.

Définition.
Soient A un anneau factoriel et f = ag+ a1X + - - - + a, X" un élément de A[X]. Un
pgcdc € Adeay,...,a, estappelé un contenu du polynéme f.
Si ag, . ..,a, sont premiers dans leur ensemble, c’est-a-dire si 1 est un contenu de f,
on dit que le polynéme f est primitif.

On notera cont(f) 1'ensemble des contenus de f, c’est-a-dire des pged des coeffi-
cients de f. Cet ensemble constitue une classe d’éléments associés de A.

Si f est unitaire (soit a, = 1), il est évidemment primitif. Si f est irréductible dans
A[X], il est primitif, sinon par mise en facteur d’un contenu c dans f = cf; apparaitrait
une décomposition de f en deux facteurs qui ne seraient pas des unités de A.

Si f(X) =dfi(X)etsi f1(X) = bp+ -+ b, X" est primitif, alors d € cont(f). En
effet, by, ..., b, sont premiers entre eux et on a a9 = dby,...,a, = db,. Alors d est un
pged de by, ..., by, d’apres 14-1, cor.3. En particulier, si f(X) = c1f1(X) = c2f2(X) et si
f1, f2 sont primitifs, alors c; et c; sont associés.

Exercice 1. Soit A un anneau factoriel. Montrer que
f(X)=aX?>+ (b+c)X?+ (a+b)X + (c — 1) est primitif dans I'anneau A[X].

Solution. Les coefficients de f(X) vérifienta+ (b+c) — (a+b) — (c —1) = 1. Ils sont
donc premiers entre eux: tout diviseur commun doit diviser 1. (Notons que dans un
anneau factoriel des éléments premiers dans leur ensemble ne vérifient pas nécessaire-
ment une relation de Bezout, voir par exemple 11-2, ex. )

Exercice 2. Soient K un corps commutatif et A = K[X]. Quel est le contenu de
fOY)=(X+1D)Y+(X2-1)Y2 - (X2+ X)Y + X3+ X2+ X +1 € A[Y].

Solution. Les coefficients de ce polyndme en Y sont les éléments de K[X] suivants:
a3(X):X+l , lZz(X)Z(X—l)(X-Fl),
a(X) = (X+DX , ao(X) = (X+1)(X2+1).
Leur pged est X +1 € A. C’est le contenu de f(Y), unique élément unitaire dans
cont(f), et f1(Y) = Y3+ (X —1)Y2 + XY + (X? + 1) est primitif dans A[Y].

Proposition. (Gauss)

Soient A un anneau factoriel et f,g € A[X] non nuls. Si un élément irréductible p de
A divise tous les coefficients de fg, alors p divise tous les coefficients de f ou bien p
divise tous les coefficients de g.

Démonstration. Supposons ’assertion fausse. Soit iy (resp. jo) le plus petit indice tel
que p ne divise pas le coefficient a;,, de f (resp. bjo de g). Pour k = iy + jo le coefficient

ck = (aoby + - - - +aj,_1bjy 1) + ai,bj, + (ai41bjo—1 + - - - + axbo).
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de fg est divisible par p, ainsi que les deux parentheses du second membre. Donc p
divise a;,b;,. D’apres 14-1, cor.2, p divise a;, ou b;,. C’est absurde. [ ]
Corollaire 1.

| Si f,g € A[X] sont primitifs, alors fg est primitif.

Corollaire 2.

| Soient f,g € A[X] non nuls. Alors cont(fg) = cont(f)cont(g) .

Démonstration. Soient ¢ et d des contenus de fet de g. Alorsf(X) = cf1(X) et

g(X) = dgi1(X) avec f1, g1 primitifs. On a (fg)(X) = cd(fi1g1)(X) et f1g1 est
primitif d’apres le cor. 1. Donc cd est un contenu de fg et

cont(fg) = cdA, = (cAy)(dA.) = cont(f)cont(g) . n
14.3 Irréductibilité des polynémes

Théoreme.

Soient A un anneau factoriel, K son corps des fractions et f € A[X] un polynéme
primitif. Pour que f soit irréductible dans A[X], il faut et il suffit que f soit
irréductible dans K|[X].

Démonstration. 1°/ Supposons f irréductible dans K Soient g,h € A[X] tels que
f = gh. Montrons que g ou & est dans A[X] un polyndme constant, élément de A..
Dans K[X], qui contient A[X], le fait que f soit irréductible nécessite que g ou h soit une
unité, c’est-a-dire un polyndme constant non nul. Si, par exemple, g est une constante
by € A, alors f(X) = boh(X). Comme f est primitif ona by € A.. Ainsi f est irréductible
dans A[X].
2° / Supposons f irréductible dans A[X] Soient g, h € K[X] tels que f = ¢h, avec:
g(X)z%Z%—---—FZ—ZX" , h(X):g—g ---+%X’“,

ot les numérateurs et dénominateurs a;, a;, b]-, b} des coefficients sont des éléments de A.
Soit r € A un ppcm de aj . . . 4}, dénominateur commun pour les fractions coefficients
de g et soits € A un ppem de by, ..., b;,. Alors r g(X) et sh(X) sont des polyndomes
de A[X]. Notons ¢ € A etd € A leurs contenus. Soient g1, € A[X] des polyndomes
primitifs tels que 7 ¢(X) = cg1(X) , sh(X) =dh1(X).Ona:

©) rs f(X) = (rg(X))(s k(X)) = cd g1 (X)h (X).
D’apres 14-2, cor.1, g1h; est primitif et par hypothese, f est primitif. Donc rs et cd sont
associés. Il existe u € A, tel que cd = urs. En simplifiant (1) par rs, on obtient :

() f(X) =ug1(X)h(X) avec g1,h € A[X].
Comme f est irréductible dans A[X],ona g1 € Ax ouh; € A, etdonc d’(g) = 0 ou
d’(h) = 0. Ainsi f est irréductible dans K[X]. ]
Corollaire.

Soit f € A[X]. Supposons qu’il existe g, h € K[X] unitaires tels que f = gh. Alors g, h
sont éléments de A[X].




312 CHAPITRE 14. ANNEAUX FACTORIELS

Démonstration. Puisque f est unitaire, il est primitif. Reprenons la démonstration
précédente. On obtient (2) avec u € A.. Soient ¢, et d, les coefficients des mondmes
de plus haut degré de g; et de ;. Ona 1 = uc,d,, donc ¢, et d,, sont inversibles dans
A. Posons g2(X) = ¢,;'¢1(X) , ha(X) = ucyhi1(X).Ona ga, hp € A[X] et f = goho.
Puisque fet g» sont unitaires, &, est unitaire. Les relations r¢(X) = ¢g1(X) = ccng2(X)
et sh(X) = dhy(X) = dutc,; 'hy(X) nécessitent r = cc, , s = du~lc,  car g, g2, h, ha
sont unitaires. Ona donc ¢ = g» € A[X| eth = hy € A[X]. ]

Exercice. Montrer que f(X) = X3 — 2X + 3 est irréductible dans Q[X].

Solution. La question revient & montrer que ¢(X) = 4X® — 8X + 3 est irréductible
dans Q[X], ou encore dans Z[X] puisque g(X) est primitif. Raisonnons par 1’absurde.
Supposons qu’il soit décomposable dans Z[X]. Il n’a pas de facteur de degré zéro car
il est primitif. Il a donc dans Z[X] un facteur de degré un et un facteur de degré deux:
g(X) = (aX +b)(cX? +dX +e) = acX® + (bc + ad) X? 4 (bd + ae) X + be,
Comme on peut changer de signe les deux facteurs, on peut supposer a € N*, ¢ € IN*.
On doitavoir4d =ac, 0 =bc+ad, —8 = bd + ae, 3 = be.
-Sig=c=2onobtientb+d =0, 2 —d?> =—8, —de=3. On en déduit que 2 divise
d et que d divise 3. C’est impossible.
-Sia=4,c=1onobtientb+4d =0, 4¢ — 4d*> = —8, —4de = 3. C'est impossible
car 4 ne divise pas 3.
-Sia=1,c=4onobtient4b+d =0, e —4b2 = =8, be = 3. On voit que 2 divise ¢ et
que e divise 3. C’est impossible.

Donc g(X) est irréductible dans Z[X] et f(X) est irréductible dans Q[X].

144 Anneau des polyndmes sur un anneau factoriel

Théoréme.

H Soit A un anneau factoriel. L’anneau A[X] est factoriel.

Démonstration. On sait que si A est integre, alorsA[X] est integre (10-1, prop. ).

1° / Montrons que tout f € A[X]| admet une décomposition en facteurs irréductibles.
Onaf = cfiouc € Aestun contenu de f et out f; € A[X] est primitif. La

décomposition en facteurs irréductibles de c dans A, est une décomposition de ¢ en

facteurs irréductibles dans A[X]. Il suffit d’étudier f;. On peut supposer f primitif.

Dans K[X] qui est principal et donc factoriel, f a une décomposition f = f1- - fy
ou f; € K[X] estirréductible pouri =1,...n.Pouri = 1,..., n considérons une expres-
. o g
sion f; k;) b
un élément de A[X]. Soient ¢; € cont(r;f;) et g; € A[X] primitif tels que r;fi = ¢;g;.
Alors g1 - - - gy est primitif d’apres 14-2, cor. 1. Comme f est lui aussi primitif, tel
query---Tyf =C1---CnQ1---Qn, il existe u € A, telquecy---c, = ury---r,. Apres
simplification, on obtient f = ug; - - - g,. Comme g, . . ., g» sont primitifs, irréductibles
dans K[X] car fi,..., fx le sont, ces polyndmes sont irréductibles dans A[X], d’apres
14-3.

2° / Montrons que cette décomposition est unique.
Soient f =p1- - pmfi-- fu=01---9:81 - gs deux décompositions de f en facteurs

Xk de fi, puis un ppcm r; des dénominateurs by, ..., b,,. Alors r;f; est
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irréductibles avecpy, ..., Pm, q1,---,qr € A de degré zéroet fi,..., fu,81,-..,9s € A[X]
de degré au moins égal a 1. Les polynomes f;, ¢; étant irréductibles dans A[X] sont
primitifs. D’apres 14-2, cor.1l, f' = fi---fo et § = g1---gs, sont primitifs. On en
déduit que p1 - - - pn et q1 - - - gr, sont deux contenus de f et donc qu’il existe u € A,
tel que p1---pm = uqi---q,. L'unicité de la décomposition en facteurs irréductibles
dans l’anneau factoriel A montre que m = r et que p1,..., pm sont associés a qy, ..., q;
énumérés dans un ordre convenable.

En simplifiant, il vient f;--- f, = vg1---gs ot v € A.. Alors f1,..., fu, 81,---,8s
étant primitifs irréductibles dans A[X], ils sont irréductibles dans K[X]. De l'unicité de
la décomposition dans 1’anneau principal K[X], il résulte que n = s et que fi,..., fu
sont associés a g1, . . ., gs énumérés dans un ordre convenable. Par exemple, si f1 et g1
sont associés dans K[X], ils le sont encore dans A[X.| En effet, si ona g1 = 3! fi ot
a; # 0etbh; € A, onabig1 = ayf1. Alors aj, b sont alors deux contenus du méme
polynome. Il existe u € A, tel que a; = ub;. Apres simplification on obtient g1 = uf;.
Il en est de méme pour les autres termes. [

Corollaire.
Soient A un anneau factoriel. L'anneau A[Xy, ..., X,] des polynémes de n variables
est factoriel. En particulier, si K est un corps commutatif I'anneau K [X1,..., Xy est
factoriel.

Démonstration. En ordonnant les polynomes de A[Xj,...,X,] par rapport a la
variable X, on peut les considérer comme des polyndmes de la variable X,,, a coef-
ficients dans ’anneau A[Xj, ..., X,,—1]. La proposition montre que A[X] est factoriel,
puis que A[X7, Xa] = (A[X1])[X2] est factoriel, que A[X7, Xa, X3] = (A[X3, X2])[X?] est
factoriel... d’ot1 le résultat par une récurrence. ]

Exercice 1. Dans I'anneau Z[X, Y] décomposer f(X,Y) = Y3 — X3 en facteurs
irréductibles.

Solution. Identifions Z[X, Y] avec A[Y] ot A = Z[X].On a
f(X,Y) = (Y = X)(Y?+ XY + X?). Le facteur Y — X est primitif dans A[X] car unitaire,
de degré un et donc irréductible (14-3, th. ). Le facteur Y2 + XY + X?) est primitif. Il
n’a donc pas de facteurs irréductibles de degré zéro (éléments de A). Supposons qu’il
existe a(X), b(X),a' (X),V'(X) dans A = Z[X], tels que:

Y24 XY + X2 = [a(X)Y — b(X))[d (X)Y — b'(X)]
On aura a(X)a'(X) = 1etdonc a(X) = a’(X) = £1 (unités de Z[X]). Quitte & changer
les signes des deux facteurs, ona a(X) = a'(X) = 1et
Y2+ XY + X2 = [Y = b(X)][Y = V/(X)] = Yo — (b(X) + V/(X))Y + b(X)b'(X),
dott b(X) +b'(X) = =X, b(X)V'(X) = X? et donc b(X)? + Xb(X) + X? = 0. Ainsi,
X irréductible de A = Z[X] divise b(X). Il existe ¢(X) dans A, de degré un, tel que
b(X) = Xc(X). On obtient ¢(X)2 + ¢(X) +1 = 0. C’est impossible car pour tout
n € Z,'élément k = c(n) vérifierait k> + k +1 = 0. Or la fonction polynomiale
X? 4+ X + 1 ne s’annule pas sur R. Donc Y? + XY + X? est irréductible dans Z[X, Y].
Autre justification:
sionavait Y2 + XY + X2 = [Y — —b(X)][Y — b’ (X)] dans (Z[X])[Y], dans I'anneau fac-
toriel (C[X])[Y] onaurait Y2 + XY + X2 = [Y = b(X)][Y — =V (X)] = (Y —jX) (Y — jX)
et donc b(X) = jX ou jX absurde.
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Exercice 2. Soit K un corps commutatif. Dans I'anneau A = K[X, Y], soit I = (X)
l'idéal engendré par le polynéme X. Etudier I'anneau A/I. En déduire que (X)
est premier. Proposer une généralisation.

Solution. Il est clair que f : p(X,Y) — p(0,Y) est un homomorphisme d’anneaux de
A = K[X, Y] dans K. Il est surjectif car tout polyndme a(Y) d’une variable peut étre vu
comme un polyndme des variables X, Y, constant en X. Le noyau de f est évidemment
I = (X). Par factorisation de f, on obtient un isomorphisme de A/ I surIm (f)) = K[Y]
qui est un anneau integre. Donc A/ I est integre et I est premier.

De maniére plus générale, si A est un anneau factoriel, alors p € A est irréductible, si
et seulement si I'idéal (p) est premier, distinct de {0} (voir 14-1, ex. 1, a))

14.5 Critére d’irréductibilité d’Eisenstein

Proposition.

Soient A un anneau factoriel, K le corps des fractions de A et f € A[X] d’expression
f =a+---+a,X" avecn > 1. Supposons qu’il existe p € A irréductible qui
divise ay,...a,_1, qui ne divise pas a, et tel que p*> ne divise pas ay. Alors f est
irréductible dans K[X]. S “il est primitif, il est irréductible dans A[X].

Démonstration. Soit ¢ € cont(f). Alors f = cf; avec fi € A[X] primitif. Comme
p ne divise pas ay, il ne divise pas c. D’apres le lemme de Gauss, puisque p divise
ao, ..., A4y, il divise les coefficients de degrés 0,...,n — 1 de f;. Par ailleurs, p ne divise
pas le coefficient au degré n de f; et p? ne divise pas le coefficient au degré zéro de
f1. On peut donc remplacer f par f; et supposer fprimitif. Alors, d’apres 14-3, f est
irréductible dans K[X] si et seulement s’il est irréductible dans A[X].

Supposons que f ne soit pas irréductible dans A[X]. Il existe alors des polyndmes
g=bo+ - +bX eth=co+— - +cX de A[X]| de degrésr > 1lets > 1 tels
que f = gh. Par hypothese, p divise ag = bycp. D’apres le lemme de Gauss, p|ag ou
p|bo mais p ne divise pas by et ¢y sinon p? diviserait ag. Supposons par exemple que
p divise by sans diviser cp. Comme p ne divise pas 4, = b,c; on voit que p ne divise
pas b,. Considérons le plus petit entier k < r tel que p ne divise pas by. Alors p divise
bo,...,bx_1 et p divise ay = (bock + - - - + bx_1¢1) + bico par hypothese. On en déduit
que p divise bxcg. D’aprés le lemme de Gauss, p divise by ou cp. C’est absurde car p ne
divise ni cg ni by. Donc f est irréductible dans A[X]. ]

Remarques.

a) Le critere d’Eisenstein s’applique parfois aprés un changement de variable conve-
nable. Par exemple, X> — 3X + 1 considéré en 13-6, 3 est irréductible car en posant
X =Y — 1 onobtient f(Y) = Y*> — 3Y? + 3 auquel le critére s’applique pour p = 3.

De méme Y2 + XY + X? est irréductible dans (Z[X])[Y] car en posant, Y = Z + X
on obtient Z? 4+ 3XZ + 3X% et 3 € Z[X] est irréductible. Le critére d’Eisenstein
s’applique. On retrouve ainsi qu’il est irréductible dans Z[X, Y] (14-4, ex. 1).

b) Quel que soit le corps K un polyndéme f = aX + b de degré un est irréductible dans
K[X].Si A est un anneau factoriel et sia Ab = 1, alors f = aX + b est irréductible dans
A[X] d’apres le th. 14-3.
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Un corps K est algébriquement clos si et seulement si les polyndomes de degré un
sont les seuls éléments irréductibles de K[X].

¢) Soit K un corps. Pour qu'un polynéme f € K[X] de degré 2 ou 3 soit irréductible, il
faut et il suffit qu’il n’ait pas de racine dans le corps K. En effet, si f est réductible, il
existe ¢, h dans K[X]| de degrésr > 1,s > 1 telsque f = gh.Onar+s = d°(f) =2
ou 3. L'un des degrés r ou s est égal a 1. Par exemple, si r = 1, alors g est de la forme
g =aX+b,oua # 0et f admet pour racine —%. Réciproquement, si f a une racine
a € K, il existe g € K[X], avecd’(q) = d°(f) —1 # 0, tel que f = (X —a)q et f n’est
pas irréductible.

Attention, cette caractérisation ne s’applique plus pour d°(f) > 4. Par exemple
(X% 4 1)(X2 +2) n’est pas irréductible dans R[X] et il n’a pas de racine dans RR.

d) Soit f € Z[X] d’expression f = a,X" + --- + ap et soit p un nombre premier ne
divisant pas a,. Si le polyndme 7, X" + - - - +ag a coefficients dans le corps K = Z/pZ
est irréductible dans K[X], alors nécessairement f est irréductible dans Z[X].

En effet, si f était égal au produit (b,X" + --- + by)(csX® + -+ + cp) de deux
polynémes de Z[X], de degrés r > 1 ets > 1, on en déduirait dans K[X1:
X"+ 49 = (b X"+ +bo)([GX + - +700),

avec b, # 0etc, # 0 cara, # 0.

De fagon générale, soient A, B des anneaux commutatifs uniferes, ¢ € Hom (A, B)
et f =a,X"+ -+ ap dans A[X]de degré n > 1.5i f, = ¢(a,) X" + - - + ¢(ao) est de
degré n, irréductible dans B[X], alors f est irréductible dans A[X].

Exercice 1. Montrer que f = X" —2, oun > 1, est irréductible dans Z[X] et dans
I'anneau A[X] ot A = Z + Z6, avec 0 = H%@ (anneau des entiers algébriques

de Q(iv/3). Calculer [Q(j, ¥/2) : Q.

Solution. Puisque f est unitaire, il est primitif. [’anneau Z est principal et donc
factoriel. Le critere d’Eisenstein est vérifié pour p = 2 donc f est irréductible dans
Z[X] et dans Q[X].

D’apres 11-3, prop., 'anneau A est un anneau euclidien et donc factoriel. Nous avons
vu en 14-1, ex. 1, que 2 est irréductible dans A. Le critere d’Eisenstein montre que
f = X" — 2 est irréductible dans A[X]. Il est également irréductible dans Q(iv/3)[X]
car il est primitif et Q(iv/3) est le corps des fractions de A. C’est donc le polynome
minimal de /2 sur Q(iv/3) = Q(j). On en déduit

[Q(j, V2) : Q] = [Q(j, ¥2) : Q()][Q()) : Q] = 2n.

Exercice 2. Soit K un corps. Montrer que le polyndme
f(X,Y) = Y3+ XY? + X2Y + X(X? + 1) est irréductible dans I’anneau K[X, Y].

Solution. L'anneau A = K[X] est principal et donc factoriel. Identifions K[X, Y] avec
l'anneau A[Y] et f(X,Y) avec f(Y) = Y3 +ayY? + a;Y + ag, dont les coefficients sont
;(X) = X, a1(X) = X2, a9(X) = X(X?>+1). Alors X qui est irréductible dans A,
divise ag, a1, ap, sans que X2 divise ag. Le critere d’Eisenstein s’applique.
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Exercice 3. En effectuant un changement de variable, montrer que
f=X"4+3X+2et®, = XP1 +XP2+... 41, ol p est un nombre premier,
sont irréductibles dans Z[X].

Solution. Posons X = Y +1ona f(Y) = Y3 +3Y2+6Y + 6 auquel le critere
d’Eisenstein s’applique pour p = 3.

Ona(X—-1)®, =X’ —1.Doncenposant X =Y +1onaYP,(Y+1) = (Y +1)P -1
etdonc @, (Y +1) = YP L4 pYP24... 4 C’,‘,HY" + -+ + p car Z[X] est integre. Or
p divise C’F‘,Jrl pour k = 0,...,p — 2 (Voir 9-1) et p? ne divise pas le coefficient au degré
zéro. Le polyndme cyclotomique ®p est donc irréductible dans Z[X] et dans Q[X].

Exercice 4. a) Montrer que fi = X?>+ X +4 et f, = X3+ 3X?+ 3X + 6 sont
irréductibles dans K[X], ou K = Z/7Z.

b) Montrer que g1 = X? +8X + 4 et go = X° + 10X? + 10X — 1 sont irréductibles
dans Z[X]

Solution. a) Puisque f; = X2+ X +4=X?>-6X+4=(X-3)>-9+4=(X-3)2-5
est de degré deux, il suffit de voir qu’il n’admet pas de racines dans le corps Z/7Z. Or
_7-1 _

5 2 = —1donc5n’est pas un carré dans Z/7Z (voir 12-3).

De méme, f, = X° +3X?+3X + 6 est irréductible dans K[X]. En effet, on a
X3 +3X2+3X+6 = (X+1)>—2. Or 2 n’est pas un cube dans K. En effet, K, est
un groupe cyclique d’ordre 6 = 3 x 2. Il posséde donc un unique sous-groupe d’ordre
2so0it {y € Ky; 3x, x> =y} = {y € K; y*> =1} = {1, —1}. Donc 2 n’est pas un cube
dans K. Le polyndéme est donc sans racine dans K, de degré 3. Il est irréductible dans
K[X], d’apres la remarque c).

b) Par ¢ : k +— k de Z dans Z/7Z, l'image de ¢; dans (Z/7Z)[X] est f; de degré
2, irréductible. D’apres la remarque d), g1 est irréductible dans Z[X]. De méme, g
d’image f, est irréductible.

Exercice 5. Dans le plan complexe, soit M le point ayant pour affixe 'une des

racines cubiques { de Z5. Montrer qu'il est impossible de construire M a la regle

et au compas a partir de 'origine O et du point B d’affixe 1.

Solution. On a {3 = 71—13i. Donc  est racine du polyndéme f = 41X3 — (7 + 3i).
Vérifions que ce polyndme est irréductible sur le corps des fractions Q(i) de l’an-
neau des entiers de Gauss A = Z + iZ. Dans 'anneau principal A déterminons les
décompositions en facteurs irréductibles de 41 et de 7 + 3i.

On a4l =1 (mod4). D’apres 11-6, cor. 1, le nombre premier 41 est somme de deux
carrés:

41 = 5% 442 = (5+4i)(5 — 4i) et 5+ 4i, 5 — 4i sont irréductibles.

Onan(7+3i) = 49+9 = 58 = 2x29 = (1+1i)(1—1i) x29. Comme on a
29 =1 (mod4 ), le nombre premier 29 est somme de deux carrés :

29 =52 4+ 22 = (5 +2i)(5 — 2i),avec 5 +2i , 5 — 2i irréductibles dans A.
L'un d’eux divise 7 + 3i car (7 + 3i)(7 — 3i) = 2 x 29. En fait, 7+ 3i = (5 — 2i)(1 +1)

done 41X3 — (74 3i) = (5+4i)(5— 4) X — (5 — 2i) (1 +1).
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Le critére d’Eisenstein s’applique par exemple avec 1 + i qui est irréductible
dans l’anneau principal A. Le polyndéme f est donc irréductible sur le corps des
fractions de A. On a donc [Q(i)({) : Q(i)] = d°(f) = 3. Comme Q({) contient
g% = 753, ce corps contient i = 41@77. OnadoncQ(i) C Q(Z) et Q(i)({) = Q(Q).
On en déduit [Q(C) : Q] = [Q(1)(¢) : Q(7)][Q(7) : Q] = 3 x 2 = 6. D'apres le th.

de Wantzel, M n’est pas constructible.

14.6 Irréductibilité des polyndmes cyclotomiques

Dans 14-5, ex. 3, nous avons vu que pour tout p premier, le polyndome cyclotomique
®, est irréductible dans I’anneau Q[X]. En fait, @, est irréductible pour tout n € IN.
C’est donc le polyndme minimal de { = exp(i 27”) sur Q. Nous avons utilisé ce résultat
en 13-6, ex. 4, pour caractériser les polygones réguliers constructibles a la regle et au
compas. Par ailleurs, le fait que ®, soit irréductible sur Q et donc polynéme minimal
de chacune des racines n*™* primitives de 1'unité, est utile dans la théorie de Galois.
Nous allons donc démontrer ce résultat.

Lemme.

| Soient p € N premier et K = Z/pZ. Pour tout f € K[X], ona [f(X)]P = f(XF).

Démonstration. Si B est un sous-anneau d’un anneau unifére A et si 1 € B, alors
caract(A) = caract(B). Ainsi, K[X], qui contient K, a pour caractéristique p. D’apres
9-1, p est un nombre premier et on a (a + b)? = a? + bP pour tous a,b € K[X]. Par
récurrence, (a1 + - - +ag)P = af + - - +al pour toute famile finie (a3, ..., a;) de K[X].
Pour tout f(X) = ag+ - - - + a4, X" polynéme de K[X] on a donc:

[F(X))P = (a0 +mX+ - +a, X")P =al +al XV +- - +ah X",

D’apres le th. de Fermat (Voir 12-2), ap = ag ,..., 4, = ah, d’ot le lemme. ]

Proposition.

|| Soitn € N*. Le polynéme cyclotomique ®,, est irréductible sur Q.

Démonstration. Soit w € C une racine n*™ primitive de I'unité. Notons f le polynome
minimal de w sur Q. Puisque X" — 1 annule w, il existe h € Q[X] tel que X" —1 = f h.
Puisque X" — 1 est unitaire, a coefficients dans Z, ona f € Z[X]|, h € Z[X] (14-3, cor.).
Soit p € IN premier qui ne divise pas n. Montrons que w? est racine de f. Comme w”
est une autre racine n**™ primitive de l'unité, son polynéme minimal g sur Q divise
X" —1. Comme pour f, le polyndme g est unitaire, a coefficients entiers. Nous allons
montrer que f = g.

Supposons que § # f. Alors, g est irréductible, il divise X" —1 = fh et il est
premier avec f. D’apres le lemme de Gauss, g divise h. Il existe k € Q[X] tel que
X" —1 = fgk et k est a coefficients entiers (14-3, cor. ). D’autre part, w étant racine de
g(XP), ce polyndme est multiple de f. Il existe £ € Q[X], tel que g(X?) = f(X)¢(X) et
est a coefficients entiers. Prenons les images f, g, k, ¢ de ces polyndmes dans l’anneau
(Z/pZ)[X]. D’apres le lemme,

X" —T = F(X)g(X)R(X) et Z(X)"=g(X) = FR)UX).
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Soit ¢(X) € (Z/pZ)[X] un facteur irréductible de f(X). La deuxiéme relation montre
que ¢(X) divise g(X). De ce fait, la premiere relation indique que ¢(X) apparait au
carré dans le polyndme X" — 1 de (Z/pZ)[X]. Dans la cloture algébrique du corps
Z/pZ, une racine de ¢(X) serait alors une racine d’ordre deux au moins pour X" — 1.
Elle annulera ce polynome et le polynome dérivé nX"~1. Comme p ne divise pas 1, on
a7 # 0 donc le polyndme dérivé admet pour seule racine zéro, qui n’est pas racine de
X" — 1. C’est absurde et donc ¢ = f et w” qui est racine de g est racine de f.

Toute racine n'*™ primitive w™, ot m An = 1, est racine de f. En effet si
m = pi---pi est la décomposition en facteurs premiers de m, alors pi,..., px ne
divisent pas n et d’apres ce qui précede, wl,wP¥?,.. . WP Pk = w™ sont des
racines de f. Comme ®, est produit des facteurs irréductibles distincts X — w™, ou
0<m<n—-1letmAn=1,onvoit que ®, divise f. Comme le polynéme minimal f

de w divise ®,, ona @, = f et P, est irréductible. ]
Corollaire.

Soit w une racine n*™ primitive de I'unité dans C. Alors [Q(w) : Q] = ¢(n), ot ¢
désigne la fonction d’Euler.

Démonstration. D’apres la proposition, ®, est irréductible. Il a w pour racine. D’apres
13-1, cor. 2, &, est le polyndme minimal de w et son degré est ¢(n). ]

Exercice 1. Montrer que X* + 1 est irréductible dans Z[X] bien qu'’il soit réduc-
tible dans F, [X] pour tout nombre premier p.

Solution. Puisque X* + 1 est le polyndme cyclotomique ®s, il est irréductible dans
Z[X]. (D'ailleurs, on a (X + 1) = X* +4X3 + 6X? +4X + 2 et le critére d Eisenstein
s’applique pour p = 2.)

Si p est un nombre premier, -1 ou 2 ou -2 est égal a un carré a? de F, (voir Ex. 12-11, a)).
Donc ®g a sur F, 'une des expressions :

Xt+1=X-a?=(X>-0a)(X>+a),

X 4+1=(X2+1)2-2X2 = (X2 +1)?2 - ®X?3(X?> + 1 —aX)(X?> + 1+ aX),

XA 4+1=(X2-1)2+2X2 = (X2 - -1)2 —a?X*(X? -1 —aX) (X% — 1 +aX).

Ainsi, ®g) est réductible dans Fp[X] pour tout nombre premier p.

Exercice 2. Montrer que w = § +1 % est algébrique de degré 4 sur Q.

Solution. Puisque w est une racine huitieme primitive de 1'unité c’est une racine de
®g = X* + 1. Ce polynome étant irréductible, c’est le polynome minimal de w.

Cela se voit directement. On a v/2,i € Q(w) car w? = i donc Q(w) = Q(v2)(i).
Ainsi [Q(v2)(i) : Q] = [Q(v/2)(i) : Q(v/2)][Q(V2) : Q] = 4. Le polynéme minimal
de w est donc de degré 4 et il divise ®g = X* + 1. Il est égal a X* + 1.

Exercice 3. Décomposer en facteurs irréductibles X' — 1 € Z[X].
Solution. Les diviseurs de 12 sont 1, 2,2%,3,2 x 3, 2% x 3. D’apres 10-6, ex. 2,
®pp(X) = Pg(X?) = X* — X? + 1, d’ott la décomposition :

X2 -1=J]®s=X-DX+D)(X*+1)(X* - X+1)(X*+ X +1)(X* - X*+1).
d|12
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