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1

Dual d’un espace vectoriel

Dans toute cette partie K désignera un corps commutatif.

1.1.

Rappels et notations

Soient F' et G des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E. On dit que G
est un supplémentaire de F dans Fsi E=F ® G .

Dans un espace vectoriel (de dimension finie), tout sous-espace vectoriel admet au
moins un supplémentaire.

Soit E' un espace vectoriel de dimension finie n et B = (ey, ..., e,) une base de E.
n

Tout vecteur x € E se décompose de maniere unique sur la base B, en x = Z Ai€;

i=1
et on peut considérer la matrice-colonne des coordonnées de x dans la base B :

A1
onnote Matg(z)=| @ | € M, 1(K).
An
Soit n € N* fixé. Nous désignerons par (¢1, ...,&,), la base canonique de K™.

Rappelons que la famille (g);—;..,, est définie par :
el = (1,0,...,0) , e = (0,1,0,...,0) , & = (0,...,0,1,0,...,0) le 1
étant a la j*™ place, ¢, =(0,...,0,1).

n
On a donc (xy, 29, ..., x,) = T161 + Togg + + -+ + Tpey = Z TiEi -
i=1

Le lecteur remarquera que cette notation peut devenir ambigué si on ne précise
pas clairement I'entier n, c’est a dire 1’espace vectoriel dans lequel on travaille : par
exemple ; représente (1,0) dans K? et représente (1,0,0,0) dans K*.

Soient m et n fixés dans N*. Nous désignerons par (Eij)(ﬁj)E[Lm}NX[l,n}Nv la base
canonique de M, ,,(K), espace vectoriel des matrices a m lignes et n colonnes a
coeflicients dans K. Rappelons que E;; est la matrice de M, ,(K) dont tous les
coefficients sont nuls, sauf celui situé a la ligne ¢ et la colonne j qui vaut 1.

On a donc pour A € M, (K), | A= (a;;)=>_> ai;E;;.
i=1j=1

Cette notation présente la méme ambiguité que la précédente.
Si on se place dans M ,,(K) = M,,,(K), on a la regle de multiplication suivante :

EijEgi =0k Eip, 0ol dj, = { 1 S? j=k est le symbole de Kronecker.
0 sinon
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e Soit n € N*. Nous notons D, (K) le sous-espace vectoriel de M, (K) constitué
des matrices diagonales et S,,(K) le sous-espace vectoriel de M, (K) constitué des
matrices symétriques :

D, (K)=Vect({E;;; i€[l,n]n}) et S, (K)={AeM,(k); 'A=A}.
Nous notons GL,(K) le groupe des matrices inversibles de M, (K) :

GL,(K) = {Ae M,(K); det(4) £0} .

e Si F et I sont des K-espaces vectoriels, alors L(E, F') est un espace vectoriel de
dimension finie et dim(L(F, F)) = dim(£) x dim(F).
Soient B = (ey, ...,en), une base de E et (fi, ..., f,) une base de F. A toute
application linéaire 7' € L(E, F') est associée sa matrice Matg g (1) € M, ,,,(K)
relativement aux bases B et B'. Par définition :

A = Mat575/ (T) = \V/j c [1,m]N T(Gj) = Z aijfi .

i=1

1.2. Espace dual

1.2.1. Définitions . Soit £ un K-espace vectoriel.

On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.

On appelle espace dual de E, noté E*, 'espace vectoriel des formes linéaires sur E.

On adonc E* = L(E, K) et ¢ € E* signifie que ¢ est une application de E dans K telle
que: Y(z,y) € E* o(r+y)=p@)+ely) et YeeE YA€ K o(Ax)=No(z).

1.2.2. Exemples.

a) L’application de E dans K, qui a tout vecteur x € E associe le scalaire 0 € K est
une forme linéaire, appelée forme nulle sur E.

b
b) Si E = C([a,b],R), I'application f +— / f(t)dt est une forme linéaire sur E.

c) Si E est 'espace vectoriel des suites de réels convergentes, alors u —— linl Uy,
n— oo

est une forme linéaire sur F.

d) Si E = K[X], pour tout a € K, application P —— P(a) est une forme linéaire
sur E.

e) Si E = M, (K), la trace Tr, qui & A = (a;;) € E associe Tr(4) = > a;;, est une
i—1
forme linéaire sur E.
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f) Soient E un espace vectoriel de dimension finie et B = (e;);=;..., une base de E. Tout
n

vecteur © € F se décompose de maniere unique sur la base B, en x = Z Aie; . Pour
i=1

tout j € [1,n]y, I'application €} : x —— ); est une forme linéaire sur E, appelée

jome-forme coordonnée relative a la base B.

g) Si E = R3, lapplication qui a (z,y,2) € E associe 2x + 3y — 5z est une forme
linéaire sur E.

Plus généralement on a la proposition suivante :

1.2.3. Proposition. Soit n € N*

(i) Fixons (ai, ...,a,) € K™ et considérons I'application ¢ de K™ dans K qui a tout
x = (x1, ...,2,) € K™, associe le scalaire p(x) = ajx1 + asxs + - - - + a,x, . Alors ¢
est une forme linéaire sur K™ .

(ii) Réciproquement, pour toute forme linéaire 1 sur K", il existe un unique n uplet

(ay, ...,a,) € K™ tel que pour tout © = (1, ...,x,) € K™, on ait ¢(x Z a;x; .

Preuve. (i) Pour tous x et y dans K", onax +y = (1 + y1, ..., Zn + Yn) et donc

n

plz+y) = Z (i +y) =D (aw; + ays) =D ai + Y, ayi = o(x) + o(y)
=1 =1

=1 =1 =

On démontre de méme que pour tout A € K, on a ¢(Ax) = Ap(z) .

(i) Soit (e, ... ) a base canonique de K™.

Unicité du n- uple (aq ,a,) € K™ : Supposons que pour tout x = (z1, ...,z,) € K",
on ait

Y(z) = az;. Alors pour tout j € [1,n]y, on a ¥(e;) = a;.
i=1
Existence : Pour tout j € [1, n]N, posons a; = 1/1( ;). Pour tout z = (x4, ...,z,) € K"

onax—szz,d’ou@ZJ() Zxﬂ/)s, Zxal—Zai:ﬁi. n
i=1

i=1 =1

1.2.4. Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors son dual E* est
de dimension finie et dim(E*) = dim(FE) .

Preuve. On a: dim(E*) = dim(L(E, K)) = dim(F) x dim(K) = dim(F). n
1.2.5. Proposition. Soit ¥ un K-espace vectoriel. Toute forme linéaire ¢ sur E, autre
que la forme nulle, est surjective.

Preuve. Comme ¢ est non nulle, il existe zg € E tel que p(xg) # 0. Soit A € K. Posons
Ay Alors p(r) = —2— () = A
xr=——-xg. Alors p(x) = —— p(xg) = \. n
ple) T T T o) T

Intéressons nous maintenant au noyau d’une forme linéaire.
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1.3. Hyperplan

1.3.1. Définition. Soit £ un K-espace vectoriel. On appelle hyperplan de E, le noyau
de toute forme linéaire sur F autre que la forme nulle.

Autrement dit, une partie H de E est un hyperplan de E, sl existe ¢ € E*\{0} tel que
H = Ker (). On dit alors que la relation ¢(z) = 0 est une équation de ’hyperplan H.

1.3.2. Proposition. Soient I¥ un K-espace vectoriel et H un sous-espace vectoriel de E.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H est un hyperplan de E.

(ii) H # E et pour toutv ¢ H ona F = H® Kv, ou Kv est la droite engendrée par v.
(i1i) H admet une droite pour supplémentaire dans F.

Si E est de dimension finie, les conditions précédentes sont équivalentes a

(iv) dim(H)=dim(E) —1.

Preuve. (i) = (ii) Par hypothese, il existe ¢ € E*\{0} tel que H = Ker (). Comme
@ est non nulle, H est distinct de E. Soit v est un vecteur n’appartenant pas a H. On a

donc ¢(v) # 0. Montrons que tout vecteur = de E se décompose de maniere unique en
r=h+ X avech € Het A € K.

Unicité : Siz = h+Av alors p(x) = p(h)+Ap(v) = Ap(v) . D’ot A = :ZEZ;; eth=xz—\v.
Existence : Posons A = () eth=xz—Xv.Onaeph)=ex)—Ap(v)=0,donch e H

o(v)
etz=h+ M.

L’implication (i7) = (4i7) est immédiate.

(73i) = (i) Soient D une droite telle que F = H & D et v une base de D. Pour tout
x € E, il existe un unique couple (h,a) € H x K tel que x = h + av ; posons alors
o(r) = a. Autrement dit, p(z) est 'unique scalaire tel que = — ¢(x)v appartienne a H.
Montrons que 'application ¢ est linéaire. Pour tous x et y dans F, tous A et p dans K le
vecteur (Az + py) — (Ap(z) + pe(y))v = Az — p(x)v) + p(y — ¢(y)v) appartient & H et
par unicité oAz + py) = Ap(x) + pe(y) . D’olt ¢ est une forme linéaire sur E.

De plus z € Ker (¢) si et seulement si x € H.

Si E est de dimension finie, il est clair que les assertions (iii) et (iv) sont équivalentes. m

1.3.3. Corollaire . Deux formes linéaires non nulles sur un espace vectoriel E sont pro-
portionnelles si et seulement si elles ont méme noyau.

Preuve. Soient ¢ et ¢ deux formes linéaires non nulles. Supposons que ¢ et 1) ont méme
¥(v)
p(v)

noyau H. Soit v un vecteur n’appartenant pas a H. Posons o = et montrons que
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P = ap.
D’apres la proposition précédente E = H & Kv et tout vecteur x € E peut s’écrire
r=h+X aveche Het A\ € K.

Do ¢(x) = (h) + Mp(v) = Mp(v) et ap(x) = ap(h) + alp(v) = Ap(v) . Donc ¢ et
1) sont proportionnelles.
La réciproque est immédiate. n

1.3.4. Remarque. Soit ' un espace vectoriel de dimension finie n. Relativement a une
base B = (€;)i=1..., un hyperplan H de E admet une équation unique, a un scalaire
multiplicatif non nul preés, de la forme : ayx1 + asxs + -+ + a,x, =0.

1.4. Base duale

1.4.1. Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Si B = (¢€;)i=1.., est
une base de E, la famille des formes coordonnées B* = (e );=1..., est une base du dual E*.
De plus e} (e;) = d;; (symbole de Kronecker) pour tous i et j dans [1,n|x.

Preuve. D’apres la définition des e}, on a e’f(ej) = 0;; pour tous i et j dans [1,n]y.

Soit ¢ € E*. Considérons la forme linéaire ¢ = Z Y (e;)e; . Pour tout j on a

Zd’ez Zwez ij=(ej).

Les formes linéaires ¢ et w commdant sur une base de F sont égales. Par conséquent la
famille (ef);—1..., est génératrice dans E* ; comme elle comporte n vecteurs dans ’espace
vectoriel dual E* de dimension n, c’est une base de E*. n

1.4.2. Définition. La base B* de E* définie dans la proposition précédente est appelée
base duale de la base B de F.

1.4.3. Remarque. Soient B = (€;);=1..,, une base de F et B* = (e});=1..., sa base duale.

n

VeeE xz=) ei(x)e; et VoeE* o=> ¢le)e
Alors i=1 i=1

VI'e L(E) a;j=c¢€;(T(e;)) avec A= Matg(T) .

1.4.4. Proposition. Soient B et B’ des bases de E espace vectoriel de dimension finie et

P la matrice de passage de la base B a la base B'. Alors la matrice de passage de la base
B* a la base B* est P!,
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Preuve. Soient B = (ey, ...,e,) et B = (f1, ..., fn). Par définition de P on a, pour

tout k € [1,n|n, fr = Z peree . Désignons par () la matrice de passage de la base B* a la
=1

base B*. On a alors pour tout j € [1,n]y, f; Z i ;e; . Or pour tout (j,k) € [1,n]},

Ojp = fi(fr) = (Z Qij6:> (Z pm@) => > aijpkdie=> 6G;pir=("QP)ji
i=1 /=1

i=1 ¢=1 i=1

Donc ‘Q P = I,, et par suite Q = ‘P!, n

1.4.5. Corollaire. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toute base du dual est
une base duale : Pour toute base B’ de E*, il existe une base B de E telle que B’ soit la

base duale de B.

Preuve. Soit F une base de E fixée et F* sa base duale. Désignons par () la matrice de
passage de la base F* & la base B’ et posons P = {Q~!. Considérons la base B de E telle
que la matrice de passage de la base F a B soit P. D’apres la proposition précédente, la
matrice de passage de la base F* & la base B* est {P~1 = Q. Par suite B* = B'. ]

1.4.6. Corollaire . Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

(i) Soit p € [1,n]y. Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — p peut étre
considéré comme l'intersection de p hyperplans de E.

(it) Considérons (¢;)i=1..,, une famille de p formes linéaires non nulles de E* et posons

p
G =) Ker (¢).
i=1
Alors  dim(G) = n — dim(Vect{ ¢1, ..., ¢, }) -
En particulier G est un sous-espace vectoriel de dimension n — p si et seulement si
la famille (¢;)i=1..,, est libre dans E*.

Preuve. (i) Soit I un sous-espace vectoriel de E de dimension n—p. Soit (€;)i=1..,—p Une
base de F' que 'on complete pour obtenir B = (€;)i=1..., base de E. Soit B* = (e})i=1..n

la base duale de B. Alors FF'= () Ker(e]).

i=n—p+1
(1) Supposons tout d’abord que la famille (¢;);—..., est libre. Nous pouvons la compléter
pour obtenir une base B’ = (¢;)i=1... de E*. Soit (€;)i=1.., la base de E dont B’ est la

base duale. On a alors :

p p
G =[] Ker(p;) =) Ker(e) = Vect{ ept1, ..., €, } .
i=1

=1
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Donc dim(G) =n—p.

Supposons maintenant que la famille (¢;);—1..., est liée. Posons ® = Vect{ ¢1, ..., ¢, } et
d = dim(®). De la famille (¢;)i=1...,, génératrice de ®, nous pouvons extraire une base.
Quitte a renuméroter, nous pouvons supposer que (¢;)i—1..q est une base de .

d
Soit j € [d + 1,p|n. Il existe Ay, ..., A\q dans K tels que ¢; = Z Aiw; . Donc, si x

d P = d
appartient & (1) Ker (¢;) on a ¢;(z) = 0. Il en résulte que (1] Ker (¢;) =[] Ker (¢:).
i=1 i=1 i=1
En appliquant a la famille libre (¢;)i=1..q le résultat obtenu précédemment, on a donc
dim(G) =n—d. n

1.4.7. Exemple . Dans un espace vectoriel de dimension 3, toute droite vectorielle D est

'intersection de deux plans vectoriels distincts. Si (e, e, e3) est une base de E, alors

D admet dans cette base une équation de la forme : { @y + gy + agrg =0 avec
bll‘l + bgl‘g -+ bgl‘g = 0

(a1, as,as) et (by, by, b3) non colinéaires dans K3.

1.4.8. Théoréme d’interpolation de Lagrange. Soient (a;)i=1.., €t (\;)i=1.., deux
familles de n scalaires de K. On suppose les a; deux a deux distincts. Alors il existe un
unique polynéme P € K[X] avec d°(P) < n — 1 tel que P(a;) = \;.

Preuve. Soit © lapplication qui & P € K, 1[X] associe (P(a;))i=1.. € K". Cette
application est linéaire ; montrons qu’elle est injective. Soit @ € Ker (©). On a alors
Q(a;) = 0 pour tout i € [1,n|y et ) admet n racines distinctes ; comme il est de degré au
plus n — 1, c’est donc le polynome nul.

De plus comme dim(K,,_1[X]) = n = dim(K™), Papplication © est un isomorphisme. D’ou,
pour toute famille (\;);=1.., € K", l'existence et I'unicité d’un polynéme P € K, _[X]
tel que P(a;) = \;, a savoir P = ©71((\)). N

1.4.9. Remarque . Reprenons les données du théoreme précédent. Nous pouvons donner

X —a;
une expression explicite du polynome P. Pour tout ¢, le polynome L; = H H
g 4T A
de degré inférieur ou égal a n — 1 et satisfait & L;(a;) = J; ; pour tout j € [1,n]y. Il en
résulte que P = > N\L;.

i=1

est

1.4.10. Corollaire. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(FE).
Alors f est diagonalisable si et seulement sl existe P € K|[X]| scindé sur K et a racines
simples, annulateur pour f.

Preuve. Supposons que f est diagonalisable. Soient Ay, ..., A\, les valeurs propres dis-

tinctes de f et soit P = H (X — X)) . Il est scindé sur k et a racines simples. Pour
i=1
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v € E),(f), espace propre de f relatif a \;, on a:

PO =TT~ Ms)) = [T = Mds)o (/= yds)(a) =0

Soit y € E. Puisque f est diagonalisable, F est somme directe des sous-espaces propres
T

de f et le vecteur y se décompose en y = Z x; avec x; € Ey(f).
j=1

Donc P(f)(y) = XT: P(f)(z;) =0 et P est annulateur pour f.

Réciproquement, soient A, ..., \, les racines de P. Pour tout j € [1,p|y, considérons le
polynome d’interpolation de Lagrange L; € K,,_1[X] tel que L;(\;) = d;;, pour ¢ € [1,ply.
Ainsi défini, le polynome L; admet tous les \; pour 7 # j, comme racines. Il en résulte que
(X — X\j)L; admet tous les \; pour racines et est donc un multiple de P. Par conséquent

(f = Mldg) o Ly(f) = 0 (%)
Par ailleurs (1 — i L)(N)=1- i d;; = 0, pour tout 7. Le polynéme 1 — i L; admet
tous les \; pour ]2:1: 1, ...,p pourj?zlxcines et est de degré au plus p —1; il je:slt donc nul.
On obtient alors Idp = i Li(f) (xx).

Pour z € E, posons z; jile(f)(x) ; d’apres (x), x; appartient a Ej,(f) et d’apres ()
onax= zp: x;j . La somme des sous-espaces propres de f est donc égale a F, autrement
dit f est éi:;gonalisable. n

1.5. Transposition

1.5.1. Définition . Soient F et F' des K-espaces vectoriels et f € L(E, F). On appelle
transposée de f, 'application notée 'f de F* dans E* définie par :

Ve FT f(Y)=1of.

1.5.2. Proposition. Soient E et F' des K-espaces vectoriels. Pour tout f € L(E,F),
Papplication ' f appartient a L(F*, E*).

Si de plus E et F sont de dimension finie et munis respectivement d’une base B et C, on
a:

Mate« s (tf) =" (Matg.¢ (f)) -

(Cette derniére propriété justifie le nom de transposée).

Preuve. Pour tous A et A’ de K, ¢ et ¢’ de F* on a:
Y +NP) = M+ XN ) o f = o f+ XN o f =X f(¥) + N f(Y) .
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Donc ! f est linéaire de F'* dans E*.
Posons B = (eq, ...,en), C=(f1, ..., fa) A=Matg ¢ (f) et B= Mate- 5 (*f).

n

Pour tout j € [1,m]y on a: f(e;) Zakjfk

Pour tout i € [1,n]y et tout j € [1, m]N, le coefficient b;; est la j* coordonnée de *f( ;)
dans sa décomposition dans la base B*. Or d’apres 1.4.3, on a‘ f(f) = i (tf(fz*)) (ej)e;.
=1

bji = ("F(I7) (e) = f7 o fle;) = <Zak]fk> :zn:akj5ik:azj- "
1.5.3. Proposition. Soient F, F' et G des K-espaces vectoriekl:.1
(i) Y(f,f)eL(E,F)? Y\N)e K2 '+ Nf)=Xf+Nf.
(i) VYfeL(E,F) Yge L(F,G) '(gof)="folg.
(¢i1) *(Idg) = Id g« .

D’ou

Preuve. (i) Pour tout ¢ € F*, on a:

PN () = Do (Mf+ N f) = Mo f+-Nibo f = N F ()4 N F() = (N F+ N F)(0)
(1) Pour tout ¥ € G*, ona’(go f)(¥) =Wo(gof)=(Vog)of="f(Vog)="folg(V).
(ii7) Pour tout ¢ € E*, on a*(Idg)(p) = poldg = ¢. n

1.5.4. Corollaire . Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimension finie.
L’applicationt : L(E,F) — L(F* E*) estunisomorphisme de K-espaces vectoriels.
S — 'f

Preuve. D’apres la proposition précédente, ’application ¢ est linéaire. Montrons qu’elle
est injective ; soit f € Ker (t) ona’f = 0. Choisissons des bases B et C respectivement de E
et F et soit A = Matg, ¢ (f). Alors ‘A = Mate« g+ (f) = 0. Donc A = 0 et par suite f = 0.
Par ailleurs dim(L(F*, E*)) = dim(F™*) x dim(E*) = dim(F) x dim(£) = dim(L(E, F)).
L’application t étant linéaire injective entre deux espaces vectoriels de méme dimension
finie est un isomorphisme. n

1.5.5. Proposition. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, f € L(FE) et
¢ une forme linéaire non nulle sur E. Alors I'hyperplan Ker (¢) est stable par f si et
seulement si ¢ est vecteur propre pour f .

Preuve. Supposons que Ker () soit stable par f. Si x € Ker (¢) alors f(z) appartient a
Ker (), d’ou Ker (¢) C Ker (po f).Sipof=0alors’f(p) =0-p, sinon Ker (p o f) est
un hyperplan et on a Ker (¢) = Ker (p o f) ; d’apres le corollaire 1.3.3 la forme linéaire
@ o f est proportionnelle & . Dans les 2 cas il existe A € K tel que ‘f(p) =po f=A\f.
Réciproquement, si ¢ est vecteur propre pour !f relativement & la valeur propre \, alors
po f=Ap.Pour tout h € Ker (p) on a po f(h) = p(h) =0, ie. f(h) € Ker(p). n
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2 Algebre bilinéaire

Dans toute cette partie K désignera un corps commutatif tel que 1x + 1 # O, c’est
a dire tel que 'on puisse diviser par 2. Le lecteur pourra cette année se contenter de
supposer que K =R ou K =C.

Si X est un ensemble, on notera F (X, K) I'ensemble des applications de X dans K.

2.1. Formes bilinéaires

2.1.1. Définitions. Soient E, I’ et G des K-espaces vectoriels.

Une application f de E' x F' dans G est dite bilinéaire si pour tout y € F' 'application
x — f(x,y) est linéaire de E dans G et pour tout x € E I'application y — f(x,y) est
linéaire de F' dans G, c’est a dire :

e VyeF Y(xa')e E* flr+ay)= f(z,y)+ f(2',y)
e Ve E V(yy)eF* flr,y+y)=flx,y)+ flz,y)
eVreE VYyeF VYae K f(x,y)=M(x,y)=f(z,\y).

On appelle forme bilinéaire sur E toute application bilinéaire de £ x E dans K.
On note Bil(E, K) 'ensemble des formes bilinéaires sur F.
Une application f de E x E dans K est dite symétrique si pour tout (x,y) € E? on a

fl,y) = fly,z).

On note S(F, K) 'ensemble des formes bilinéaires symétriques sur F.

2.1.2. Exemples.

a) Le produit de matrices de M, ,,(K) x M, ,(K) dans M,,,(K) qui a (A, B) associe
A B est bilinéaire.

b) L’application (p,z) — @(x) est bilinéaire de E* x F dans K.

c¢) Le produit vectoriel (z,y) — x Ay est une application bilinéaire de R3 x R? dans
R3.

d) L’application nulle de F x E dans K est forme bilinéaire symétrique.
e) Le produit scalaire (z,y) — x -y est une forme bilinéaire symétrique sur R3.
1
f) L’application (f,g) — / f(t)g(t)dt est une forme bilinéaire symétrique sur
0
C([0,1,R).

g) Soient ¢ et 1 dans E* ; 'application (x,y) — ¢(z)¥(y) est une forme bilinéaire
sur E ; si o =1 alors elle est symétrique.
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2.1.3. Remarques.

a) Une application f de E x E dans K est une forme bilinéaire symétrique si et seule-
ment si f est symétrique et pour tout y € E, I'application z — f(z,y) est linéaire

de F dans K
b) Soient f une forme bilinéaire sur E, Ay, ..., Ay, pi1, ..., ftp, des éléments de K et
Ul, ..., Up, V1, ..., U, des vecteurs de E. Alors

f (Z )\iui, Z [Lj’l}j) = Z )\zf (ui, Z ijj) Z Z )\z Ul,’l}]) .
=1 7j=1 i=1

= 1=1 j=1

¢) Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et (ey, ..., e,) une base de E. Une
forme bilinéaire f sur E est déterminée deés que 'on connait les scalaires f(e;, e;)
pour tout (i,7) € [1,n]3

Si :U—szel et y—Zyzel alors f(z,y) = Zleyjf €, €j).

i=1 i=1 i=1 j=1

Ce qui nous incite a poser la définition suivante.

2.1.4. Définitions. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, B = (eq, ..., e,) une
base de E et f une forme bilinéaire sur E. On appelle matrice de f relativement a B, que
I'on note Matg (f) la matrice A € M, (K) telle que ¥(¢,7) € [1,n]§  ai; = f(ei, €j).

2.1.5. Proposition. Soient E/ un espace vectoriel de dimension finie, B une base de E et
f une forme bilinéaire sur E. Posons A = Matg (f).

(i) Soient x et y des vecteurs de E. Posons X = Matg (z) et Y = Matg (y). Alors

flz,y) ="XAY .

(ii) f est symétrique si et seulement si A est une matrice symétrique (‘A= A).

Preuve. Soit B = (e, ..., ep).
n T1
(i) Siw =) xe; alors X = | et ‘X = (21, ...,2,). De méme pour Y.
i=1 ,
n n n n
D’apres la remarque précédente, on a: f(x,y) = Z Z z; y; f (e, €5) Z Z ;T Y5 -
=1 j=1 =1 j=1

Par ailleurs, AY produit de la matrice A € M, (K) par la matrice Y € M,,1(K) est
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un élément de M, 1(K) et pour tout i € [1,n]y ona (AY); = > a;;y;. Dou'X AY ,
j=1

produit de la matrice *X € M, (K) par la matrice AY € M, 1(K) est un élément de

M (K) c’est a dire un scalaire de K. (Nous identifions une matrice a 1 ligne et 1 colonne

avec son unique coefficient) et on a:

aijyjzz Z aijxiyj:f<xay)'

1 i=1 j=1

n
i=1 i=1 j

n

<

(4i) Si f est symétrique, on a, pour tout (i,7) € [L,nlf a;; = f(ej, ) = flei ;) = aij.
Donc ‘A= A.

Réciproquement supposons que A soit symétrique. Pour tout couple (z,y) € E? on a
fly,z) =Y AX . Or la matrice 'Y AX € M;,(K) est égale a sa transposée (elle ne
possede qu'un seul coefficient ! ), d’ott

fly,2) =Y AX =" ('Y AX) ="X"A' (V) = "X AY = f(z,y) . .
2.1.6. Corollaire. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n.

(i) Bil(E, K) est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel F(E x E, K).

(it) Soit B une base de E. L’application © : f —— Matg(f) est un isomorphisme
d’espaces vectoriels de Bil(E, K) dans M ,,(K).

(i) dim(Bil(E, K)) =n?.

Preuve. (i) On a déja remarqué que Bil(E, K) est non vide (2.1.2.(d)) et on vérifie
facilement que si f et g sont dans Bil(E, K), X et u dans K alors Af + ug est bilininéaire.
(i1) De plus : Mats (Af +pug) = (A +pg)(eirey), . = A(Fleivey),  +n(gleney)), -
Dot ©(Af + pg) = AO(f) + nO(g) -

Si ©(f) =0 alors f est nulle compte tenu de la formule (2.1.3.(c)). Donc © est injectif.
On vérifie aisément que pour tout A € M, (K), 'application f définie sur £ x E par
flz,y) =X AY , ou X = Matg (z) et Y = Matg (y), appartient a Bil(E, K) et que
Matg (f) = A. 1l en résulte que © est surjectif.

L’assertion (i4i) résulte immédiatement de (ii). n

2.1.7. Corollaire. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n.
(i) S(FE,K) est un sous-espace vectoriel de Bil(E, K).

(it) Soit B une base de E. L’application ©" : f —— Matg (f) est un isomorphisme
d’espaces vectoriels de S(E, K') dans S, (K).

(iii) dim(S(E, K)) = @

Preuve. La démonstration est laissée au lecteur a titre d’exercice. ]
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2.1.8. Théoréme . Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, B et B’ des bases
de F et f une forme bilinéaire sur E.
Si P est la matrice de passage de la base B a la base B', alors

Mat s (f) =tp Matgz (f) P.

Preuve. Soit B = (€}, ...,€,). Rappelons que par définition, la k*° colonne de P est

e n

formée des coordonnées de ej, dans la base B. Si X’ = Matg (x), on sait que X = P X' ;
de méme Y = PY" avec Y/ = Matg (y). D’ou

fla,y) ="X AY =" (PX)A(PY) ="(X)'PAPY' ="(X) ("PAP) Y".
Par ailleurs, on a aussi f(z,y) = “(X’) Matg (f) Y', d’ou
(X')Matg (f) Y/ ="(X") ('"PAP) Y.

Cette derniere égalité étant valable pour toutes matrices colonnes X’ et Y’ on a donc
Matgl (f) ='PAP. |

2.1.9. Remarque. Le lecteur remarquera la différence fondamentale entre cette formule
de changement de bases pour une forme bilinéaire et la formule de changement de bases

pour une application linéaire 7' € L(F). (Rappelons que pour une application linéaire
Mat g (T) = p! Matgz (T) P )

Pour une forme bilinéaire symétrique f sur E, intéressons nous maintenant a l'appli-
cation z —— f(z,z) de F dans K.

2.2. Formes quadratiques

2.2.1. Lemme . Soit f une forme bilinéaire symétrique sur un K-espace vectoriel F. Pour
tout x € F, posons q(z) = f(z,x). Alors

(i) VYzeE VAeK q(A\x)=MNq(z).

(i) Y(z,y) € E* f(z,y) = %(q(l’ +y) —q(z) —aly)) = i(q(l’ +y) — gz —y)).

(Formules de polarisation).

f’r)euve. (1) q(A\x) = fx, \z) = Af(z, \x) = N2f(z,2) = N2q(x) .

77) On a:

gz +y) = fle+y,c+y) = flz,2)+ f(z,9) + [y, 2) + [y, 9) = a(@) +q(y) +2f (z,y) .
En remplacant y par —y on a aussi :

q(x —y) = q(z) + q(—y) +2f(z, —y) = q(z) + q(y) — 2f(z,y).
D’ou le résultat. ]
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2.2.2. Définitions. Soit f une forme bilinéaire symétrique sur un K-espace vectoriel E.
On appelle forme quadratique associée a f I'application de F dans K, notée gy, définie
par ¢f(xz) = f(x,x), pour tout x € E.

Une application ¢ de E dans K est une forme quadratique s’il existe f, forme bilinéaire
symétrique sur E telle ¢ = g;. D’apres le lemme précédent, la forme bilinéaire symétrique
f admettant ¢ pour forme quadratique associée, est unique ; on appelle f la forme polaire
de q.

On note Q(FE) I'ensemble des formes quadratiques sur E.

Si E est de dimension finie et muni d’une base B, on appelle matrice de ¢ € Q(F)
relativement a B la matrice de sa forme polaire f: Matg (¢) = Matg (f) .

2.2.3. Remarques.

a) Une forme quadratique ¢ n’est pas linéaire, car on a g(Az) = N¢(z), ce qui justifie
I’épithete quadratique.

b) Si E est muni d’une base finie B, pour tout z € E, on a:

q(z) ='X Matg (q) X avec X = Matg ().

2.2.4. Exemples.

a) Soient E un espace vectoriel de dimension 3, B une base de E et f une forme
2 1 3
bilinéaire symétrique sur £ telle que Matg (f) = A= |1 0 0 |. La forme
3 0 -1
quadratique gy associée a pour expression :

2 1 3 T
qr(z) = (z1,22,23) |1 0 O Ty | = 207 — 22 + 21119 + 6125 .
3 0 -1 T3

On remarque qu’en fonction des coordonnées, la forme quadratique est une fonction
Q(z1,x9,x3) polyndomiale homogene de degré 2, c’est a dire combinaison linéaire
des monomes z? ou z;z;. De plus

0
%(l‘l,l‘g,ﬁg) = 4l‘1+2l‘2+6l‘3
1
10
58762(:1:1,332,1’3) = 211+ w9+ 313
1
= Q1171 +a12T2 +0a137%3 .
) 10
De méme aaTQ(xl,xQ,xg):xl:a21x1+a22x2+a23x3 et
2

10Q

——— (21,29, 23) = 321 — T3 = az1 &1 + a32 Ty + a33 T3.
261‘3



Formes quadratiques 15

b) Réciproquement, en dimension 2 par exemple, donnons nous un polynome ) ho-
mogene de degré 2 : Q(xy,x3) = 2% + 323 + 10115 .

10
5%(1’1,1’2) = x1+ 5.1’2
10
éa—Z(ZL‘l,ZL‘Q) = 5[E1+3[L‘2

1 5
5 3
tant A pour matrice relativement a la base B = (e1, e3). On a alors :
f(xier + zaea,y1€1 + Yaea) = T1y1 + 3T2ya + HT1Y2 + Szoy1 et
qr(zier + xaes) = 23 + 323 + 10z179 = Q((21, 72)) -

Considérons la matrice A = ( ) . Soit f la forme bilinéaire symétrique admet-

2.2.5. Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.
(i) Q(E) est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel F(E, K).
(4i) L’application f —— ¢y est un isomorphisme de S(E, K) sur Q(F).

(iii) dim(Q(E)) = @

Preuve. D’apres le lemme précédent, I'application f —— ¢ est une bijection entre
I’ensemble des formes bilinéaires symétriques sur F et ’ensemble des formes quadratiques
sur . On vérifie aisément que gyy4,9 = Aqr + 11qq - 11 en résulte les assertions (¢) et (i¢).
L’assertion (#ii) découle alors du corollaire 2.1.7. n

2.2.6. Corollaire . Soient 1, ..., p, des formes linéaires sur E et ay, ..., a, des scalaires.
T

Alors Z a; o7 est une forme quadratique sur E dont la forme polaire est f définie par
i=1

fla,y) =>_ aipi(x)¢i(y) . pour tout (z,y) € E*.
i=1

Preuve. Pour tout i € [1,7]y, I'application  —— ¢?(z) est une forme quadratique
admettant pour forme polaire la forme bilinéaire symétrique (x,y) — ¢;(x)p;(y) (2.1.2).
La linéarité de I'application f —— ¢y permet de conclure. N
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2.3. Orthogonalité

2.3.1. Définitions. Soient F un K-espace vectoriel, ¢ une forme quadratique sur E et f
sa forme polaire.

On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux pour ¢ (ou pour f) si f(x,y) =0.
On dit qu'une famille (21, ..., x;) de E est orthogonale pour q si pour tout couple (i, j)
avec @ # 7, les vecteurs x; et z; sont orthogonaux pour g.

On dit que deux parties A et B de E sont orthogonales pour ¢ si on a f(a,b) = 0, pour
tout a € A et tout b € B.

Pour toute partie A de E on appelle orthogonal de A pour ¢, I’ensemble, noté A* des
vecteurs de E orthogonaux &4 A. Onadonc: At ={z € F;Vae A f(a,z)=0}.

On utilisera aussi la locution g-orthogonal (ou méme simplement orthogonal) & la place
de orthogonal pour gq.

2.3.2. Proposition . Soient I un K-espace vectoriel, ¢ une forme quadratique sur E.

(i) Pour toute partie A de E, A+ est un sous-espace vectoriel de E.
(ii) VY(A,B) € (P(E))? AcCB= BfcCA*.

(iii) VA e P(E) AL = (Vect(A))*.

(iv) {0}t =E.

(

v) Pour tout sous-espace vectoriel F de E, on a F C F++.

Preuve. Soit f la forme polaire de q.

(i) Clairement 0 appartient & A+ . Soient = et y dans A+, X et u dans K.
Pour tout a € A, on a f(Ax + py,a) = Af(x,a) + pf(y,a) =0.
Donc Az + py appartient a4 At .

(i) Soit y € B*. Pour tout a € A, on a f(y,a) = 0 car a appartient aussi & B. Donc
y € AL,

(#ii) D’apres assertion précédente, Vinclusion A C Vect(A) , implique (Vect(4))" ¢ AL
Montrons l'inclusion inverse. Soit x € A+ . Tout vecteur y € Vect(A) s’écrit comme
combinaison linéaire de vecteurs de A, c’est a dire qu’il existe aq, ..., a, dans A et

n
A1, ooy Ap dans K tels que y = Z A a; . D’ou

i=1
n

flz,y) = f(z, zn: Niai) => A f(z,a;) = 0. Donc z € (Vect(A))* .

i=1

(iv) Pour tout x € E, on a f(x,0) = 0 par linéarité de f par rapport a la deuxieme
variable.

(v) Pour tout x € F et pour tout y € F+, on a f(z,y) =0. Donc x € F++. 5
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2.3.3. Définitions. Soient E un K-espace vectoriel, ¢ une forme quadratique sur E et f
sa forme polaire.
On appelle noyau de ¢q (ou de f), noté N(q), 'orthogonal de E pour ¢. On a donc :

N(q)=E"={yeE;VoeE f(x,y)=0}.

On dit que ¢ (ou f) est non dégénérée si son noyau est réduit a {0} ; dans le cas contraire
on dit que ¢ (ou f) est dégénérée.

On dit qu'un vecteur x € E est isotrope si g(z) = 0.

On appelle cone isotrope de g, 'ensemble, noté C(q), des vecteurs isotropes pour q.

On dit que g (ou f) est définie si C'(q) = {0}.

2.3.4. Exemples.

a) Soient E = R3 et ¢ telle que q((z1, w9, x3)) = 23 + 23 + 23
Alors f((x1, 22, x3), (Y1,Y2,Y3)) = T1y1 + T2y2 + z3y3 est le produit scalaire usuel.
On a N(q) = {0} . Le cone isotrope C(q) est réduit a {0} . La forme quadratique ¢
est non dégénérée et définie.

b) Soient F = R? et ¢ telle que q((x1,22)) = 23 — 3.
Alors f((z1,22), (y1,92)) = 1y1 — X2y, d’ott N(q) = {0} . La forme quadratique ¢
est non dégénérée. Le cone isotrope C(q) est la réunion de la droite A d’équation
1 — o9 = 0 et de la droite A’ d’équation z; + x9 = 0. La forme quadratique ¢ est
non définie.

c¢) Soient F = R3 et ¢ telle que q((zy, 79, 23)) = 23 — 3.
Alors f((x1, 22, 23), (Y1,Y2,y3)) = T1y1 — x3ys ; d’ou N(¢) = R(0,1,0). La forme
quadratique q est dégénérée. On a
Clg) ={( AN eR3:; (\p) e R%IU{(\p, — ) €R®; (A, ) € R*}, réunion
de deux plans. La forme quadratique ¢ est non définie.

d) Soient E = R? et q telle que q((xy, 72, 23)) = 203 + 23 + 2129 — T3 .
Alors f((x1, x2,x3), (Y1, Y2, Y3)) = 221Y1 + T2y2 + T1Y2 + Toy1 — 3y . En remarquant
que N(q) = {e1,e2,e3}+ on prouve que la forme quadratique ¢ est non dégénérée.
Le vecteur (0,1, 1) étant isotrope, la forme quadratique g est non définie.

2.3.5. Remarque. On a évidemment N(q) C C(q), mais U'inclusion peut-étre stricte
(Exemple (b)). De plus on remarque que C'(q) n’est pas en général un sous-espace vectoriel.

2.3.6. Définition. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et ¢ une forme
quadratique sur E. On appelle rang de ¢ (ou de sa forme polaire f), 'entier noté rang(q)

égal a dim(F) — dim(N(q)) .
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2.3.7.Théoreme. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et q une forme
quadratique sur E. Soient B une base de E et A = Matp (q) .

(i) Soient x € E et X = Matg (z). Alors z € N(q) & AX =0.

(ii) rang(q) =rang(A).

(i7i) q est non dégénérée si et seulement si det A # 0.

n
Preuve. Soient B = (eq, ...,e,) et x = xse;.
7=1

(i) Par bilinéarité de f forme polaire de ¢, on a les équivalences :
reN(q) < Vie[l,ny fle,z)=0

.’L‘j f(ei, 6]') = 0

M=

& Viell,n]y

<.
Il
—_

NE

& Ve [1,n]N i ;jT; = 0

<.
Il
—_

& AX =0

(ii) D’apres l'assertion précédente et le théoreme du rang, on a :
dim(N(q)) = dim(Ker (A)) = dim(E) — rang(A) .
D’ou rang(q) = dim(F) — dim(N(gq)) = rang(A) .

(i7i) q est non dégénérée si et seulement si dim(N(g)) = 0, autrement dit, si et seulement
si rg(A) = n, ce qui est équivalent & det A # 0. n

2.4. Formes non dégénérées

2.4.1. Théoreme . Soit f une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur un K-espace
vectoriel E de dimension finie.

(i) Pour tout x € E, I'application ¢, de E dans K, définie par ¢,(y) = f(z,y), pour
tout y € E, est une forme linéaire sur E.

(ii) L’application ® : x — ¢, de E dans E* est un isomorphisme.

Preuve. L’assertion (i) résulte de la linéarité de f par rapport a la deuxieéme variable.
(77) Pour tous z; et x5 dans E et tous A et p dans K on a, pour tout y € E :

O(Azy + pws)(y) = f(Axy + pwa,y) = A (21,y) + pf (w2,9) = A(21)(y) + p@(22)(y) =
(AP (1) + p®(22))(y) -
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Dot ®(Axy + pxs) = AP(x1) + p®(x2) . Donc @ est linéaire.

Montrons que ® est injective. Soit x € E tel que ®(z) = 0. Alors, pour tout y € F, on a
0= ®(z)(y) = f(z,y). Par conséquent = appartient au noyau de f qui est réduit a {0},
car f est non dégénérée. Donc x = 0.

Comme dim(FE*) = dim(F), application linéaire ® injective de E dans E* est aussi
surjective, c¢’est donc un isomorphisme. n

2.4.2. Corollaire. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, ¢ une forme quadra-
tique non dégénérée sur F et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors

(i) dim(F)+ dim(F+) = dim(E).

(i) (FY)*=F.

Preuve. Reprenons les notations du théoreme précédent.

(i) Soit (eq, ...,e,) une base de F', que nous complétons en une base B = (ey, ..., €e,)
de E. Désignons par (e}, ...,e:) la base duale de B. Soit x € E, la forme linéaire
®(x) = ¢, se décompose en :

(z) = pulei)e; =) fla,e)e;
i=1 i=1
Comme F' = Vect(ey, ...,e,), le vecteur = est g-orthogonal a F si et seulement si
pour tout i € [1,p]n, f(x,e;) =0.Cest adire: x € F- < &(x) € Vect(el,,, ..., €}).

D’ou ®(F*) = Vect(es,,, ..., e;). Comme ® est un isomorphisme, on déduit

dim(F*) = dim(®(F*)) = dim(Vect(e?,,, ...,e})) =n —p = dim(E) — dim(F) .

p+1>  n

(i) On a déja prouvé que F' C (F+)*. Comme nous sommes en dimension finie, il suffit
de montrer que ces deux sous-espaces vectoriels ont méme dimension pour obtenir
I’égalité. Or

dim((F*)") = dim(E) — dim(F*) = dim(E) — (dim(E) - dim(F)) = dim(F) . _

2.4.3. Remarque . Attention, en général F et F'* ne sont pas supplémentaires. Reprenons
I'exemple b) de 2.3.4: E = R? et ¢ telle que ¢((z1,22)) = 22 — 22, et soit F' = R(1,1).
Alors (1, 75) appartient & F- si et seulement s'il est g-orthogonal & (1,1) c’est a dire si
x1 —x9 =0. Donc Ft = F.
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2.5. Bases orthogonales

2.5.1. Définitions. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et ¢ une forme quadra-
tique sur E. Rappelons qu'une base B = (ey, ..., e,) de E est orthogonale pour g si pour
tout couple (7, 7) avec i # j, les vecteurs e; et e; sont orthogonaux pour g.

Si en outre, on a ¢q(e;) = 1, pour tout ¢ € [1,n]y, on dira que la base B est orthonormale

pour q.

2.5.2. Proposition. Soient ' un espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme
quadratique q, B = (ey, ...,e,) une base de E et B* = (e, ...,€},) la base duale. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) B est une base g-orthogonale ;
(i) Matg (q) est diagonale ;

(4ii) q est combinaison linéaire des carrés des formes linéaires e .

Preuve. Soit f la forme polaire de q.
(1) = (4i) Pour tout ¢ € [1,n]y, posons a; = q(e;) = f(e;, ;) . Par hypothese, pour i # j,
a1
on a f(e;,e;) =0. Il en résulte que Matg (¢) = Matg (f) = O .O
Qn
(i4) = (iii) Par hypothese Matg (¢) = Diag(ai, ..., a,). Pour tout = > x;¢; de E,

i=1
n n n

ona q(z)= Z a; :1:3 = Z a; (ef)2(:c) ,car x; = ef(x) ; dou g = Z ai(ef)Q.

i=1 1=1 1=1

k=1 k=1

2.5.3. Remarque. Si B est une base g-orthogonale, ’expression de ¢ dans cette base est

simple : ¢ (Z Tie;) = Z a;x? .
i=1 i=1
Le noyau de g est engendré par les vecteurs e; tels que a; = 0 et le rang de ¢ est le nombre

de a; non nuls.
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2.5.4. Corollaire. Soient E un espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme
quadratique q, B = (eq, ...,e,) une base de E et B* = (e}, ...,el) la base duale. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) B est une base q-orthonormale ;

(i) Matg(q) = I ;

(iii) g =3 (e,

i=1

Preuve. En reprenant la démonstration précédente, on remarque que l'on a en plus

1 =q(e;) = a;, pour tout 7 € [1,n]y. n
2.5.5. Corollaire . Soient F un espace vectoriel de dimension finie, F = (@1, ..., p,) une
famille libre de formes linéaires de E* et aq, ..., a, des scalaires non nuls.

Posons q = Z a; o? . Alors :

(i) q est derangr.
(if) M) = (] Ker ().

(@ii) Sion complete F pour obtenir une base B' de E* et si on considére la base B de E
dont B’ est la base duale, alors B est orthogonale pour q.

Preuve. Soit B = (e, ...,e,) la base dont B’ = (¢1, ...,¢,) est la base duale. Pour

tout ¢ € [r + 1,n]y, posons a; = 0. On peut alors écrire ¢ = Y a; 7 = Y a; (€])*.
i=1 i=1

D’apres la proposition 2.5.2, la base B est g -orthogonale et

a1

Matg (¢q) = Qr

0

Comme a; # 0, pour 1 < i < r, le rang de q est r.
Soit f la forme polaire de ¢. On a f(z,y) = > a; p;(x) pi(y). D’ott N(q) C (] Ker (¢;).
i=1 =1

De plus dim([ ] Ker (¢;)) =n —r = dim(N(g)) . D’ou I'assertion (i7). n

i=1
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2.5.6. Méthode de Gauss. Soit ' un espace vectoriel de dimension finie. Il existe un
algorithme pour décomposer toute forme quadratique sur E en combinaison linéaire de
carrés de formes linéaires indépendantes.

Etudions d’abord deux exemples dans R3 :

Désignons par By la base canonique de R? et par B = (¢}, €5, €}) sa base duale.

e Soit g définie par q;(z1, T9, T3) = x% + 223 + 812 — 21179 + 47173 .
Il y a un terme en z?, considérons cette expresion comme un trindme du second
degré en xy :
(71,19, 13) = 2% + 2(—x9 + 223)w; + (225 + 8x3)

= (21 — 29 + 223)% — (=29 + 223)* + (273 + 8z3)
= (21 — 29 + 273)% + 25 + 423 + 4d2y73
= (21— @y + 223)* + (22 + 215)°

Posons ¢ = e} — €5 + 2e5 et pos = €5 + 2¢5. Ces deux formes linéaires sont

indépendantes et le calcul précédent prouve que ¢, = ¢? + 3.
On a donc rang(q;) = 2. Complétons (1, @) pour obtenir une base B’ de (R?)*,

1 0 0
par exemple par 3 = ¢} . La matrice de passage de By aB'est Q=| -1 1 0
2 2 1
Soit B la base de F dont B’ est la base duale. D’apres la proposition 1.4.4, la matrice
1 1 —4
de passage de By & B est ‘Q~! que l'on calcule. On obtient | 0 1 —2
0 0 1

Donce; =1 = (1,0,0), e3 = e1+e2 = (1,1,0) et e3 = —4e; —2e9+e3 = (—4,—2,1)
constituent une base g;-orthogonale.

e Soit ¢y définie par qo(xq, T9, 3) = T129 + X173 + 22273 .
Il n’y a pas de carrés dans cette expression, mais un terme en x;z, ; en considérant
cette expresion comme un polynome du premier degré en zq, puis en x5 on peut
écrire : qa(x1, g, x3) = (T2 + T3)x1 + 22273 = (21 + 223) 22 + 123 D’O

@(21, 29, 3) = (9 + x3) (21 + 223) — 222
1
= 3 ((xl + x5 + 31‘3)2 — (1 — 2o + l’g)z) — 2x§
1 1
— Z<x1 + ) -+ 3373)2 — Z@l — T + .T3)2 — 21’%

Posons 91 = €] + 5 + 3¢}, o = €] — e + €5 et 13 = £} ; ces trois formes linéaires
1
sont indépendantes et le calcul précédent prouve que ¢ = i@b% — Zw% — 293

On a donc rang(¢2) = 3. La matrice de passage de Bf a C' = (¢1,19,13) est
1 1 0

R=11 —1 0]. Soit C la base de E dont C’ est la base duale. D’apres la
3 1 1
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proposition 1.4.4, la matrice de passage de By & C est 'R~! que l'on calcule. On

11
(15
obtient | 5 —5 -1
0 0 1

Donc e; = %51 + %52, ey = %51 — %eQ et e3 = —2¢1 — €9 + €3 constituent une base

go-orthogonale.

e Démonstration dans le cas général : La démonstration se fait par récurrence sur
la dimension de E. Si dim(E) = 1 il n’y a rien a faire. Supposons que, pour tout p < n,
on ait un algorithme pour décomposer toute forme quadratique sur un espace vectoriel de
dimension p en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes, et con-
sidérons ¢ forme quadratique sur £ de dimension n rapporté a une base B = (e, ..., e,).
L’expresssion de ¢(z) est un polynome ) homogene de degré 2 en fonction des coordonnées
T, ...,T, de x.

e Premier cas: @) contient un terme en z?, par exemple 7% (en permutant éventuel-
lement deux vecteurs de la base). On peut alors écrire :

Qxy, ...,x,) = alx% +2L(x9, ... xy) 1 + Q1T ..o Ty)

avec a; € R*, L polynome homogene de degré 1 en fonction de zs, ..., x,, c’est a
dire de la forme L(zs, ..., 2,) = asxs + -+ + o, T, et @1 polyndme homogene de
degré 2 en fonction de xs, ..., x,. Do

L(zo, ..., zp) ? L(xg, ..., 2,)?
a1

- a1 +Q1<.§L’2, ,SL’n) .

Q(I‘l, ,.Tn) = a <.§L’1 +

Par hypothese de récurrence, la forme quadratique ¢ définie sur R"~! par

L(zo, ..., x,)?
q,(l‘g, ,l‘n):— ( . n) +Q1(ZE2, ,l’n)
1
T
se décompose en ¢ = Z a; E? ou /s, ..., t, sont des formes linéaires indépendantes
=2
dans (R™1)*.
n

Pour tout j € [2,r]y, notons ¢;, la forme linéaire sur £ qui & z = Y z;¢;,

i=1
L(xzs, ...,

associe {;(xa, ..., x,) et ¢ la forme linéaire définie par ¢1(x) = 1+ M )

a1
T
On a alors ¢ = Z a; cp?. Il reste a montrer que la famille (¢;);—1.., est libre
j=1

dans E*. Soit »_ Aj¢; =0 une combinaison linéaire nulle des (p;). On a d’abord
j=1

T n
0=">Y" X;pjle1) = A1 . Puis, pour tout (2, ...,x,) € R"! enposant z = Y _ z;¢;,
= =2
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il vient 0 =Y Njp;(2) = > Ajli(xa, ..., x,), cest a dire Y A;¢; = 0. Comme
=2 =2 =2

les formes linéaires (o, ..., £, sont indépendantes, on en déduit que A\; = 0, pour
tout j € [2,7]y.

Deuxiéme cas : Q ne contient aucun terme en z7. Si ¢ = 0 il n’y a rien A faire, sinon
on peut supposer, par exemple, que () contient zyx5. On peut alors écrire :

Q(zy, ... xy) =axyxo+ Li(x3, ... xn) 21 + Lo(xs, ..., x,) 22+ Q1(z3, ..., 20)

avec a € R*, Ly et Ly polynomes homogenes de degré 1 en fonction de x3, ..., xz,
et ()1 polynome homogene de degré 2 en fonction de z3, ..., x,. Dol en posant

y=(z3, ...,2,),

Qlzr, ... 2) —a ( (961 n Lzéy)) (m n Ll;:U)) ~ Li(y)La(y) ) +Oly) .

a?

Or

4(3:1+L2—(y)) (:cg—l—Ll—(y)) = ($1+$2+w)2—($1—1’2+w)2 .
(L1 + Lo)(y)

Notons @; et 9 les formes linéaires sur F définies par ¢q(z) = z1+x2+
a

etgog(:p):xl—x2+w.

a
Par hypothese de récurrence, la forme quadratique ¢’ définie sur R" 2 par :
Ll(ZL'g, c. ,l‘n)LQ(ZL'g, c. ,ZL‘n)
a

¢ (x3, ..., x,) = Q1(x3, ..., x,) —

se décompose en ¢ = Z a; E? ou/s, ..., sont des formes linéaires indépendantes
Jj=3
dans (R"%)*.
n
Pour tout j € [3, 7]y, notons ¢, , la forme linéaire sur £ qui & = = T; e; , associe
) ) ViR )
i=1
, a
2_—

Ej(:cg, ..., Z,). On obtient alors ¢ = %p 1

T
o3+ Z a; gp? . Il reste a montrer que la
j=3

famille (p;)j=1.., est libre dans E*. Soit » _ A; ¢; = 0 une combinaison linéaire nulle

j=1

des (p;). On a d’abord 0 =>_ Ajpiler) =AM+ A2 et 0=>_ X pj(ea) = A1 — As.
j=1 j=1

D’olt Ay = Ay = 0. Puis, pour tout (3, ...,7,) € R" ! en posant z = Z zrie;, il

=3

vient 0= Ajp;i(2) =Y N l(xs, ..., x,), Cest adire > A;j¢; = 0. Comme les
=3

j=3 7j=3
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formes linéaires /s, ..., ¢, sont indépendantes, on en déduit que \; = 0, pour tout
j € [3, T]N . "]

2.5.7. Théoreme . Soient E un espace vectoriel de dimension finie et ¢ une forme quadra-
tique sur E. Alors il existe au moins une base de E orthogonale pour q.

Preuve. Cela résulte immédiatement de la décomposition obtenue par la méthode de
Gauss et du corollaire 2.5.5. N

2.5.8. Corollaire. Soit n € N*. Pour toute matrice symétrique S € S, (K), il existe
une matrice diagonale D € D, (k) et une matrice inversible P € GL,(K) telles que
S='PDP.

Preuve. Soit f la forme bilinéaire symétrique sur K™ admettant S pour matrice rela-
tivement a la base canonique By et ¢ la forme quadratique associée. D’apres le théoreme
précédent, il existe B base g-orthognale de K™. Soient D = Matg (f) et @ la matrice de
passage de By a B. Le théoreme 2.1.8 de changement de bases pour une forme bilinéaire,
nous donne :

D = Matg (f) = 'QMatg, (f) Q ='QSQ .

Dot le résultat en posant P = Q~'. n

2.6. Réduction des formes quadratiques

Réduire une forme quadratique ¢, ¢’est déterminer une base g-orthogonale relativement a
laquelle la matrice de ¢ est la « plus simple possible ». La réduction dépend du corps de
base. Etudions tout d’abord les formes quadratiques dans le cas complexe.

2.6.1. Proposition. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur C et q une
forme quadratique sur E. Il existe un entier r € [0,n]y et une base B = (eq, ..., ey)
orthogonale pour q tels que q(e;) =1 pouri <r et q(e;) =0 pouri > r.

L’entier r est le rang de q et ne dépend donc pas de la base B.

Preuve. Soit (€], ...,e),) une base de E orthogonale pour ¢. Posons a; = ¢(e}) pour tout

’rn
i € [1,n]y. Nous avons déja remarqué que le rang r de ¢ est le nombre de a; non nuls.
Quitte a réordonner la base nous pouvons supposer que a; # 0 pour i < r et a; = 0 pour
1 > r. Tout nombre complexe admettant une racine carrée, pour ¢ < r, soit b; € C tel que
b? = a;. Posons enfin, ¢; = —¢; pour i < r et e; = €, pour i > r. Alors (eq, ...,e,) est

7 bz
1 ’ 1 2 ’ a;
une base orthogonale pour ¢ et de plus ¢(e;) = ¢ <b_ei> = <b_> qle}) = — =1, pour
i i a;
i <retqle)=q(e;) =0, pouri>r. n
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2.6.2. Remarque. L’expression de ¢ dans une telle base est tres simple puisque :

q(lzl xiei> :;:p? et Matg (q) = (‘8 8)

2.6.3. Corollaire . Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur C et ¢ une forme
quadratique sur E. Alors il existe une base orthonormale pour ¢ si et seulement si g est
non dégénérée.

Preuve. Cela résulte immédiatement de la proposition précédente car ¢ est non dégénérée
si et seulement si r = n. N

Etudions maintenant le cas des formes quadratiques dans le cas réel.

2.6.4. Théoreme de Sylvester. Soient E' un espace vectoriel de dimension finie n sur
R et q une forme quadratique sur E. Il existe des entiers s et t une base B = (eq, ..., ey)
orthogonale pour q tels que q(e;) =1 pour 1 <i <s, q(e;) = —1 pour s <i < s+t et
q(e;) =0 pour s+t <i<n.

De plus Ie couple (s,t) ne dépend pas de la base choisie et s+t = rang(q) .

Preuve. Soit (€], ...,e),) une base de E orthogonale pour ¢. Posons a; = ¢(e}), pour

rn
tout ¢ € [1,n|n. Nous avons déja remarqué que le rang r de ¢ est le nombre de a; non
nuls. Quitte & réordonner la base nous pouvons supposer que a; > 0 pour 7 < s, a; < 0

pour s <1 <reta;=0pours>r. Posonst=r—set
1

\ @i
e = 1 . . Il est clair que (e, ...,e,) est une base possédant les
i e sis<i < r, q ( 1 n) p

el sir>i.

propriétés voulues. Reste a prouver I'unicité du couple (s, ).

Soit une autre base (fi, ..., f,) orthogonale pour ¢ telle que ¢(f;) =1 pour 1 <i < ¢/,
q(fi) = =1 pour & < i < s+t et q(f;) =0 pour i > s+ t'. Notons F' le sous-espace
vectoriel engendré par les vecteurs eq, ..., es et GG le sous-espace vectoriel engendré par les

vecteurs fyy1, ..., fn. Montrons que FNG = {0}. Soit z € FNG . Ce vecteur se décompose
en: r = Z Ti€; = Z y; f; . D’ol, d'une part ¢(z) = ¢ <Z T ei> = Z 3 >0 et
i=1 i=1 i=1

j=s'+1

el sil<i<s,

n s'+t!

d’autre part g(z) = ¢ ( >y fj) = Y —(y;)* < 0. Donc g(z) = 0 et par suite
j=s'+1 j=s'+1

x; = 0, pour tout ¢ € [1,s|y. Il en résulte que x = 0. Les sous-espaces vectoriels F' et G

étant en somme directe, on a dim(F') + dim(G) < dim(E), c’est a dire s +n — s < n.

D’ou s < s'. En échangeant le role des deux bases, on obtient s’ < s. Ainsi s = s’. Comme

par ailleurs s + ¢t = rang(q) = s +t/, il vient t = t'. n
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2.6.5. Définition . Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur R et ¢ une forme
quadratique sur E. On appelle signature de ¢, le couple (s,t) défini dans le théoreme
précédent. On note sgn(q) = (s,1).

2.6.6. Remarques.

a) Soit ¢ une forme quadratique sur un espace vectoriel réel de dimension finie n, de

signature (s,t). Il existe une base B = (ey, ..., e,) de E telle que
n S s+t [s O O
q <Z x; ei> => 27— > a7 et Matg(¢)=|0 -1, O
i=1 i=1 i=s+1 0O 0 O

q est non dégénérée si et seulement si s+t =n.

b) Si E est un R-espace vectoriel de dimension finie et ¢ une forme quadratique sur E
T

qui se décompose en q = Z a; o3, avec ay, ..., a, non nuls dans R et 1, ..., @,
i=1

formes linéaires indépendantes dans E*, alors la signature de q est (s,t) ou s est le

nombre de a; tels que a; > 0 et t le nombre de a; tels que a; < 0.

Pour les formes quadratiques décomposées en 2.5.6 on a donc sgn(q;) = (2,0) et
sgn(gz) = (1,2).

2.6.7. Corollaire. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur R et ¢ une forme
quadratique sur E. Il existe une base orthonormale pour q si et seulement si la signature
de q est (n,0).

Preuve. Immédiat d’apres la remarque. n

2.6.8. Remarque. Pour une forme quadratique ¢ de signature (n,0), (c’est le cas de la
forme quadratique associée au produit scalaire usuel de R" par exemple) il existe une base

n n
(e1, ...,e,) de E telle que ¢ <Z T ei> = Z x7 . Donc q est définie et pour tout z, on a
i=1 i=1
q(x) > 0; cequi nous conduit a poser la définition suivante.

2.6.9. Définition. Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, f une forme
bilinéaire symétrique sur F et ¢ la forme quadratique associée.

On dit que f (ou q ) est positive (respectivement négative), si pour tout x € F on a
q(z) > 0 (respectivement ¢g(z) <0).

2.6.10. Remarque. Une forme quadratique ¢ sur un R-espace vectoriel de dimension
finie est positive (respectivement négative) si et seulement si sa signature est de la forme
(r,0) (respectivement (0,7)).
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3 Espace Euclidien

Dans toute cette partie le corps de base sera R.

3.1. Produit scalaire

3.1.1. Définitions. Soit F un espace vectoriel réel. On appelle produit scalaire sur E,
noté généralement ( , ) toute forme bilinéaire symétrique définie positive sur E. On dit
que E est un espace préhilbertien réel s’il est muni d’un produit scalaire. On appelle
espace euclidien tout espace préhilbertien réel de dimension finie.

3.1.2. Remarque . Rappelons les propriétés de ( , ) forme bilinéaire symétrique définie
positive :

o V(z,y) € E* (y.z)=(z,y).

o V(r,y,2) € B3 Y\ p)eR* (Nz+upz,y)=MNz,y)+u(z,y).
eVereFE (x,z)>0.

eVreE ((z,2)=0=2=0)

3.1.3. Exemples.

a) E =C([a,b],R), avec a < b, est un espace préhilbertien réel pour le produit scalaire

b
défini par: (f, g) :/ f(t)g(t)dt.
La symétrie de l’applic;tion est immédiate et le caractere bilinéaire est conséquence

b
de la linéarité de l'intégrale. Pour tout f € Fona (f, f) = / fA(t)dt > 0 par

positivité de I'intégrale. De plus, comme f? est une fonction continue et positive, la
nullité de I'intégrale ne peut se produire que si f2 = 0, c’est a dire f = 0.

b) R™ muni du produit scalaire usuel (z,y) =Y x;y; est un espace euclidien.

Nous avons déja remarqué que le produit scalaire usuel est une forme bilinéaire
symétrique définie ; elle est clairement positive.

¢) M,(R) muni de (M, N) = Tr("M N) est un espace euclidien. Pour tous M et N
dans M,(R),ona (N, M) =Te(!NM) =Tr(*(!NM))=Te(*!M N)= (M, N) ;
d’ou la symétrie. Le caractere bilinéaire est alors conséquence de la linéarité de la
trace. De plus, Tr("M M) = > ("M M);; = Z Z "My My = > > MZ, > 0.

i=1 i=1 k=1 i=1 k=1
La nullité de cette somme équivaut alors & My,; = 0 pour tout (i, k) € [1,n]3, c’est
a dire M =0.
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b
d) R,[X] munide (P, Q)= / P(t)Q(t)dt, avec a < b, est un espace euclidien.
Les justifications sont les mémes que pour 'exemple (a) sauf pour le caractere

défini qui nécessite un argument supplémentaire. En effet, si ( P, P) = 0, on déduit
comme précédemment que pour tout ¢ € [a,b] ona P(t) = 0 ; il faut alors remarquer
que le polynome P admet un nombre infini de racines et est donc le polynéme nul.
(Un polynome de degré d admet au plus d racines).

3.1.4. Théoréme. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient = et y des vecteurs d’un
espace préhilbertien réel (E,( , )). Alors

[N
=

(1) [z, y) | <(x,2)2(y,y)

Y

(ii) linégalité précédente est une égalité si et seulement si x et y sont liés.

Preuve. (i) Puisque le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique positive, pour
tout A € Ron a:

(x+ Ay, z+Ay)
(z,z)y+ (Ay, \y) +2(x, \y)
(y, Y )X+ 2z, y)A+(z,2) .

VAR VANRVAN

Ce trinome a coefficients réels, étant positif ou nul pour toute valeur de A, son discriminant
doit étre négatif ou nul i.e. 4({(z, y))* —4(y, y) {(z, ) < 0. D’ol I'inégalité.

(73) Si x est nul alors = et y sont liés et il est clair que I'on a égalité. Supposons maintenant
x#0 ;onadonc (x,z)#0.

Si z et y sont liés, il existe A € R tel que y = Ax et on a d’une part,

[(z,y) | = Mo, 2)[ = [M(z, =),

d’autre part (z, z)2 (y, y)2 = (z, )2 (A2 (z, z))

N

= |A\ (x, z). Dol une égalité.

(z,y)
(v, 2)

Réciproquement, supposons que 'on ait une égalité. Posons o = , on a alors :

(y—av,y—azr) = (y,y)+o*{z,2)—2a(z,y)

_ (z,y)* _(z,y)°
_ _{zy)®

- <y7y> <.§L’,.§L’>

= 0.

Le produit scalaire étant une forme bilinéaire symétrique définie, il en résulte que y = ax,
c’est a dire que x et y sont liés. n
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3.1.5. Corollaire. (Inégalité de Minkowski) Soient = et y des vecteurs d’un espace
préhilbertien réel (E,( , )). Alors

(i) (zty, o+y)? <(z,2)2+(y,u)? ;

(4i) I'inégalité précédente est une égalité si et seulement si x et y sont positivement liés

(i.e. x =0 ou il existe A € R tel que y = A\x).

Preuve. (i) On a

(zry,z+y) = (z,2)+{y, y)+2(x,y)
< (wx)+(y, y)+20(x, y)]
< <x,x>+<y,y>+2<x,x>%(y,y)% ( Cauchy-Schwarz )
< (@nxﬁ+<%yﬁ)2

(17) Siz = 0 alors = et y sont positivement liés et il est clair que I'on a égalité. Supposons
donc x # 0.

Siy= Az avec A € R" alors :

(z,2)2 +(y,y)7=(z,2)7 +[\[(z,2)7 =1+ A)(z,z)7 et

(z4y, z+y)2 =(z+ A\, z+A\)? :<(1+)\)2<x,x>)%:(1+)\)(x,x>%.

Réciproquement, supposons que ’on ait une égalité dans I'inégalité de Minkowski. Dans
la démonstration de (7), toutes les inégalités doivent étre des égalités. On doit donc avoir
d’une part, égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz, d’ou 'existence d’'un A € R tel
que y = Az, et d'autre part (x,y) = [(x, y)|, ce qui impose A € Rt . ]

3.1.6. Corollaire. Soit (E,( , )) un espace préhilbertien réel. L’application || || de E
dans R* définie par ||z| = (z, )2 est une norme sur E.

Preuve. Le produit scalaire étant une forme bilinéaire symétrique définie positive, pour

tout * € E, on a l'équivalence: ||z|| = 0 & x = 0. De plus pour tout A € R, on a
Az = (Az, Az)z = A2z, 2))2 = |\ [|z]|. Linégalité de Minkowski est D'inégalité
triangulaire. n

3.1.7. Définition. Soit (E,( , )) un espace préhilbertien. On appelle norme euclidienne
la norme définie dans le corollaire précédent.

3.1.8. Proposition. (Identité du parallélogramme) Soient = et y des vecteurs d’un
espace préhilbertien réel (E,( , )). Alors

Iz + yll* + llw = ylI* =2 (el + llyl* ) -
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Preuve. On a
lz+yl?+llz—yl? = (z+y, 2+y)+(z—y,z—y)
= 2>+ lyl?+ 2z, y) + 2>+ yl? = 2(z, y)
= 2( [P+ Iyl ) -

3.1.9. Proposition. Soit (E,( , )) un espace préhilbertien réel. Pour tous x et y dans
E on a les formules de polarisation :

1 2 2 2
(x,9) = 5 (la+yl® =l o) )
1 2 2
(v,9) = 7 (lle+yl*~llz—yl*)
Preuve. Ce n’est que la réécriture des formules établies dans le lemme 2.2.1. n

3.1.10. Remarques.

a) La forme quadratique ¢ associée a un produit scalaire est le carré de la norme
euclidienne : Vo € B ¢(z) = ||z|*.
Dans le cas d’un espace euclidien de dimension n sa signature est (n,0) .

b) L’inégalité de Cauchy-Schwarz se traduit par [(z, y)| < [|z] ||y -

c¢) L’identité du parallélogramme
signifie que dans un parallélo-
gramme, la somme des carrés
des diagonales est égale a la
somme des carrés des cotés.

—
d) Les formules de polarisation permettent de calculer le prbduit scalaire & partir de

la norme ; on a par exemple : (x, y) = Z( |z +yl|* = ||z =y ) :

e) L’identité du parallélogramme caractérise les normes issues d'un produit scalaire.
En effet, si (F,|| ||) est un espace vectoriel normé réel tel que l'identité du par-
allélogramme soit vérifiée, on démontre qu’on peut définir sur £ un produit scalaire
par la formule ci-dessus.

f) On appelle espace de Hilbert réel tout espace préhilbertien réel, complet pour la
norme issue du produit scalaire. Un espace euclidien est un cas particulier d’espace
de Hilbert, puisque tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Nous allons maintenant, dans le cas particulier des espaces préhilbertiens réels, étudier
les propriétés spécifiques de la notion d’orthogonalité définie a la section 2.3..
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3.2. Orthogonalité dans les espaces préhilbertiens réels

3.2.1.Rappels. Soit (E,( , )) un espace préhilbertien réel.

On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul.
Soit A une partie de E. On appelle orthogonal de A, noté A+, 'ensemble des vecteurs de
E orthogonaux & tout vecteur de A. At ={xeF;VacA (x,a)=0}.

Soit (e;)ier une famille de E. On dit que cette famille est orthogonale si pour tous i et
j distincts dans I, les vecteurs e; et e; sont orthogonaux. Si de plus ||e;|| = 1 pour tout
1 € I, on dit que la famille est orthonormale.

3.2.2. Exemples.

a) Dans le cas d62 I'espace E = C([0,27],R) muni du produit scalaire défini par :

1

(f,g9) = —/ f(t)g(t)dt, considérons les fonctions fy : © —— sin(kzx), pour
7 Jo

tout k € N*. Alors la famille (fy)gen+ est orthonormale : En effet

1 , 1 27 cos(kt — (t) — cos(kt + (1)
(fr, fo) = ;/0 sin(kt) sin(4t)dt = ;/0 5 dt
1 [sin((k—0)t) sin((k+01)]" ,
27?[ k¢ kil |, 0 s RAL
1 sin(2kt)] %" B N
— %[t— % ]0 =1 si k=1/.

b) Dans l'espace euclidien R™ grace au produit scalaire usuel, la base canonique est
orthonormale.

¢) Dans l'espace euclidien M ,(R) grace au produit scalaire ( M, N) = Tr(*M N), la
base canonique (F;;) . jet, iz, est orthonormale.

En effet . <E” s Ekg> = Tl”(EjiEkg) = Tl”(ézk Ejg) = 5zk 5]‘( = 5(2‘,]‘) (k,g) .
3.2.3. Théoreme de Pythagore. Soient x et y des vecteurs d’un espace préhilbertien

réel E. Alors x et y sont orthogonaux si et seulement si ||z + y||> = ||z||* + ||y||*.

Preuve. On a ||z +y||*> = ||z]|* + ||ly]|* + 2 (=, y ) . D’olt 'équivalence :
lz + yll* = [lxl* + lylI* & (=, y) = 0. "

3.2.4. Proposition. Soit (e;);—1..q une famille orthogonale de vecteurs non nuls d’un
espace préhilbertien réel. Alors cette famille est libre.
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d
Preuve. Si Z Aje; est une combinaison linéaire nulle, alors pour tout ¢ € [1,d]y on a
J=1

d d
0= <€i7 Z )‘jej> = Z )\j<€i7 €j> = )\i<ei7 el-) = )\lHeZHQ D’ou )\z =0 car HGZH # 0. m
j=1 j=1

La réciproque de la proposition précédente est fausse. Cependant a partir d’une famille
libre, nous pouvons construire une famille orthogonale ; ¢’est I’'objet du théoreme suivant.

3.2.5. Théoréme. (Procédé d’orthogonalisation de Schmidt)
Soit (f;)i=1..q une famille libre d’un espace préhilbertien réel E.

_ _ k < €, fk+1 >

Posons e; = fi et epi1 = fri1 — Z ﬁ
i=1 iy G

Alors la famille (e;);=1..q est orthogonale et de plus pour tout entier k € [1,d|n, on a

Vect{ey, ..., ex} = Vect{f1, ..., fx}.

Preuve. Montrons que nous pouvons construire e, possédant les propriétés voulues par
récurrence. Pour £ = 1 c’est évident. Supposons la construction faite jusqu’au rang k.
Puisque dim(Vect{ey, ..., ex}) = dim(Vect{f, ..., fs}) = k, la famille (¢;);=1..x est libre
et donc (e;, ;) # 0. Le vecteur ey est bien défini par la formule de I’énoncé. Pour
JjE€[l,klyona:

e;, pour tout k € [1,d — 1]y.

k ;
<ej76k+1> = <6j,fk+1—zm

i=1 <6i>ei>
E (e .
= <€j,fk+1>—;<<le’i’7jz>><€j,€i>
<ej7fk+1>_ ejvfk‘Jrl)
= 0.

6i>

La famille (€;);—1..x+1 est orthogonale.
Par définition e, ; appartient a Vect{ fyx11,€1, ..., ex} qui, par hypothese de récurrence,

est égal a Vect{ fry1, f1, - -, fr} - Donc Vect{ey, ..., exs1} C Vect{f1, ..., foy1} . Comme
k .
on a également fj 1 = Z M

e; + er11, on déduit de méme l'inclusion inverse. m

i=1 < €i; € )
3.2.6. Corollaire . Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien
réel admet une base orthonormale. En particulier tout espace euclidien posséde (au moins)
une base orthonormale.

Preuve. Soit (f;)i=1...¢ une base du sous-espace vectoriel F' de dimension finie. Par le

procédé d’orthogonalisation de Schmidt, nous obtenons (e;);=1..q qui est une base ortho-
1

gonale. Il suffit de poser ¢, = W e;, pour obtenir une base orthonormale de F'.
€

Dans le cas d’un espace euclidien F, il suffit d’appliquer le résultat a E lui-méme. n
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3.2.7. Remarques .

a) La deuxieme assertion de ce corollaire peut aussi se déduire du corolllaire 2.6.7. Mais
le procédé d’orthogonalisation de Schmidt nous donne un algorithme, facilement
programmable, pour construire une base orthonormale.

b) Dans le corollaire précédent la matrice de passage de la base (f;) a la base ortho-
normale (e}) est triangulaire supérieure, car Vect{e], ..., e.} = Vect{f1, ..., fx}.

n

¢) Dans une base orthonormale (e;);=1...n, le produit scalaire des vecteurs x = Z T; €
i=1

n

n n
et y=> y;e; apour expression (z,y)=> ziy et |[z]*=> 7.
i=1 i=1 i=1

3.2.8. Théoreme. Soit ' un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace pré-
hilbertien réel E. Alors

(i) F* est un supplémentaire de F : E=F ® F*.

(ii) F*Ht=F.

Preuve. (i) D’apres I'assertion(i) de la proposition 2.3.2, F'* est un sous-espace vectoriel
de E.Size FNFtona(x,z)=0,soit z = 0. Les sous-espaces vectoriels I et F'*
sont en somme directe.

Soit (f1, ..., f,) une base de F'. Grace au procédé d’orthonormalisation de Schmidt, nous
obtenons une base orthonormale (ey, ..., e,) de F.
P
Pour tout = € E, posons y = »_(e;, z)e; (*) et z =22 —y. On a évidemment
i=1

r =y + z avec y € F. Vérifions que z appartient & F*. D’apres Passertion (iii) de la
proposition 2.3.2; il suffit de vérifier qu’il est orthogonal & tous les ex. Pour k € [1, p|y,

1<e¢,x)ei>

<€k,2> = <€kvx>_<€k‘7

— e ) =3 (en @) ens )

(ens ) — (e, @)
= 0.

p

~

Remarquons que la formule (%) nous donne a partir d'une base orthonormale de F,
une expression de la projection y de x sur F et parallelement a F*.

(ii) L’inclusion F' C F*t résulte de lassertion (v) de la proposition 2.3.2. Montrons
I'inclusion inverse. Soit z € F++ . Ce vecteur se décompose en & = y + 2 avec y € F et
ze€F-. Dou 0=(z,2)=(y,2)+{z,2)=|2]|*. Il en résulte que x est égal & y et
appartient a F. n
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3.2.9. Définitions . Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhil-
bertien réel E. On dit que F* est le supplémentaire orthogonal de F dans E. On appelle
projection (vectorielle) orthogonale sur F, la projection sur F parallelement & F*.

On dit que des sous-espaces vectoriels de E sont en somme directe orthogonale s’ils sont
en somme directe et deux a deux orthogonaux.

3.2.10. Théoreme . Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhil-
bertien réel E. Désignons par Pr la projection orthogonale sur F'.

(i) Si(ey, ...,ep) est une base orthonormale de F alors, pour tout vecteur x de E, on
p

a Pp(x):2<ei,x)e,~.

i=1

(it) Pour tout x € E, le vecteur Pr(x) est I'unique vecteur de F réalisant le minimum
de la distance de x a F, c’est a dire ||x — Pp(zx)|| = Irél}vl{H:c -y}
y

Preuve. L’assertion (i) résulte de la remarque faite dans la démonstration du théoréeme
précédent.

(i) Soit x € E. Alors x — Pp(z) appartient & F- et pour tout y € F on a, d’apres le
théoreme de Pythagore :

lz = ylI* = Iz = Pr(2)) + (Pr(z) —y)|I* = |2 — Pr(@)[I* + | Pr(z) —ylI* = [z — Pr(z)|* .

Donc Pr(x) réalise le minimum de la distance de z a F'; de plus si y € F réalise également
ce minimum, I'inégalité précédente doit étre une égalité, ce qui implique || Pr(x)—y|[* =0,
c’est a dire y = Pr(x). n

Nous allons maintenant et dans toute la suite, nous placer en dimension finie, c’est a
dire dans le cadre des espaces euclidiens. Reformulons d’abord les résultats obtenus.

3.2.11. Corollaire . Soit E un espace euclidien.

(i) Si A est une partie de E alors At est un sous-espace vectoriel de E ; de plus on a

At = Vect(A) .

(i) Si F est un sous-espace vectoriel de E alors F* est un supplémentaire de F. On a :
E=F®Ft et dim(E)=dim(F)+ dim(F*).

Preuve. La premiere partie de I'assertion (i) et I'assertion (i7) découlent immédiatement
du théoreme 3.2.8. Pour obtenir 1’égalité de (i), posons F' = Vect(A) . On a alors F+ = A+
et F=F+ = AL, N
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3.3. Adjoint d’'un endomorphisme

3.3.1. Théoreme de représentation de Riesz. Soit F un espace euclidien.
(i) Pour tout x € E, I'application ¢, :y+—— (x,y) est une forme linéaire sur E.

(ii) L’application ® : x — @, est un isomorphisme de FE dans E*.

Preuve. Le produit scalaire étant une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, on
peut appliquer le théoreme 2.4.1. n

3.3.2. Corollaire . Soit F un espace euclidien.
Si B = (€;)i=1..n est une base orthonormale de E, alors sa base duale est ({€;, - ))i=1..n-
D’ou

n

VieE z=) (e,z)e; et Vi€ E* w:znjz/}(ei)<ei,~>.
i=1

i=1

Preuve. D’apres le théoreme de Riesz, (e;, ) = ., est une forme linéaire sur £ qui
coincide avec e} sur la base B car (e;, e;) = d;; . n

3.3.3. Corollaire. Soient E et F' des espaces euclidiens et u € L(FE,F). Il existe une
unique application linéaire u* de F' dans E telle que :

Vee B YyeF (u(z),y)= (z,u"(y)).

Preuve. Soit y appartenant a F'. L’application z —— (y, u(z) ) appartient a E*. D’apres
le théoreme de Riesz, il existe un unique vecteur, que nous noterons u*(y) tel que pour tout
x € Eon ait (u*(y), ) = (y, u(z)), soit encore en utilisant la symétrie (u(z),y) =
(x, u*(y)) . Ceci prouve 'existence et 1'unicité de u*. Il reste & montrer que u* est linéaire.
Soient y et z dans F', A et p dans R. Pour tout z € F on a

(z,u"(A\y+pz)) = (u@), Ay +pz)
= Mu(z), y)+pf{u(z), 2)
= Mz, u'(y)) +u(z, u'(z))
= (x, Au'(y) + pu'(2))

Dot u*(A\y + pz) = Au*(y) + pu*(2) . n

3.3.4. Définition . [’application linéaire u* définie dans le corollaire précédent est appelée
adjoint de u.
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3.3.5. Proposition. Soient E, F' et G des espaces euclidiens.
(i) Pour toutu € L(E,F) on au* =u.

it) L’application u — u* est linéaire bijective de L(E, F) dans L(F, E).

(

(iii) Pour tout uw € L(E,F) et tout v € L(F,G) on a (vou)* =u*owv*.

(iv) Pour tout u € L(E, F) on a: Ker (u*) = (Im (u))* et Im (u*) = (Ker (u))*.
(

v) Soient u € L(F) et B une base orthonormale de E. Relativement a la base B, la
matrice de u* est la transposée de la matrice de u : Matg (u*) = *(Matg (u)) .

Preuve. (i) Pour tous x dans F et y dans F' on a:

D’ou u™ =u.
(77) Soient u et v dans L(E, F'), A et u dans R. On a pour tous x et y dans F':

(2, Qut+po)(y)) = (Outpo)(z),y)
= AM(u(@), y)+plo(@), y)
= M, u(y)) +plz, v (y))
= (z, Au'(y) + po(y)) -
Dou: (Au+ pv)* = Au* 4+ pov*.
Le caractere surjectif résulte de 'assertion (i), de plus L(E, F) et L(F, FE) ont méme
dimension et par suite I’application u —— u* est bijective.

(73) Pour tous x € E et z € G on a:

(vou(z), z) = (u(x), v*(2)) = (z, u"0v™(2)).
(1v) Pour tout y € F on a les équivalences :

yeKer(u') & VoeeE (u(y),z)=0

& VeeE (y,u(z))=0

& ye (Im(u)t.
D’ou Ker (u*) = (Im (u))*.
En Pappliquant cette égalité a u*, on obtient Ker (u) = (Im (u*))*.
Dot (Ker (u))* = (Im (v*))*+ = Im (u*).
(v) Soient A = Matg (u) et A" = Matp (u*). Pour tous i, j € [1,n]n, aj; est la i
composante de u*(e;) dans la base (€;)i=1...,, c’est a dire :

;= e () = (er, u'(e)) = {uler), e) = (e, uler)) = € (uler) = .
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3.4. Endomorphisme symétrique

3.4.1. Définitions. Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien £. On dit que u est
autoadjoint ou symétrique si u* = u.
On note S(F) l'espace vectoriel des endomorphismes symétriques sur F.

3.4.2. Remarques.

a) Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien. Alors u est symétrique si et seule-
ment si dans une ( ou toute ) base orthonormale, sa matrice est symétrique.

b) Un projecteur orthogonal est autoadjoint.
En effet, soient F' un sous-espace vectoriel de E espace euclidien et p le projecteur
orthogonal sur F. Pour tout € E, on a p(z) € F et (x — p(x)) € F*. Donc pour
x ety dans F, on a:

(p(x),y) = (p(x),p(y)+ (v —pW))
= (p(z). p(y))
(p(z) + (x — p(z)), p(y))
(z,py)) - N

3.4.3. Proposition. Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E.
(i) Les sous-espaces propres de u sont deux a deux orthogonaux.

(i) Si F est un sous-espace vectoriel stable par u, alors F'* est stable par u.

Preuve. (i) Soient A et p deux valeurs propres distinctes de u. Pour tous x € E)(u) et
y € E,(u),ona

ple,y) = (z,uy)) = (u(x),y) = (ul), y) =Xz, y) .

Comme A # pon adonc (z,y)=0.

(4i) Supposons que u(F) C F. Soit y € F+. Pour tout z € F on a:

(u(y), z)=(y,u(xr)) =0 car u(z) € F et y € F+.

Donc u(F+) Cc F+. .

3.4.4.Lemme. Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, n > 1 et u € L(F).
Alors il existe dans E une droite ou un plan stable par u.

Preuve. Si u possede un vecteur propre x alors la droite engendrée par x est stable par
u. Sinon u ne possede pas de valeur propre et son polynome minimal 7, n’a pas de racines
réelles. Par conséquent m, se factorise dans R en produit de polynomes irréductibles de
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degré 2. On peut donc écrire 7, = (X2 + aX + b)Q . Par minimalité du degré de m,, le
polynome @) n’est pas annulateur pour u et il existe un vecteur y € E tel que Q(u)(y) # 0.
Posons z = Q(u)(y) et P = Vect{ z,u(z) } . Comme u ne possede pas de vecteur propre,
u(z) n’est pas colinéaire & z et P est un plan. On a:

0=m,(u)(y) = (v +au+bldg)Q(u)(y) = (u* + au + bld g)(2) .

D’ou u?(z) = —au(z) — bz appartient & P et par suite P est stable par w. n

3.4.5. Théoréme. Soient E un espace euclidien et u € L(F). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) L’endomorphisme u est symétrique.

(4i) Il existe une base orthonormale qui diagonalise .

Preuve. (i) = (i7) La démonstration se fait par récurrence sur la dimension n de E.
Sin =1 c’est évident.

Si m = 2. Soit B une base orthonormale de E. Alors Matg (u) est de la forme (Z Z)

et le polynome caractéristique de u est X2 — (a + d)X + ad — b* . Son discrimant A vaut
(a+d)* —4(ad — b*) = (a — d)? + 4b? . Si b =0 la propriété est clairement établie, sinon
A > 0 et u admet deux valeurs propres distinctes. Par conséquent u est diagonalisable ;
d’apres la proposition 3.4.3 les sous-espaces propres de u sont orthogonaux et il existe
donc une base orthonormale qui diagonalise u.

Soit n > 2 et supposons la propriété vraie jusqu’au rang n—1. Soient E un espace euclidien
de dimension n et u € L£(FE) un endomorphisme symétrique. D’apres le lemme précédent
u admet au moins un sous-espace stable [’ de dimension d = 1 ou 2. Désignons par v
I’endomorphisme de F' défini par restriction de u. Cet endomorphisme est symétrique car :
Vey) € 2 (v(z), y) = (u(@), y) = (o, w(y)) = (2, uly)) = (z, v(y)).

Il existe donc une base orthonormale B = (ei)1<;<4 de F' qui diagonalise v. Autrement
dit, il existe (A\;)1<i<a tel que u(e;) = v(e;) = \e;, pour 1 < i <d.

Posons G = F*. D’apres la Proposition 3.4.3, G est stable par u. Désignons par w
I’endomorphisme de G défini par restriction de u. Comme pour v, cet endomorphisme est
symétrique. Puisque dim(G) = n —d < n — 1, 'hypothese de récurrence s’applique a w
et il existe une base orthonormale B” = (€;)411<j<n de G qui diagonalise w. Autrement

dit, il existe Agi1, ..., A, réels tels que u(e;) = w(ej) = Aje;, pour d+1<j <n.

Il est clair que B = (eq, s, ..., e,) est une base orthonormale de E' qui diagonalise w.
(17) = (7) Soit B une base orthonormale qui diagonalise u. La matrice de u relativement
a la base B étant diagonale, elle est symétrique et par conséquent u est symétrique. n

3.4.6. Corollaire . Toute matrice réelle symétrique est diagonalisable.

Preuve. Soit M € S,(R). Considérons £ = R™ muni du produit scalaire usuel et B
la base canonique. Désignons par u I’endomorphisme de F tel que Matg (u) = M. Cet
endomorphisme est symétrique ; d’apres le théoreme précédent, il existe une base ortho-
normale B’ qui diagonalise u. Il existe donc une matrice P inversible telle que P~1M P
soit diagonale. n
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3.4.7.Remarque. Le résultat précédent est faux si le corps de base est C: La matrice

2 1 . . . .
A= (z (Z)) € M,(C) est symétrique mais A n’est pas diagonalisable ; en effet son

polynome caractéristique est X2 —2X +1 = (X — 1)? et le sous-espace propre relatif a la
valeur propre 1 est de dimension 1, car A # I5.

3.5. Endomorphisme orthogonal

3.5.1. Proposition. Soient E un espace euclidien et u € L(FE). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

i) w est isométrique: Vo € E  ||u(x)| = ||z|| .
ii) wu préserve le produit scalaire : V(x,y) € E* (u(z), u(y)) = (x,y).
i) u*ou=1Idg.

(

(

(

(iv) w est bijective et u* = u~'.
(

(

v) wu transforme toute base orthonormale de E en une base orthonormale.

vi ) Il existe une base orthonormale (e;);cs telle que (u(e;));er soit une base orthonormale.

Preuve. (i) = (i7) Pour tous z et y dans F, on a d’apres la formule de polarisation :

(u(@), u(y)) = immu»+u@w”—M@»—u@wﬂ

1
= (lutz + 9l = llulz — »)[*)

1
= (e +yl* =Nz —yl*)
(z,y).
(17) = (i1i) Pour tous x et y dans E on a (u*u(x), y) = (u(x), u(y)) =(z, y).
Le vecteur u*u(x) — x appartient donc & E1 qui est réduit & {0} ; d’olt le résultat.
(17i) = (iv) D’apres (iii) I’endomorphisme u est injectif. Comme E est de dimension finie,
u est bijectif. Donc u™! existe et u™' = (u*ou)ou™! = u*.
(1v) = (v) Soit (€;);=1..., une base orthonormale de E. Alors pour tous i et j dans [1, n]y,
ona:

0ij = (ei, ¢5) = (uoule), ¢;) = (uler), ule;)) .

La famille (u(e;))i=1.., est orthonormale, donc libre ; elle est constituée de n vecteurs,
c’est donc une base.

(v) = (vi) Immédiat car il existe des bases orthonormales.
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(vi) = (i) Soit z € E. Il se décompose en z = »_ A;¢;. On a alors u(z) =Y N\ u(e;) et
i=1

=1
n

comme (u(e;)) et (e;) sont des bases orthonormales, |[u(z)|* =Y [N]* = ||lz]]*. |
i=1

3.5.2. Définitions. Un endomorphisme u € L(FE) pour lequel les conditions de la propo-
sition précédente sont satisfaites est dit orthogonal. I’ensemble des endomorphismes or-
thogonaux de E est noté O(E).

Une matrice A € M, (R) est dite orthogonale si I’endomorphisme de R™ représenté par A
dans la base canonique, est un endomorphisme orthogonal de R™ muni du produit scalaire
usuel. L’ensemble des matrices orthogonales de M, (R) est noté O, (R).

3.5.3. Corollaire. Soit A € M,,(R). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) AeO,R).

(i) "AA=1,.

(i) A est inversible et A7 =1A.

(

iv) Les vecteurs colonnes de A constituent une base orthonormale de R™ .

Preuve. Le corollaire se déduit immédiatement de la proposition précédente. [

3.5.4. Remarques .

a) Une projection orthogonale distincte de Id g n’est pas un endomorphisme orthogo-
nal.

b) Le corollaire 3.4.6 de diagonalisation des matrices réelles symétriques, peut étre
précisé comme suit :
Pour toute matrice A € S, (R), il existe P € O, (R) telle que *PAP soit diagonale.

3.5.5. Proposition. Soient F' un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien E et pr la
projection orthogonale sur F'. Alors sp = 2pr — Ildg est un endomorphisme orthogonal
symétrique.

Preuve. On a s = 2pj — Idg = 2pp — Idg = sp. Donc sp est un endomorphisme
symétrique.
Il est orthogonal car s} osp = (2pp — Idg)? = 4pr — 2pr — 2pr + Idp = Idg. n

Remarquons que si x = y+zavecy € Fet z€ F-ona sp(x) =y— 2, dott la définition
suivante :
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3.5.6. Définitions . Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien £. On appelle
symétrie orthogonale ou symétrie vectorielle orthogonale par rapport a F' I'application sg
définie dans la proposition précédente.

Si F' est un hyperplan on dit que sg est une réflexion d’hyperplan F'.

pr(z) projection orthogonale
de x sur F'

sp(z) symétrique orthogonal
de x par rapport a F'. F

3.5.7. Proposition. Soient E un espace euclidien et u € O(E) . Alors

(i) Sp(u) C {—1,1} et les sous-espaces vectoriels (propres) Ey(u) = Ker (u — Idg) et
E_1(u) = Ker (u+ Id g) sont orthogonaux.

(ii) det(u) e {—1,1}.

(iii) Si F est un sous-espace vectoriel stable par u, alors F'* est stable par u.

Preuve. (i) Soit x un vecteur propre de u relatif a la valeur propre A\. On a donc
u(z) = Ar. Comme u est isométrique, il vient |A|||z] = ||Az|| = ||Ju(z)|] = ||z|. D’ou
Al =1.

Soient maintenant x € F1(u)
On a: < > < ()7 ()> < 7_y> <l‘,y>.D’Ol\l <ZL‘,y>:0

(77) On a 1 = det(Idg) = det(u*u) = det(u*) x det(u) = (det u)?.

(73) Supposons que u(F') C F. Comme u est bijective, on a dim(u(F')) = dim(F) et par
suite u(F) = F. Soit y € F'*, pour tout = € F, il existe z € F tel que x = u(z) et on a:
(u(y), =) = (u(y), u(z)) = (y, z) = 0. Il en résulte que u(y) appartient & F=*. n

ety € E_q(u).

3.5.8. Définitions. Soient F un espace euclidien et v € O(E). On dit que u est un endo-
morphisme orthogonal direct (resp. indirect) si detu = 1 (resp. detu = —1). On note
SO(FE) I'ensemble des endomorphismes orthogonaux directs de F.

Soit n € N*. On pose SO, (R) = O,(R)n SL,(R) .

(On rappelle que SL,(R) ={Aec M,(R); detA=1}).

3.5.9. Proposition.

(i) Soit E un espace euclidien. Alors O(FE) est un sous-groupe de GL(E) et SO(FE)
est un sous-groupe de O(FE).
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(it) Soit n € N*. Alors O, (R) est un sous-groupe de GL,(R) et SO,(R) est un sous-
groupe de O, (R).

Preuve. (i) Utilisons les résultats de la proposition 3.5.1. Tout élément de O(E) est
inversible donc appartient & GL(FE) ; de maniere évidente Id p appartient a O(F) ; si
u et v sont dans O(FE) alors pour tout z € E on a ||[vou(z)|| = ||lu(z)| = ||z||, dou
vou € O(F), et ||[ut(2)|| = [[u(u=(z))| = ||z]|, Aot u=! € O(F). Donc O(E) est un
sous-groupe de GL(FE).

Il est clair que SO(F) est inclus dans O(F) et que Id g appartient a SO(E) ; si u et v

sont dans SO(FE) alors det(vou) = detv x detu =1 et det(u™?) = Tot
etu

et u~! appartiennent & SO(E). Donc SO(FE) est un sous-groupe de O(FE).
L’assertion (i7) n’est que la reformulation en terme de matrices de 1'assertion (7). n

=1,douvou

3.5.10. Définitions. Soit E un espace euclidien. Le groupe O(FE) est appelé groupe
orthogonal de E et le groupe SO(F) est appelé groupe spécial orthogonal de E.

3.6. Forme réduite d’un endomorphisme orthogonal

Avant d’établir le résultat en dimension n, nous allons faire quelques remarques et rappels
généraux et nous intéresser tout particulierement a la dimension 2.

3.6.1. Remarque. Si E est un espace euclidien de dimension 1 alors SO(FE) = {Idg }

3.6.2. Rappel. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. Des bases B et B’
de F sont dites de méme sens si detp(B’) > 0. La relation ainsi définie est une relation
d’équivalence sur I’ensemble des bases de E et elle définit 2 classes d’équivalence. L’espace
E sera dit orienté si I'on choisit 1'une des classes d’équivalence dont les éléments sont
appelés bases directes ; les bases de 'autre classe sont appelées bases indirectes.

3.6.3.Lemme. Soit P un plan vectoriel euclidien. Si e; et f; sont des vecteurs de P de
norme 1, alors il existe un unique v € SO(P) tel que u(ey) = fi.

Preuve. Orientons P. Il existe un unique vecteur ey (resp. fo) tel que B = (ey, es) (resp.
B' = (f1, f2)) soit une base orthonormale directe de P.

Il existe u € SO(P) transformant B en B’ ; d’ou I'existence.

Soit v € SO(P) tel que v(e;) = fi1. Alors v doit transformer toute base orthonormale
directe de premier vecteur e; en une base orthonormale directe de premier vecteur fi.
Donc v(B) = B’ et v = u. D’ou I'unicité. n
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3.6.4. Théoreme . Soit P un plan vectoriel euclidien orienté.

(i) Soient u € SO(P) et B une base orthonormale directe. Il existe € R tel que

Matg (u) = Ry avec Ry = (Z?ﬁg _C(S)lsn99 )

(ii) La matrice de u et par suite, la classe de 6 modulo 277, sont indépendantes de la
base orthonormale directe.

(i1i) Le groupe SO(P) est abélien.

a c

Preuve. (i) Soit (b d

D’apres le corollaire 3.5.3 on a

> = Matp (u). C’est une matrice orthogonale de déterminant 1.

a+bv =1 (1)
A+dd =1 (2)
ac+bd = 0 (3)
ad—bc = 1 (4)

D’apres (1), il existe 6 € R tel que a = cosf et b = sin 6.

D’apres (2), il existe 6" € R tel que ¢ = cos @’ et d = sinf'.

(3) et (4) s’écrivent alors :

0= cosfcos® +sinfsin® = cos(¢ —6) et 1 = cosfsinf —sinfcos =sin(0 —0).
Dou ' —60 = g+2k7r et ¢ = cos(0 + 5 +2km) = —sinf et d = sin(0 + 5 + 2kn) = cos 0.
(1i1) Le caractere abélien du groupe se vérifie aisément a partir de 'expression matricielle
établie en (7). En effet

cos 0 —sinﬁ) <cos€' —sin9'>_<cos(0+9/) —sin(0+0')>

By Ry = < sinf  cosf sinf  cos€’ sin(0 +60')  cos(6 + ¢')

(77) Solent B = (e1,e3) et B’ = (€], €,) des bases orthonormales directes. Il existe v dans
SO(P) transformant B en B'. On a alors pour tous i et j dans {1,2} :

(ule)), e5) = (ulv(e;)), ves) ) = (vlule;)), ves)) = (ule;), ) -

D’ou l'invariance de la matrice de u dans toute base orthonormale directe. ]

3.6.5. Définitions. Soit P un plan vectoriel euclidien orienté. Pour tout # € R, on appelle
rotation (vectorielle) d’angle 6, notée Roty, I’endomorphisme orthogonal dont la matrice
dans toute base orthonormale directe est Ry.

Si x et y sont des vecteurs de P de norme 1, d’apres la proposition 3.6.3, il existe une
unique rotation transformant x en y ; on appelle angle de = et y, noté (x,y), tout réel ¢
(unique modulo 277 ) tel que Roty(z) =y.
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3.6.6. Corollaire. Soient P un plan vectoriel euclidien orienté et u € O(P)\SO(P).
Alors u est une symétrie orthogonale par rapport a une droite vectorielle D (réflexion
par rapport a D). Si e est un vecteur directeur de norme 1 de D et B = (i,j) une base
orthonormale directe de P, alors

__[cosp  sing N Y
Matg(u)_(singo —cosgo) ou ¢ =2(ie) .

Preuve. Comme det u = —1, son polynome caractéristique, y,(X) = X% — Tr(u)X — 1,
admet 2 racines réelles de signes opposés. D’apres la proposition 3.5.7, ces racines ne peu-
vent étre que —1 et 1. Par conséquent u est diagonalisable et c’est la symétrie par rapport
a F1(u) et parallelement a F_;(u). Comme les sous-espaces propres de u sont orthogonaux
(Proposition 3.5.7), il en résulte que u est la symétrie orthogonale par rapport a la droite
vectorielle D = Ej(u). En dimension 2, les hyperplans sont les droites et u est donc la
réflexion par rapport a D.

Soit f le vecteur de P tel que B' = (e, f) soit
une base orthonormale directe de P. Posons
6 = (i,e). La matrice de passage de B a BB’
est Ry. D’ou

<(1) _01> = Matg (u) = R, *Matg (u) Ry .

Il en résulte :

Matg (1) = (C089 —sin@) (é _01)(0059 sin@)

sinf  cosf —sinf cosf
cos?f —sin?f  2sinf cos b

- < 25sin @ cos sin2«9—00529>

_ ( cosp  singp )
singp —cosp

3.6.7. Théoréme . Soient E un espace euclidien et u € O(FE). Alors E est somme directe
orthogonale de E;(u) = Ker (u—1Idg), de E_1(u) = Ker(u+Idg) et de plans stables
sur lesquels u agit par rotation d’angle non multiple de 7. Autrement dit, il existe une
base orthonormale de E relativement a laquelle la matrice de u soit constituée de blocs
sur la diagonale : I, — I, Ry,,- -+, Ry, avec 0; ¢ wZ pouri € [1,m]y, (k,{,m) € N> et
k+/0¢+2m=dim(FE).

Preuve. On a déja vu (Proposition 3.5.7) que E;(u) et E_;(u) sont en somme directe
orthogonale. Soit Fy = (Fy(u) ® E_1(u))*. Si Fy = {0}, le théoréme est démontré.
Sinon, comme FEj(u) et E_;(u) sont stables par u, leur somme directe 'est également
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et par suite Fy est stable par u (Proposition 3.5.7) ; de plus la restriction ug de u & Fy
est orthogonale et ne possede pas de vecteurs propres. Posons vy = ug + ug. C’est un
opérateur symétrique de Fy. Il admet donc au moins une valeur propre A et un vecteur
propre associé w. Posons P; = Vect{w, ug(w)}. Comme wuq est sans vecteur propre ug(w)
et w ne sont pas liés et P; est un plan. Appliquons 1y aux deux membres de ’égalité
(up + u)(w) = Aw, il vient uZ(w) = —w + Aug(w) . Par conséquent P; est stable par
ug. La restriction de ug, donc de u, a Py appartient a O(P;) et est sans vecteur propre ;
d’apres I’étude faite en 3.6.4 et 3.6.6, c’est donc une rotation d’angle 6; avec 6, ¢ nZ.
Soit Fj l'orthogonal de P; dans Fy. Si F; = {0}, le théoréme est démontré, sinon on itere
le procédé qui s’arréte, car la dimension des espaces I} construits décroit strictement. m

3.6.8. Application : Classification en dimension 3.

SO(E) O(E)\SO(E)
k = dim(F) 3 1 1 2 0 0
¢ =dim(FE_;) 0 0 2 1 1 3
rotation | symétrie symétrie rotation-
Nature Idg d’angle orthogonale | orthogonale | symétrie —Idg
0 ¢ par rapport | par rapport | d’angle
a une droite | a un plan 0 ¢ 7
Trace 3 2cosf+1 -1 1 2cosf—1 -3
Symétrique oui non oui oui non oui

Méthode pratique: Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 rapporté a
une base orthonormale directe B = (ey, €9, €3) . Déterminons la nature géométrique des
endomorphismes f et g admettant respectivement pour matrice dans B :

1 -2 6 -3 0 1 0
A= - 6 3 2 et B=10 0 1
-3 2 6 1 0 0

e Les vecteurs colonnes de A forment une base orthonormale :

1 2 | @2 oy Lo a0 ooy 1 2 | 62 | @2\ _
4—9((—2) +6 +(—3))—4—9(6 +3 +2)—4—9((—3) +2°467) =1

(—2)X6+4+6x3+(—3)x2 = (—2)x (—3)+6Xx2+(—3)x6 = 6x(—3)+3x2+2x6 =0 .
Donc A appartient a O3(R) et f appartient a O(F).

e A est une matrice symétrique. Donc f est une symétrie orthogonale.
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e Tr(A) =1. Donc f est une symétrie orthogonale par rapport a un plan.

e Déterminons le sous-espace vectoriel propre de f associé a la valeur propre 1 :

1 -2 6 -3 x x —9r+6y—32 = 0
- 6 3 2 y|l =1y ,soit encore ¢ 6z —4y+2z = 0
-3 2 6 z z —3r+2y—2 = 0

C’est donc le plan d’équation : 3v — 2y + 2 =0.

f est la symétrie orthogonale par rapport au plan d’équation : 3x — 2y + 2z =0.

e Les vecteurs colonnes de B forment une base orthonormale :
Donc B appartient & O3(R) et ¢ appartient a O(FE) .

e B n’est pas symétrique, donc g n’est pas une symétrie orthogonale. L’endomor-
phisme ¢ est une rotation ou une rotation-symétrie.

e Déterminons s’il existe des vecteurs invariants par ¢ :

01 0 x x —x+y = 0
0 0 1 y | =1y, doulesysteme d’équations: § —y+2z = 0.
1 0 0 z z r—z = 0

Le sous-espace vectoriel des vecteurs invariants est la droite engendrée par le vecteur
u de coordonnées (1,1,1) ; comme ce sous-espace vectoriel n’est pas réduit a {0},
g est une rotation d’axe D dirigé par u.
. 1
e Tr(B) =0 ; doucosf = —3-
Donc g est une rotation d’axe D dirigé par u et d’angle 6 = i%”.

e Choisissons un vecteur v, non colinéaire a u et calculons A = det g(v, g(v),u).

Prouvons que A et sin f sont de méme signe. Posons €] = W u et désignons par p
u
la projection orthogonale sur le plan D+. Comme v n’est pas colinéaire & u, le vecteur
1
p(v) est non nul et nous pouvons poser e, = ] p(v). On complete le systeme
p(v
orthonormal (€], €}) pour obtenir une base orthonormale directe B’ = (€, €}, €}).
A 1 0 0 A
Matg (v) = | | , Matg (9) =0 cos@ —sinf | , Matg (g(v)) = | pcosf
0 0 sinf coséd [ sin 0

et det 5 (v, g(v),u) = ||ul| ? sin @ avec u # 0. Comme B et B sont des bases ortho-
normales directes la matrice passage de B a B’ appartient a SO(3) et est donc de
déterminant 1. Il en résulte que det (v, g(v),u) = det g (v, g(v),u) est de méme
signe que sin 6.

o O

1
Prenons ici v = e;, on a alors A = |0 =-1.
0

==
Q—AHHH

e coordonnées (1,1,1) et d’angle § = —2.

Donc g est la rotation d’axe D dirigé pa B

u
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4 Applications

4.1. Endomorphismes symétriques et formes quadratiques

Dans toute cette section, E désignera un espace euclidien de dimension n > 1, S(FE)
I'espace vectoriel des endomorphismes symétriques sur F et Q(FE) l'espace vectoriel des
formes quadratiques sur F.

4.1.1. Proposition. Soit E un espace euclidien. L’application qui a tout S € S(E),
associe q, définie par: Vo € E q,(x) = (x, S(z)) est un isomorphisme entre S(F) et
Q(E).

De plus, si B est une base orthonormale de E alors Matg (S) = Matg (q,) -

Preuve. Soit S € S(F). Puisque S est symétrique, I'application (z,y) — (z, S(y))
de F x F dans R est une forme bilinéaire symétrique dont la forme quadratique associée
est ¢, .

Pour tous S et T' dans S(F) et tous A et p réels on a, pour tout x € E :

(2, AS+uT)(x)) = Mz, S(x)) +p{z, T(z)) = (Ags + pg, ) (2).

Dot q,s, . = Agy + 14, -

Soient B = (ey, ...,€e,) une base orthonormale de F et A = Matg (5). On a alors

aij = (ei, S(ej)) = fo,(€i,€5), pour tous i et j dans [1,n]y. D’olt

Matp (S) = Matg (qu) = Matg (¢y) -

Le caractere bijectif de ’application en résulte immédiatement. n

4.1.2. Corollaire . Soit ¢ une forme quadratique sur un espace euclidien E. Alors il existe
B base orthonormale de E (pour le produit scalaire) qui est également g-orthogonale.

Preuve. Soit S € S(E) tel que ¢, = ¢. D’apres le théoreme 3.4.5, il existe B base
orthonormale qui diagonalise S. D’apres la proposition précédente Matp (¢) = Matg (S)
est diagonale. n

4.1.3. Corollaire. Soient E un espace euclidien et S € S(E). Alors
(i) rang(S) = rang(q,). En particulier : S bijectif < g, non dégénérée.
(it) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Ve e E (x,S(x))>0.
(b) Toutes les valeurs propres de S sont positives ou nulles.

(c) g4 est une forme quadratique positive.
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Preuve. L’assertion (i) résulte immédiatement de la proposition précédente.

(17) L’équivalence (a) < (c) résulte également immédiatement de la proposition précédente.
(a) = (b) Soit A une valeur propre de S. Il existe y # 0 tel que S(y) = Ay. Alors
0<(y,S()=(y, \y)=Ally|*. Dot A > 0.

(b) = (a) Soit B = (e1, ...,e,) une base orthonormale qui diagonalise S. D’apres
I'hypothese Matg (S) = Diag(A1, ..., An) avec i > 0, pour tout i € [1 n] .Tout x € E
sedecomposeenx—Zx,e,,douS sz)\ez et (z, S(z Z)\x >0. nm

=1

4.1.4. Corollaire. Soit ¢ une forme quadratique sur R™ dont la matrice dans la base
canonique est A. Alors :

q positive < Sp(A) CRy.
q définie positive & Sp(A) CRL.
q définie négative < Sp(A) CR*.
q ni positive ni négative < A a deux valeurs propres non nulles de signes opposés.

Preuve. Immédiat. ]

4.1.5. Applications . Soit ¢ une forme quadratique sur R? dont la matrice dans la base

Z Z) Alors q est définie positive (resp. négative) si et seulement si

det(A) =ad —v* >0 et Tr(A) =a+d >0 (resp Tr(A) <0 ).

canonique est A = (

Preuve. La matrice A possede deux valeurs propres A et pu, distinctes ou non, racines
du polynome caractéristique X? — Tr(A)X + det(A). Donc X et u sont les réels dont la
somme est Tr(A) et le produit det(A). n

4.1.6. Remarque. En analyse on démontre le théoreme suivant :
Soient U un ouvert de R™, f une application de classe C? de U dans R, a € U un point

critique pour f (i.e. Vi € [1,n]y 5 (a) = 0) et q la forme quadratique sur R™ définie
Li

par:

q(hl,...,hn): Z

1<i, j<n

0% f
31’@- 8.’,13']‘

(a) hz hj .

(i) Siq est définie positive, alors f admet un minimum local strict en a.
(4i) Siq est définie négative, alors f admet un maximum local strict en a.
(iii) Siq n’est ni positive ni négative, alors f n’admet pas d’extremum local en a.

(q est la forme quadratique dont la matrice dans la base canonique est la hessienne de
0 f
a)).
Il est donc important de pouvoir déterminer la nature d’une forme quadratique de plusieurs
manieres : méthode de Gauss ou recherhe des valeurs propres.

f en a, c’est a dire la matrice symétrique H telle que h;; =
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4.2. Polyndémes orthogonaux

4.2.1. Proposition. Soient I =|a,b[ un intervalle non vide de R, avec éventuellement
a = —oo0 ou b = +00, et w une application continue strictement positive de I dans R,

b
telle que l'intégrale / t" w(t) dt soit absolument convergente, pour tout n € N.

b
Pour tout (P, Q) € R[X], posons (P, Q) :/ Pt)Q(t)w(t) dt .
Alors E(I,w) = (R[X],{, )) est un espace prghilbertien réel.

b
Preuve. Pour tout n € N, par hypothese I'intégrale t"w(t)dt est absolument con-
ba

vergente, par linéarité il en résulte que lintégrale / P(t)Q(t)w(t) dt est absolument
convergente donc convergente. ‘

Les caracteres symétrique et positif ainsi que la bilinéarité de ( , ) sont immédiats.

Soit P € R[X] tel que (P, P) = 0. Choisissons ¢ et d tels que [c,d] C I avec ¢ < d. On a
d b

alors 0 < / P2(t) w(t) dt < / PX(t)w(t)dt = (P, P) = 0. La fonction t — P2(t)w(?)

étant continue, positive et d’intégrale nulle sur [c, d], il en résulte que P?(t)w(t) = 0, pour

tout ¢ € [¢,d]. D’ou P(t) = 0, pour tout t € [c,d], car w est a valeurs strictement posi-
tives. Le polynome P ayant une infinité de racines est donc nul.
Par conséquent (F,(, )) est un espace préhilbertien réel. n

4.2.2. Définition . Reprenons les données de la proposition précédente, on appelle suite
de polynoémes orthogonaux associés au poids w sur I, la suite (Py)ren de polynomes
obtenue par le procédé d’orthogonalisation de Schmidt a partir de la base canonique
(Xk s tk)keN .

k—1 <PZ Xk>
4.2.3. Remarque. Rappelons que: Py =1 et Py = X¥ - )" ﬁ
i=0 15 43

P; |, pour tout

b
k-1 / Pi(t) t* w(t) dt
keN, dou P =X"-)Y o
=0 / P2(t) w(t) dt
Par construction (Fy, ..., Py) est une base de Ry[X] et (Py) est un polynéme de degré
k dont le terme de plus haut degré est 1 et tel que pour tout Q) € Ry_1[X] on ait

/ab Pu(t) Q(t) w(t)dt = 0.

P;.

4.2.4. Théoréme . Soit (Py)ren une suite de polynémes orthogonaux associés au poids w
sur I. Pour tout k € N, le polynome Py, est simplement scindé sur R et toutes ses racines
appartiennent a I.
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Preuve. Soient zy, ..., 7, les racines de Py, de multiplicité impaire et appartenant a

la,bl, et xpi1, ..., x4 les racines de Py, de multiplicité paire et appartenant a Ja, b[. Posons
P

Q(X) =] (X — ;). (Sip =0 alors Q@ = 1). La fonction f : t — Pi(t)Q(t)w(t) est
i=1

continue sur [ et d’intégrale absolument convergente. De plus cette fonction ne s’annule

sur I qu'en zy, ...,x, et sans changer de signe car (X — z;) est en facteur avec une

b
puissance paire. La fonction f reste de signe constant sur I et / Pr(t)Q(t)w(t) dt # 0.

D’apres la remarque précédente le degré du polynome @) doit étre au moins k. Or d°(Q) =
p < d°(P,) = k. Donc le degré de @ est k. Par conséquent le polynéme P, admet dans
I, k racines distinctes de multiplicité impaire, comme il est de degré k£ nécessairement ces
racines sont simples et il n’en a pas d’autre. [

4.2.5. Exemples.

a) Pour I =] —1,1] et w constante égale & 1 on obtient les polynoémes de Legendre.

1
b) Pour I =| — 1,1| et w définie par w(t) = —— on obtient les polynomes de
) ] [ par w(t) = —7—3 poly
Tchebychev.

¢) Pour I =R et w définie par w(t) = e~*" on obtient les polynomes de Hermite.

d) Pour I = R, et w définie par w(t) = e~ on obtient les polynomes de Laguerre.

4.2.6. Remarque. Ces exemples n’ont pas été choisis au hasard. Les polynoémes or-
thogonaux apparaissent comme des vecteurs propres d’opérateurs différentiels issus de
la physique : équation de la chaleur, électromagnétisme, équation de Schrodinger, ...

4.3. Coniques et quadriques

4.3.1. Définitions. Soient n un entier appartenant a {2,3} et P un polynéme a n vari-
ables z1, ..., x, de degré 2 par rapport a I’ensemble de ces variables. On se place dans R"
muni du produit scalaire usuel et du repere orthonormal R = (0,8y) ou By est la base
canonique de R"™. L’ensemble S = { (21, ...,2,) € R"; P(xy, ...,z,) = 0} est appelé
conique (respectivement quadrique) si n = 2 (respectivement si n = 3).

4.3.2. Remarque.
On peut écrire P sous la forme: P(zy, ...,2,) = P(z) = Q(x) + L(z) + k ou Q est
un polynome homogene de degré 2 qui définit une forme quadratique ¢ sur R", L un
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polynome homogene de degré 1 qui définit une forme linéaire ¢ sur R™ et k une constante.

Soient A = (a;;) = Matg, (¢) € S,(R) et B = (b;) = Matg, ({) € M;,(R). Alors

P<x) :P<SL’1, >xn> :Z azzxf +2 Z Qi TiT; +Z bix; +k .
i=1

1<i<j<n i=1

oP "
Remarquons que — (z) =2 a; yz; + by.
83% i=1 ’

4.3.3. Proposition. Reprenons les données précédentes. Si q est non dégénérée alors le
polynome P admet un unique point critique w qui est centre de symétrie pour S.
Dans ces conditions, en prenant comme nouvelle origine le point w, I’équation de S dans

R = (w,By), devient Q(z') = ¢*.

Preuve. z est un point critique pour P si et seulement si, pour tout k € [1,n]y, on a
n Zq 1 by
2 Z a; r*; + b =0, ce qui se traduit matriciellement par A | @ | = —3
i=1
Tn by,

Comme ¢ est non dégénérée, la matrice A est inversible et le systéme admet une unique
solution w. On a donc

w1 bl O
. L. .
Al |+ > T
Wn, by, 0
1
En prenant les transposées on obtient (wi, ...,w,)A + §B = (0,...,0), car A est
symétrique. D’ou, pour tout z € R”,
Al 1 al 1
(Wi, o ywn)A L P+ §B | =0 clestadire fyw,x)+ éL(x) =0 (x).
‘/'En :L‘n

Or w est centre de symétrie pour S si et seulement si pour tout x € R, (w+ x) € S
implique (w — x) € S, soit encore : Ve € R* Plw+2z)=0= Pw—x)=0.
Remarquons que :
Pw+z)—Plw—2) = Qw+z)—Qw—2)+ Llw+z)— Llw—1x)
= Af,(w,z) + 2L(x)
0.

Donc w est centre de symétrie pour S.
Prenons w comme nouvelle origine et désignons par '’ = (2, ...,2/,) les coordonnées de
x dans le repere R' = (w,By). Ona 1z’ =2 —w, dou P(z) =0 < P(z'+w)=0.O0r

P(2'+w) = Q(2'+w)+L(2'+w)+k = Q(2")+Q(w)+2f, (¢, w)+ L(2")+ L(w)+k = Q(z)+K,

en utilisant (*) et en posant &' = Q(w) + L(w) + k. n
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4.3.4. Classification des coniques.

Il existe une base orthonormale B qui diagonalise ¢ : Matg (¢) = (g\ 2) .

e Coniques a centre

Dans le cas ou ¢ est non dégénérée, on a A # 0 et dans le repere (w, B) I'équation de S
devient : AX? + uY? =c.

A
- Sic=0, S apour équation : Y? = —=X?
L

Si A et u de méme signe alors S = {w},

sinon S est la réunion de 2 droites concourantes en w.

A
- Sic#0, S apour équation —X? + Hy2_q.
c

c
A
Si2<0et? <0alors S =
c c
A X% y?
Si—>0et r > ( alors S est une ellipse d’équation réduite — 4+ — =1
c c a? b?
. ., ) L. X2 Yy? A
Si Au < 0 alors S est une hyperbole d’équation réduite —-— i 1si—>0,
X2 y? ¢ ¢
ou P —1 sinon.

e Autres coniques

Dans le cas ou q est dégénérée, une des valeurs propres, par exemple u, est nulle et A n’est
pas nulle car P est de degré 2. Donc dans le repeére (0,B8), S admet une équation de la
forme X2 + 2dX +2eY + f =0

- Sie=0,S apour équation: X% +2dX + f =0

Sid>— f<0alors S=10
Si d®> — f > 0 alors S est la réunion de 2 droites paralleles

Si d*> — f =0 alors S est une droite (double)

d* —
- Sie#0, S apour équation : (X 4 d)* = —2¢ (Y - f) :

2e
d? — f
2e

En prenant pour origine le point w’ = (—d, ) 'équation de S est de la forme
X% =2pY" avec p = —e # 0.

S est une parabole de sommet W’
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4.3.5. Classification des quadriques a centre.
Nous supposons ¢ non dégénérée, donc S admet un centre de symétrie w et il existe une

A0 O
base orthonormale B qui diagonalise ¢: Matg(qg) = [ 0 u 0 | avec Aur # 0. Quitte
0 0 v
a multiplier les deux membres de 1’équation par —1 nous pouvons supposer A > 0 et
2 Y2 ZQ
i > 0. Dans le repére (w, B) une équation de S est de la forme —+ = + e&— =0 avec
ee{l, —1} et § € {0,1, — 1} . D’ou la classification
X% y? 22
e S ={w} équation réduite : —- + =l + — =0.
2 Y2 ZQ
e S est un cone de sommet w d’équation réduite : — + — — — =10
a 2 2
X% y? 22
e S est un ellipsoide d’équation réduite : —- + =l + —=1.
X2 y? Z 2
e 5 = () équation réduite : —- + =l —i— — =—1.
2 Y2 ZQ
e S est un hyperboloide a une nappe d’équation réduite : —- + w2 1
a c
2 Y2 ZQ
e S est un hyperboloide a deux nappes d’équation réduite : —- + 2 —1.
a c

4.3.6. Remarque . Dans les quadriques dégénérées, citons I’exemple du cylindre elliptique

X% y?
d’équation réduite : —- + 2 =1.Sia=bon aun cylindre de révolution.
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