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Exercice 1

Soit E = R[X] muni du produit scalaire défini par < P,Q >=
∫ 1

−1 P (x)Q(x)dx
pour tous P,Q ∈ E.

1) Soient (Xn)n∈N) la base canonique de E et (Pn)n∈N la base orthogonale de E
obtenue à partir de (Xn) par l’orthogonalisation de Schmidt (les Pn sont appelés
polynômes de Legendre).

a) Soient P,Q ∈ E. Montrer que si P est une fonction paire et si Q est une
fonction impaire, alors P et Q sont orthogonaux.

b) Déterminer P0, P1, P2 et P3.

c) Déterminer les racines de P3. Vérifier que votre résultat est conforme à un
théorème du cours.

2) Soit E2 l’espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à 2. Soient
a, b, c trois réels distincts. Montrer qu’il existe un unique (α, β, γ) ∈ R3 tel que
pour tout R ∈ E2, on ait :∫ 1

−1
R(x)dx = αR(a) + βR(b) + γR(c).

3) Soit E5 l’espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à 5.

a) Soit P ∈ E. Montrer qu’il existe Q ∈ E and R ∈ E2 tels que P = P3Q+R.

b) On suppose que P ∈ E5. Montrer que Q ∈ E2. Que peut-on dire de
< P3, Q > ?

c) On suppose que a, b, c sont les racines de P3. Montrer que pour tout P ∈ E5

on a ∫ 1

−1
P (x)dx = αP (a) + βP (b) + γP (c)

où (α, β, γ) est comme en 2).

Exercice 2

Déterminer les extrémas locaux des fonctions f : Ω ∈ R suivantes :

a) Ω = R2 et f(x, y) = x3 + y3 − 9xy + 27.

b) Ω = R3 et f(x, y, z) = 1
2x

2 + xyz + y − z.
c) Ω = R3 et f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2xyz.



Exercice 3

On considère un plan affine euclidien muni d’un repère orthonormal. Déterminer
dans les cas suivants la nature et préciser les éléments géométriques de la courbe
C d’équation :

a) x2 + xy + y2 + x− y = 0.

b) x2 + 8xy − 5y2 − 28x+ 14y + 3 = 0.

c) x2 − 3xy + 2y2 + 2x− 3y + 1 = 0.

d) x2 − 2xy + y2 −
√

2x−
√

2y − 1 = 0.

Exercice 4

On considère un plan affine euclidien muni d’un repère orthonormal. Déterminer
suivant les valeurs du paramètre réel λ la nature de la courbe C d’équation :

(1 + λ)(x2 + y2) + 2(1− λ)xy − 4λy + λ+
1

4
= 0.

Exercice 5

Dans R3, déterminer la nature des quadriques définies par les équations suivantes :

a) 7x2 + 4xy − 4xz + 4y2 − 2yz + 4z2 − 2x+ 8y − 14z + 16 = 0.

b) 11x2 − 164xy − 4xz + 5y2 − 20yz + 2z2 + 30x− 66y + 24z + 45 = 0.

c) x2 + y2 + z2 + 2xy − 1 = 0.
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