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Exercice I:
1. Soit f € Ker(D).Ona f" = 0, c’est a dire f est constante. Par suite Ker (f) = Vect ({eo}) .
2. (a) D’apres la formule de dérivation d'un produit de fonctions, ona D(g) = D(f)e_y — Afe_j.
D'on, g € Ker (D) si et seulement si D(f)e_x — Afe_, = 0 soit D(f) = Af car la fonction

e_, ne s’annule jamais.
Il en résulte que f appartient & E5(D) si et seulement si g appartient & Ker (D).

(b) D’apres les questions précédentes, on a les équivalences suivantes :

feEMD) & dueR g=upue
& JpeR feea=upep
& dupeR f=upey

Par conséquent E, (D) est la droite engendrée par e;.

3. (@ OnaF={fecE;D¥f)—D(f)=0}=Ker(D*-D).Or X’ - X=X(X—-1)(X+1) et
les polynémes X, X — 1 et X + 1 sont deux & deux premiers entre eux. On peut donc appli-
quer le lemme des noyaux et on obtient :

Ker (D® — D) =Ker (D) ®Ker (D — Idg) ®Ker (D + Idg) ie. F = Eo(D)® E1(D) ® E_1(D).
(b) D’apres la question 2, Ey(D), E1(D) et E_1(D) sont des droites engendrées respectivement
par e, e et e_1. Il en résulte que (e, 1, 1) est une base de F.
4. (a) Ona¢; = gi(eo)e + @i(er)es + pi(e~1)er ;. Dot o1 = ¢f +e +e*;.
Comme (eg)” =0, (e1)” =e; et (e~1)” =e_y, il vient gp = e +¢*;.

1 1 1
Enfin @3 = % (/1 dt) e§+% (/1etdt> e’{+% (/1e"tdt) e*, = e} +sh(1)ef +sh(1)e*; .

1 0 1
En résumé, Matg- (@1, @2, ¢3) = |1 1 sh(1) }.
1 1 sh(1)

(b) Les deux dernieres lignes de la matrice précédente étant identiques, la famille (g1, @2, 3)
n’est pas libre. Il est clair que les deux premieres colonnes de la matrice précédente sont non
proportionnelles, par conséquent le rang de (@1, @2, @3) est 2.

(c) Ona dim(Ker (¢1) NKer (¢2) NKer (¢3)) = dim(F) — dim(Vect ({¢1, @2, ¢3})) = 3 -2,
d’ott dim(G) =1.

(d) Ona (sh)” = sh doutsh € F. De plus (sh)”(0) = sh(0) = 0 et g3(sh) = 0 car sh est une
fonction impaire. Il en résulte que la fonction sh appartient a G.

(e) D’apres les questions (c) et (d), G est la droite engendrée par la fonction sh.

Exercice 11 :
1. (a) Soient (&, B,7) € R tel que auy + Buy + yus = 0.On aalors (x + B+ 7,0, 8,7) = (0,0,0,0),
d’ott & = B =y = 0. La famille (uy, u, u3) est donc libre.

(b) En appliquant le principe d’orthogonalisation de Schmidt a la famille libre (u1, u, u3), on
obtient une famille orthogonale (eq, e, e3) telle que Vect ({e1,e2,e3}) = Vect ({uq,uz,u3}),
c’est a dire une base orthogonale de F. La famille (e1, ez, e3) est donnée par les formules
suivantes :




<el » U2 >
—u =(1,0,0,0) ; ep=up— 2
er =1u ; 0(;) <62 1;2 (et 1)
€1, U3 €2, U3

e3 = Uz — e1 — e =1uz—e; = (0,0,0,1).

3 3 <31,31> 1 <62,32> 2 3 1 ( )
(c) Désignons par p(u) la projection orthogonale de u sur F. La base (e, ez, e3) étant en fait

3

61 =Up—¢€1 = (0,0,1,0) ;

orthonormale ona: p(u) = Y (e;, u)e; =ler+0ey+0e3 = e1 = (1,0,0,0).

i—1
1011
, B o111
2. (a) Ona A =Matg, (g) = 1100
1100
1
(b) FL = (Vect ({uy, uz, us}))* = {ur, ug, us}+. Orv = (x,y,2,t) e m* & (x,y,2,1)A 8 =0
0
1
c'est a dire (x,y,2,t) (1) =0 soitencore x +z -+t =0.
1
De méme on obtient v € upt & 2x +y+z+t=0etv €ust & 2x+y+z++t=0.Donc
n xX+z+t = 0
velt & {2x+y+z+t =0
x+z+t = 0
© { x+y =0

Dot FX = {(x,—x,z,—x—2z2); (x,z) € R}, ((1, -1,0,-1),(0,0,1, —1)) est une base de
Ft et dim(Ft) =2.
(¢) La forme quadratique g est dégénérée car on a: dim(F) + dim(F+) =5 # 4 = dim(E)..

3. (a) Appliquons la méthodeé de Gauss pour décomposer g en combinaison linéaire d’une famille
libre de formes linéaires: V(x,y,z,t) € E

g%, y,zt) = (x+z+8)2—(z+8)>+y*+2yz+ 2yt
= (x+z+t)?+y? 22—+ 2yz+ 2yt — 2zt
= (x+z+824+Y+z+t)2—(z+1)? 22?2zt
= (x+z+0)2+(y+z+1)?-20z+1t)?2.
Notons (e}, €3, €3, €5) la base duale de Bj et posons @1 = €] + €5 + ¢}, @2 = &; +¢&3 + & et

@3 = &} + &}. Nous obtenons alors g = ¢3 + @3 — 2¢3.
D’ott la signature de g est (2,1), son rang 3 et son noyau l'ensemble des vecteurs (x,y, z, t)

Xx+z+t = 0
telsque: y+z+t = 0. Dot N(g) = Vect({(0,0,1,-1)}).

z+t = 0
(b) Complétons (@1, 2, ¢3) pour obtenir une base de E¥, par exemple par &j.
1000
. 0100 o . ; .
Q= Matp: (1, 92,93, €}) = 1110 est bien inversible car de déterminant 1.
1111




Soit B la base de E dont (¢1, p2, 93, €}) est la base duale. Alors B est g-orthogonale. Si P est la
matrice de passage de BBy a B alors ‘P! est la matrice de passage de B} a B*. Donc Q = ‘P71,
soit P = Q™. Tous calculs faits on obtient :

1 0 0 0 10 -1 0
0 1 0 0 01 -1 0

-1 o~ =1
QU =11 1 1 of 98 Q7 =159 1
0 0 -1 1 00 0 1

On obtient donc B = (u1, Uy, us, us) base g-orthogonale en posant :
w1 = (1,0,0,0), up = (0,1,0,0), us = (—1,—1,1,0) et us = (0,0,—1,1).

Exercice I11:

1. (a) L'endomorphisme f* o f est symétrique car: (f* o f)* = f*o f** = f*o f . Il est donc diago-
nalisable dans une base orthonormale.

(b) Soit A une valeur propre de f* o f. Il existe un vecteur x # 0 tel que f* o f(x) = Ax.On

2
aalors Alx|* = (Ax, x) = (f* o f(x), x) = (f(x), f(x)) = |f()|". Don A = ”ﬂ(jl———)z”

appartient a R,.
2. (a) Soit x = ixiei. Alors ()7 = (f(x), f()) = (f*of(x), x) = <i xidiei, 21 xie}).
1= 1= 7=

14
Comme B est une base orthonormale, on a ||x|* = Y x? et |f(x))F = Y. Aix? .

n
i=1 i=1

D'ott |

FEOP =2l = émi SRS

(b) Comme (A; — A1) < Oetx? >0 pourtouti € [1,n)N, ona IF ()% = A |x])* < 0 Cest a dire
L@ < Al i

(c) Puisque (A; — A1)x? < Opour touti € [1,nln, |f(x)]* = A1]|x|” siet seulement si pour tout
i€lLnn (A —A)x? =0, cestadire x; = 0 pour tout i tel que A; # A;. En conséquence
I£(x)]* = A)x]? siet seulement si x appartient a Vect ({e;; A; = AM}) = Ey (f*of).

(d) Pour tout x € E tel que ||x]| = 1ona [f(x)]* < A1 et pour e1 on a |[f(e1)]* = A;. Donc
M = max{ |f(x)]%; x| =1}.




