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Exercice 1:
1. Désignons par Cq, C; et Cs les vecteurs colonnes de A. L'endomorphisme f, est orthogonal si

et seulement si (Cy, Cy,C3) est une base orthonormale de E. Or (C;, C2) = §(2 +2—-4) =0,

1
(C1,C3) = %(—Za +4a—2a) = 0et (Cy, C3) = §(—4a+2a +2a) = 0. Ces vecteurs sont
1
deux a deux orthogonaux. De plus |C;[* = 5(1 +4+4) =1, |C) = %(4+1 +4) =1 et

1
|C3)f* = -9—(4112 + 4a% + a%) = a°. Par conséquent f, € O(E) si et seulementsia € { —1,1}.

2. Etude de f_; : C’est un endomorphisme symétrique ; sa trace vaut 1. Donc f_; est une symétrie
orthogonale par rapport plan, espace propre associé & la valeur propre 1 et qui a pour équation:
x—y—z=0.

1
Etude de f; : C’est un endomorphisme non symétrique ; sa trace vaut 3 Déterminons 1'ensemble

des vecteurs invariants. On obtient le systéme::

—2x4+2y—-2z = 0 Y—ytz = L =
2x —2y+2z = 0 équivalenta y ~/ ouencore équivalent a -7
x—y—2z = 0 z =0
2x—2y—4z = 0

Donc f; est une rotation d’axe dirigé par le vecteur u de coordonnées (1,1,0). Son angle 6 est tel
1 (r 11 5

que 1+2cosf =Tr(f1) = = . Deplus det(er, fi(er),u) =z |0 2 1) =—2 <0.
3 3 3

020
Par conséquent f; est la rotation d’axe dirigé par u et d’angle 6 = —Arccos(—3).

Exercice I1:

1. (a) Si auy + Buz +yuz =0 alors (a + B+, 7, B+ 7, —7) = (0,0,0,0).
On en déduit v = B = & = 0 et la famille (u,, uy, u3) est libre.
(b) En appliquant le principe d’orthogonalisation de Schmidt a la famille libre (u1,u2, u3), on

obtient une famille orthogonale (e, e, e3) telle que Vect ({e1,ez,e3}) = Vect ({uy, uz, uz}),
c’est a dire une base orthogonale de F. La famille (e1,€2,€3) est donnée par les formules

suivantes :

e1 = uy = (1,0,0,0) ezzuzwwelzuz—el:(0,0,1,0),'
(e1,e1)

e3 = Uz — <el’u3>e — <62’u3>32:u3—e1—62:(0,1,0,——1).

1
(e1,e1) (e2,€2)
(c) Désignons par p(u) la projection orthogonale de u sur F. La base (e1, e, 3) étant orthogonale
avec ||er|* = [le2]? = 1 et |les]* =2 ona:

3
€, u 1 1 1
p(u):21<“Ze“2>el:161+062+5632<1’§’0’_§>
= 1
1011
0 020
2. (@) Ona A=Matg (9)= [, 5 ] 3
1 0 31




3.

OO O =

(b) FL = (Vect({e1,e2,e3}))F = {e1,e2,e3}+. Or v = (x,y,2,t) € e1+ & (x,y,2,1)A =0
1
c’estadire (x,y,2,1) (1) =0 soitencore x +z+t=0.
1
DemémeonobtientvEezL®x+2y+z+3t:0 et v €est & —x—z—t=20.Donc
UEFJ‘ o X-+z-4t = 0
x+2y+z+3t = 0
x+z+t = 0
< { y+t =0

Dot Ft = {(x,—t,—x~t,t); (x,t) € R*}, <(1,0, -1,0),(0, -1, —1,1)> est une base de
FL et dim(F+) =2.
(c) La forme quadratique g est dégénérée car on a: dim(F) + dim(F1) =5 # 4 = dim(E).

(a) Appliquons la méthode de Gauss pour décomposer g4 en combinaison linéaire de carrés
d’une famille libre de formes linéaires: V(x,vy,z,t) € E

q(x,y,z,t) = (x+z+t)*— (z+t)*+22+ 1> +4dyz + 6zt
(x+z+t)? + +4yz + 4zt
= (x+z+t) +(ytrz+)?—(y—z+t)>.

Notons B = (¢}, €5, €3, €3 ) la base duale de By et posons @1 = €} + € + €}, 92 = €5 + €5 + ¢}
et g3 = €} — €} + ¢}. Nous obtenons alors g = ¢? + ¢2 — ¢3.
Dot la signature de g est (2,1), son rang 3 et son noyau 1’ensemble des vecteurs (x,y,z,t)

x+z+t = 0
telsque: s y+z+t = 0. Dol N(gq)= Vect({(1,1,0,—-1)}).

y—z+t = 0
(b) Complétons (@1, @2, ¢3) pour obtenir une base de E*, par exemple par €.
10 0 O
. 01 -120 o , ) .
Q = Matg; (91, 92, 93, €3) = 11 1 o |est bien inversible car de déterminant 2.
11 -11

Soit B labase de E dont (@1, ¢, @3, €}) est la base duale. Alors B est g-orthogonale. Si P est la
matrice de passage de By a BB alors ‘P! est la matrice de passage de 3} a B*. Donc Q = ‘P71,
soit P = !Q~1. Tous calculs faits on obtient :

1 1
1 0 0 0 1 -1 1 -1
_1 1 1 1 1
le _ 2 2 2 0 d/Otl tQ—l — 0 2 2 1
1 1 _1 o 1 _1 9
2 2 2 2 2
-1 =1 -0 1 0 O 0 1

On obtient donc B = (v1, v2, v3, v4) base g-orthogonale en posant :
v1=(1,0,0,0), v,=(—1,3,3,0), v3=(3,3,-1,0) et vs=(-1,-1,0,1).




Exercice III : .

1. voir polycopié Corollaire 4.1.3.

2. La nécessité de la condition est évidente.
Supposons que (s(x), x) = 0. Puisque s € S(E), il existe une base orthonormale B = (e, ..., e,)
constituée de vecteurs propres de s, associés respectivement a la valeur propre A;. Comme de
plus s € ST(E), on a donc A; > 0, pour touti € [1, 7.

n

n
Dans B, le vecteur x se décompose en x = Y | x;e; et par suite s(x) = Y xidie;. ()
i=1 i=1

n
Dot 0= (s(x), x) = Y x7A;. Or, pour tout i € [1,n]n, x2A; > 0, donc x?A; = 0. Si x; = 0 alors
i=1
xiA; = 0, sinon A; = 0 et on a encore x;A; = 0. On en déduit que pour touti € [1,n]N, xiA; =0l
résulte de (*) que s(x) = 0, c’est a dire x € Ker (s).
3. (a) Sif e O(E)alors Vx € E ||f(x)|| = |x||,donc f € B(E).Ona O(E) C B(E).
(b) f = 21dg appartient a S(E) et pour tout vecteur x non nul on a ||f(x)|| = 2|jx| > |x||. Ona
donc S(E) ¢ B(E).
4. (a) Ona(f*of)*=f*o f* = f*o f,donc f* o f appartient a S(E).
De plus, pour tout x € Eona ( f*o f(x), x) = (f(x), f(x)) > 0;donc f*o f € ST(E).
(b) D’apres la question (a), (Idg — f*o f)* = Idg — f*o f d’out Idg — f* o f appartient & S(E).
(c) D’apres la question précédente Idg — f* o f appartient a S(E). De plus pour tout x € E, ona
((Idg—frof)(x), x) = (x,x) = (fo f(x), x) = |x|* = |F ). (+%)
Donc f € B(E) si et seulement si Idg — f* o f € ST(E).
5. (a) Pourtoutx € E,ona |f*(x)|* = (f*(x), f*(x)) = (fo f*(x), x) < |F(f*(x))] || gracea
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Dot || f*(x)|* < | f*(x)| | x| car f € B(E).
(b) Soit x € E. Si f*(x) = 0 on a bien |f*(x)|| < ||Jx|, sinon en divisant les deux membres de
l'inégalité obtenue a la question précédente par | f*(x)|, nombre réel strictement positif, on
obtient également || f*(x)| < |x||. Cela prouve que f* appartient & B(E) .
6. Soient Ep = {x € E; || f(x)]| = |*]} et Ep = {x € E; [|f*(x)]| = |*[}-
(a) D’apres la question 4(c) Idg — f* o f appartient a ST (E) et d’apres 2, x € Ker (Idg — f* o f)
si et seulement si ( (Idg — f* o f)(x), x) = 0 c’est a dire x> = || f(x)|* d’apres (+). D'o
Ef =Ker(Idg — f*of).
(b) D’apres la question 5(b), f* appartient a 5(E) et on peut appliquer le résultat de la question
précédente a f*. D'ott E» = Ker (Idg — fo f7).
(c) Puisque ce sont des noyaux d’applications linéaires, Ef et Ef» sont des sous-espaces vecto-
riels de E.

(d) Six € Egalors f*(f(x)) = x. D'ott | f*(f(x))
Réciproquement siy € Eg alorsy = f(f*(y)

y € fEf).
Il en résulte que f(Ef) = Ef-. En appliquant ce résultat a f* on obtient f*(Es) = Ef.

| =llx| = 1f(x)] et f(x) € Ep.
) et[f*(y)]l = |yl , donc *(y) appartient & Ey et

(e) D’apres le théoreme du rang, une application linéaire n’accroit pas la dimension ; on en dé-
duit donc que dim(Ey) = dim(f(Ef)) < dim(Ef) et dim(Es) = dim(f*(E)) < dim(Ef-).
D’on Ef et Ef» ont méme dimension.




