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Exercice I:

d
1. Siy appartient & Vect ({¢1,..., ¢4}) alors il existe des scalaires ay, ..., a4 tels que ¢ = Y a;¢;.
i=1
d d z
Pour tout x € [ ) Ker (¢;) onay(x) = )_ a;pi(x) = 0. Donc x € Ker (y).
=1 i=1
4 1
D'ott ] Ker (¢;) C Ker () .
i=1
2. Onadim(F) = dim(E) —rang(¢1,..., ¢a) = n —d, car la famille (¢1,. .., @4) est libre.

d
3. Onadim((] Ker (¢;){ |Ker (¢)) = dim(E) ~ rang(ey,..., ¢a, 9).
i=1
d

Sionsuppose que [ | Ker (¢;) C Ker () alors F = F(\Ker (), etn—d = n—rang(g1, ..., ¢a ¢) .

i=1
D'oud = rang(¢s, ..., ¢4 9) . Comme (¢1,..., ¢4) est une famille libre de d vecteurs, il en résulte
que y appartient a Vect ({@1,..., @4})

Exercice I1 :

1 -1 -1 0
. -1 1 1 2
1. La matrice de g dans Bp est A = 11 1 0
0 2 0 0
2. (a) Ona Dt = {v}* etle vecteur u = (x,y,z,t) appartient & D= si et seulement si f(u,v) = 0

ce qui se traduit matriciellement par (x,y, z, t) AMatg, (v) = 0, soit encore 2t = 0.
Donc D est I'hyperplan d’équation t = 0 dans By, c’est le noyau de €. On a dim(D+) = 3.

(b) .Ona D+ = Ker (e}) etdonc (g1, €, €3) est une base de DL.
(c) Ona D = {eg, 85,63} et le vecteur u = (x,y,z,t) appartient 2 D' si et seulement si

X—y—z =0
f(u,€;) = 0pouri € [1,3]n.On obtient le systéme d’équations: { —x+y+z+2t = 0
—x+y+z =0

qui est équivalent & {x h lt/ = 8 Donc Dt = Ker (1) NKer (&) .
Les formes linéaires @ et e} n’étant pas proportionnelles on a donc dim(D+4) =4 -2 =2,
(d) Si g était non dégénérée on aurait D = DL, ce qui n’est pas le cas. Donc g est dégénérée.
(On peut aussi remarquer que dim(D+1) 4+ dim(D) = 2+ 3 # 4 = dim(E)).
3. (@A) Ona g1 =¢;—¢ej—e5, pr=¢e5+¢;, p3=¢€5—¢; et ps=¢}.
(b) La matrice des coordonnées de (@1, 92, 3, ¢1) dans la base Bf est

—11(1] (1) 8 110 11

0= etdet(Q) =10 0 1]=— =2.
10 0 1 >, 1 -1
01 -1 0

B' = (@1, 92, 93, ¢4) estdonc une base de E*.
(c) Soit B la base dont B’ est la base duale. La matrice de passage P de By a Best {Q~!.



Déterminons Q~1, par exemple, par la méthode du pivot de Gauss:

10 0 0 1000
-11 1 0 0100
-10 0 1 0010
0 1 -10 0001
10 00 1000
01 1 0 1100
00 0 1 1010
01 -10 0001
10 0 0 1 0 00
01 1 0 1 1 00
00 0 1 1 0 10
00 -20 -1 -101
10 0 0 1 0 00
01 0 O 1L oo}
00 0 1 1 0 10
00 —-20 -1 -1 0 1
1000 100 0
0100 1 lo 4
0010 1 1o -3
0001 101 0

Dou P =

[«TETEENT
-

et B = (uy,up, Uz, Ug) avec uy = (1,0,0,0), uz = (3503,
1

2
et ug = (1,0,1,0) .
4. (a) Appliquons la méthode de Gauss:
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us = (3, 5/0/'5)

X2 —2x(y+z)+yP+ 27+ 2yz + Ayt
(xv(y+z))2~(y+z)2+y2+zz+2yz+4yt
= (x—y—z) +iyt

= (x—y-2’+ @+ - -t

Onadonc g = ¢? + ¢} — ¢} etlasignature de g est (2,1).

q(u)

Il

(b) Le rang de g est 2+1=3. Son noyau est de dimension 1 et a pour systeme d’équations

x—y—z =
y+t = 0, soitencorey=t=0etz=x Dol N(g) = Vect{(1,0,1,0)}.
y—t =0
() La famille (@1, @2, ¢3) obtenue par la méthode de Gauss est libre dans E* ; d’aprés la ques-
tion 3 (b) nous pouvons la compléter par ¢4 = £} pour obtenir B’ base de E*. La base B dont
B’ estla base duale est g orthogonale.

Puisque g = ¢? + ¢4 — ¢} la matrice de g dans B est
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