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Chapitre I : Géométrie vectorielle

1

Dualité

Dans toute cette partie K désignera un corps commutatif.

1.1.

Espace dual

1.1.1. Rappels.

Soient F' et G des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel £. On dit que G
est un supplémentaire de F' dans F'si £ =F & G.

Tout sous-espace vectoriel admet au moins un supplémentaire.
Ce résultat est une conséquence du théoreme de la base incomplete. Si E/ n’est pas
de dimension finie, il fait appel a 'axiome de Zorn. (c¢f MA5.04 Chap. I).

Soient E et I des K-espaces vectoriels et f € L(E, F). Si G est un supplémentaire
de Ker (f) dans E alors f définit par restriction un isomorphisme entre G et Im (f) .

Pour tout y € G, posons ¢g(y) = f(y). On définit ainsi une application linéaire g de G
dans Im (f). Montrons qu’elle est bijective. Soit y € Ker (¢). On a 0 = g(y) = f(y).
Donc y appartient a Ker (f) et comme GNKer (f) = {0}, on en déduit que y = 0 et
que g est injective. Soit z € Im (f). Il existe x € E tel que y = f(x). Décomposons x
eny +yavecy € Ker(f)etye€ G.Onaalors z= f(z) = f(y+y) = fly) =g(y).
Par conséquent z appartient & Im (g) et g est surjective.

1.1.2. Définition . Soit £ un K-espace vectoriel. On appelle forme linéaire sur E toute
application linéaire de E dans K.

1.1.3. Exemples.

b
Si B =C([a,b],R), 'application f+— / f(t)dt est une forme linéaire sur F.

Si E = K[X], pour tout a € K, 'application P —— P(a) est une forme linéaire
sur E.

La trace est une forme linéaire sur M, (K).

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et B = (€;);=1.., une base de E.
n

Pour tout j € [1, n]y, 'application e; x> A tel que x = Z Aie; est une forme
i=1

linéaire sur E, appelée j*"°-forme coordonnée relative a la base B.
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1.1.4. Définitions. Soit £ un K-espace vectoriel. On appelle espace dual de E, noté E*,
I’espace vectoriel des formes linéaires sur E. On appelle espace bidual de E, noté E**,
I'espace dual de E*. On a donc E* = L(E,K) et E** = L(E*, K).

1.1.5. Lemme . Soient v un vecteur non nul d’un espace vectoriel E et H un supplémen-
taire dans F de la droite D engendrée par v. Alors il existe une forme linéaire ¢ € E*
telle que p(v) =1 et Ker () = H.

Preuve. Par hypothese on a F = H @ D . Soit p la projection sur D parallelement a H.
Pour tout x € E, le vecteur p(z) appartient a D et il existe un unique scalaire noté ¢(x)
tel que p(z) = p(z)v. On a p(v) = v, donc ¢(v) = 1. Montrons que Iapplication ¢ est
linéaire. Pour tous x et y dans E, tous A et y dans K on a

pAz+py)v = p(Az + py)

Ap(x) + pp(y)
Ap(x)v) + ple(y)v)
= (Ap(x) + pe(y))v -

Comme v est non nul, on a donc p(Ax + uy) = Ap(z) + pe(y). D'olt ¢ est une forme
linéaire sur F.
De plus z € Ker (¢) si et seulement si p(x) =0, c’est a dire si z € Ker (p) = H . n

1.1.6. Corollaire. Soit ' un K-espace vectoriel.

(i) Pour tout x € E, I'application, notée jr(z), qui a tout ¢ € E*, associe p(x), est
une forme linéaire sur E*. (Pour tous x € E et ¢ € E* on a: jg(z)(¢) = ¢(x) ).

(it) L’application jp de E dans son bidual E**, est une application linéaire injective.

Preuve. La vérification de I’assertion (i) et du caractere linéaire de jg est immédiate.
Montrons que jg est injective. Soit v non nul dans E. La droite vectorielle engendrée par
v admet un supplémentaire dans F. D’apres le lemme précédent, il existe ¢ € E* tel que
o(v) = 1. Donc jr(v)(¢) = 1 # 0 et v n’appartient pas a Ker (jg). Il en résulte que
Ker (jg) = {0}. "

1.1.7. Définition . L’application linéaire jg, définie dans le corollaire précédent, est ap-
pelée injection canonique de E dans son bidual.

1.1.8. Théoréme . Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors
(i) son dual E* est de dimension finie et dim(E*) = dim(F) ;

(4i) linjection canonique jg est un isomorphisme de E dans E**.
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Preuve. (i) Rappelons que si E et F sont des espaces vectoriels de dimension finie, alors
L(E,F) est de dimension finie et dim(L(F, F')) = dim(£) x dim(F) . Il suffit d’appliquer
ce résultat avec F' = K.

(77) On a dim(E**) = dim(E*) = dim(F) . L’application linéaire jp étant injective entre
deux espaces vectoriels de méme dimension finie, est un isomorphisme. n

1.2. Hyperplan

1.2.1. Remarque. Toute forme linéaire ¢ non nulle est surjective.
En effet Im (¢) est un sous-espace vectoriel non réduit a {0} de K qui est un espace
vectoriel de dimension 1.

Intéressons-nous maintenant au noyau d’une forme linéaire.

1.2.2. Proposition. Soient If un K-espace vectoriel et H un sous-espace vectoriel de E.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Ilexiste ¢ € E*\{0} tel que H = Ker (). (H est le noyau d’une forme linéaire non
nulle sur E).

(ii) H # E et pourtoutvé¢ Hona E=H® Kv.
(i1i) H admet une droite pour supplémentaire dans F.

Si E est de dimension finie, les conditions précédentes sont équivalentes a

(iv) dim(H)=dim(F)—1.

Preuve. (i) = (ii) Comme ¢ est non nulle, H est distinct de E. Si v est un vecteur
n’appartenant pas a H, il existe G supplémentaire de H dans E contenant v. D’apres
1.1.1, G est isomorphe & Im (¢) = K . Donc dim(G) = 1 et G est la droite vectorielle Kv .
L’implication (ii) = (¢ii) est immédiate.

(73i) = (i) Soient D une droite telle que £ = H & D et v une base de D. D’apres le
lemme 1.1.5, il existe ¢ forme linéaire non nulle telle que H = Ker (¢).

Si E est de dimension finie, il est clair que les assertions (iii) et (iv) sont équivalentes. m

1.2.3. Définition. On appelle hyperplan (vectoriel) de E, tout sous-espace vectoriel de
E pour lequel les propriétés équivalentes du théoreme précédent sont vérifiées.

1.2.4. Corollaire . Deux formes linéaires non nulles sur un espace vectoriel E/ sont pro-
portionnelles si et seulement si elles ont méme noyau.

Preuve. Soient ¢ et ¥ deux formes linéaires non nulles. Supposons que ¢ et 1) ont méme

noyau H. Soit v un vecteur n’appartenant pas a H. Posons o = —=

et montrons que
e(v)

UV = ap.
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D’apres la proposition précédente ' = H @& Kv et tout vecteur x € E peut s’écrire
r=h+X aveche Het A€ K.

Dou ¢(x) = (h) + Mp(v) = Mp(v) et ap(x) = ap(h) + alp(v) = Ap(v) . Donc ¢ et
1) sont proportionnelles.

La réciproque est immédiate. n

1.2.5. Remarque. Soit F un espace vectoriel de dimension finie n. Relativement a une
base B = (€;)i=1..., un hyperplan H de E admet une équation unique, a un scalaire
multiplicatif non nul preés, de la forme : ajx1 + asxs + -+ + a,x, =0.

1.3. Base duale

1.3.1. Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Si B = (¢€;)i=1.., est
une base de E, la famille des formes coordonnées B* = (e} );=1..., est une base du dual E*.
De plus e} (e;) = d;; (symbole de Kronecker) pour tous i et j dans [1,n|x.

Preuve. D’apres la définition des €}, on a e’-k(ej) = 0;; pour tous i et j dans [1,n]y.

Soit f € E*. Considérons la forme linéaire ¢ = Z f(e;)er . Pour tout j on a

=1
Zfez Zfez z]: )

Les formes linéaires ¢ et f commdant sur une base de E sont égales. Par conséquent la
famille (€});=1.., est génératrice dans E* ; comme elle comporte n vecteurs dans I’espace
vectoriel dual E* de dimension n, c’est une base de E*. N

1.3.2. Définition. La base B* de E* définie dans la proposition précédente est appelée
base duale de la base B de E.

1.3.3. Remarque. Soient B = (¢;);=1.., une base de E et B* = (€});=1.., sa base duale.
Alors

n

VeeE z=) e(xr)e; et VfeE" f:zn:f(ei)e

i=1

VI'e L(E) a;j=c¢€](T(e;)) avec A= Matg(T) .

1.3.4. Proposition. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, (€;)i=1.., une
famille de n vecteurs de E et (f;j);j=1.., une famille de n formes linéaires de E*. Si pour
tous i et j de [1,n]y on a f;j(e;) = 0;;, alors (e;)i=1.., est une base de E et (f;)j=1.., est
sa base duale.
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Preuve. Montrons que la famille (e;);—1..., est libre. Soit (\;);=1..., une famille de scalaires

telle que Z Aie; = 0. Alors pour tout j on a:

=1
i—1 i1 i1

Comme dim(E) = n, la famille (e;);=1.., est une base B de E. Soit B* = (€});=1..n sa base
duale. Pour tout j € [1,7n]y les formes linéaires €} et f; coincident sur la base B de F,
puisque f;(e;) = d;; = €;(e;) , et par conséquent sont égales. n

1.3.5. Corollaire. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toute base du dual est
une base duale : Pour toute base B’ de E*, il existe une base B de E telle que B’ soit la

base duale de B.

Preuve. Soit B’ = (fj)j=1... une base de E*. Considérons B” = (f7)j=1... sa base
duale. C’est une base de E**. Grace a l'isomorphisme jp (Théoreme 1.1.8), on obtient
une base B = (¢;)j=1... de E telle que jg(e;) = f. Pour tous i et j dans [1,n]y on a alors
filei) = je(e)(f;) = fi(f;) = 6;;. Il suflit alors d’appliquer la proposition précédente
pour conclure. n

1.3.6. Corollaire. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

(i) Soit p € [1,n]y. Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — p peut étre
considéré comme l'intersection de p hyperplans de E.

(ii) Considérons (¢;)i=1..,, une famille de p formes linéaires non nulles de E* et posons
p
G =) Ker(¢).
i=1
Alors  dim(G) = n — dim(Vect{ p1, ..., ¢, }) .

En particulier G est un sous-espace vectoriel de dimension n — p si et seulement si
la famille (¢;)i=1..,, est libre dans E*.

Preuve. (i) Soit £ un sous-espace vectoriel de E de dimension n—p. Soit (€;)i=1..,—p Une

*

base de F' que 'on complete pour obtenir B = (€;);=1..,, base de E. Soit B* = (e} )i=1..n
la base duale de B. Alors F = [ Ker(e]).

i=p+1
(1) Supposons tout d’abord que la famille (¢;);—..., est libre. Nous pouvons la compléter
pour obtenir une base B’ = (¢;)i=1.., de E*. Soit (€;);=1.., la base de E dont B’ est la

base duale. On a alors :

p p
G =[] Ker(p;) =) Ker (&) = Vect{ ept1, ..., €, } .
i=1

i=1
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Donc dim(G) =n—p.

Supposons maintenant que la famille (¢;);—1..., est liée. Posons ® = Vect{ ¢1, ..., ¢, } et
d = dim(®). De la famille (¢;)i=1...,, génératrice de ®, nous pouvons extraire une base.
Quitte a renuméroter, nous pouvons supposer que (¢;)i—1..q est une base de .

d
Soit j € [d + 1,p|n. Il existe Ay, ..., A\q dans K tels que ¢; = Z Ai; . Donc, si z

d P = d
appartient & (1) Ker (¢;) on a p;(z) = 0. Il en résulte que (] Ker (¢;) =[] Ker (¢:).
i=1 i=1 i=1
En appliquant a la famille libre (¢;)i=1..q le résultat obtenu précédemment, on a donc
dim(G) =n—d. n

1.3.7. Exemple . Dans un espace vectoriel de dimension 3, toute droite vectorielle D est
'intersection de deux plans vectoriels distincts. Si (e, e, e3) est une base de E, alors
, . ) a1T1 + AT + azxr3 =
D admet dans cette base une équation de la forme : avec
bll‘l + bgl‘g -+ bgl‘g = 0
(a1, as,as) et (by, by, b3) non colinéaires dans K3.

1.3.8. Théoréme d’interpolation de Lagrange. Soient (a;)i=1.., €t (\;)i=1.., deux
familles de n scalaires de K. On suppose les a; deux a deux distincts. Alors il existe un
unique polynéme P € K[X] avec d°(P) < n — 1 tel que P(a;) = \;.

Preuve. Soit © l'application qui & P € K, _;[X] associe (P(a;))i=1... € K". Cette
application est linéaire ; montrons qu’elle est injective. Soit ) € Ker (©). On a alors
Q(a;) = 0 pour tout i € [1,n|y et ) admet n racines distinctes ; comme il est de degré au
plus n — 1, c’est donc le polynome nul.

De plus comme dim(K,,_1[X]) = n = dim(K™), Papplication © est un isomorphisme. D’ou,
pour toute famille (\;);=;.., € K™, lexistence et 1'unicité d’'un polynéme P € K, [X]
tel que P(a;) = A, a savoir P = 071((\)). N

1.3.9. Remarque. Reprenons les données du théoreme précédent. Soit (e;);—1..., la base
canonique de K. Pour tout i, posons L; = ©~!(e;). La famille (L;);;..,, est une base
de K, _1[X]; sa base duale est (ef 0 ©);_1..,, i.e. la famille des formes linéaires ¢; telles
©i(P) = P(a;).

Déterminons les polynomes L;. Pour tout i, le polynome L; est de degré inférieur ou

égal a n — 1 et satisfait a L;(a;) = 0, ; pour tout j € [1,n|y. D’ou a; est racine de L;
pour j # i et H (X — a;) polynome de degré n — 1 divise donc L;. Il en résulte que
J#i
Li(X) =k [[ (X —a;), avec k € K. La condition L;(a;) = 1 permet de déterminer k et
JF#i
X — a
ona Li(X)=]] M.
i (a; — a;)
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2 Espace Hermitien

Dans toute cette partie le corps de base sera C.
2.1. Produit hermitien

2.1.1. Définitions. Soient F et F' des espaces vectoriels complexes. Une application f
de F dans F est dite semi-linéaire si :

Vr,y € EYAEC flr+y)=f(z)+f(y) et f(Az)=Af(2).
Une application g de ' x E dans F' est dite sesquilinéaire si pour tout x € E 'application
y — g(z,y) est linéaire, et pour tout y € E I'application x — g(x,y) est semi-linéaire.

On appelle produit hermitien ou produit scalaire hermitien sur E, toute application
sesquilinéaire de E' x E dans C, notée (z,y) — (z, y ), telle que :

e Ve,yc E (y,x)=(x,y) (symétrie hermitienne).
e Vx € E (x,x) appartient a R,
eVzelE (x,z)=0=2=0.

On dit qu'un espace vectoriel complexe E est un espace préhilbertien complexe s’il est
muni d’un produit hermitien. On appelle espace hermitien tout espace préhilbertien com-
plexe de dimension finie.

2.1.2. Exemples.

a) E = C([a,b],C), avec a < b, est un espace préhilbertien complexe pour le produit

b
hermitien défini par: (f, g) = / f(t)g(t)dt.

b) C" muni du produit hermitien usuel (z, y) = » Z7y; est un espace hermitien.
i=1

¢) M, (C) muni de (M, N) = Tr(M* N) est un espace hermitien, ou M* désigne la
matrice transposée conjuguée de M (M;; = M;; pour tous i et j de [1,n]y).

b
d) C,[X] munide (P, Q)= / P(t)Q(t)dt est un espace hermitien.

a

2.1.3. Proposition. Soit (E, ( , )) un C-espace vectoriel muni d’une forme sesquilinéaire.
Pour tous x et y dans E on a la formule de polarisation :

(z,y)y==> "o +y,ifz+y).
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Si de plus ( , ) poséde la symétrie hermitienne alors

(rt+y,x+y)=(z,z)+(y,y)+2Re((z,y)) .

3
Preuve. Posons A =Y i*(i*z+y, i*z +y). Alors
k=0

el
o

3
3

= > i

=0

A = Zz”“((ik:p,ikx)Jr(ikx,y)Jr(y,ik?C)JF(ya?/))
((=)fi*(x, =

)+ (=) (2, y) + iy, @)+ (Y, )

=

3 3 3

S i) (wa) > (e )+ (X D)y (20 (L w)

k=0 k=0 k=0 k=0
(z,9).

(r+y,x+y)=(z,z)+(x,y)+(y, 2)+(y,y) =(z, z)+2Re ((z, y))+(y,y) n

Il
=

2.1.4. Corollaire. Si des formes sesquilinéaires { , )1 et ( , )o, sur un C-espace vectoriel
E satisfont aVe € E (x,x); = (x, )2, alors (, )1 =(, )a2.

Preuve. Immédiat d’apres la formule de polarisation. n

2.1.5. Théoréme . (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient x et y des vecteurs d’un
espace préhilbertien complexe (E,( , )). Alors

(i) |z, y) <{z,2)2(y,y)? ;

(i1) TIinégalité précédente est une égalité si et seulement si z et y sont liés.

[V

Preuve. (i) Si (z, y) = 0 I'inégalité est triviale. Sinon écrivons le complexe (x, y) sous
forme trigonométrique : (x, y) = pe? . Pour tout A € R on a:

0 (x+Xe ™y x4+ Xey)
(z,2)+ (A Py, e ™y) +2Re(x, e y)
(z,2)+X(y,y)+2Xp
(y, y) AN +20X+(z, 2) .

VAN VAN VAR VAN

Y

Ce trinome a coefficients réels, étant positif pour toute valeur de A, son discriminant réduit
doit étre négatif ou nul i.e. p?> — (y, y)(x,x) <0.
(77) On vérifie aisément que si x et y sont liés, on obtient une égalité.
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Réciproquement, supposons que l'on ait une égalité. Si z est nul alors x et y sont liés.
(2, y)
(2, )

Sinon, posons a = , on a alors :

(y—ax,y—azr) = {(y,y)+laf*{z,z)—2Re(alx,y))

_ <y7y>+|<w,y>l2_2|<96,y>|2
= 0.

(z,2) (z, )
Douy=ax. n

2.1.6. Corollaire. (Inégalité de Minkowski) Soient = et y des vecteurs d’un espace
préhilbertien complexe (E,( , )). Alors

=
N|—=

(i) (w+y,z+y):<(z,2)2+(y,y)?;

1) Il'inégalité précédente est une égalité si et seulement si x et y sont positivement liés
g g Y
(i.e. x =0 ou il existe A € RT tel que y = \z). liés.

Preuve. (i) On a

(r+y,x+y) = (z,2)+(y,y) +2Re((z,y))
< (s x)+(y,y)+2[(z, y) |
< <x,x>+<y,y>+2<x,x>%(y,y)% ( Cauchy-Schwarz )
< ({eoa)it(wo)t)

(17) Si x = 0 on a égalité et x et y sont positivement liés. Supposons donc z # 0.
Siy = Az avec A € R alors:

(z4y, z+y)2 =(z+ A\, z+A\x)? :<(1+)\)2<x,x>)%:(1+)\)(x,x>%
(2, )%+ (g, 9) = (o, 2)2 + A, 2)2 = (L M) (@, 2)3

Réciproquement, supposons que 1'on ait une égalité dans I'inégalité de Minkowski. Dans
la démonstration de (7), toutes les inégalités doivent étre des égalités. On doit donc avoir
d’une part, égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz, d’ou 'existence d'un A € C tel
que y = Az, et d’autre part Re ((x, y)) = [(x, y)|, ce qui impose A € R . n

2.1.7. Corollaire. Soit (E,( , )) un espace préhilbertien complexe. L’application || || de
E dans RT définie par ||z|| = (z, z)? est une norme sur E.

Preuve. Immédiat. ]
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2.1.8. Proposition. (Identité du parallélogramme) Soient x et y des vecteurs d’un
espace préhilbertien complexe (E,( , )). Alors

lz + I + e =yl =2 (=l + yl* ) -

Preuve. On a
lz+yl* + lle = yl* = (z+y, 2+y)+(z-y,z—y)
= ll® + lyl* +2Re ((z, y) + 2 + lyll* — 2Re ({2, y))
= 2 falP+llyl* ) - "
2.1.9. Remarque . On appelle espace de Hilbert complexe tout espace préhilbertien com-
plexe, complet pour la norme issue du produit scalaire. Un espace hermitien est un cas

particulier d’espace de Hilbert, puisque tout espace vectoriel normé de dimension finie est
complet.

2.2. Orthogonalité

2.2.1. Définition. Soit (£, (, )) un espace préhilbertien complexe. On dit que deux
vecteurs x et y de F sont orthogonaux si leur produit scalaire hermitien est nul.

2.2.2. Théoreme de Pythagore. Soient x et y des vecteurs d’un espace préhilbertien

complexe E. Si x et y sont orthogonaux alors ||z + y||* = ||z||* + ||ly||*.

Preuve. ||z +y|* = ||=[|* + [lyl[* + 2Re ((z, y)) = l|=[* + [[y]*. n
2.2.3.Remarque. Dans le cas euclidien, la condition ||z + y||> = ||z||* + ||y||*, est
équivalente a (z, y) = 0. Dans le cas hermitien, ce n’est plus le cas on a seulement
Re ((z,y))=0.

Dans C muni du produit scalaire hermitien usuel, si on pose x = 1 et y = 4, on a

lz + yll* = 11+l =2 = [[2]]* + [|ly[|*, mais (2, y) =i #0.

2.2.4. Définitions. Soit (e;);c; une famille de vecteurs d’un espace préhilbertien complexe
E. On dit que cette famille est orthogonale si pour tous 7 et j distincts dans I, les vecteurs
e; et e; sont orthogonaux. Si de plus ||e;|| = 1 pour tout ¢ € I, on dit que la famille est
orthonormale.

2.2.5. Exemples.

a) Dans le cas de l'espace £ = C([0,27],C) muni du produit scalaire défini par :

1 2 .
(f,9)= 2—/ f(t)g(t)dt, la famille (z — e¥*%),cz est orthonormale.
7 Jo
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b) Dans l'espace hermitien C™ grace au produit hermiten usuel, la base canonique est
orthonormale.

c) Dans 'espace hermitien M, (C) grace au produit hermiten (M, N ) = Tr(M* N),
la base canonique (e;;); jelt iz, ©st orthonormale.
En effet : (e;;, err) = Tr(ejiene) = Tr(dineje) = 0in 00 = 66, jy i, 0) -

2.2.6. Proposition. Dans un espace préhilbertien complexe, toute famille orthogonale
de vecteurs non nuls est libre.

Preuve. Soit (e;)ie; une famille orthogonale de vecteurs non nuls. Si pour J € Py(I),
Z Aje; est une combinaison linéaire nulle, alors pour tout ¢ € J on a
j€J
0: <6i, Z )\j@j) :Z )\j(@i, 6j> :)\i<6i7 6i>- D’Ol\l )\ZZO [ |
jeJ jeJ
La réciproque de la proposition précédente est fausse, cependant a partir d’une famille
libre, nous pouvons construire une famille orthogonale ; c’est 'objet du théoreme suivant.

2.2.7. Théoréme. (Procédé d’orthogonalisation de Schmidt)

Soit (f;)ie; une famille libre dans un espace préhilbertien complexe E, avec I = [1,d|y
(resp. I = N*).

zk: (eiy forr)
i=1 < i, € >
Alors la famille (e;);c; est orthogonale et de plus pour tout entier k € [1,d]y (resp. k € N*),
on a Vect{ey, ...,ex} = Vect{f1, ..., fi}.

Posons e; = f1 et epp1 = frp1 — e;, pour tout k € [1,d— 1]y (resp. k € N*).

Preuve. Montrons que nous pouvons construire e, possédant les propriétés voulues par
récurrence. Pour k£ = 1 c’est évident. Supposons la construction faite jusqu’au rang k.
Puisque dim(Vect{ey, ..., ex}) = dim(Vect{f1, ..., fx}) = k, la famille (e;);=;.. est libre
et donc (e;, ;) # 0. Le vecteur ey est bien défini par la formule de I’énoncé. Pour
jElklyona:

62‘)

k .
<€j7€k+1> = <ej’fk+1_zm

i=1 <6i76i>

e
= (ej, frt1) Z Z’fk+1> (e, ¢€)

= (e, e)

(ejs frr1) — (€5, foyr)
= 0.

La famille (€;);=1..x41 est orthogonale.
Par définition e, ; appartient a Vect{ fyx11,€1, ..., ex} qui, par hypothese de récurrence,
est égal a Vect{ fiy1, f1, .-, fx} . Donc Vect{ey, ..., exs1} C Vect{fi1, ..., frr1} . Comme

" (eiy fri1)
Z:Zl (ei,ei)

on a également fj = €; + ery1, on déduit de méme l'inclusion inverse. m
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2.2.8. Corollaire. Dans tout espace hermitien, il existe des bases orthonormales.

Preuve. Soit (f;)i=1.., une base de E. Par le procédé d’orthogonalisation de Schmidt,
1

el

obtenir une base orthonormale. ]

nous obtenons (€;);=1..,, qui est une base orthogonale. Il suffit de poser €} = e;, pour

2.2.9. Remarques.

a) Dans le corollaire précédent la matrice de passage de la base (f;) a la base ortho-
normale (¢e}) est triangulaire supérieure.
n

b) Dans une base orthonormale (e;);=1...,, le produit scalaire des vecteurs z = Z x; e;

i=1
n n

et y = y;e; apour expression (z,y) = Ty et [[z]|* =D |z]*.

i=1 i=1

2.2.10. Définitions. Soit A une partie d’'un espace préhilbertien complexe. On appelle
orthogonal de A, noté A, I'ensemble des vecteurs de E orthogonaux & tout vecteur de
A At={reE;VacA (z,a)=0}

Si A et B sont deux parties de F, on dit que A et B sont orthogonales si tout vecteur de
A est orthogonal & tout vecteur de B, i.e. A C B*.

2.2.11.Lemme. Soit A est une partie d’un espace préhilbertien complexe E. Alors A+
est un sous-espace vectoriel de E ; de plus on a A+ = (Vect(A))L et Vect(A) C A+,

Preuve. Soit A C E. On vérifie aisément que A est un sous-espace vectoriel de F.
Comme A C Vect(A4), on a A+ D (Vect(A))t. Soit # € AL. Pour tout y € Vect(A), il

existe une famille finie de vecteurs (a;);=1..x de A et une famille finie ()\;);=1.., de scalaires
k

telsquey—ZAaz.Onaalors T,y) Z)\ x,a;)=0.

=1

Donc A+ C (Vect(A))*, et par suite A+ = (Vect(A))*.
De plus A C A+, donc Vect(A4) C A+, n

2.2.12. Théoreme. Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace
préhilbertien complexe E, alors F+ est un supplémentaire de F.

Preuve. D’apres le lemme précédent, F'* est un sous-espace vectoriel de E. Siz € FNE+
ona(z,z)=0,soit = 0. Les sous-espaces vectoriels I’ et F'* sont en somme directe.
Soit (f1, ..., f,) une base de F'. Grace au procédé d’orthonormalisation de Schmidt, nous
obtenons une base orthonormale (ey, ..., e,) de F.

P

Pour tout x € F, posons y = Z<6i’ x)e; et z =z —y. On a évidemment x = y + 2
i=1
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avec y € F. Vérifions que z appartient a F+. D’apres le lemme, il suffit de vérifier qu’il
est orthogonal & tous les e;. Pour k € [1, p]y, on a

(enr2) = (en, ) —{en, p1<ei,x>ez~>

= e a) =Y e a ). )

i=1
<€k‘7 I> - <€k‘7 SL’)
= 0. n
2.2.13. Corollaire. Soit E un espace hermitien.

(i) SiF est un sous-espace vectoriel de E alors
E =F @ F* et par suite dim(E) = dim(F) + dim(F*).

(i) Si A est une partie de E alors At = Vect(A).

Preuve. L’assertion (i) résulte du théoreme précédent. Pour I'assertion (i), appliquons
le résultat de (i) aux sous-espaces vectoriels AL et Vect(A) ; on a, en posant n = dim(E) :

dim(A+)+dim(A) = n = dim(Vect(A))+dim((Vect(A))) = dim(Vect(A))+dim(A*).
On en déduit que dim(A*++) = dim(Vect(A)) . Compte tenu de I'inclusion Vect(A) C A+

on a l'égalité. ]

2.2.14. Définitions . Soit F' un sous-espace vectoriel d'un espace hermitien £. On appelle
projection (vectorielle) orthogonale sur F', la projection sur F parallelement & F*.

On dit que des sous-espaces vectoriels de E sont en somme directe orthogonale s’ils sont
en somme directe et deux a deux orthogonaux.

2.3. Adjoint d’'un endomorphisme

2.3.1. Théoreme de représentation de Riesz. Soit E un espace hermitien.

(¢) Pour touty € E, I'application ¢, : x —— (y, x) est une forme linéaire sur E.
(4i) L’application y+—— ¢, est semi-linéaire et bijective de E dans E*.

Preuve. La sesquilinéarité du produit hermitien assure que ¢, appartient a £*, puis que

 est semi-linéaire. Si y appartient au noyau de ¢, on a en particulier 0 = ¢, (y) = (y, y) ;
d’ott y = 0. Donc ¢ est injective.
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Soit ¢ € E*. Considérons une base orthonormale (€;);—1..,, de F, posons y = Z Y(e
i=1

alors pour tout j € [1,n]y on a:

i¢ :iwwei,m — (ey).

Les formes linéaires ¢, et 1 coincidant sur une base de F, sont égales et par conséquent
 est surjective. n

2.3.2. Corollaire. Soit E un espace hermitien.
Si (€;)i=1.., est une base orthonormale de E, alors sa base duale est ({¢€;, ))i=1.... D’0l1

n

VieE z=) (e, z)e |z||* = Z\ e, )| et Vi€ E* w:zn:w(ei)(ei,~>.
i=1

i=1

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la proposition 1.3.4, du théoreme de Riesz
et de la remarque 2.2.9.

2.3.3. Corollaire. Soient E et F' des espaces hermitiens et u € L(E, F). Il existe une
unique application linéaire u* de F' dans E telle que :

Vee B YyeF (u(z),y)="(z,u"(y)).

Preuve. Soit y appartenant a F'. L’application x — (y, u(x) ) appartient a E*. D’apres
le théoreme de Riesz, il existe un unique vecteur, que nous noterons u*(y) tel que pour tout
x € Eonait (u*(y), z) = (y, u(x)), soit encore en utilisant la symétrie hermitienne
(u(z),y) = (z,u*(y)). Ceci prouve l'existence et 1'unicité de u*. Il reste & montrer que
u* est linéaire.

Soient y et z dans F', A et u dans C. Pour tout z € F on a

(v, u" (M +p2)) = (ulx), \y+pz)
= Mu(v), y)+p{u(x), 2)
= Mz, u (y)) +plz, u(2))

= (@, A (y) + pu’(2))
Dot u*(A\y + pz) = Au*(y) + pu*(2) . ]

2.3.4. Définitions. L’application linéaire v* définie dans le corollaire précédent est ap-
pelée adjoint de wu.

Soit u un endomorphisme d’un espace hermitien. On dit que u est autoadjoint ou hermi-
tien si u* = u.
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2.3.5. Exemple. Un projecteur orthogonal est autoadjoint.

Soient F' un sous-espace vectoriel de E hermitien et p le projecteur orthogonal sur F'.
Pour tout x € E, on a p(x) € F et (x — p(z)) € F+. Donc pour z et y dans E, on a:

p(z), p(y) + (v — p(y))

p(z), p(y))

() + (z = p(x)), p(y))

,p(Y)) - u

(p(x),y) =

(
=
= (r
= (z

2.3.6. Proposition. Soient F, F et G des espaces hermitiens.

(i) Pour tout uw € L(E,F) on a u*™ = u.

it) L’application u —— u* est semi-linéaire bijective de L(E, F') dans L(F, E).
iti) Pour tout uw € L(E,F) et tout v e L(F,G) on a (vou)" =u*ov*.

iv) Pour tout u € L(E,F) on a: Ker (u*) = (Im (u))* et Im (u*) = (Ker (u))*

v) Soient u € L(F) et B une base orthonormale de E. Relativement a la base B, la
matrice de u* est la transposée conjuguée de la matrice de u :

Matg (u*) = (Matp (u))*.

Preuve. (i) Pour tous x dans E et y dans F on a:
(y, W) (2)) = (u*(y), z) = (y, u(x)) .
Dot u* =u.
(77) Soient u et v dans L(E, F'), A et u dans C. On a pour tous x et y dans F :

(2, Autp)(y)) = (Autpo)(z),

Do : (Au+ pv)* = Au* + fv*.
(173) Pour tous x € E et z € G on a:
(vou(x), z) = (u(z), v*(2)) = (z,u" ov'(2)).
(1v) Pour tout y € F on a les équivalences :
yeKer(u") & VeeE (u(y),xz)=0

& VeeE (y,u(z))=0
< y € (Im(u))
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D’ott Ker (u*) = (Im (u))*.

En Pappliquant cette égalité & u*, on obtient Ker (u) = (Im (u*))*.

Dou (Ker (u*))t = (Im (u))*t = Im (u).

(v) Soient A = Matg (u) et A’ = Matg (u*). Pour tous i, j € [1,n]y, a;. est la i

i
composante de u*(e;) dans la base (¢;);—1...,, c’est a dire : ’
p 7 i)i=1---n>

;= e (u(e)) = (er, w(e)) = (uler), ) = (&5, ule)) = a7 .

2.4. Endomorphisme unitaire

2.4.1. Proposition . Soient E un espace hermitien et u € L(FE). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) w est isométrique: Yo € E  ||u(z)]| = ||z|| .
(it) wu préserve le produit scalaire hermitien : Vx,y € E (u(z), u(y)) =(x,y) .
(iii) v ou=1Idg.

(iv) w est bijective et u* = u~!.

(v) wu transforme toute base orthonormale de E en une base orthonormale.

(vi) Ilexiste une base orthonormale (e;);c; telle que (u(e;));es soit une base orthonormale.

Preuve. L’implication (i) = (ii) résulte de la formule de polarisation 2.1.3.
(17) = (i77) Pour tous x et y dans E on a (u*u(x), y) = (u(x), u(y)) =(z,y).

(13i) = (iv) D’apres (iii) I’endomorphisme u est injectif. Comme E est de dimension finie,

u est bijectif. Donc u™! existe et v = (u*ou)ou! =u*.

(1v) = (v) Soit (€;);=1..., une base orthonormale de E. Alors pour tous i et j dans [1, n]y,
ona:

0ij = (ei, e5) = (u"oule), ¢;) = (ule), ule;)) -

La famille (u(e;))i=1.., est orthonormale, donc libre ; elle est constituée de n vecteurs,
c’est donc une base.

(v) = (vi) Immédiat car il existe des bases orthonormales.
(vi) = (i) Soit = € E. Il se décompose en z = Y _ );¢;. On a alors u(z) = Z
i=1 i=1

comme (u(e;)) et (e;) sont des bases orthonormales, ||u(z)||* = Z INi|? =[]z n
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2.4.2. Définitions. Un endomorphisme u € L(E) pour lequel les conditions de la proposi-
tion précédente sont satisfaites est dit unitaire. L’ensemble des endomorphismes unitaires
de E est noté U(FE).

Une matrice A € M, (C) est dite unitaire si 'endomorphisme de C" représenté par A
dans la base canonique, est un endomorphisme unitaire de C™ muni du produit scalaire
usuel. L’ensemble des matrices unitaires de M,,(C) est noté U,,(C).

2.4.3. Corollaire . Soit A € M, (C). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) AeU,(C).

(ii) A*A=1,.

(4i1) A est inversible et A7t = A*.

(iv) Les vecteurs colonnes de A constituent une base orthonormale de C™ .

Preuve. Le corollaire se déduit immédiatement de la proposition précédente. [

2.4.4. Définitions. Soit £ un espace hermitien. On note SU(E) 'ensemble des endo-
morphismes unitaires de £ de déterminant 1.

Pour tout n € N*, on pose SU,,(C) =U,(C)n SL,(C) .

(On rappelle que SL,(C) ={Ae M,(C); detA=1}).

2.4.5. Proposition.

(i) Soit E un espace hermitien. Alors U(E) est un sous-groupe de GL(E) et SU(E)
est un sous-groupe distingué de U (E).

(it) Soit n € N*. Alors U, (C) est un sous-groupe de GL,(C) et SU,(C) est un sous-
groupe distingué de U,,(C).

Preuve. (i) Il est clair que U(E) C GL(FE) et que Idg € U(F). Si u et v appartiennent
aU(FE), alors uow est une isométrie et appartient donc a U (F). De plus, pour tout z € E,
on a [|lu=!(z)[| = [lu(u="(2))]| = [|z]|. Do u™" € U(E).

L’application de U (E) dans C*, qui & u associe det u, est un homomorphisme de groupes.
Son noyau SU (F) est un sous-groupe distingué de U (F).

L’assertion (i) est la traduction matricielle de I’assertion (i), dans le cas de C" muni du
produit hermitien usuel. [

2.4.6. Définitions. Soit F un espace hermitien. Le groupe U (F) est appelé groupe uni-
taire de F et le groupe SU (F) est appelé groupe spécial unitaire de E.

Les endomorphismes hermitiens ou unitaires sont des cas particuliers d’endomor-
phismes plus généraux que nous allons maintenant étudier.
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2.5. Endomorphisme normal

2.5.1. Définition. Soit E est un espace hermitien. Un endomorphisme u € L(E) est dit
normal s’il commute avec son adjoint : u* ou =wuou*.

2.5.2. Lemme . Soient FE un espace hermitien et u € L(F) normal. Alors
(i) Ker(u*) = Ker(u).
(4i) Pour tout A € Sp (u) on a E\(u) = Ex(u*).

(4ii) Les sous-espaces vectoriels propres de u sont deux a deux orthogonaux.

Preuve. (i) Soit x € E. On a les équivalences :

reKer(u) & (u(z),ulx))=
& (uou (;U),:U}zO
& (uou™(z), x) =
& (u'(@), u'() =0
& 1z € Ker(u") .

(ii) Comme (u — Mdg)* = u* — Mdg, on vérifie aisément que u — Aldp est normal.
D’apres (i) on a E)(u) = Ker (u — Aldg) = Ker (u* - XIdE) = Es(u).

(i77) Soient A et p deux valeurs propres distinctes de u. Pour tous z € Ey(u) et y € E,(u),
ona:

ple,y) =(x, uly)) = (u(2),y) = (A, y) =Mz,y) .
Comme A # g on adonc (z,y)=0. n

2.5.3. Théoréme . Soient E un espace hermitien et u € L(FE). Les conditions suivantes
sont équivalentes :
(i) wu est normal.

(4i) Il existe une base orthonormale qui diagonalise u.

(i1i) Il existe P € C[X] tel que u* = P(u).

Preuve. (i) = (it) Posons F = € E\(u). D’aprés le lemme précédent cette somme
AESP(u)

directe est orthogonale. Montrons que F* est stable par u. Soit y € F*. ~

Pour tout A € Sp (u) et tout x € Ey(u) ona: (u(y), z) = (y, u*(z)) =(y, A\z) =0.
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L
Par conséquent u(y) appartient a ( U E,\(u)) .
A€Sp(u)

Or( U E)\(u)> :(Vect< U E)\(u))) :( P E,\(u)> =
AeSp(u) AESP(u) AESp(u)

Par restriction u définit donc un endomorphisme v de F*. D’apres la définition de F,
I’endomorphisme v est sans vecteur propre. Comme C est algébriquement clos, ceci n’est

possible que si F- = {0}, c’est a dire E = €D Ej(u). Il suffit de considérer une base
AESP(w)

orthonormale de chaque F)(u) et de les concaténer pour obtenir une base orthonormale

de E qui diagonalise u.

(i1) = (i) Solent Ay, ..., A\, les valeurs propres distinctes de u et v; la multiplicité de
A;. D’apres (74) il existe une base orthonormale B telle que :

Matgs (u) = Diag (A, - A, Aa, o s ooy Ay oo Ay )
————
V1 fois Vo fois Vp fois
D’ou B L B B B
Matg(u*):Diag(Al, D VIRD VNS VIR W ...,Ap)
————
V1 fois Vo fois vp fois

Par interpolation de Lagrange (Théoreme 1.3.8), il existe P € C[X] tel que P();) = A;,
pour tout j € [1,p]y. On a alors :

Matg (P(u)) = Diag ( P(M), ..., P(\1), P(A), ..., P(2), ..., P(Ny), ..., P(Ny) )

V1 fois V2 fois Vvp fois

= Matg (u*) .

Donc u* = P(u).
(171) = (i) Comme P(u) commute avec u, 'endomorphisme u est normal. n

2.5.4. Corollaire . Soient E un espace hermitien et u € L(E).

(i) L’endomorphisme u est hermitien si et seulement s’il existe une base orthonormale
B de E telle que Matg (u) = Diag(\1, ..., \,) avec A; € R.

(it) L’endomorphisme u est unitaire si et seulement s’il existe une base orthonormale B
de E telle que Matg (u) = Diag(Ay, ..., \,) avec A\; e U, ot U={AeC; |A\|=1}.

Preuve. (i) Si u est hermitien, il est normal, donc diagonalisable dans une base ortho-
normale B. Soit Diag(Ai, ..., A,) = Matg (u). On a alors Matg (u*) = Diag(Ay, ..., An).

Comme Matp (u) = Matg (u*), on a A; = \; pour tout j € [I,n]y et \; € R.
La réciproque est immédiate.

L’assertion (i7) se démontre de maniére analogue. ]
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3 Espace Euclidien

Dans toute cette partie le corps de base sera R.

Pour la commodité du lecteur, dans les sections 1 a 3, nous rappelons, sans démonstration,
un certain nombre de résultats vus en premier cycle. Les analogues de ces résultats ont
été démontrés dans le cas complexe, dans la partie espace hermitien.

Nous nous intéressons ensuite a I’étude des endomorphismes symétriques et orthogonaux.

3.1. Produit scalaire

3.1.1. Définitions . Soit E un espace vectoriel réel. On appelle produit scalaire sur F,
noté généralement ( , ) toute forme bilinéaire symétrique définie positive sur £. On dit
que E est un espace préhilbertien réel s’il est muni d’un produit scalaire. On appelle
espace euclidien tout espace préhilbertien réel de dimension finie.

3.1.2. Exemples.

a) E =C(la,b],R), avec a < b, est un espace préhilbertien réel pour le produit scalaire
b
défini par: (f, g) = / F(t)g(t)dt .

n

b) R™ muni du produit scalaire usuel (x, y) = Z x;y; est un espace euclidien.
i=1

¢) M,(R) muni de (M, N) = Tr(*M N) est un espace euclidien.
b
d) R,[X] muni de (P, Q)= / P(t)Q(t)dt est un espace euclidien.

a

3.1.3. Proposition. Soit (E,( , )) un espace préhilbertien réel. Pour tous x et y dans
E on a les formules de polarisation :

(w,y) = s ((z+y,2+y)—(z,2)—(y,y) )

(z,y) =

B |

((z+y,2+y)—(z—y,z—y) )

3.1.4. Théoreme. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient = et y des vecteurs d’un
espace préhilbertien réel (E,( , )). Alors

(i) [z, y)|<(z, )5 {y,y)? ;

(ii) linégalité précédente est une égalité si et seulement si x et y sont liés.

NI
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3.1.5. Corollaire. (Inégalité de Minkowski) Soient = et y des vecteurs d’un espace
préhilbertien réel (E,( , )). Alors

=
N[—=

. 1

(i) (zty,e+y)2<(z,z)2+(y,y)?;

(4i) linégalité précédente est une égalité si et seulement si x et y sont positivement liés
(i.e. x =0 ou il existe A € RT tel que y = \z).

3.1.6. Corollaire. Soit (E( , )) un espace préhilbertien réel. L’application || || de E
T

dans R* définie par ||z| = (z, )% est une norme sur E.

3.1.7. Proposition. (Identité du parallélogramme) Soient z et y des vecteurs d’un
espace préhilbertien réel (E,( , )). Alors

lz + gl + Iz =yl =2 ( fll* + y)* ) -

3.1.8. Remarques.

a) L’identité précédente signifie
que dans un parallélogramme,
la somme des carrés des diag-
onales est égale a la somme
des carrés des cotés.

—
Xz

b) Les formules de polarisation permettent de calculer le produit scalaire a partir de

1
la norme ; on a par exemple : (z, y) = Z( |z + ylI* = ||z — yl]? ) .

c) L’identité du parallélogramme caractérise les normes issues d'un produit scalaire.
En effet, si (F,|| ||) est un espace vectoriel normé réel tel que l'identité du par-
allélogramme soit vérifiée, on démontre qu’on peut définir sur £ un produit scalaire
par la formule ci-dessus.

d) On appelle espace de Hilbert réel tout espace préhilbertien réel, complet pour la
norme issue du produit scalaire. Un espace euclidien est un cas particulier d’espace
de Hilbert, puisque tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.
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3.2. Orthogonalité

3.2.1. Définition. Soit (£,( , )) un espace préhilbertien réel. On dit que deux vecteurs
x et y de F sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul.

3.2.2. Théoreme de Pythagore. Soient x et y des vecteurs d’un espace préhilbertien
réel E. Alors x et y sont orthogonaux si et seulement si ||z + y||> = ||z||* + ||y||*.

3.2.3. Définitions. Soit (e;);c; une famille de vecteurs d’un espace préhilbertien réel E.
On dit que cette famille est orthogonale si pour tous ¢ et j distincts dans I, les vecteurs
e; et e; sont orthogonaux. Si de plus |le;|| = 1 pour tout i € I, on dit que la famille est
orthonormale.

3.2.4. Théoréme. (Procédé d’orthogonalisation de Schmidt)
Soit (f;)i=1..q une famille libre d’un espace préhilbertien réel E.
k
€,
Posons e; = f1 et ep11 = froi1 — Z %
i=1 i G4
Alors la famille (e;);—1..q est orthogonale et de plus pour tout entier k € [1,d|y, on a

Vect{ey, ... ,ex} = Vect{f1, ..., fx}.

e;, pour tout k € [1,d — 1]y.

3.2.5. Corollaire. Dans tout espace euclidien, il existe des bases orthonormales.

3.2.6. Définitions. Soit A une partie d'un espace préhilbertien réel. On appelle ortho-
gonal de A, noté A+, I'ensemble des vecteurs de E orthogonaux & tout vecteur de A.
At={z€E;Va€eA (z,a)=0}

Si A et B sont deux parties de F, on dit que A et B sont orthogonales si tout vecteur de
A est orthogonal a tout vecteur de B, i.e. A C B*.

3.2.7.Proposition. Soit E un espace euclidien.

(i) Si A est une partie de E alors At est un sous-espace vectoriel de E ; de plus on a

At = Vect(A).

(i) Si F est un sous-espace vectoriel de E alors F* est un supplémentaire de F'. On a :
E=F®F' et dim(F) = dim(F) + dim(F*).

3.2.8. Définitions. Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien E. On appelle
projection (vectorielle) orthogonale sur F, la projection sur F' parallelement & F*.

On dit que des sous-espaces vectoriels de F sont en somme directe orthogonale s’ils sont
en somme directe et deux a deux orthogonaux.
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3.3. Adjoint d’'un endomorphisme

3.3.1. Théoreme de représentation de Riesz. Soit F un espace euclidien.
(i) Pour touty € E, Iapplication ¢, :x+— (y, x) est une forme linéaire sur E.

(#i) L’application y+—— ¢, est un isomorphisme de E dans E*.

3.3.2. Corollaire . Soit F un espace euclidien.
Si (€;)i=1..n est une base orthonormale de E, alors sa base duale est ({€;, ))i=1.... D’ot1

n

VieE z=) (e,z)e; et Vi€ E* w:znjz/}(ei)<ei,~>.
i=1

i=1

3.3.3. Corollaire. Soient E et F des espaces euclidiens et uw € L(E, F). Il existe une
unique application linéaire u* de F' dans E telle que :

Vee B YyeF (u(z),y)= (z,u"(y)).

3.3.4. Définition . L’application linéaire u* définie dans le corollaire précédent est appelée
adjoint de u.

3.3.5. Proposition. Soient E, F' et G des espaces euclidiens.

(i) Pour tout uw € L(E,F) on a u*™ = u.

(it) L’application v —— u* est linéaire bijective de L(FE, F') dans L(F, E).
(iii) Pour tout uw € L(E,F) et tout v € L(F,G) on a (vou)* =u*ov*.

(iv) Pour tout u € L(E, F) on a: Ker (u*) = (Im (u))* et Im (u*) = (Ker (u))*

(v) Soient u € L(FE) et B une base orthonormale de E. Relativement a la base B, la
matrice de u* est la transposée de la matrice de u : Matg (u*) = “(Matg (u)) .
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3.4. Endomorphisme symétrique

3.4.1. Définitions. Soit © un endomorphisme d’un espace euclidien. On dit que u est
autoadjoint ou symétrique si u* = u.

On note S,(R) I'ensemble des matrices symétriques de M, (R).

S,(R)={Ae M,(R); 'A=A}.

3.4.2. Remarque . Soit v un endomorphisme d’un espace euclidien. Alors u est symétrique
si et seulement si dans une ( ou toute ) base orthonormale, sa matrice est symétrique.

3.4.3. Exemple. Un projecteur orthogonal est autoadjoint.

3.4.4. Proposition. Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E.
(i) Les sous-espaces propres de u sont deux a deux orthogonaux.

(i) Si F est un sous-espace vectoriel stable par u, alors F'* est stable par u.

Preuve. (i) Soient A et p deux valeurs propres distinctes de u. Pour tous x € E)(u) et
y € E,(u). On a

ple,y) = (z,uy)) = (u(r),y) = (ulx), y) =Xz, y) .

Comme A # pon adonc (z,y)=0.

(i) Supposons que u(F) C F. Soit y € F+. Pour tout z € F on a:

(u(y), z) = (y,u(x)) =0 car u(r) € Fet y € F-.

Donc u(F+) c F+. .

3.4.5. Théoreme. Soient E un espace euclidien et u € L(FE). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) L’endomorphisme u est symétrique.

(i1) Il existe une base orthonormale qui diagonalise u.

Preuve. (i) = (i7) Soient FE un espace euclidien et u € L(FE) un endomorphisme
symétrique. Posons F = @ E\(u). D’apres la proposition 3.4.4, cette somme directe
AESP(u)

est orthogonale et F'* est stable par .

Si F' = E, on obtient une base orthonormale de F diagonalisant u, en concaténant une
base orthonormale de chacun des F)(u) et le théoréme est démontré.

Sinon, désignons par v I’endomorphisme de F'* défini par restriction de u. Cet endomor-
phisme est symétrique et sans vecteur propre. Soit B une base orthonormale de F* et
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soit A la matrice de v relativement a B. Cette matrice réelle symétrique peut étre con-
sidérée comme une matrice a coefficients complexes et elle est alors hermitienne. D’apres
le corollaire 2.5.4, A est diagonalisable dans C et toutes ses valeurs propres sont réelles ;
par conséquent A admet au moins une valeur propre réelle, ce qui contredit le fait que v
est sans vecteur propre.

L’implication (ii) = (i) est immédiate. n

3.4.6. Corollaire . Toute matrice réelle symétrique est diagonalisable.

Preuve. Immédiat. ]

3.5. Endomorphisme orthogonal

3.5.1. Proposition. Soient E un espace euclidien et u € L(FE). Les conditions suivantes

sont équivalentes :
i) west isométrique : Vo € E  |ju(x)|| = ||z .
it) wu préserve le produit scalaire : Vz,y € E (u(x), u(y)) ={(x,y).
iv) w est bijective et u* = u~".

v) wu transforme toute base orthonormale de E en une base orthonormale.

(
(
(iii) wou=1Idg.
(
(
(

vi ) Il existe une base orthonormale (e;);cs telle que (u(e;))ier soit une base orthonormale.
Preuve. cf Proposition 2.4.1. n

3.5.2. Définitions. Un endomorphisme u € L(F) pour lequel les conditions de la propo-
sition précédente sont satisfaites est dit orthogonal. I’ensemble des endomorphismes or-
thogonaux de E est noté O(F).

Une matrice A € M ,(R) est dite orthogonale si ’'endomorphisme de R"™ représenté par A
dans la base canonique, est un endomorphisme orthogonal de R™ muni du produit scalaire
usuel. L’ensemble des matrices orthogonales de M, (R) est noté O, (R).

3.5.3. Corollaire. Soit A € M, (R). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Ae€O,R).

(i) "AA=1,.

(4i1) A est inversible et A7t ="tA.

(

iv) Les vecteurs colonnes de A constituent une base orthonormale de R™ .

Preuve. cf Corollaire 2.4.3. ]
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3.5.4. Remarques .

a) Une projection orthogonale distincte de Id g n’est pas un endomorphisme orthogo-
nal.

b) Le corollaire 3.4.6 de diagonalisation des matrices réelles symétriques, peut étre
précisé comme suit :
Pour toute matrice A € S, (R), il existe P € O, (R) telle que *PAP soit diagonale.

3.5.5. Proposition. Soient F' un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien E et pr la
projection orthogonale sur F'. Alors sp = 2pr — Ildg est un endomorphisme orthogonal
symétrique.

Preuve. On a s}, = 2pj. — Idg = 2pp — Idg = sp. Donc sp est un endomorphisme
symétrique.
Il est orthogonal car s o sp = (2pp — Idg)? = 4pp — 2pr — 2pp + Idp = ldg . [

Remarquons que si # =y+z avecy € F et z € FX on a sp(x) = y— 2z, d’'ott la définition
suivante :

3.5.6. Définitions. Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien E. On appelle
symétrie orthogonale ou symétrie vectorielle orthogonale par rapport a F' I'application sg
définie dans la proposition précédente.

Si F' est un hyperplan on dit que sg est une réflexion d’hyperplan F'.

pr(z) projection orthogonale
de x sur F'

de x par rapport a F F

|
|
|
|
I
|
sp(z) symétrique orthogonal O [PF |
|
|
I
|
sp(T)\!
|
3.5.7. Proposition. Soient E un espace euclidien et u € O(E) . Alors

(i) Sp(u) C {—1,1} et les sous-espaces vectoriels (propres) E;(u) = Ker (u — Idg) et
E_i(u) = Ker (u+ Id g) sont orthogonaux.

(it) detue {—1,1}.

(iii) Si F est un sous-espace vectoriel stable par u, alors F'* est stable par u.
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Preuve. (i) Soit = un vecteur propre de u relatif a la valeur propre A\. On a donc
u(z) = Ar. Comme u est isométrique, il vient |A|||z] = ||Az|| = |Ju(z)|] = ||z|. D’ou
A =1.

Soient maintenant x € F1(u)
Ona: (z,y)=(u(z),uly))=(r,—y)=—(z,y). Dou (z,y)=0.

(77) On a 1 = det(Idg) = det(u*u) = det(u*) x det(u) = (det u)?.

(73) Supposons que u(F') C F. Comme u est bijective, on a dim(u(F')) = dim(F) et par
suite u(F) = F. Soit y € F'*, pour tout = € F, il existe z € F tel que x = u(z) et on a:
(u(y), ) = (u(y), u(z)) = (y, z) = 0. Il en résulte que u(y) appartient & F*. n

ety € E_1(u).

3.5.8. Définitions. Soient E un espace euclidien et v € O(E). On dit que u est un endo-
morphisme orthogonal direct (resp. indirect) si detu = 1 (resp. detu = —1). On note
SO(FE) I'ensemble des endomorphismes orthogonaux directs de F.

Soit n € N*. On pose SO, (R) = O,(R) N SL,(R) .

(On rappelle que SL,(R) ={Ae M,(R); detA=1}).

3.5.9. Proposition .

(i) Soit E un espace euclidien. Alors O(FE) est un sous-groupe de GL(FE) et SO(FE)
est un sous-groupe distingué de O(F).

(it) Soit n € N*. Alors O,(R) est un sous-groupe de GL,(R) et SO,(R) est un sous-
groupe distingué de O, (R).

Preuve. cf Proposition2.4.5. N

3.5.10. Définitions. Soit E un espace euclidien. Le groupe O(E) est appelé groupe
orthogonal de E et le groupe SO(FE) est appelé groupe spécial orthogonal de E.

3.6. Forme réduite d’un endomorphisme orthogonal

Avant d’établir le résultat en dimension n, nous allons faire quelques remarques et rappels
généraux et nous intéresser tout particulierement a la dimension 2.

3.6.1.Remarque. Si E est un espace euclidien de dimension 1 alors SO(E) = {1dg }

3.6.2. Rappel. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. Des bases B et B’
de FE sont dites de méme sens si detg(B’) > 0. La relation ainsi définie est une relation
d’équivalence sur I’ensemble des bases de E et elle définit 2 classes d’équivalence. L’espace
FE sera dit orienté si I'on choisit 1'une des classes d’équivalence dont les éléments sont
appelés bases directes ; les bases de I'autre classe sont appelées bases indirectes.
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3.6.3. Définitions. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. On rappelle que
I’action est dite transitive si pour tous = et y dans X, il existe g € G tel que y =g -x.
On dit que 'action est libre si pour tous = et y dans X, il existe au plus un g € G tel que

y=g-x.

3.6.4. Proposition. Soit P un plan vectoriel euclidien. L’action naturelle de SO(P) sur
I’ensemble des vecteurs de P de norme 1, est libre et transitive.

Preuve. Orientons P. Soient e; et f; des vecteurs de P de norme 1. Il existe un unique
vecteur ey (resp. fo) tel que B = (e, ez) (resp. B’ = (f1, f2) ) soit une base orthonormale
directe de P.

Il existe u € SO(P) transformant B en B’ ; d’ou la transitivité.

Soit v € SO(P) tel que v(e;) = fi. Alors v doit transformer toute base orthonormale
directe de premier vecteur e; en une base orthonormale directe de premier vecteur f;.
Donc u(B) = B’ et v = u. L’action est donc libre. n

3.6.5. Théoreme . Soit P un plan vectoriel euclidien orienté.

(i) Soient u € SO(P) et B une base orthonormale directe. Il existe § € R tel que

Matg (u) = Ry avec Ry = (Z?sg —Cslsr;@)‘

(it) La matrice de u et par suite, la classe de § modulo 277, sont indépendantes de la
base orthonormale directe.

(iii) Le groupe SO(P) est abélien.

N e (G cC
Preuve. (i) Soit (b d

D’apres le corollaire 3.5.3 on a

) = Matg (u). C’est une matrice orthogonale de déterminant 1.

a+b = 1 (1)
A+dd =1 (2)
ac+bd = 0 (3)
ad—bc = 1 (4)

D’apres (1), il existe 6 € R tel que a = cosf et b = sin 6.

D’apres (2), il existe 6" € R tel que ¢ = cos ' et d = sinf'.

(3) et (4) s’écrivent alors :

0 =cosfcos® +sinfsin® = cos(¢' —0) et 1 = cosfsinf — sinfhcosd =sin(0 —0).
Dou ¢ —0 = g+2k7r et ¢ = cos( + 5 + 2km) = —sinf et d = sin(0 + 5 + 2km) = cos 0.
(7i1) Le caractere abélien du groupe se vérifie aisément a partir de 'expression matricielle
établie en (7).
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(77) Solent B = (e1,e3) et B’ = (€], €,) des bases orthonormales directes. Il existe v dans
SO(P) transformant B en B'. On a alors pour tous i et j dans {1,2} :

(ul(ef), €)= (ulv(e;)), vie)) = (v(ule;)), v(ei)) = (ule;), ) -

D’ou l'invariance de la matrice de u dans toute base orthonormale directe. ]

3.6.6. Définitions. Soit P un plan vectoriel euclidien orienté. Pour tout # € R, on appelle
rotation (vectorielle) d’angle 0, notée Rotgy, ’endomorphisme orthogonal dont la matrice
dans toute base orthonormale directe est Ry.

Siz et y sont des vecteurs de P de norme 1, d’apres la proposition 3.6.4, il existe une
unique rotation transformant z en y ; on appelle angle de z et y, noté (z,y), tout réel 6
(unique modulo 277 ) tel que Rotg(z) = y.

3.6.7. Corollaire. Soient P un plan vectoriel euclidien orienté et v € O(P)\SO(P).
Alors u est une symétrie orthogonale par rapport a une droite vectorielle D (réflexion
par rapport a D). Si e est un vecteur directeur de norme 1 de D et B = (i,7) une base
orthonormale directe de P, alors

__[cosp  sing . e
MatB(u)_<sing0 —cosgo) ou ¢ =2(iye) .

Preuve. Comme det u = —1, son polynome caractéristique, y,(X) = X% — Tr(u)X — 1,
admet 2 racines réelles de signes opposés. D’apres la proposition 3.5.7, ces racines ne peu-
vent étre que —1 et 1. Par conséquent u est diagonalisable et c’est la symétrie par rapport
a Fi(u) et parallelement a F_;(u). Comme les sous-espaces propres de u sont orthogonaux
(Proposition 3.5.7), il en résulte que u est la symétrie orthogonale par rapport a la droite
vectorielle D = Ej(u). En dimension 2, les hyperplans sont les droites et u est donc la
réflexion par rapport a D.

Soit f le vecteur de P tel que B’ = (e, f) soit
une base orthonormale directe de P. Posons
0 = (i,e). La matrice de passage de B a BB’
est Ry. D’ou

(o %) =Mati (u) = Ry"Matis (u) Fo .

Il en résulte :

Matg (1) <cos€ —sinﬁ) (1 0 )< cos siné’)
sinf  cosf 0 -1 —sinf cosf

_ [cos’f —sin?f  2sinfcosf

B ( 2sin 6 cos sin2«9—00529)

_ [cosp  sing

N <sing0 —coscp) '
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3.6.8. Théoréme . Soient E un espace euclidien et u € O(FE). Alors E est somme directe
orthogonale de Ei(u) = Ker (u —Idg), de E_1(u) = Ker (u+1dg) et de plans stables
sur lesquels u agit par rotation d’angle non multiple de . Autrement dit, il existe une
base orthonormale de E relativement a laquelle la matrice de u soit constituée de blocs
sur la diagonale : I, — I, Ry,, -+, Ry, avec 0; ¢ wZ pouri € [1,m]y, (k,{,m) € N> et
k+/{¢+2m=dim(F).

m

Preuve. On a déja vu (Proposition 3.5.7) que E;(u) et E_;(u) sont en somme directe
orthogonale. Soit Fy = (Fy(u) ® E_1(u))*. Si Fy = {0}, le théoréme est démontré.

Sinon, comme Fj(u) et E_;(u) sont stables par u, leur somme directe 'est également
et par suite Fy est stable par u (Proposition 3.5.7) ; de plus la restriction ug de u a Fj
est orthogonale et ne possede pas de vecteurs propres. Posons vy = g + uj. Cest un
opérateur symétrique de Fy. Il admet donc au moins une valeur propre A et un vecteur
propre associé w. Posons P; = Vect{w, up(w)}. Comme uq est sans vecteur propre ug(w)
et w ne sont pas liés et P; est un plan. Appliquons 1y aux deux membres de ’égalité
(up + u)(w) = Aw, il vient uZ(w) = —w + Aug(w) . Par conséquent Py est stable par
ug. La restriction de ug, donc de u, a Py appartient a O(P;) et est sans vecteur propre ;
d’apreés I'étude faite en 3.6.5 et 3.6.7, c’est donc une rotation d’angle 6, avec 6, ¢ nZ.
Soit F} 'orthogonal de P; dans Fy. Si F} = {0}, le théoreme est démontré, sinon on itere
le procédé qui s’arréte, car la dimension des espaces [ construits décroit strictement. m

3.6.9. Application : Classification en dimension 3.

SO(E) O(E)\SO(E)
k = dim(FE) 3 1 1 2 0 0
¢ =dim(FE_;) 0 0 2 1 1 3
rotation symétrie | symétrie | rotation-
Nature Idg vectorielle | vectorielle | vectorielle | symétrie —Idg
axiale axiale plane vectorielle
d’angle d’angle
0 ¢l 0 ¢ 7
Trace 3 2cosf+1 -1 1 2cosf—1 -3
Symétrique oui non oui oui non oui




Espace Euclidien 31

3.7. Groupe orthogonal

3.7.1. Lemme. Soient x et y des vecteurs distincts, de norme 1, dans un espace euclidien.
Alors 'orthogonal de R(z — y) est un hyperplan H et la réflexion d’hyperplan H échange
T ety.

Preuve. Posons z = v —y et H = (Rz)*. Comme
z est non nul, H est un hyperplan. Désignons par
s la réflexion d’hyperplan H. On peut écrire :

1
x = §(x+y)+§z avec x + y dans H car
(z+y,z)=(z+y, 2—y)=|z*—[ly[*=0.

Doncs(:p)zé(:p+y)—§z:y. n

3.7.2. Corollaire. Soit E un espace euclidien. Le groupe O(E) est engendré par les
réflexions.

Preuve. Toute réflexion étant involutive, nous devons prouver que tout endomorphisme
orthogonal u peut s’écrire comme produit de réflexions. Faisons la démonstration par
récurrence sur k = dim(E; (u)t).

Si k =0 alors u est égal a Id g qui par convention est le produit de 0 réflexions.

Soit & > 1. Supposons que tout v € O(E) tel que dim(E;(v)t) < k, se décompose en
produits de réflexions, et soit u € O(E) tel que dim(F;(u)*) = k. Considérons un vecteur
r € By (u)t de norme 1 et posons y = u(x). On a |y|| = 1 et y # x. De plus y € Ey(u)*
car E(u) étant stable par u, E)(u)® lest également. Soient H = (R(x — y))* et s la
réflexion d’hyperplan H. Comme z — y appartient a E;(u)t, on a R(z —y) C Ey(u)*
et donc Ei(u) C H. D’ou, sou(z) = s(z) = z, pour tout z € Ej(u). D’apres le lemme
précédent, on a aussi s o u(x) = s(y) = = et donc Fi(u) ® Rr C Ej(s owu). Ceci prouve
que dim(E;(sou)t) < k— 1 et nous pouvons appliquer 'hypothese de récurrence a s o u.
Donc u = s o (sou) est produit de réflexions. ]

3.7.3. Proposition. Soit ¥ un espace euclidien de dimension n > 1.
Le groupe O(E) est isomorphe a un produit semi-direct de SO(E) par Z/27Z .
Si n est impair, le groupe O(E) est isomorphe au produit direct de SO(FE) par Z/27. .

Preuve. On a déja vu que SO(E) est un sous-groupe distingué de O(E).

Soit s une réflexion. Posons H = {Id g, s}. Comme s est involutive (s* = Idg ), H est un
sous-groupe de O(F), isomorphe a Z/27Z . 1l est clair que H N K = {Idg}. Montrons que
KH=0(E).

Soit u € O(FE). Si u € SO(FE) alors u = uold g appartient a K H ; sinon u o s appartient
A SO(E), car detuos=detu dets=(—1)>=1,et u= (uos)os appartient & KH.

Il suffit d’appliquer le théoreme de caractérisation du produit semi-direct pour conclure
que le groupe O(FE) est isomorphe a un produit semi-direct de SO(FE) par Z /27 .
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Si n est impair, —Id g appartient a O(E)\SO(FE). Alors H = {Idg, —Idg} est un
sous-groupe distingué de O(FE) car il est inclus dans le centre de O(E). On vérifie comme
précédemment que H N K = {Idg} et KH = O(F) et on conclut grace au théoreme de
caractérisation du produit direct. n

3.7.4. Rappels de topologie dans les espaces vectoriels normés de dimension
finie.

(i) Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

(it) Toute application linéaire ou bilinéaire définie entre espaces vectoriels normés de
dimension finie est continue.

(i1i) Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors I'application || ||

définie par |u| = sup ||u(x)| est une norme sur L(F).
[l=f|=1

(iv) Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, les compacts sont les parties
fermées et bornées.

3.7.5. Théoréme . Soit E un espace euclidien. Le groupe O(E) est compact dans L(E).

Preuve. Un espace euclidien étant de dimension finie, il en est de méme de L(E).
Montrons que O(FE) est fermé, borné dans L(E).

Soit u € O(F). Comme u est une isométrie, on a |Ju| = 1. Donc O(E) est borné.
L’application qui a v € L(FE) associe (u*,u) € L(E) x L(F) est linéaire donc continue ;
I'application qui a (v,u) € L(F) x L(E) associe v*ou € L(E) est bilinéaire donc continue.
Par composition I'application f : u — u* ou de L(FE) dans lui-méme est continue. Il en
résulte que O(FE), image réciproque du fermé {Id g} par f est un fermé de L(FE). ]
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Chapitre II : Géométrie affine

1 Espace et application affines

I y a deux grandes méthodes pour présenter la géométrie. L'une définit d’abord la
géométrie affine. C’est celle, initiée par Euclide, ou les points et les droites sont des con-
cepts de base satisfaisant a un certain nombre d’axiomes, par exemple : par deux points
distincts il passe une droite et une seule. Les vecteurs apparaissent ensuite comme des
classes d’équivalence de bipoints équipollents.

L’autre méthode, celle que nous présentons, commence par la géométrie vectorielle et
utilise les outils de I'algebre linéaire pour définir la géométrie affine. En géométrie vecto-
rielle, une droite, un plan ont toujours un vecteur privilégié, le vecteur nul, ce qui n’est
pas le cas dans la notion intuitive de droite ou plan. Pour supprimer cet inconvénient,
nous devons pouvoir ”déplacer 'origine”, c’est a dire effectuer des translations. La notion
d’action de groupe va nous permettre de modéliser cette situation.

1.1. Espace affine associé a un espace vectoriel

1.1.1. Définitions . On appelle espace affine, un ensemble non vide £ sur lequel agit le
groupe additif (E,+4) d’un espace vectoriel de fagon libre et transitive. On dit que E est
Iespace directeur de €. Les éléments de £ sont appelés les points, ceux de FE les vecteurs.

L’action du vecteur =~ € E sur le point M € £ est notée M + z .

Si I'espace vectoriel E est de dimension finie, dim(E) est appelé la dimension de I'espace

affine & .

1.1.2. Remarques. Soit £ un espace affine d’espace directeur E.

a) Il faudra prendre garde de ne pas confondre le signe ” +” de la définition précédente
qui représente l'action de E sur &, avec 'addition dans E notée également ” + 7 ;
les deux symboles pouvant cohabiter dans la méme formule (cf b))

b) Explicitons l'action de Esur £: VM € £ Vz,y €F
M+0 =M et M+ (T +7)=M+T)+7 .

c) L’action de E sur &, définit un homomorphisme de groupes, noté t, de £ dans (Sg, o),
groupe des permutations de £ : Pour tout =~ € E, application tz : M — M + x~
appartient a Sg.

d) Traduisons que I'action est libre et transitive :
Pour tous M et N dans &, il existe un unique =z € E tel que M + =~ = N.
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1.1.3. Définitions. Soit £ un espace affine d’espace directeur F.

—
Soient M et N des points de €. L'unique vecteur z tel que M + =~ = N, est noté MN .
Pour tout =~ € E, I'application ¢z de €& dans £ définie dans la remarque précédente est
appelée translation de vecteur = . On note 7 (€) I'ensemble des translations de &£.

1.1.4. Remarque. Avec les notations précédentes, on a les équivalences :

M+72 =N & z =MN

1.1.5. Proposition. (Relation de Chasles.) Soit £ un espace affine. Pour tous points
A BetC de&,ona:

— — —
AB +BC =AC .

Preuve. On a: A+(ﬁ+ﬁ):(z4+ﬁ)+ﬁ:3+ﬁ:0.
D'ow AC =AB +BC . "

1.1.6. Exemple. Soit E un espace vectoriel. Posons £ = F et faisons agir F sur g par
I’addition de E. Alors £ est un espace affine sur E appelé espace affine canonique sur
E. Remarquons que pour tous = et y dans Egona:xy =y — .

1.1.7. Lemme . Soit £ un espace affine. Si O est un point fixé de &£, alors 'application

—
Yo de € dans E, qui & M associe OM , est bijective et sa bijection réciproque est 15" :

T — 04T .

Preuve. Soit 7~ € E. Posons N = O + 7. On a alors ¢o(N) = ON = 7.

Soit M € €. Ona O+ ¢o(M)=0+0M = M.
Les deux applications de ’énoncé sont bien réciproques I'une de I'autre. n

1.1.8. Corollaire. Soit £ un espace affine sur un K-espace vectoriel E, de dimension
finie. Soient O un point fixé de € et B = (¢; )i—1.., une base de E.

Pour tout point M € &, il existe une unique famille (z;) € K™ telle que OM = Z ;e .
i=1

Preuve. Immédiat. ]

1.1.9. Définitions . Reprenons les données du corollaire, le systeme R = (O,e1, ...,é, )
formé d’un point O de £ et d’une base de E est appelé repére cartésien de £ . Le point O
est l'origine du repére et les scalaires (xy, ..., x,) sont les coordonnées du point M de &
dans le repere R.
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1.2. Application affine

1.2.1. Proposition. Soient E et E' des K-espaces vectoriels, £ et £ des espaces affines
d’espace directeur E et E' respectivement, et [ une application de £ dans E'. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) IveL(E,E) Vo €E fotz=tyzof.

(ii) e L(E,E) Vo' eE VMe€& f(M+7)=f(M)+v(z).
(iii) e L(E,E) YMeE YNe& f(N)=f(M)+vMN).
(iv) e L(EE) YMe& YNe& [(M[f(N) =vMN).

(v) ELEE) J0€E YNe& f(N)=f(O)+vON).

(vi) 30 €E poyo fouy' appartient a L(E,E').

Si ces conditions sont vérifiées, I'application v est unique.

Preuve. (i) & (it) foty =tyzof sietseulement si VM € £ fotz(M) =ty o f(M)
soit encore f(M +z7) = f(M) +v(z").

(i4) = (i) On a f(N) = f(M +MN) = f(M) +v(MN).

L’équivalence (iii) < (iv) résulte de la remarque 1.1.4.

(77i) = (v) Immédiat.

(v) < (vi) On a les équivalences :

YN €& f(N)=f(0)+vON) & YNe& vON)=f(0)f(N)
& VYN eé& Uowo(N):’(/)f(O)Of(N)
<~ ’U:’(/)f(o)ofoi/)51.

(v) = (i) Soient =~ € E et M € £ Posons N = M + z . Alors ON =OM + 7.
Appliquons (v) avec N, puis M, il vient :

——

F(M+7T) = f(N) = f(O)+v(ON) = f(O)+v(OM +7°) = f(O) +v(OM) +v(T’) =
f(M) ++o(z7).
L’unicité de v résulte de 'assertion (vi). n

1.2.2. Définitions. Soient F et E’ des K-espaces vectoriels, £ et £ des espaces affines
d’espace directeur E et E’ respectivement. Une application f de £ dans &', pour laquelle
les conditions de la proposition précédente sont vérifiées est dite affine.

L'unique application linéaire v € L(E, E') telle que Yz~ € E foty = to@) © f, est
appelée application linéaire associée & f et est notée f#.

L’ensemble des applications affines de £ dans £ sera noté A(E,E’) et simplement A(E)
si€=¢&.
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1.2.3. Proposition. Soit £ un espace affine d’espace directeur E.
Toute translation est une application affine dont I'application linéaire associée est 1d g.
Réciproquement, toute application affine de £ dans &, dont I'application linéaire associée

est Id g, est une translation.
_

Autrement dit, f est une translation si et seulement si f(M)f(N) =MN , pour tous M
et N de &.

Preuve. Soit t; la translation de vecteur u € E. Pour tout M € £ et tout =~ € F on
a:tgM+72)=M+7)+u =M+ (T +u)=M+u)+7 =tz(M)+ 7 .
D’otl ¢z est une application affine et (t;)* = Idp.

Réciproquement, soit f une application affine dont ’application linéaire associée est Id g.
Soient A un point de & fixé et A’ = f(A). Montrons que f est la translation de vecteur

(T:m.PourtoutMGE,ona:
F(M)= f(A+AM) = A’ + fFAM) = A +AM = (A + M)+ AN =M+ .

1.2.4. Proposition. Soit £ un espace affine de dimension finie, rapporté a un repére

cartésien R = (O,e1, ...,e, ). Considérons une application f de £ dans &, qui a tout
point M de &€ de coordonnées (x4, ..., x,) dans R, associe le point M’ de € de coordonnées
(), ...,a0). Alors f est affine si et seulement s’il existe A € M, (K) et (b, ...,b,) € K"
tels que :
T 1 b1
o =AL

Preuve. Cette proposition est la traduction matricielle de I'assertion (v) de la proposi-
tion 1.2.1: (by, ...,b,) sont les coordonnées de f(O) dans R et A est la matrice de f#

dans la base (& ). n

1.2.5. Proposition. Soient £ et £ des espaces affines respectivement sur des K -espaces
vectoriels E et E'. Pour tout A € £, tout A" € £ et tout v € L(E,E'), il existe une
unique application affine f € A(E,&’) telle que f(A) = A’ et f# = v. Cette application
f est définie par :

VM e& f(M)=A +vAM).

Preuve. Unicité : Soit f € A(E,&’) telle que f(A) = A’ et f# = v. D’apres lassertion
(v) de la proposition 1.2.1 on a:

— — —
f(M)=f(A+AM) = f(A) + fF(AM ) = A" +v(AM ) .
Existence : Définissons f par la formule de I’énoncé. Toujours d’apres I'assertion (v) de la
proposition 1.2.1, f est affine et f# = v ; on a également f(A) = A’. n
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1.2.6. Définition. Soit £ un espace affine sur un K-espace vectoriel £'. Pour tout point
A € £ et tout scalaire non nul A € K, on appelle homothétie de centre A et de rap-
port A, notée h(A, A), 'unique application affine de £ dans & laissant fixe A et telle que
h(AN)* = \1dg.

M/

Si M’ = h(A, \)(M) alors AM’ = X\ AM . M

3
P la fi A=—.
(Pour la figure 5 ) 1

1.2.7. Lemme . Soient £ un espace affine de dimension finie et f € A(E). Alors f admet
un unique point fixe si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de f# .

Preuve. Supposons que 1 ¢ Sp ( f#) . Alors (f# —1Idg) est inversible. Soient O fixé dans
Eet Ac&. Ona:

A fixepour f < OA =0f(A)
& OA =0f(0) +£(0) f(4)
& OA =0f(0) + f#(04)
& (f* ~1dg)(0A) = Of(0)

OA = (f# —1dp) " (0f(0)) .

¢

—_
Donc f admet bien un unique point fixe A = O + (f# —Idg) 1 (Of(0)).

Réciproquement, supposons que f admette un unique point fixe A. Soit =~ € E tel que
fA(27)= 2 . Alors f(A+ 7°) = f(A) + f#(7') = A+ Z . Par unicité du point fixe,

onaA+?:A,d’oﬁ?:?. [

1.2.8. Corollaire. Soient £ un espace affine sur un K-espace vectoriel E' et A un scalaire
non nul et distinct de 1. Toute application affine f € A(E) dont Iapplication linéaire
associée est AId g est une homothétie de rapport \.

Autrement dit, f est une homothétie de rapport X si et seulement si f(M)f(N) = AMN,
pour tous M et N dans E.

Preuve. D’apres le lemme précédent, f possede un unique point fixe que nous notons A.
1.2.9. Lemme . Soient £ un espace affine d’espace directeur E, g € A(E) et @’ un vecteur
de E. Alors
g et t; commutent si et seulement si @  est invariant par g% .
Preuve. Pour tout M € £ on a:

gota(M) = g(M+ @) = g(M) + g*(@) et tzog(M)=g(M)+ @

On voit donc que g et t; commutent si et seulement si g% (a’) = a .
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1.3. Groupe des automorphismes affines

1.3.1. Proposition. Considérons des espaces vectoriels E, E', E” sur un méme corps
K, des espaces affines £, £, £ d’espace directeur respectivement E, E', E", et des
applications affines f € A(E,E'), g € A(E',E"). Alors 'application g o [ est affine, et
(go f)F =g" o f7.

Preuve. Pour tous M et N dans &, on a:

(g0 f)(M)(go f)(N) = g*(F(M)f(N)) = g*(f*(MN)).

Donc g o f est affine, et I'application linéaire associée est g7 o 7 . N

1.3.2. Définitions. Soient &£ et £ des espaces affines respectivement sur des K-espaces
vectoriels F et E'. On appelle isomorphisme affine de £ sur £ une application affine f
de £ sur &', telle qu’il existe une application affine g de £ dans & vérifiant go f = Id¢ et
fog=1Ide .

Un isomorphisme affine de £ sur £ est appelé un automorphisme affine de 1'espace £ .
Nous noterons Aut (€) l'ensemble des automorphismes affines de £ .

1.3.3. Proposition. Soient £ et £ des espaces affines respectivement sur des K-espaces
vectoriels E et E'. Pour tout f € A(E,E’), les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est un isomorphisme affine.
(it) f est bijective.
(iii) f* est bijective.

Preuve. Soit O fixé dans £. Posons O’ = f(O). On a la relation f# = ¢or0 fopy'  (¥)
avec 1o et Yo bijectives (Lemme 1.1.7).

L’équivalence (ii) < (iii) en découle immédiatement.

L’implication (i) = (i7) est évidente.

(ii) = (i). Puisque f est bijective, I'application f~! existe et d’apres (x) on a:
Yoo flowy = (f*)" € L(E', E). Ce qui prouve que f~! est affine. n

1.3.4. Exemple. Soit £ un espace affine de dimension finie, sur un K-espace vectoriel E.
On suppose £ rapporté a un repére cartésien R = (O,e1, ...,é, ). Alors Papplication ¥
qui a tout point M € & associe ses coordonnées (xy, ..., T,) dans Exn, ou Exn désigne
l'espace affine canonique sur K™, est un isomorphisme affine.

Preuve. En effet, désignons par v I'isomorphisme d’espaces vectoriels qui a tout vecteur

— . ’ — —

z~ € E associe ses coordonnées (1, ...,x,) dans la base (¢1, ...,e, ). On a alors pour
n

tout point M € & W(M) = (z1, ...,2,) = v(D>_xie;) = v((TW) . Donc ¥ est une
i=1

application affine dont ’application linéaire associée est v qui est bijective. n
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1.3.5. Proposition. Soit £ un espace affine d’espace directeur E. Alors
(i) Aut (&) est un sous-groupe de (Sg, o), groupe des permutations de £.

(i) Lapplication v : f — f# est un homomorphisme de groupes surjectif de Aut (&)
dans GL(FE) .

(iti) Le noyau de ’'homomorphisme v est T (E), ensemble des translations de £ .

Preuve. (i) Il est clair que 7(£) C Aut (£) C Sg. D’apres la proposition 1.3.1, Aut (€)
est stable par composition ; par définition il est stable par passage a l'inverse. C’est donc
un sous-groupe de Sg .

(77) D’apres la proposition 1.3.3, application v est bien & valeurs dans le groupe linéaire
GL(E) et c’est un homomorphisme de groupes d’apres la proposition 1.3.1. Le caractere
surjectif de v découle de la proposition 1.2.5.

L’assertion (iii) est conséquence de 1.2.3. n

1.3.6. Corollaire. Soit £ un espace affine d’espace directeur E. Alors T (£) est un sous-
groupe distingué de Aut (€) . Plus précisément, pour tout = € E et tout f € Aut (€) on
a: fotyo f1 =lr#z) -

Preuve. 7(€), noyau de 'homomorphisme v est un sous-groupe distingué de Aut (£).
Donc g = fotzo f~! est une translation. Soit A € £ fixé. Déterminons 'image par g du

point A" = f(A). Ona g(A') = fotz(A) = f(A+T") = f(A) + [H(T) =te@(A).

1.3.7. Théoréme. Le groupe Aut () des automorphismes affines d’un espace affine €

d’espace directeur E, est isomorphe au produit semi-direct Ex GL(FE) ou « désigne
(6%

Paction naturelle de GL(E) sur E définie par (u, T ) — u (7).

Preuve. Fixons une origine A de £ et considérons I'application
0a: Aut(§) — EXGL(E)
£ AfA), %)
Montrons que 6,4 est un homomorphisme de groupes :
Pour tous f et g dans Aut (£), ona: 04(fog) = (Afog(A),(fog)?).
Or (fog)® = f*og” et Afog(A) =Af(A) +f(A)fog(A) =Af(A) + fF(Ag(A)).
On a donc 04(f 0 g) = 04(f) *a 0a(g) -

Montrons que 04 est injective : Soit f € Ker (04). On a d'une part Af(A) = ?, c’est a
dire A est fixe par f, et d’autre part f# = Idg, c’est a dire f € T(€). D’ou f = Id¢.

Montrons que 4 est surjective : Soit (z~,v) € E x GL(E) . D’apres la proposition 1.2.5,
il existe une f € A(E) telle que f(A) = A+ 7 et f* =v. Comme f#* € GL(E), f

appartient & Aut (£) et on a 04(f) = (Af(A), f#) = (z,v). n
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1.3.8. Proposition. Soit £ un espace affine d’espace directeur F .

(i) HE)={feAut(E); INe K* f# = Ndg} est un sous-groupe distingué de
Aut (€).

(it) Le groupe T (€) des translations est un sous-groupe distingué de H(E) .

(iti) Pour tout A € &, les homothéties de centre A forment un sous-groupe H(E) de
H(E).

(iv) H(E) est la réunion de T (&) et des sous-groupes Ha(E) quand A décrit £ .

(v) H(E) est isomorphe au produit semi-direct Ex K* ol « désigne 'action naturelle

(A\Z)— Az de K*sur E.

Preuve. (i) Rappelons que le centre Z(GL(E)) de GL(E) est constitué par les
opérateurs de la forme AIdg, ou A est un scalaire non nul. Comme H(E) est I'image
réciproque par v de Z( GL(F) ), sous-groupe distingué de GL(F), il est donc distingué
dans Aut (€).

(i1) T(E) = Ker (v) est un sous-groupe, distingué dans Aut (£) et inclus dans H(E), il
est donc distingué dans H(E) .

(i13) Pour A € £ le stabilisateur H4(€) de A dans H(E) est Pensemble des f € Aut (&)
tels que l'on ait f(A) = A et f# = Aldg avec A € K*. On voit que c’est 'ensemble
Ha(E) des homothéties de centre A .

(1v) résulte des caractérisations des translations et homothéties établies précédemment
(1.2.3 et 1.2.8).

(v) Reprenons I'isomorphisme 64 de la démonstration du théoréme précédent.

On vérifie aisément que I'image de H(E) par 04 est E x Z( GL(E)). Par suite H(E)
est isomorphe au produit semi-direct de E par Z( GL(FE)) relativement a I’action na-
turelle. Comme K* est isomorphe & Z( GL(FE) ) par I'application A — Ald g, on obtient
le résultat annoncé. n

1.3.9. Définition. Soit £ un espace affine. On appelle groupe des homothéties et trans-
lations de &, le groupe H(E) défini dans la proposition précédente.

1.4. Sous-espace affine

Soient E un espace vectoriel et £ un espace affine d’espace directeur F . Considérons un
sous-espace vectoriel F' de E/. On peut restreindre a F' I'action de . On obtient ainsi une
action du sous-groupe F' sur €. Cette action de F est libre, car 'action de E est libre.
Les orbites des points de £, sous cette action de F' constituent une partition de £. Sur
chacune de ces orbites, F' agit transitivement, par définition d’une orbite, et librement.
Toute orbite pour I'action de F' est donc un espace affine sur ’espace vectoriel F .
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1.4.1. Définitions. Soient F' un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel ¥ et £& un
espace affine d’espace directeur E'. Les orbites pour 'action du sous-espace vectoriel F'
sur £ sont appelées les sous-espaces affines de £ de direction F' : Pour tout point A de &,
I'orbite de A sous I'action de F,

Fi={Mec&;3x € F M=A+7}

est I'unique sous-espace affine passant par A et de direction F'.

M

— _>H

e o
0 A

F Fa

Les sous-espaces affines de dimension 1 sont appelés les droites affines de £, ceux de
dimension 2 sont les plans affines . Si £ est de dimension finie n, les sous-espaces affines
de dimension n — 1 sont appelés les hyperplans affines de £ .

Soient F et G des sous-espaces affines de £. On dit que F est parallele a G de £ si la
direction F' de F est incluse dans la direction G de G. On dit que F et G sont paralléles
s’ils ont méme direction.

1.4.2. Remarques.

a) Un sous-espace affine est non vide, puisque c’est 'orbite d’un point. Un sous-espace
affine de dimension 0 est réduit a un point.

b) Comme les orbites constituent une partition de £, par tout point A de &, il passe
un unique sous-espace affine F, de direction F', qui est I'orbite de A sous 'action
de F'.
Fi={Mec&;3x € F M=A+7}.

c) L’injection naturelle M —— M de F4 dans £ est affine, ’application linéaire associée
est I'injection canonique =~ — z~ de F dans E .

d) Soit F un sous-ensemble de &, et soit A € F . Pour que F soit un sous-espace affine

de Eil faut etilsuffit que F = {z" € E; IM € F T~ =AM } soit un sous-espace
vectoriel de E'. Ce sous-espace vectoriel F' de E est alors la direction de F .

e) Par deux points distincts A et B de &, il passe une droite affine et une seule, la

—
droite (AB) : passant par A et de direction Vect {AB }.

Soit D une droite affine et A un point n’appartenant pas a D. Il passe par A une et
une seule, droite affine parallele a D.
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f) Soit £ un espace affine de dimension finie, sur un K-espace vectoriel E. On suppose
£ rapporté a un repere cartésien R = (O,é;, ... e, ). Soit F un sous-espace affine
de dimension d, passant par un point A et de direction F.

Si F est défini par une de ses bases (01, ...,0q ) et si 'on connait les coordonnées
de A dans R ainsi que les coordonnées des vecteurs v; dans la base (e;), on peut a
partir de la relation

O—M>:()7+A117+-~-+Ak1? avec \; € K|

obtenir une représentation paramétrique des points M de F.
Si F' est défini comme intersection de n — d hyperplans vectoriels Hy (Chap I Corol-
laire 1.3.6), on obtient un systeme d’équations cartésiennes de F en traduisant les

—
relations : OM € Hy pour k € [1,n —d|y.

1.4.3. Proposition. Soient F, E’ des K-espaces vectoriels, et £, &' des espaces affines
d’espace directeur FE et E' respectivement.

(i) Soient f € A(E,E') et F le sous-espace affine de £, passant par A et de direction F.
Alors f(F) est le sous-espace affine de £ passant par f(A) et de direction f#(F).

(ii) Des sous-espaces affines F et G de &, sont paralleles si et seulement s’il existe une
translation transformant F en G.

(4ii) Soient f et g dans A(E,E). Si {M € &; f(M) = g(M)} est non vide, ¢’est un
sous-espace affine de £ de direction Ker (f# — g#) .

Preuve. (i) Désignons par F’ le sous-espace affine passant par f(A) et de direction
fHEF).

- —
Pour tout M’ € f(F), il existe M € F tel que M’ = f(M). Alors f(A)M' = f#(AM)
appartient & f#(F). Donc M’ appartient & F”.

_

Réciproquement, soit N’ appartenant & F'. Alors le vecteur f(A)N’ est élément de
f#(F). Comme F = {v € E; 3M € F AM = v}, il existe un point N dans F

tel que f(A)N' = f#(AN) =f(A)f(N) . D'ou N’ = f(N) appartient & f(F).

(77) L’application linéaire associée a une translation étant Id g, le translaté de tout sous-
espace affine est un sous-espace affine de méme direction, d’apres (7).

Récipoquement, si F et G sont des sous-espaces affines de méme direction F', passant res-

—
pectivement par A et B, la translation 7 de vecteur AB transforme JF, en le sous-espace
affine passant par 7(A) = B et de direction F, c’est a dire G .

(7i1) Soit A € & tel que f(A) = g(A). Désignons par F le sous-espace affine, passant par
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A et de direction Ker ( f* - g#). Pour tout M € &, on a les équivalences :

f(M)=g(M) & f(A)f(M) =g(A)g(M)
& [HAM)=g*@AM)
& meKer(f#—g#)
s Me F. ]

1.4.4. Corollaire . Soient £ un espace affine d’espace directeur E et f € A(E). Si f admet
un point invariant A, alors I’ensemble des points invariants de f est le sous-espace affine
passant par A et de direction E;(f#) = Ker (f# — IdE) .

Preuve. Ce corollaire est un cas particulier de l'assertion (iii) de la proposition, avec
g=1Id¢. n

1.4.5. Proposition. Soit (F;);c; une famille de sous-espaces affines d’un espace affine £ .
Pour tout @ € I, notons F; la direction de F; .

Si ﬂ F; n’est pas vide, c¢’est un sous-espace affine de £ de direction ﬂ F;.
iel i€l

Preuve. Prenons pour origine de £ un point A de ﬂ F;.On a
el
Me(F & Vi MeF
el
. —_—
& Vi AM e F;
—
& AM e F .
iel
Comme F = ﬂ F; est un sous-espace vectoriel de E', cela montre que l'intersection des
iel
F; est le sous-espace affine passant par A et de direction ﬂ F;de &. N
iel

1.4.6. Corollaire. Soit X une partie non vide d’un espace affine £ d’espace directeur E.
Il existe un plus petit sous-espace affine F de € contenant X , a savoir 'intersection de
tous les sous-espaces affines de £ contenant X . Si A est un point de X , alors la direction

de F est le sous-espace vectoriel F = Vect{u € E; IM € X u :W} de E .

Preuve. D’apres la proposition précédente, 'intersection F des sous-espaces affines de &£
contenant X est un sous-espace affine de £, contenant X . Il est par construction inclus
dans tout autre sous-espace affine de £ contenant X , ce qui justifie la premiere assertion.

Notons F la direction de F et soit V = Vect{ v € E; IM € X u =AM }. Soit F' le
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sous-espace affine passant par A et de direction V. Comme F’ contient X , on a F C F’.
Réciproquement, soit M € F'. 1l existe un vecteur =z~ € V tel que M = A+ 7 . Par

définition du sous-espace vectoriel V', il existe My, ..., M dans X et Ay, ..., \, dans K
tels que T = MAM, + -+ M\, AM,, . Comme A et M;, pour j € [1,k]y, sont dans X et
donc dans F, les vecteurs AM; appartiennent a F'. D’ou T €eFetMeF. [

1.4.7. Définition . Soit X une partie non vide d’un espace affine £. Le plus petit sous-
espace affine de £ contenant X de &£, est appelé le sous-espace affine engendré par X .

1.4.8. Lemme. Soient F et G des sous-espaces affines d’un espace affine £, dont les
directions F' et (G sont supplémentaires. Alors F NG est réduit a un point.

—
Preuve. Soient A un point de F et B un point de G. Par hypothese le vecteur AB
se décompose sous la forme 7= + y avec = € F et 3 € G. Considérons le point

O = A+ 7 . Il appartient & F et aussi & G, car A—i—x_):A—i—(E—y_)):BqL(—y_)).

D’apres la proposition 1.4.5, F NG est un sous-espace affine de direction FNG = { 0 +;
I'intersection est donc réduite au point O. [

1.4.9. Corollaire. Soient espace affine £ d’espace directeur E, F un sous-espace affine
de &£ et G un supplémentaire dans E de la direction F' de F.

(i) Pour tout point M de &, le sous-espace affine Gy, passant par M et de direction G,
a une intersection avec F réduite a un seul point, noté w(M).

(it) L’application m ainsi définie est affine et son application linéaire associée est la
projection vectorielle sur F', parallelement a G.

E &

/ | / |
Preuve. L’assertion (i) résulte de la proposition précédente.

-

(17) Soient M et N des points de &. Le vecteur w(M)m(N) appartient a la direction F
de F. Il peut aussi se décomposer sous la forme :

7(M)r(N) =x(M)M +MN +Nr(N) .
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Désignons par p la projection vectorielle sur F', parallelement a G. Appliquons p aux

deux membres de ’égalité précedente, en remarquant que m(M)M et Nx(N) sont des

vecteurs de G = Ker (p) ; nous obtenons 7(M)n(N) =p (7(M)n(N) )= p(m) . n

1.4.10. Définition . Soient F et G des sous-espaces affines d’un espace affine £, dont les
directions F' et GG sont supplémentaires. On appelle projection affine sur F parallelement
a G (ou dans la direction de G), I'application 7 définie dans le corollaire précédent.

2 Barycentre en géométrie affine

2.1. Barycentre

2.1.1. Définitions. Soit £ un espace affine sur un K-espace vectoriel E. Tout couple
(A, \) € € x K est appelé point pondéré. Toute famille finie de points pondérés (A;, A;)ics
est appelée systeme de points pondérés.

2.1.2. Proposition. Soit £ un espace affine sur un K-espace vectoriel E. Pour tout

systeme de points pondérés (A;, \;)er tel que Z A # 0, il existe un unique point G € £
icl

tel que :

el

De plus pour tout point O € £ on a:

oq = !

—~
N\
~—

S\ OA;
Ai iel

1

™

~

1€

— —_
Preuve. Pour toute origine O € £, la relation de Chasles GA; =0OA; —OG montre que
(1) et (2) sont équivalentes.

Or la relation (2) détermine un unique point G . Ce point ne dépend pas de I'origine O
choisie, car O n’intervient pas dans la relation (1). ]

2.1.3. Définitions. Soit (A;, \;)ic; un systeme de points pondérés d’un espace affine &,

tel que Z Ai # 0. L’'unique point G de £ défini dans la proposition précédente est appelé
el

barycentre de ce systeme ; il est noté bary ( (Aiy No)ier ) )

Si tout les \; sont égaux, on dit que G est 'isobarycentre du systeme.
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2.1.4. Remarques.

a) Si on multiplie tous les coefficients A; par un méme scalaire non nul, le barycentre est
inchangé. Pour définir le barycentre du systeme (A;, A;);e; on peut donc supposer

que Z Ai=1.
iel
. . . - 13 N s . — —
b) Supposons £ de dimension finie, muni d’un repére cartésien (O, e, ... e, ). Les
coordonnées vy, ...,y, de G s’expriment a partir des coordonnées xy;, ..., T,; des

points A; , suivant la relation (2) :

Y1 = %(Alxll‘l“““l“)\kxlk)

2.1.5. Proposition. Associativité du barycentre. Soit (A;, \;)ic; un systéme de

points pondérés d’un espace affine &€, tel que Z Ai #0 Soit I = I, U...U I, une
iel

partition de I'’ensemble I telle que pour tout p € [1,s]y on ait p, = Z A # 0. Pour

i€ly

p € [1, s|y introduisons G, = bary ( (A, Ni)ier, ) . Alors

bary ( (Ai, Noier ): bary ( (Gp, Hp)1<p<s ) -

Preuve. Cette propriété d’associativité du barycentre résulte des relations suivantes :

S S

0 = YAGK = (S AGE) = (X MGG, = Y nGG, .

iel p=1 i€l, p=1 i€l,

2.1.6. Exemples.

a) Soient A et B deux points distincts d’un espace affine €. Choisissons une origine
O de £. L’ensemble de tous les barycentres de ces deux points est ’ensemble des
points G = bary ( (A, 1—=X), (B, ) ) de £, ou A € K. Ces points sont caractérisés
par la relation

OG = (1-NOA + OB = OA + B .

C’est la droite affine (AB), passant par A et dirigée par le vecteur AB .

Si le corps des scalaires est R, I'ensemble de ces barycentres pour A € [0,1], est
appelé segment d’extrémités A et B ; on le note [A, B]. L’isobarycentre I, obtenu
pour A = % , est appelé milieu du segment [A, B] . 1l est caractérisé par la propriété

IA+IB =0 .



Barycentre en géométrie affine 47

b) Soit G l'isobarycentre de trois points A, B, C' d'un espace affine réel. On l'appelle
centre de gravité du triangle ABC'. Soit I le milieu de [B, C]. Par associativité, on

a: G =bary ((4,1),(B,1),(C,1) )=bary ( (4,1),(,2))

— — — —
et donc: AG = 1AA +2A1 = 2AI .

Ainsi, G est situé sur la médiane [A, I| du triangle ABC', aux deux tiers a partir du
sommet A. De la méme maniere, il est situé sur les médianes du triangle issues de
B et C'. Nous venons de démontrer que :

Les médianes d’un triangle se coupent au centre de gravité G et le point G est situé
aux deux tiers de chacune d’elles en partant du sommet.

2.2. Application affine et barycentre

2.2.1. Proposition. Considérons des K-espaces vectoriels E et E’, des espaces affines
E et & d’espace directeur E et E' respectivement et une application f de £ dans E’.
L’application f est affine si et seulement si elle respecte les barycentres, i.e. pour tout
systeme de points pondérés (A;, \;)ier de &, tel que Z Ai#0ona:

iel

£ (bary (A M)ier ) )= bary (A Adier ) -

Preuve. Supposons que f est affine.
Considérons le barycentre G' du systeme de points pondérés (A;, A;)icr et notons G’ et A’ |
out € I, les images de ces points par f. On a

0 = A NGA) =3 NGAL

el iel
Cela prouve que G’ est barycentre de (A}, \;)ier -

Supposons que f respecte les barycentres.

Soient O € &€ fixé et O’ = f(O). Pour tout =~ € F, notons v(7 ) I'unique vecteur de £’
tel que f(O+ 7)) = O 4+v (7). Montrons que I'application v de E dans E’ ainsi définie
est linéaire.

Soient 7', ¥~ € E et A\, u € K. Considérons M = O+ z , N = O + 3 et posons
M' = f(M), N' = f(N). Le barycentre G de ( (O, 1=A—p), (M, N), (N, p) ) est tel que

~~ =37 ST — — N N .
OG = \XOM +uON = Xx'+puy . D’apres hypothese, son image G’ est le barycentre de
( (O 1=A—p), (M';N), (N, ) ) etonaO'G = NO'M' +uO'N' =X v(z)+uv(y’).

Puisque O'G’ :v(O_G)),onabien Mo (Z)+pv () =vAT +uy). n
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2.2.2. Corollaire. Soient K un corps de caractéristique différente de 2 (i.e. 14+ 1 #0
dans K ), E un K-espace vectoriel, £ un espace affine d’espace directeur E et f € A(E).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f estinvolutive : fo f =Idg.
(i) f admet au moins un point fixe et f# est involutive.

(iii) f admet au moins un point fixe et f# est une symétrie vectorielle.

Preuve. (i) = (i) Soient A € £ et [ I'isobarycentre de A et f(A). On a:

F(I) = f (bary ((A,1),(f(A),1) ))=bary ( (f(A),1),(fo f(A),1) )=1.

Donc I est fixe par f. De plus f# o f# = (fo f)# =1dp.

(17) < (i77) Un résultat classique d’algebre linéaire (par exemple en utilisant le théoreme
des noyaux) assure que les endomorphismes involutifs de £ sont les symétries vectorielles
et précise que si f# est involutive, c’est la symétrie vectorielle par rapport & E;(f#) et
parallelement & E_;(f#).

(1) = (i) Soit O un point fixe pour f. L’application affine f? laisse fixe O et admet pour
application linéaire associée (f2)# = (f#)? = Idg, c’est donc I'application identique de

E. n

2.2.3. Définition. Soient K un corps de caractéristique différente de 2, E un K-espace
vectoriel et £ un espace affine d’espace directeur E. Considérons des sous-espaces affines
F et G de &£, dont les directions F' et GG sont supplémentaires dans E. On appelle symétrie
affine par rapport a F et parallelement a G (ou dans la direction de GG'), 'automorphisme
affine o ayant F pour ensemble des points fixes et la symétrie vectorielle par rapport a F'
et parallelement a (G, pour application linéaire associée.

Si F est réduit au point A, alors o est 'homothétie de centre A et de rapport —1, appelée
symétrie centrale de centre A.

2.2.4. Remarque. Conservons les données de la définition précédente.
Si w est la projection affine sur F parallelement a G alors pour tout M € &, le point
w(M) est l'isobarycentre de M et o(M).
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2.3. Sous-espace affine et barycentre

2.3.1. Proposition. Soient £ un espace affine et F une partie non vide de £ .
Pour que F soit un sous-espace affine de £ , il faut et il suffit que tout barycentre de
points de F appartienne a F .

Preuve. Si F est un sous-espace affine de £, désignons par G un supplémentaire de sa
direction dans F, espace directeur de £ , et par 7 la projection sur F dans la direction de G.
Soient (A;, \;)ier un systeme de points pondérés de F et GG son barycentre dans €. D’apres

la proposition 2.2.1, on a: 7(G) = bary ( (m(Ai), N)ier ): bary ( (Aiy, No)ier ): G .
Donc G appartient a F .

Réciproquement supposons que F soit stable par barycentres. Soit A € F. Montrons que
I’ensemble F' des vecteurs AM , ou M décrit F est un sous-espace vectoriel de E. Soient
AM et AN dans F, X et u dans K. Alors G = bary ( (A, 1=X—p), (M, N, (N,u))

— — —
appartient a F. Donc AAM + uAN =AG est élément de F. n

2.3.2. Corollaire. Soit X une partie non vide d’un espace affine £ . Le sous-espace affine
F de & engendré par X est I'ensemble de tous les barycentres des systemes de points
pondérés de X .

Preuve. D’apres le corollaire précédent, tout barycentre d'un systeme de points pondérés
de X appartient a F.

Réciproquement, montrons que tout point M de F est barycentre d’éléments de X . Soit
A un point de X . D’apres le corollaire 1.4.6, il existe une famille finie (A;);—.., de points

. . . H k H /7 . 7’
de X et une famille finie (\;);=1..x de scalaires telles que AM = Z N AA; . Cette égalité
i=1

k
prouve que M = bary ( (A, 1= X)), (AL M), ooy (Ak An) ) n
i=1
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2.3.3. Proposition. Soit (A;);e; une famille finie de points d’un espace affine £ d’espace
directeur E, et soit F le sous-espace affine engendré par cette famille. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout point M € F, il existe une unique famille (\;);c; de scalaires telle que

S M\ =1et M =bary ( (Ai, Mi)ier )

i€l
(it) Pour tout i € I, la famille (AiAj) est libre dans E.
jel\{i}
(i13) Il existe i € I tel que la famille (AZ-AJ-) soit libre dans E.
je\{i}

—_—
Preuve. (i) = (i) Considérons une combinaison linéaire nulle des vecteurs A;A; :

S ONAA =0
Jel\{i}
é é
Posons \; =1 — Z Aj. Comme \A;A; = 0, I'égalité précédente peut alors s’écrire
jel\{i}

SSNAA =0

jEI
Cette relation prouve que A; = bary ( (Aj, A\j)jer ) avec Z Aj =1 ;or on a également

j€I

A; = bary ( (A1), (A7,0)en gy ) Par unicité des coefficients on a donc A\; = 0 pour
tout j € I\{i}.
L’implication (i) = (7i7) est évidente.
(13i) = (i) Soit M € F. D’apres le corollaire précédent M est barycentre d'un systeme
de points pondérés (A;, A;)jer . Montrons que la famille ();),e; est unique si 'on impose

—_— —_—
Z Aj = 1. En choisissant A; pour origine on obtient A;M = Z NjA;A; ce qui, par

jEI JEN{i}

hypothese, détermine les \; pour j # ¢ de maniere unique ; \; = 1 — Z Aj est lui aussi
J#i

uniquement déterminé. n

2.3.4. Définitions. Soit (A;);c; une famille finie de points d’un espace affine £ d’espace
directeur E.

On dit que cette famille est affinement libre si les conditions équivalentes de la proposition
précédentes sont satisfaites.

On dit que cette famille est un repére affine de &, si elle affinement libre et engendre &£.
Dans ce cas I'unique famille ()\;);c; de scalaires telle que M = bary ( (Aiy Ni)ier ) avec

Z A; = 1, est appelée coordonnées barycentriques du point M dans le repere affine.
el
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2.3.5. Remarque. La proposition précédente, prouve que (Ao, Ay, ..., A,) est un repere

affine de € si et seulement si (A, AgA1, ...,ApA, ) est un repere cartésien de £. On voit
donc que dans un espace affine de dimension n, tous les reperes affines sont constitués de
n 4+ 1 points.

2.3.6. Corollaire. Soient £ et £ des espaces affines respectivement sur des K-espaces
vectoriels E et E'. Soient (Ao, ..., A,) un repere affine de € et (By, ..., B,) une famille
de points de &' . Alors il existe une unique application affine f de £ dans &' telle que
f(A;) = B; pour i € [0,n]y.

Preuve. Le corollaire résulte de la remarque précédente et de la proposition 1.2.5. N
2.4. Partie convexe d’un espace affine réel

2.4.1. Lemme . Soit C une partie d’un espace affine réel £ . Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Tout barycentre d’un systéme de points pondérés de C a coefficients positifs ou nuls,
appartient a C .

(ii) Pour tous points A et B dans C, le segment [A, B] est inclus dans C .

Preuve. L’implication (i) = (ii) est immédiate, puisque tout point de [A, B] est barycen-
tre de ( (AN, (B, 1= M) ) avec A € [0,1].

(1) = (i) Soit (A;, A;)i=1..r, un systeme de points pondérés de C avec A\; > 0 pour
1 = 1---k, et soit G le barycentre de cette famille. Sans perte de généralité on peut sup-
primer les points pondérés ou \; = 0 et supposer que A\; > 0 pour tout 7. Par hypothese
Gy = bary ( (A1, M), (Ag, A\2) ), élément de [A;, As], appartient a C.

Puis, en utilisant ’associativité du barycentre, on obtient que

Gs = bary ( (A1, M), (A2, M), (A5, As) )= bary ( (G2, A1 + A2, (A3, A3) ) élément de
[Go, As] appartient a C.

Par itération on montre que G = bary ( (Aiy Ai)i=1.k ) appartient a C'. N

2.4.2. Définition. Une partie C' d'un espace affine réel £, pour laquelle les conditions
équivalentes précédentes sont satisfaites est dite convexe.

2.4.3. Proposition. Soient £ et £ des espaces affines réels.
(i) L’intersection d’une famille de parties convexes de £ est une partie convexe.

(it) Si f est une application affine de € dans £, I'image f(C) de toute partie convexe
C de € est convexe, et I'image réciproque f~1(C') de toute partie convexe C' de &'
est convexe.
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Preuve. L’assertion (i) est évidente.

(1) Remarquons que f respecte le barycentre et donc, pour tous points M et N de £, on
a f([M,N])=1[f(M), f(N)]. L’assertion (ii) s’en déduit immédiatement. n

2.4.4. Proposition. Soit C une partie convexe d’un espace affine réel £ , et soit P € C.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tous M et N de C, si P est le milieu de [M, N] alors M = P = N.

(ii) Pour tous M et N de C, si P = bary ( (M,A), (N,1—=X) ) avec A €]0, 1] alors
M=P=N.

(i) Le complémentaire C' de { P} dans C est convexe.

Preuve. (i) = (ii) Considérons des points M et N dans C et un scalaire A €]0, 1] tels
que P =bary ( (M, \),(N,1—X)).Onadonc MP = (1-\)MN ().

Quitte a échanger M et N, nous pouvons supposer que A > % ( c’est a dire que P est
entre M et le milieu du segment [M, N]).

— —
Soit Q@ = M +2MP = M +2(1 — A\)MN .

On a 0 < 2(1 — X) < 1, par conséquent ) appartient a [M, N|, donc a C. Or P est le
milieu du segment [M, Q], car

PO +PM = 2PM +MQ = 2PM +2MP =0 .

Si (i) est vérifiée alors M = P = (Q et d’apres (x) on a M = N.

(i1) = (i17) Soient M et N dans C' et @ € [M,N]. Comme C est convexe, le point @
lui appartient. Si Q@ = M ou Q = N il est clair que @ € C’, sinon il existe A €]0, 1] tel
que @ = bary ( (M, \),(N,1—=X) ) et on ne peut avoir P = @ si (ii) est vérifiée ; donc
QecC.

(i73) = (i) Soient M et N des points de C tels que P soit le milieu de [M, N]. D’apres la
condition (7i7), on ne peut avoir simultanément M et N dans C’. On a donc, par exemple,
M = P et par suite N = P. N

2.4.5. Définition . Soit C une partie convexe d'un espace affine réel £. Un point P de
C pour lequel les conditions équivalentes précédentes sont satisfaites est appelé un point
extrémal de C'.

2.4.6. Proposition . Soient £ un espace affine réel, C une partie convexe de £ et f dans
Aut (£). Si P est un point extrémal de C, alors f(P) est un point extrémal de f(C).

Preuve. Soient M’ et N’ des points de f(C) tels que f(P) soit le milieu de [M’, N’]. 11
existe M et N dans C tels que f(M) = M’ et f(N) = N'. L’'image par f du milieu I de
[M, N] est le milieu de [M’, N’]. Donc f(I) = f(P). Puisque f est un automorphisme, on
a P =1cet P est le milieu de [M, N]. Comme P est extrémal dans C, on a M = P =N
et par suite M’ = f(P) = N'. n
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2.4.7. Définitions. Pour tout n € N, on note &, l'espace affine réel de dimension n. (Son
unicicité, a isomorphisme pres, est assuré par I'exemple 1.3.4).

Dans le plan affine &, muni dun repere cartésien (O,7°,7 ), une droite affine D,
d’équation ax + by + ¢ = 0, détermine deux demi-plans fermés : ensemble des points
M de coordonnées (z,y) tels que ax + by + ¢ > 0, respectivement azx + by + ¢ < 0.

2.4.8. Proposition . Dans le plan affine & , soit C 'intersection d’un nombre fini de demi-
plans fermés. Si C est non vide, c’est une partie convexe, et ses points extrémaux sont
les sommets de C. De méme dans s, les points extrémaux d’un polyédre convexe fermé
sont les sommets du polyedre.

. \ s . —_— —> c 17
Preuve. Munissons le plan affine & , d'un repeére cartésien (O, 2", 77) . Considérons deux

droites concourantes D et D', d’équation respective :
ar +by+c=0 et dr+by+cd=0.

Les demi-plans I' = { M (z,y) ; ar+by+c >0} et IV = { M(z,y) ; d'z+Vy+c >0} sont
des parties convexes de & comme image réciproque du convexe R* par une application
affine. Donc le secteur angulaire C = I'NI" est une partie convexe. Montrons que le point
P d’intersection des droites D et D’ est un point extrémal de C. Soient M et N dans C
tels que P soit le milieu de [M, N|. Traduisons ce fait sur les coordonnées

1

1
$P=§($M+$N) et sza(yM+yN)'

De plus comme P appartient a D, on a :

a b 1 1
0=axp+by,+c= B ($M+!EN)+§(?JM+CUN)+C =5 (G$M+byM+C)+§ (axn+byn+c) .

Cette somme de deux termes positifs, ne peut étre nulle que si axy; + byyr + ¢ = 0 et
ary + byy + ¢ =0 ie. si M et N appartiennent a D. On démontre de méme que M et
N appartiennent a D’ et par suite M = P = N.

Si C est un polygone convexe, intersection d’un nombre fini de demi-plans fermés, chaque
sommet P est point extrémal du secteur angulaire formé par les cotés de C aboutissant
au point P. Il est donc a fortiori extrémal pour C. Par ailleurs, on voit facilement que
tout point de C qui est intérieur a C, ou sur un coté de C sans étre en un sommet, est
isobarycentre de deux points distincts de C, et donc n’est pas extrémal pour C'. En résumé
les sommets sont les seuls points extrémaux.

On montre de méme que dans &, les points extrémaux d’un polyedre convexe sont les
sommets de ce polyedre. n
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3 Géomeétrie affine euclidienne

3.1. Isométrie affine

3.1.1. Définitions. On appelle espace affine euclidien, un espace affine £ dont 1'espace
directeur E est un espace vectoriel euclidien.

On note d la distance sur £ définie par: d(M,N) = ||[MN ||, pour tous points M et N
de &.

Deux sous-espaces affines F et G de £ sont dits orthogonaux, si leurs directions sont des
sous-espaces vectoriels orthogonaux dans F.

On appelle repére orthonormal de £, un repere cartésien (O,er, ...,e, ) dans lequel
(e, ...,6, ) est une base orthonormale de F .

3.1.2. Proposition. Soient £ et £ des espaces affines euclidiens, ayant méme espace
directeur E et f une application affine de £ dans &' . Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) f estisométrique : VM, N € €& d(f(M), f(N))=d(M,N).
(i) f# est orthogonal : f#* € O(E).

(iii) f transforme tout repére orthonormal (O, ey, ...,é,) de &, en un repére ortho-
normal (f(O), f#(e1), ..., f*(en)) de &

(iv) Il existe un repére orthonormal (O, €, ..., e, ) de &, transformé par f en un repére

orthonormal (f(O), f*(e7), ..., f*(en)) de &

Preuve. Pourtous M et N dansEona:d(f(M), f(N))=|f(M)f(N)| = ||f#(m)||,

et tout vecteur de E est de la forme M N . Il en résulte I’équivalence (i) < (i7).

Les autres équivalences se déduisent de la proposition caractérisant les endomorphismes
orthogonaux (3.5.1). n

3.1.3. Définition . Soient £ et £ des espaces affines euclidiens, ayant méme espace di-
recteur F. Une application affine f de £ dans &', satisfaisant aux conditions de la propo-
sition précédente est appelée isométrie affine.

On note Z(€) I'ensemble des isométries affines de £ dans £.

Soit f une isométrie affine de £ dans £. On dit que f est directe ou que f est un
déplacement si f# appartient & SO(E). Dans le cas contraire on dit que f est indi-
recte ou que f est un antidéplacement.

On note Z7(€) ( respectivement Z~(€) ) 'ensemble des déplacements ( respectivement
antidéplacements ) de £.
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3.1.4. Exemples. Toute translation est un déplacement. Une homothétie h est une
isométrie affine si et seulement si h = Id¢ ou h est une symétrie centrale.

3.1.5. Corollaire. Soient £, £ des espaces affines euclidiens, de méme espace directeur

et R = (O,é1,...,6,) un repére orthonormal de £. Pour tout repére orthonormal
— —

R = (O, fi,....fa) de &', il existe une unique isométrie affine f transformant R en

R

Preuve. D’apres la propsition 1.2.5 il existe une unique application affine f transformant
R en R'. La proposition précédente assure alors que f est une isométrie. n

3.1.6. Corollaire. Un espace affine euclidien £ de dimension finie n, est isomorphe a
l’espace affine &, obtenu en faisant agir par translations le groupe additif de £ = R" sur
R™, I'espace vectoriel E étant muni du produit scalaire usuel.

Autrement dit, a isomorphisme isomométrique pres, il existe un seul espace affine euclidien
de dimension finie n donnée.

Preuve. Choisissons un repere orthonormal R de &£. D’apres le corollaire précédent,
il existe une unique isométrie affine transformant R en le repere orthonormal de R"
constitué, du vecteur nul pour origine, et de la base canonique de R™. n

3.1.7.Proposition. Soient F et G des sous-espaces affines d’un espace affine euclidien
&, dont les directions F' et G sont supplémentaires. La symétrie affine o par rapport a F
et parallelement a G est une isométrie affine si et seulement si F et G sont orthogonaux.
Preuve. Soit F l'espace directeur de &.

Si o est une isométrie, 0 est un endomorphisme orthogonal et ses sous-espaces propres
Ey(0#) = F et E_1(0%) = G sont orthogonaux.

Si F et G sont orthogonaux, leurs directions F et G sont orthogonales et o# est diago-
nalisable dans une base orthonormale avec Sp (0'#) C {-1,1}. Donc o# € O(E). ]

3.1.8. Définitions . Soient £ un espace affine euclidien, F un sous-espace affine de £ et
F' la direction de F. On appelle symétrie affine orthogonale par rapport a F, notée or,
la symétrie affine par rapport a F et de direction F*.

Si F est un hyperplan, on dit que o est la réflexion affine d’hyperplan F .

3.1.9. Proposition. Soient A et B deux points distincts d’un espace affine euclidien &
et H un hyperplan affine. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) oy échange A et B.

(ii) 'H est 'hyperplan affine passant par I, milieu du segment [A, B], et orthogonal a la
droite (AB).

(iii) H={MeE: dM,A) =dM,B)}.
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Preuve. (i) = (ii) Si oy(A) = B, le point I milieu de [A, oy(A)] appartient a H et la
droite (AB) est orthogonale a H.

(i1) = (i) Comme I € H et que le vecteur AT = %E est orthogonal a la direction de
H, le point [ est la projection orthogonale de A sur H. Comme de plus [ est le milieu de

[A, B] on a 03(A) = B.
(1) < (i4i) Pour tout M € £ on a:

—

d(M,B)?—d(M,A)? = |MB|]*~|MA|]? = (MB +MA ,MB —MA ) =2(MI ,AB ).

— —
Donc M est équidistant de A et B si et seulement si IM est orthogonal a AB i.e. si M

—
appartient au sous-espace affine passant par I et de direction {AB }L. ]

3.1.10. Définition . Soient A et B deux points distincts d'un espace affine euclidien £.
On appelle hyperplan médiateur de A et B 'unique hyperplan affine H satisfaisant aux
conditions équivalentes de la proposition précédente.

3.2. Groupe des isométries affines

3.2.1. Théoreme . Soit £ un espace affine euclidien de dimension n.

(i) L’ensemble Z(E) des isométries de I'espace affine euclidien £ est un sous-groupe de

Aut (£).

(ii) L’ensemble IT(E) des déplacements de I'espace affine £ est un sous-groupe distingué

deZ(€).
(i1i) Le groupe Z(E) est isomorphe au produit semi-direct R" xO,(R) ot « est I'action

naturelle (u,z’) > u(Z ) du groupe orthogonal O,(R) sur R" (produit de la
matrice u par le vecteur colonne T ).

(iv) Le groupe Z% (&) est isomorphe au produit semi-direct R" xS0, (R) ou a est

Paction naturelle (u, © ) — u( = ) du groupe spécial orthogonal SO,,(R) sur R™ .

Preuve. (i) L’application linéaire associée a toute isométrie affine f est un endomor-
phisme orthogonal, donc bijectif ; d’apres la proposition 1.3.3, f appartient & Aut (€).
L’ensemble Z(€) apparait alors comme image réciproque dans Aut (£) du sous-groupe
O,(R) de GL,(R) par ’homomorphisme de groupes f —— f#. C’est donc un sous-
groupe de Aut (£).

(i1) Z7 (&), image réciproque dans Z(€) du sous-groupe distingué SO,,(R) de O,,(R) par
I’homomorphisme de groupes f —— f# | est donc un sous-groupe distingué de Z(&).
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(77i) Soit E l'espace directeur de £ . Choisissons une origine O dans £ et une base ortho-
normale B dans E. Posons K/ =T (§) et H ={fe€Z(&); f(O)=0}.

Alors K’ est un sous-groupe, distingué dans Z(€) et isomorphe a (F,+), donc au groupe
(R™,+). (A la translation de vecteur @ on associe les coordonnées de @’ dans B).
Grace a l'application f —— f#  H’ est un sous-groupe isomorphe & O(FE), lui-méme
isomorphe a O,,(R). (A tout f € H' on associe Matp (f#) ).

Ona K'NH ={lde} et K'H' = Z(€) car tout f € Z(E) peut se décomposer sous la

-
forme f =tzo0g avec a =f(0)O et g H'
Ainsi Z(&) est isomorphe au produit semi-direct K’ éH "ol « est ’homomorphisme de
H' dans Aut (K'), tel que ay(tz) = gotzog ' =ty . Identifions K’ avec R™ et H'
avec O, (R) grace aux isomorphismes explicités précédemment. L’action « apparait alors
comme étant définie par u.7 = u(¥) .

L’assertion (iv) se démontre de la méme fagon que (7i7). n

3.2.2. Remarque. Soit O un point fixé dans £. La démonstration précédente prouve
que le groupe Z(€) est isomorphe au produit semi-direct de ses sous-groupes 7 (E) et
{feZ(); f(O)=O0}. Toute isométrie affine s’écrit donc de maniére unique comme
composée d'une translation et d’une isométrie laissant O fixe.

3.2.3. Corollaire. Soit £ un espace affine euclidien. Le groupe Z(E) est engendré par les
réflexions affines.

Preuve. D’apres la remarque précédente il suffit de montrer que toute translation et
toute isométrie affine ayant un point fixe peuvent se décomposer en produit de réflexions.

Soit f € Z(€) admettant un point fixe O. Son application linéaire associée f# est un endo-
morphisme orthogonal et peut donc se décomposer en un produit de réflexions (Chap. I
3.7.2): f# =s,0---08,. Pour j € [1,k]y notons o; la réflexion affine laissant O fixe et
telle que aj# = s;. La composée 0y o - -- 00, a méme application linéaire associée que f et

laisse fixe O. Donc f=0j0---00; (1.2.5).

Si f est une translation distincte de Idg, considérons A € € et B = f(A). Soit 'H
I’hyperplan médiateur des points A et B. Désignons par H’ I’hyperplan parallele a H
passant par A. Montrons que f = oy o o3¢ . Les réflexions affines o3y et o ont méme

application linéaire associée a savoir la réflexion (vectorielle) par rapport a la direction de
H. DOHC (0'7-( o JH’)# = IdE . De phlS 0w O UH/(A) = UH(A) = B . [ ]

3.2.4. Théoréme . Soit £ un espace affine euclidien. Pour toute isométrie affine f € Z(E)
il existe un couple unique (7,g) formé d’une translation 7 € T (£) et d’une isométrie
g € I(€) admettant un point fixe tel que :

f=1og=gor.



58 GEOMETRIE AFFINE

Preuve. Soit E l'espace directeur de €. Posons v = f#. Comme v € O(FE) on a pour
tout =~ € E les équivalences :

7 € Ker (v —1Idg)

—Idg)" (Chap.I3.3.5).

Par conséquent F est la somme directe orthogonale de Ker (v — Idg) et Im (v — Id g).

(s
8
m
[S—
=
— =
4

—_—
Existence : Fixons une origine O € £ et décomposons le vecteur f(O)O =z~ + 7y avec
7 €Ker(v—1Idg)et ¥ €Im(v—1Idg). lexiste alors 2° € Etelque ¥ =v(z )~z .
Posons 7 =t_zet g =tzof.Ona f = 7og. De plus g% = f# = v et comme 7 appartient
aKer (v — Id ), les isométries 7 et g commutent (lemme 1.2.9). Montrons que A = O+7z~
est fixe par g.

g A) =tz0 fO+ZT)=fO)+v(ZT)+T =fO)+ T +Z 4+ =0+7 =A.

Unicité: Si f = 709 = gor1 avec T = tz, alors g#* = f# = v et T appartient a
Ker (v —Idg). Soit f = 7' 0 ¢ = ¢’ o7’ une autre décomposition avec 7" = tz. Désignons
par A et A’ des points fixes de g et g/ respectivement. On a :

—

FA) =A+z ot fA)=A 47, don v(AA) =FAf(A) =AA + 2 — .

— —

Cela montre que le vecteur 2/ — x appartient a Im (v — Idg). Or ce vecteur appartient
aussi a Ker (v — Id g) ; il est donc nul, puisque les sous-espaces vectoriels sont orthogonaux.
Donc 7 = 7 et par suite g = ¢'. n

3.2.5. Définitions . La décomposition f = 70 g = g o 7 de l'isométrie affine f, établie
dans le théoreme précédent, est appelée décomposition canonique de f.

Soit F un sous-espace affine d’un espace affine euclidien &, distinct de £. Une isométrie
affine f de décomposition canonique f = 70g avec 7 translation de vecteur @ non nul, et
g = or, symétrie orthogonale par rapport a F, est appelée symétrie glissée relativement
A F et de vecteur a .

3.2.6. Proposition. Soit f la symétrie glissée relativement a F et de vecteur a . Pour
tout point M € &, le milieu I de [M, f(M)] appartient a F .

Preuve. Soient H 'image de M par la pro- M e
jection orthogonale sur F et N I'image de M
par la symétrie orthogonale par rapport a F.

Posons h = h(M,1). Ona f(M) =N+ a H| o/

eth(N):H.DouI:h(f(M)):HJr%? il |

appartient a JF . N — o (M)
a
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3.3. Classification des isométries du plan et de 1’espace

3.3.1. Remarque. Soient £ un espace affine euclidien de dimension n, et f € Z(E).
Traduisons les résultats démontrés précédemment dans un repere orthonormal bien choisi.
Prenons pour origine un point fixe O de l'isométrie g intervenant dans la décomposition
canonique f = 7o g de f. Choisissons une base orthonormale B de F telle que la matrice
A = Matg (f#) soit diagonale par blocs (Chap I 3.6.8 ) avec dans cet ordre, k blocs de 1,

¢ blocs de —1 et m matrices de rotation Ry (k = dim(E,(f%)), ¢ = dim(E_,(f*)) avec
(k,6,m) € N3 et k+ { +2m = n).
L’expression analytique de f dans le repere orthonormal (O, B) est donc :

Xy T b1
=A : + | :
X, T bn

—
Comme le vecteur b de la translation 7 appartient & E1(f#) on a b; = 0 pour j > k.
L’isométrie f est un déplacement si et seulement si ¢ est pair.

Si k = 0 l'isométrie f admet un unique point fixe. (lemme 1.2.7)

3.3.2. Proposition. Soit D une droite affine euclidienne.
(i) Les déplacements de D sont les translations.

(ii) Les antidéplacements de D sont symétries centrales.

Preuve. La remarque précédente permet de conclure immédiatement. n

3.3.3. Définitions. Soit £ un espace affine d’espace directeur E, espace vectoriel réel.
On dit que &£ est orienté si 'on a choisi une orientation sur F.

On appelle axe toute droite affine réelle orienté.

Soient D une droite affine et P un plan affine dans £ espace affine réel de dimension 3,
dont les directions sont supplémentaires. Si D est orientée par la donnée d'un vecteur
directeur 7, on supposera toujours que P est muni de I’orientation compatible avec celle

. é ﬁ . . . ﬁ ﬁ é .
de D:ie. une base ( 3 , k) de P est directe si et seulement si (2 , 7 , k) (ou ce qui

. ~ —_ = — )
revient au méme ( j , k , ¢ )) est une base directe de £.

3.3.4. Définition. Soient O un point d’un plan affine euclidien orienté et § € R. On
appelle rotation (affine) plane de centre O et d’angle 6, I'isométrie affine laissant fixe O
et d’application linéaire associée la rotation vectorielle d’angle 6.
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3.3.5. Théoreme . Soit P un plan affine euclidien orienté.
(i) Les déplacements de P sont les translations et les rotations planes.

(ii) Les antidéplacements de P sont les réflexions affines (symétries orthogonales par
rapport a une droite) et les symétries glissées relativement a une droite affine.

Preuve. Reprenons les notations de la remarque 3.3.1.

(1) Sif=2alors A= —1I, et b =0 . f est la symétrie centrale (ou rotation d’angle )
de centre O.

H
Sil=0,so0it k=2etm=0,douA=1I et alors f est la translation de vecteur b , soit

E=0etm=1,dou A= Ryet b =0 et alors f est la rotation de centre O et d’angle
0 ¢ .

N : . 1 0 by
(77) Nécessairement £ =1 d’ou k =1 et m = 0. Donc A = (0 1 > et b= ( 0 )
Si by = 0 alors f est une réflexion affine.

Si by # 0 alors f est une symétrie glissée relativement a une droite affine. ]

3.3.6. Lemme . Soient £ un espace affine euclidien orienté de dimension 3 et f # Idg un
déplacement de £ admettant au moins un point fixe.

(i) L’ensemble des point fixes de f est une droite affine D.

(ii) Sinous orientons D, il existe 8 € R\2nZ tel que la restriction de f a tout plan affine
‘P orthogonal a D, muni de l'orientation compatible, soit une rotation plane d’angle
0, de centre le point d’intersection de D et P.

Preuve. (i) La dimension du sous-espace affine des points fixes de f est k = dim(E;(f#)).
Puisque f € Z7(&), £ = dim(E_,(f#)) est pair et on doit avoir k + £ + 2m = 3, d’on k
est impair. Or par hypothese k = 3 est exclu, donc k£ = 1.

(#2) On oriente D par le choix d'un vecteur directeur.

La direction D de D étant stable par f#, son orthogonal P = D+ qui est la direction de
tout plan affine orthogonal & D est également stable par f#. Par restriction f# définit sur
P un endomorphisme orthogonal. Cet endomorphisme appartient a SO(P), c¢’est donc
une rotation vectorielle r distincte de Id p.

Soient O € D et P le plan orthogonal a D passant par O. L’image de P par f est le
sous-espace affine passant par f(O) et de direction f#(P); c’est donc P. Par restriction
f définit sur P une isométrie g laissant fixe O et ayant pour application linéaire associée
r (indépendante de O). Si P est muni de l'orientation compatible avec celle de D, alors il
existe 6 € R\27Z telle que g soit la rotation plane de centre O et d’angle 6. N
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3.3.7. Définitions . Soit £ un espace affine euclidien orienté de dimension 3.

Soient D un axe de £ et  un réel. On appelle rotation axiale, d’axe D et d’angle 6, le
déplacement laissant fixe D et dont la restriction a tout plan affine P orthogonal a D est
une rotation plane d’angle 6.

Sid =0 (mod2r) la rotation d’axe D et d’angle € est Id¢.

Si® =7 (mod2m) la rotation d’axe D et d’angle 0 est la symétrie orthogonale par
rapport a D ; on 'appelle demi-tour d’axe D.

Soient D un axe de &£, 6 un réel et a  un vecteur de la direction de D. On appelle vissage
d’axe D, d’angle 6 et de vecteur @, la composée (commutative) de la rotation d’axe D,
d’angle 6 et de la translation de vecteur @ .

Soient D un axe de £, 6 un réel, O un point de D et P le plan orthogonal a D passant
par O. On appelle symétrie-rotation de centre O, d’axe D et d’angle 6, la composée
(commutative) de la réflexion par rapport a P et de la rotation d’axe D et d’angle 6.

3.3.8. Théoreme . Soit £ un espace affine euclidien, orienté de dimension 3.

Les isométries de € sont classifiées dans le tableau suivant :

Déplacement Antidéplacement

dim(Ey) 3 1 1 2 0 0
dim(E_4) 0 0 2 1 1 3
Existence Ide rotation demi-tour | réflexion | rotation- | symétrie
de points axiale (symétrie | (symétrie | symétrie | centrale
fixes d’angle axiale) plane) d’angle

0 ¢ nZ 0 ¢
Aucun translation| vissage symétrie | symétrie
point fixe || de vecteur | d’angle axiale plane

non nul 0 & 7 et | glissée glissée
de vecteur
non nul

Preuve. Soit f € Z(&) et soit f = 7o g sa décomposition canonique. Classifions d’abord
les déplacements.

Soit f € Z(€). Si dim(FE;) = k = 3 alors g = Id¢ et f est une translation, sinon d’apres
le lemme 3.3.6, g est une rotation d’axe D et d’angle 0 ¢ 27Z ; de plus la translation doit
étre dans la direction de D, donc f est un vissage.

Si f € Z(€) alors ¢ est impaire. Si £ = 3 on a k = 0 et f admet un unique point fixe,
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¢’est une symétrie centrale.

Sinon f =1letonak=2ouk=0.

Si k = 2 alors f# est diagonalisable, g est une réflexion et f une réflexion ou une symétrie
plane glissée selon 'existence ou non de point fixe.

Si k = 0 alors f admet un unique point fixe O. Soit D la doite passant par O et de direction
E_;. Le plan P, orthogonal & la direction de D, est stable par f# et sans vecteur propre ;
par conséquent la restriction de f# & P est une rotation vectorielle d’angle 6 ¢ 7Z. Il en
résulte que f est une rotation-symétrie. ]

3.3.9. Corollaire. Les déplacements d’un espace affine euclidien de dimension 3 sont les
vissages

Preuve. Immédiat. ]
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