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Chapitre I : Rappels et Compléments ensemblistes

1 Théorie axiomatique des ensembles

La théorie intuitive des ensembles conduit a des paradoxes. En effet si nous supposons
Iexistence de &, ensemble de tous les ensembles, nous pouvons considérer I’ensemble
F={F e€&; E ¢ E} et nous poser la question : a-t-on F' € F'? On remarque alors que
FeFsF¢F.

D’ou la nécessité de définitions plus rigoureuses, c¢’est a dire d’une axiomatique précisant
les regles de construction des ensembles et donc les propriétés de 'appartenance, notée
€. L’axiomatique qui va étre présentée est celle de Zermelo-Fraenkel élaborée a partir
de 1908.

Axiome d’extensionnalité :

VeVy [Vz(zex e zey) = (x=vy)] .

Deux ensembles sont égaux si et seulement s’ils ont les mémes éléments.

Axiome de ’ensemble vide :

JzVy —(y € x) !

D’apres axiome précédent cet ensemble est unique et est noté (.

Définition. Un énoncé ensembliste est un énoncé construit a partir des quantificateurs
V, d, des connecteurs logiques, de = et € et ne portant que sur des ensembles.

Exemple : I'inclusion P(z,y) défini par Vz (z € y = z € ) est un énoncé ensembliste ;
on le note y C x.

Axiome de compréhension : Soit P un énoncé ensembliste.

Vo Iy Ve {(zEy) & ((ze:c)/\P(z)” :

D’apres I'axiome d’extensionnalité I'ensemble y est unique. On le note {z € x; P(z)}.

Conséquence : Soient z et y des ensembles. On peut alors définir I'intersection de x et
yparxNy={z € x; z€y}. Sionay C xon peut également définir le complémentaire
de y dans = par C,L,y={z € x; z ¢ y}. On le note aussi =\ y.

'Le symbole — est I’écriture mathématique du "non” et A celle du ”et”
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Axiome des parties :

VedyVz [(z€y) & (2 Cax)].

L’ensemble y est unique et est noté P(x).

Conséquence : Pour tout ensemble z il existe un ensemble n’ayant pour élément que
x, on le note {z}, c’est un singleton.

En effet {z} = {2 € P(2); z =z}

Axiome de la paire :

YV Vy 3z Vt [(t €z2) & ((t =z)V(t= y))} :
L’ensemble z est unique. Si x = y on retrouve {z}. Si z # y, on le note {z,y} c’est une
paire.

Conséquence : Si z et y sont des ensembles, alors { {z}, {x,y} } est un ensemble noté
(z,y) et appelé couple.

Proposition : Soient x, 2/, y et y des ensembles.

()= y) e (r=2)AN(y=1v)) .

Preuve. La condition suffisante est évidente.

St (z,y) = (2',y) alors {{z}, {z,y} } ={{«"}, {2, 4} }.

e Six=yalors {{z}}={{2"}, {«/,¥'} }; on doit avoir {z} ={2'}, don z = 2/, et
{z}={,y'} dona’ =y =x.

e Si x # y alors nécessairement x’ # 1 d’apres le premier cas et on a
soit ({x} ={2",y'}) A {z,y} = {«'}) impossible car = # y,
soit ({x} ={2"}) AN ({z,y} ={2,y'}) don & = 2’ et par suite y = ¥/'. n

Axiome de fondation :

vz {(:c;«é@) = Ely((yEx)/\(yﬂx:@)” .

Conséquence : Cet axiome interdit x € x. En effet si nous supposons = € x alors {z}
contredit 'axiome : {z} # () et pour tout y € {z} (nécessairement y = z) yN{z} = {z} #
0.

De méme cet axiome interdit (x € y) A (y € ) ; sinon {z,y} contredit I'axiome.
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Axiome de la réunion :

Vo IyVz {(zEy) & EIt((tE:c)/\(zet))} :

L’ensemble y est unique et est noté | J ¢ (union des ensembles de ).
tex

Exemples: Siz={a,b} on obtient 'ensemble des éléments appartenant & a ou b ; on
le note a U b.
Si x={{a},{b,c} } on trouve {a,b,c}.

Théoreme : Soient a et b deux ensembles, il existe un ensemble unique noté a X b appelé
produit cartésien dont les éléments sont les couples (x,y) avec x € a et y € b.

Preuve. On sait que les couples existent, mais constituent-ils un ensemble ?

On a (z,y)={{z}, {z,y} } et donc

axb={z€P(PlaUd)); FzIy(z=(z,y)AN(xr€a)AN(yeb)}. =

Axiome de l’infini :
dz [(Dex)AVy(yex=yU{y} €x)] .

Cet axiome nous permettra de construire N. Remarquons que () € z, donc {(} € z, par

suite {0, {0} } € =, dou {0,{0},{0,{0}}} €z, ...

Axiome du choix :

Tout produit cartésien d’une famille non vide d’ensembles non vides est non vide.

Cet axiome ne fait pas partie de la théorie classique de Zermelo-Fraenkel. Historiquement
il fit 'objet de nombreuses controverses et nous distinguerons les énoncés obtenus grace a
son utilisation. Il possede différentes formes équivalentes nous en citerons quelques-unes
a la section 5.

2 Relations et applications

2.1. Généralités

2.1.1. Définition . Soient E et F' deux ensembles. On appelle relation de E vers F' toute
partie R de E x F'; on note alors xRy au lieu de (z,y) € R. Lorsque E=F on dit que R
est une relation sur E.
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2.1.2. Définitions. On dit qu’'une relation R sur E est :
e réflexive si Vx € E xRz
o symétrique si V(x,y) € E* xRy = yRuz;
e antisymétrique si V(z,y) € E* (zRy et yRz) = x=1y;
e transitive si V(r,y,z) € E* (zRy et yRz) = xRz
2.1.3. Définition. On dit qu’une relation G de E vers I’ est une application de E vers

F (ou de E dans F) si tout € E est en relation avec un unique élément y de F', on note
alors y = G(z) :

VeeE JyeF (zGy e (VzeFaGz = y=2)).

Plus globalement on utilise également les notations G : E — F et x —— G(z).

2.1.4. Notations. Soient F et F des ensembles. On notera F¥ ’ensemble des applica-
tions de E vers F.

2.1.5. Exemples. Soient E et F' des ensembles.
a) Soit b € F ; on définit I'application constante k, € F'F par: Vo € E ky(x) = b.
b) On définit 'application identique de E par: Vr € E Idg(z) = x.

2.1.6. Définition . Soient E, F', G des ensembles, f € F'¥ et g € G¥. On appelle composée
de g et f 'application de G¥, notée g o f, définie par: Vx € E  (go f)(x) = g(f(z)) .

2.2. Applications injectives et surjectives
2.2.1. Définitions. Soient E et F' deux ensembles et f une application de E dans F'. On
dit que :

e [ est injective si V(z,2') € E* f(z) = f(2') = z =12

o f est surjective si Yy € FF dz € B y = f(x).

e f est bijective si f est injective et surjective, c’est a dire si pour tout y € F' il existe
un unique z € E tel que y = f(z).
Dans ce cas il existe une unique application notée f ! appartenant & E¥ caractérisée
parVreE VYyeF y=f(r) & = fy) ;ondit que f~! est la bijection
réciproque de f. On a alors fo f!=Idpet f~lo f=1Idg.
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2.2.2. Proposition. Soient E, F', G des ensembles, f € F¥ et g € GF.

(i) Sif et g sont injectives alors g o f est injective.

(ii) Si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.

(4i1) Si f et g sont bijectives alors g o f est bijective et (go f)™t = f~1og™L.
(iv) Sigo f est injective alors f est injective.

(v) Sigo f est surjective alors g est surjective.

(vi) Sigo f est bijective alors f est injective et g est surjective,
mais f et g ne sont pas nécessairement bijectives).
] tg tp 3 i t bijecti

Preuve.

(i) Soient z et 2’ dans F tels que g o f(z) = go f(2'). Par injectivité de g on obtient
f(z) = f(2), puis par injectivité de f, on a z = z'.

(it) Soit z € G. D’apres la surjectivité de g, il existe y € F' tel que z = g(y), puis par
surjectivité de f, il existe x € E tel que y = f(x). D’ou z = g(f(z)) = g o f(x).

(i1i) Les assertions (i) et (i7) assurent que g o f est bijective ; on vérifie alors facilement
que f~'og~! est la bijection réciproque de g o f.

(iv) Soient x et 2’ dans E tels que f(z) = f(2). On a alors g o f(x) = g o f(a). Par
injectivité de g o f, on obtient x = /.

(v) Soit z € G. Par surjectivité de g o f, il existe x € E tel que z = g o f(x). Par suite
y = f(z) appartient a F et g(y) = z.

(vi) Les assertions (iv) et (v) assurent que f est injective et g surjective. Donnons un
exemple ol elles ne sont pas bijectives : (1)? Soient f et g de N dans N définies pour

tout n € Npar f(n) =n+1let g(n) = {2—1 ;nib)n:o

bien que f ne soit pas surjective ni g injective. n

. Il est clair que go f = Idy

2.2.3. Définition . Soit F un ensemble. On appelle permutation de E toute bijection de
FE dans lui-méme et on note S(F) 'ensemble des permutations de E.

2Le signe (1) signale un énoncé faisant appel a des notions connues du lecteur mais non encore exposées.



6 RAPPELS ET COMPLEMENTS ENSEMBLISTES

2.3. Loi de composition interne

2.3.1. Définitions. Soit E' un ensemble. Une application de E' x E vers E est appelée
opération interne ou loi de composition sur F. On utilise généralement une notation de
type opération :

ExFE — FE (au lieu du signe * on utilise aussi + , X , -, o ,...)
(z,y) +— wxy

Soit * une opération interne sur E. On dit que *
e cst associative si V(z,y,2) € B3 (vxy)xz=xx*(y*2),
e est commutative si V(z,y) € B> zxy=yx*x,
e admet un élément neutre a gauche (resp. a droite) si

dee B VreFE exx=x (resp. xzxe=ux),

e admet un élément neutre si elle admet un élément neutre a gauche et a droite,

e est distributive par rapport a une autre loi + si

V(z,y,2) € B> ((z+y)xz=(zx2)+(y*x2)) et (zx(x+y)=(zx2)+(2*y)),

On dit qu’un élément a de E est
e régulier a gauche (resp. a droite) si

V(z,y) € E* (axxz=axy)= (x=y) (tesp. (r*xa=yx*a)= (z=1y)),

e régulier s’il est régulier a gauche et a droite,

e inversible a gauche (resp. a droite) s’il existe x € E tel que z*xa = e (resp. a*xx =€)
ou e désigne I’élément neutre de *,

e inversible s’il est inversible a gauche et a droite, on note alors son (unique) inverse
-1
a .

2.3.2. Exemple. Soit F un ensemble. La composition des applications o est une opération
interne sur E¥. Cette loi de composition est associative, Idg est 1’élément neutre et
'ensemble des éléments inversibles est S(E).
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3 Relation d’équivalence

3.1. Ensemble quotient

3.1.1. Définitions . Une relation R sur E est une relation d’équivalence si elle est réflexive,
symétrique et transitive.

Pour tout = € F on appelle alors classe d’équivalence de z, ’ensemble, noté Z, des éléments
qui lui sont équivalents ; on dit que x est un représentant de sa classe 7.

L’ensemble des classes d’équivalence, noté E/R, est appelé ensemble quotient.

3.1.2. Proposition. Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E.
(i) Deux classes d’équivalence sont disjointes ou confondues.
(it) La relation R définit une partition de E.

(4ii) L’application p de E vers E/R qui a x associe sa classe T, est une surjection appelée
surjection canonique.

Preuve.

(i) Soient z et y dans E. Si xRy, alors pour tout z €  on a zRz. Par transitivité on
déduit zRy et donc z appartient a . D’ou £ C ¢ ; grace a la symétrie on obtient
I’égalité = = 7.

Si maintenant x £y, montrons que £Nj = (). Supposons qu’il existe z € TNg. On a
alors zRx et zRy, d’oll par symétrie et transitivité z Ry, ce qui est impossible. Donc
TNy =10.

(i1) Les classes d’équivalence sont des parties non vides de E, puisque x € Z. Elles sont
2 a 2 disjointes, d’apres (i) et leur union est égale a E, car tout élément = de F
appartient a une classe (la sienne).

(#ii) Les définitions de E/F' et de I'application p impliquent que p est surjective. n
3.2. Théoreme de factorisation

3.2.1. Proposition. Soient E et F' des ensembles, f € F'¥ et R une relation d’équivalence
sur E telle que : ¥(z,y) € E* zRy = f(z)= f(y).

Alors il existe une unique application f : E/R — F telle que f = f o p ol p désigne la
surjection canonique de E sur E/R.

Preuve. Unicité de f : Soit g de E/R dans F telle que f = gop. Pour tout a € E/R, il
existe x € F tel que a = p(z) et on a donc

gla) =gop(z) = f(z) = f(a) .
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D’otu I'unicité.

Existence : Pour tout o € E/R,siz € E ety € E sont tels que p(z) = p(y) = a, on a alors
1Ry et donc f(x) = f(y). On peut donc définir f(a) = f(z) si @ = p(r) (indépendant du
représentant choisi). On a alors immédiatement f = f o p. ]

3.2.2. Théoréme. Soit f une application de I/ dans F'. La relation Ry définie sur E par :
xRy < f(x) = f(y) est une relation d’équivalence. Soient p la surjection canonique
de E sur E/Ry et i I'injection canonique de f(E) dans F. Alors il existe une unique
application f de E/R; dans f(E) telle que le diagramme suivant soit commutatif (c’est
adire f=io0fop): s

E — F

| I
J
E/Ry —— [(E)
De plus f est une bijection.

Preuve. Il est immédiat que Ry est une relation d’équivalence. La proposition précédente
appliquée a z —— f(z) de E dans f(F) assure l'existence d’une unique application f de
E/Ry dans f(E) telle que le diagramme soit commutatif.

Montrons le caractere bijectif de f. Pour tout z € f(F), il existe x € E tel que f(z) = 2.
Posons a = p(r) on a f(a) = f(x) = z; d’ou la surjectivité de f. Soient a = 7 et B =7
deux classes telles que f(a) = f(5). On a donc f(z) =io fop(z) = fla) = f(B) = f(y)
c’est a dire xRy soit encore o = 3 ; d’ott I'injectivité de f. n

3.2.3.Exemple. () Si E =N, F' = Z et si pour tout n € N on a f(n) = (—1)", alors
m Ry n si et seulement si m et n ont méme parité. La relation Ry définit deux classes

d’équivalence : P’ ensemble des entiers pairs et I ensemble des entiers impairs ; I'ensemble
quotient E/Ry est {P, I} et ona f(P) =1, f(I) = —

3.3. Compatibilité avec une opération interne

3.3.1. Définitions. Soit F un ensemble muni d’une opération interne * et d’une relation
d’équivalence R. On dit que R est compatible a gauche (resp. a droite) avec * si

V(z,2',y) € B> (zRa')= (yxxRyx*2') (resp. xxyRa xy).
On dit que R est compatible avec * si
Y(z,2',y,y) € E* ((xR2') et (yRy)) = (zxyRa xy).
3.3.2. Proposition. Soit F un ensemble muni d’une opération interne . Une relation

d’équivalence R sur E est compatible avec * si et seulement si elle est compatible a droite
et a gauche avec x.

Preuve. La preuve est laissée au lecteur. n



Relation d’ordre )

3.3.3. Théoreme. Soit E un ensemble muni d’une opération interne - et d’une relation
d’équivalence R compatible avec - . Désignons par p la surjection canonique de E sur E/R.
II existe sur E /R une unique opération interne x telle que

V(z,y) € B* p(x)*ply) = plz-y) .

Si - est associative (resp. commutative, resp. admet un élément neutre), alors * posséde
la méme propriété.

Preuve. Soient a et 3 appartenant & F/R. 1l existe (z,y) € E? tel que a = p(x) et
B = p(y) . Si une loi satisfaisant aux conditions existe on a: ax 3 = p(z) *p(y) = p(z-y),
d’ou I'unicité. Pour prouver I'existence, nous allons définir o 3 en posant a* 3 = p(x - y).
Mais nous devons nous assurer que notre définition est indépendante des réprésentants
choisis : Si 2’ et ¢ dans F sont tels que o = p(z’) et § = p(y'), on a alors xRz’ et yRy' ;
la compatibilité implique alors (z-y) R(2’-3/), i.e. p(z-y) = p(2’-y’). La loi * est donc
bien définie.

Supposons que - est associative et soient «, 3 et v dans E/R. 1l existe (x,y,2) € E? tel

que a = p(z), f =p(y) et v =p(z) et on a:

(axpB)xy = (p(x)xply) xp(z) = plx-y)*plz) = p(z-y)-2) = pla-(y-2))
=  pl)xply-z) = ax(Bx7).

Pour la commutativité, la démonstration est analogue. Si e est élément neutre pour -, on
vérifie aisément que p(e) est élément neutre pour . N

4 Relation d’ordre

4.1. Ensemble ordonné

4.1.1. Définitions . Une relation R sur un ensemble E est une relation d’ordre si elle est

réflexive, antisymétrique et transitive.

On dit qu’une relation d’ordre R sur E est un ordre total ou que E est totalement ordonné

si deux éléments quelconques de F sont comparables par R :V(z,y) € E*> xRy ou yRu.
Dans le cas contraire on dit que R est un ordre partiel ou que E est partiellement ordonné.

4.1.2. Exemples.

a) Soit X un ensemble. Alors C est un ordre sur P(X) ; cet ordre est partiel si X est
non vide et non réduit a un singleton.

b) (f) (N, <) est un ensemble totalement ordonné.

c) (f) E = {d € N*; d diviseur propre de 24} muni de |, relation divise, est un
ensemble partiellement ordonné.
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4.1.3. Définitions. Soient (£, <) un ensemble ordonné et m € E.
On dit que m est maximal si Vx € E m <z = m = x.

On dit que m est le plus grand élément de E si Ve € E x < m.
Un plus grand élément, sl existe, est unique ; on le note max(FE).

Le lecteur écrira lui-méme les définitions d’élément minimal et de plus petit élément noté
min(FE).

4.1.4. Exemples. Reprenons les exemples précédents :
a) X est le plus grand élément de (P(X), C).
b) (f) Pas d’élément maximal dans (N, <).

c¢) (1) Pas de plus grand élément dans E, mais 8 et 12 sont des éléments maximaux.
4.2. Ensemble inductif

4.2.1. Définitions. Soient (E£, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.

Un élément m € E est un majorant de Asi Yae A a <m.

On dit que A est une chaine de E si A est une partie de F non vide et totalement ordonnée.
On dit que E est inductif si E est non vide et si toute chaine de F admet un majorant.

4.2.2. Exemple. (1) Soient V' un K-espace vectoriel non réduit a {0} et ' un sous-espace
vectoriel de V. Soit £ I'’ensemble des sous-espaces vectoriels de V' en somme directe avec
F ie. &= {G sous-espace vectoriel de V' ; FNG ={0}}. Alors (£, C) est inductif.

Preuve. L’ensemble & est non vide car {0} € £ et il est clair que £ est ordonné par C.

Soit C une chaine de £. Posons H = U G. Montrons que H est un sous-espace vectoriel.
Gec
Soient (x,y) € H? et (A\,p) € K?. Par définition de H, il existe G € C tel que x € G

et G' € C tel que y € G'. Comme C est une chaine, G et G’ sont comparables pour
I'inclusion ; on a donc G C G’ ou G' C (. Sans perte de généralité nous pouvons supposer
que G C G'. Alors comme G’ est un sous-espace vectoriel, le vecteur Az + py appartient

aG etdonca H.Deplus FNH=FN(|J G)=|J FNG ={0}. Donc H appartient

Gec Gec
a & et par construction H est un majorant de la chaine C. N

5 Axiome du choix et Axiome de Zorn

5.1. Axiome du choix

5.1.1. Définition. Soit £ un ensemble non vide. On appelle fonction de choix dans F,
toute application ¢ de P(E)\{0} dans F telle que VAC E A#0 = p(A) € A.



Axiome du choix et Axiome de Zorn 11

5.1.2. Axiome du choix. Tout ensemble non vide possede une fonction de choix.

5.1.3. Proposition. L’axiome du choix est équivalent a tout produit cartésien d’une
famille non vide d’ensembles non vides est non vide.

Preuve. Supposons que l'on ait 'axiome du choix. Soit £ = H E; avec I # () et pour
iel
tout i € I E; # (). Posons X = U E;. 1l existe dans X une fonction de choix ¢. On a
icl
donc Vi € I ¢(E;) € E; d’ou (p(E;)),.; est élément de E.
Réciproquement soit X un ensemble non vide. Posons P = P(X)\{0}. Cet ensemble est

non vide il contient au moins un singleton ; par suite £ = H A est non vide. Il existe
AeP
donc (z4)aep € E. 1l suffit de considérer ¢ : A —— x4 pour obtenir une fonction de choix

dans X. .

5.1.4. Exemple d’utilisation de 1’axiome du choix. (f) Soient E et F' des espaces
métriques, f € F¥ et x € X. L’application f est continue en a si pour toute suite (,, )nen
de E convergeant vers a on a lim f(x,) = f(a).

L’assertion se démontre par la contraposée en supposant f non continue en z. On a alors

>0 Vn>0 drxeFE dz,a)<n et d(f(x),f(a)>c.

1 1
Pour tout n € N* on applique ceci avec 7, = —, il existe z,, telle que d(z,,a) < — et
n n

d(f(xy), f(a)) > e. Pour choisir la suite x,, il nous a fallu faire une infinité de choix ; ce
qui n’est possible que si on utilise I'axiome du choix. La suite (x,,) converge vers a, mais
(f(z,)) ne converge pas vers f(a). n

5.2. Axiome de Zorn

5.2.1. Axiome de Zorn. Tout ensemble inductif admet un élément maximal.

5.2.2. Exemple d’utilisation de Zorn: () Existence d’un supplémentaire pour
un sous-espace vectoriel . Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel V' sur
un corps K. Alors F' admet un supplémentaire dans V.

Preuve. On a montré en 4.2.2 que £ = { G sous-espace vectoriel de V'; FNG = {0} }
muni de C est inductif. D’apres 'axiome de Zorn, £ admet un élément maximal M. On a
FNM ={0} etil reste & montrer que F'+ M =V . Supposons qu’il existe x € V tel que
x ¢ F+ M. Considérons N = M @& Kz (la somme est bien directe car x ¢ M ). Montrons
que FNN ={0}. Soit y € FNN. Il existe m € M et A € K tels que y = m + Az. Si
A # 0 on peut écrire = A~!(y — m), ce qui contredit le fait que x ¢ F'+ M. On a donc
A =0 et y = m appartient a F' N M ; par conséquent y = 0. Il en résulte que N € & .
Ceci contredit la maximalité de M dans (£, C). Notre supposition était donc fausse et
V=F&M. n
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5.2.3. Théoreme . L’axiome du choix et I’axiome de Zorn sont équivalents.

Nous admettons ce théoreme.

6 L’ensemble des entiers naturels

6.1. Construction de N

Les axiomes évoqués précédemment permettent de construire N. On obtient alors le
théoreme 6.1.1 que nous admettons. Les propriétés (Py), (Ps), (P3), appelées Axiomes de
Péano, figurant dans ce théoreme peuvent servir de définition axiomatique pour I’ensemble
N, car d’apres la deuxieme partie de ce théoreme, elles caractérisent N. La propriété (P3)
est la justification du principe de récurrence (cf proposition 6.3.3).

6.1.1. Théoreme. II existe un triplet (N,0,S) ou N est un ensemble, 0 € N et S une
application de N dans N, tel que

(Py) S est injective.
(P2) L’image de S est N\{0} noté N*.
(P3) Si A C N vérifie 0 € A et A stable par S, alors A=N.

Si (N, 0, 5") est un autre triplet vérifiant les trois propriétés (Py), (Ps), (Ps) alors il existe
une unique application ¢ de N dans N’ telle que ¢(0) =0" et ¢ 0 S=5"0¢. De plus ¢ est
bijective.

On a donc le diagramme commutatif :

6.1.2. Définitions. Conservons les données du théoreme précédent. L’ensemble N est
I’'ensemble des entiers naturels, I’élément 0 est appelé zéro et 'application S est appelée
successeur. Le successeur de 0 est appelé un et est noté 1 (1=5(0)). Le successeur de 1
est appelé deux et est noté généralement 2 (2=.5(1)). Le successeur de 2 est appelé trois
et est noté généralement 3 (3=295(2)). ...
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6.2. Opérations dans N

6.2.1. Théoreme. Il existe dans N une unique opération interne, notée + telle que :
VneN 0+ n=n,
V(m,n) € N> S(m)+n=5S(m+n).

Nous admettons ce théoreme dont la démonstration est assez longue.

6.2.2. Proposition. Dans N ['addition est associative et commutative, 0 est élément
neutre, tout élément est régulier. Pour tout n € N on a S(n) =n+ 1. Pour tous p et q de
Nonap+q=0< p=qg=0.

Preuve. Démontrons l'associativité. A ¢ et r fixés dans N, considérons 1’ensemble
A={peN; (p+q)+r=p+(g+r)}. ll est clair que 0 € A et que si p € A alors

(Sp)+q) +r=Sp+q) +r=S((p+q)+r)=Sp+(¢+7))=S{p)+(¢+7) .

Donc S(p) € A et d’apres (P3), A =N.

A Texception de la derniere assertion que nous allons démontrer, les autres propriétés
s’obtiennent de maniere analogue.

Supposons que p+ ¢ = 0, si p # 0 il existe p’ € N tel que p = S(p') (P2). On a alors
0=p+q=S{p)+q=5{p + q) ce qui est impossible d’apres (Py). n

On peut également définir sur N, une multiplication.

6.2.3. Théoreme . II existe dans N une unique opération interne, notée - telle que :
VneN 0-n=0,

V(m,n) eN? (m+1)-n=m-n+n.

Dans N la multiplication est associative, commutative, et distributive par rapport a
l’addition, 1 est élément neutre, tout élément de N* est régulier.

Preuve. La démonstration est analogue aux précédentes. [
6.3. Relation d’ordre sur N

6.3.1. Définitions. On dit qu’un entier m est inférieur ou égal a un entier n, ce que l'on
note m < n, s’il existe d € N tel que n=m +d. On écrit m <n sim < n et m # n.
On note [m,njy={peN; (m<p) et (p<n)} et E, lensemble [1,n]y.

6.3.2. Théoréeme .

(i) (N, <) est un ensemble totalement ordonné et toute partie non vide de N admet
un plus petit élément.
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(it) Pour tousm,n€Nonam<n < (m+1)<n.

S

Sim < netn < mil existe d et d dans N tels que n = m+d et m =n+d ; dou
m = m + d+ d'. Par régularité il vient 0 = d + d’ et il suffit d’appliquer la proposition
6.2.2. Donc N est ordonné.

Démontrons la deuxieme assertion. Soient m et n dans N. On a les équivalences :

<m < deNm=n+d
n<m < ddeNm=n+d) et (d#0)
& Jd eNm=n+(d +1)
S n+l1<m.

Il reste a montrer que toute partie non vide de N admet un plus petit élément. Soit A
une partie non vide de N et soit M ’ensemble des minorants de A. Alors 0 € M. Soit
a € Ajalors (a+1) ¢ M, donc M # N. D’apres la contraposée de (Ps) il exite ng € M
tel que (ng+ 1) ¢ M. Donc ng est un minorant de A ; si ng ¢ A alors pour tout n € A on
ang <n,dou (ng+1) <n;cequiest absurde. L’entier ng est donc le plus petit élément
de A. ]

6.3.3. Proposition. Soit P une assertion dépendant de n € N.

(i) Supposons que P(0) est vraie et que pour tout n € N, P(n) vraie implique P(n+1)
vraie. Alors P(n) est vraie pour tout n € N.

(i1) Supposons que P(0) est vraie et que pour tout n € N, P(k) vraie pour tout k € [0, n]
implique P(n + 1) vraie. Alors P(n) est vraie pour tout n € N.

Preuve. (i) Posons A = {n € N; P(n) vraie } . Par hypothese on a 0 € A et A est stable
par S, d’apres P35, A=N.
(27) 11 suffit d’appliquer (i) avec Q(n) = P(0) A--- A P(n). n

7 Cardinaux

7.1. Ensembles équipotents

7.1.1. Définitions . Soient X et Y deux ensembles. On dit que X et Y sont équipotents
s’il existe une bijection de X sur Y. On notera X ~ Y. On dira aussi que X et Y ont
méme cardinal s’ils sont équipotents ; on écrira cela card (X) = card (V).
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7.1.2. Lemme . Soient m et n deux entiers. Les ensembles [1, m]y et [1, n]y sont équipotents
si et seulement si m = n.

Preuve. Démontrons cette propriété par récurrence sur n. C’est évident si n = 0 car
alors [1,n]y = 0. Supposons la vraie au rang n. Soit ¢ une bijection de [1,n + 1]y sur
[1, m|y ; nécessairement on a m # 0. Considérons la permutation o de [1, m]y qui échange
m et p(n + 1), et laisse les autres entiers fixes. Alors ¢V = o o ¢ est une bijection entre
[1,n 4 1]y et [1,m]n, telle que (n+ 1) = m ; par restriction ¢ définit une bijection entre
[1,n]y et [1,m — 1]y. Par hypotheése de récurrence, on a alorsn =m—1,s0it n+1=m.n

7.1.3. Définitions. Un ensemble X est dit fini s’il existe un entier n € N (unique d’apres
le lemme) tel que X soit équipotent a [1,n]y. On note alors card (X) =n.

) =[1,0]n, donc card () =0 et {z} ~ [1,1]y, donc card ({z}) =1.

Un ensemble qui n’est pas fini est dit infini.

7.1.4. Proposition. N est un ensemble infini.

Preuve. Supposons qu'il existe ¢ bijective de N sur [1,n]y. L’application successeur
S étant une bijection de N sur N*, I'application ) = ¢ o S~! est une bijection de N*
sur [1,n]y. En posant ¥(0) = n + 1 on obtient une bijection entre N et [1,n + 1]y. Ce
qui conduit & une contradiction, car d’apres le lemme précédent les ensembles [1,n]y et
[1,n + 1]y ne sont pas équipotents. n

7.1.5. Remarque . N apparait comme I’ensemble des cardinaux finis (alors que I’ensemble
de tous les cardinaux n’existe pas).

7.2. Comparaison de deux cardinaux

7.2.1. Lemme. Soient A, B, A', B’ des ensembles tels que A’ ~ A et B' ~ B. S’il existe
une injection de A dans B, alors il existe une injection de A’ dans B’.

Preuve. Soit ¢ (respectivement ) une bijection de A dans A’ (respectivement de B
dans B’). Si f est une injection de A dans B alors 9o fop~! est une injection de A’ dans
B’ ]

7.2.2. Définition. Soient a et b deux cardinaux. On notera a < b s’il existe deux
ensembles A et B avec a = card (A), b=card (B) et une injection de A dans B (d’apres le
lemme ceci est indépendant des ensembles choisis).

7.2.3. Propriétés immédiates. Soient a, b, ¢ des cardinaux.
a < a (on prend l'identité) et sia <betb < calorsa < ¢ (composition des injections).
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7.2.4. Théoreme de Cantor-Bernstein. Soient A et B deux ensembles. S’il existe
une injection de A dans B et s’il existe une injection de B dans A, alors A et B sont
équipotents.

Autre version : Soient a et b deux cardinaux. Sia < b et b < a alors a =>.

Preuve. Soient f une injection de A dans B et g une injection de B dans A. On va
construire une bijection ¢ de A dans B.

Puisque g est injective il existe une application h bijective de g(B) dans B qui a tout
x € g(B) associe y son unique antécédent par g. On a donc

Vye B hog(y)=y et Vreg(B) goh(x)=x.

Posons Ay = A\g(B) (complémentaire dans A de g(B)), puis par récurrence pour tout
neN A,1=g0 f(A,).
Considérons X = | J A, et p: A — B
neN r — f(r)sizeX
r +—— h(x)siz ¢ X.

Injectivité de ¢ : Soient z et 2’ dans A tels que p(x) =p(z’). Si x et 2’ sont dans X alors
x = 2’ par injectivité de f. Si x et 2’ sont dans A\ X alors x = 2’ par injectivité de h.
Enfin si x € X et ' ¢ X on a f(x)=~h(2") et il existe n € N tel que =z € A, ; d’on
g(f(x)) € Apyr, or g(f(x))=g(h(2')) =2', ce qui est une contradiction.
Surjectivité de ¢ : Soit y € B. Si g(y) ¢ X alors y = h(g(y)) = v(g9(y)) ; donc y € p(A).
Sinon g(y) € X et comme g(y) ¢ Ao, il existe n € N* tel que g(y) € A,. D’ou I'existence
de z € A, tels que g(y) = g o f(z). Par injectivité de g on en déduit y = f(z) = p(x).
L’application ¢ est bijective et le théoreme est démontré. N

7.3. Ensembles dénombrables

7.3.1. Définitions. On dit qu'un ensemble est dénombrable s’il est en bijection avec N.
On appelle aleph-zéro, noté Ny, le cardinal de N.

7.3.2. Exemple. N*, P ensemble des entiers pairs et I ensemble des entiers impairs sont
des ensembles dénombrables ; soit card (N*) = card (P) = card (I) =R,.

7.3.3. Corollaire. Toute partie d’'un ensemble dénombrable est finie ou dénombrable.

Preuve. Soit A une partie infinie de N. Puisque A est non vide on peut poser 1o = min(A).
De méme A; = A\{up} est non vide et u; = min(A;) existe. On construit par récurrence
A, =A\{uo, ..., u,—1} qui est non vide car A est infini, et on pose u, = min(A,). Par
construction on a u, > wu,_; et u est une injection (strictement croissante) de N dans
A. Par hypothese il existe une injection (canonique) de A dans N. On conclut grace au
théoreme de Cantor-Bernstein que A est dénombrable.

Si B est une partie infinie d'un ensemble dénombrable E en bijection avec N grace a ¢,
alors B est en bijection avec ¢(B) partie infinie de N, donc dénombrable. ]
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7.3.4. Proposition .
(i) N x N est dénombrable.
(it) Si X est dénombrable alors X™ est dénombrable, pour tout n € N*.

(441 ) Toute union finie d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Preuve. (i) Utilisons le principe de 'énumération diagonale de Cantor. Pour tout n
dans N, posons A, = {(p,q) € N>; p+¢q =n}. On a alors N x N = U A, et

neN
card (A,) = n+ 1. Numérotons les éléments de N x N en attribuant 0 & 'unique élément

(0,0) de Ay, 1 et 2 respectivement aux éléments (1,0) et (0,1) de Ay, et ainsi de suite.

n—1 n—1 n(n + 1) ‘
Comme Y card(Ay) = Y (k+1) = ——5 —» au premier élément numéroté de A,
k=0 k=0
1 1
a savoir (n,0), nous attribuerons nin+1) (nous avons commencé a 0) et nin+1) +4q

2
correspondra & (n — ¢, q).

(r+q)(p+q+1)
2

Par construction, I’application ¢ définie par ¢((p, q)) = + g réalise une

bijection entre N x N et N.
(71) Si X est dénombrable, il existe une bijection ¢ de X sur N et ¢ X ¢ réalise une bijection
entre X x X et N x N. Donc X x X est dénombrable. L’assertion (ii) se démontre alors
par récurrence.
(#4) Soit X = | J X; avec X; dénombrable. Pour tout i = 1, ..., n, il existe ¢; bijection
i=1

de X; dans N (on choisit une bijection dans I’ensemble non vide des bijections de X; dans
N, en tout n choix).

Soit p: X — NxN

> (i(z), i) (z)) oti(r) = min{i € [I,n|n; =€ X;}.

Montrons que ¢ est injective. Si p(z) = ¢(y) alors i(x) = i(y) =i et @;(x) = ¢;(y) ; par
injectivité de p; on a x = y.
On obtient donc

card (X) < card (N x N) =8; etona Ny < card(X) car X; C X .

Donc card (X) =8j et X est dénombrable. n

7.3.5. Proposition. Dans une théorie avec I'axiome du choix, toute union dénombrable
d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Preuve. Soit X = U X, avec X; dénombrable. Pour tout 7 € N, on peut grace a ’axiome
ieN

du choix, choisir une bijection ¢; de X; dans N. La démonstration se termine alors comme

la précédente. n
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7.3.6. Théoréme de Cantor. Pour tout ensemble A on a card (A) < card (P(A)).

Preuve. Comme l'application x — {z} est une injection de A dans P(A), on a donc
card (A) < card (P(A)).

Soit g une application de A dans P(A). Montrons que g n’est pas surjective.

Soit B={x € A; x ¢ g(x)}. Supposons qu'il existe y € A tel que B = ¢(y). A-t-on
y € B? Onremarque que y € B < y ¢ B ce qui est absurde. Il n’existe pas de surjection,
donc a fortiori pas de bijection entre A et P(A). Donc card (A) < card (P(A)).

7.3.7. Définition. On dit qu'un ensemble a la puissance du continu s’iil est équipotent
a P(N). La terminologie sera justifiée par I’assertion (iv) de la proposition suivante.

7.3.8. Proposition .
(i) (f) Z et Q sont dénombrables.

(i)
(iii)
(

iv) (T) R a la puissance du continu.

P¢(N) ensemble des parties finies de N est dénombrable.
P

«(N) ensemble des parties infinies de N a la puissance du continu.

Preuve. (i) Z = (—N) U N* et on applique la proposition 7.3.4. L’inclusion N C Q
prouve que Xy < card (Q). L’application de Q dans Z x N* qui a r € Q associe le couple

(p,q) € Z x N* tel que r= b avec p et g premiers entre eux, est injective.
Donc card (Q) < card (Z x N*) = R;. On conclut par Cantor-Bernstein.

(1) Soit ¢ de Py(N) dans N qui & X associe » 2 avec la convention habituelle si X = ()
ieX

alors p(X) = 0. Montrons que ¢ est injective.eﬂ est clair que seul () a pour image 0. Soient
donc X et Y non vides tels que p(X) = ¢(Y). Considérons my (respectivement my) le
plus grand élément de X (respectivement de Y) ; on a alors 2mx < (X)) < 2mx+L,

Puisque ¢(X) = ¢(Y) on a forcément my = my = m. On considere alors X\{m} et
Y \{m}. Il suffit ensuite d’itérer le raisonnement. Par ailleurs l'application ¢ : z —— {z}
est injective de N dans P;(N). On conclut encore grace au théoreme de Cantor-Bernstein.

(#71) L’application ¢ : x — N\{z} est injective de N dans P, (N). Soit C' = P (N)\¢(N)
On a donc P(N)=P;(N) U Px(N) = P¢(N) U ¥(N) U C (ces unions étant disjointes).
Or P;(N) U ¥(N) est dénombrable donc équipotent a W(N). Il en résulte que P(N) est
équipotent a Pr(N) U U(N) = P (N).

(1) 11 est facile de voir que R est équipotent a ]0,1[. Or tout réel x €]0,1[ admet un

o0
a<
développement binaire x = 0,a1as . ..a;...aveca; € {0,1} etz = Z Q—i Ce développement,
i=1
est unique si on exclut les suites stationnaires de 0 (la convention habituelle est d’exclure
les suites stationnaires de 1). Grace aux fonctions caractéristiques, 'ensemble des suites

ainsi obtenues correspond a P (N). Donc card (R) = card (P(N)). n
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7.3.9. Remarque . Aprés avoir démontré que Ry < card (P(N)), G. Cantor a émis I'idée
qu’il n’existait aucun cardinal intermédiaire ( hypothése du continu), autrement dit que
toute partie infinie de R est soit dénombrable, soit a la puissance du continu. Malgré tous
ses efforts il n’a pu aboutir a une démonstration, et pres d’'un demi-siecle plus tard, en
1963, P. Cohen a démontré que I'hypothese du continu était indécidable.
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Chapitre II : Groupes et sous-groupes

1 Généralités
1.1. Structure de groupe

1.1.1. Définitions. On appelle groupe un couple (G, *) ou G est un ensemble et * une
loi de composition interne sur G telle que :

e x est associative,

e x admet un élément neutre,

e tout élément de G est inversible.

Si de plus * est commutative, on dit que le groupe est commutatif ou abélien.

1.1.2. Exemples.

a) Si G = {e} et * définie par e x e = e, alors (G, %) est un groupe abélien appelé
groupe trivial.

b) Soit £ un ensemble. Alors (S(E), o) est un groupe ( Chap. I Exemple 2.3.2), non
abélien si card (E) > 3.

c) (N,+) n’est pas un groupe, car n # 0 n’est pas inversible.
d) (Z,+), (R,+), (R*, x) et (R%, x) sont des groupes abéliens.

e) Si (A, +, ) est un anneau, l’ensemble A, des éléments inversibles de A pour X,
est un groupe multiplicatif. Si £ est un espace vectoriel ( GL(FE) o) est un groupe.

f) Soit IT est un plan affine. L’ensemble constitué des homothéties et des translations
de II est un groupe pour o.

1.1.3. Remarques. Soit (G, *) un groupe.

a) G n’est pas vide (il contient I’élément neutre).

b) L’élément neutre de G est unique. En général on le note e ou eg. Si la loi est
notée multiplicativement (x ou -) on le note souvent 1 ou 1g, si la loi est notée
additivement (+4) - ce qui suppose que G est abélien car + ne peut étre utilisé
que pour une loi commutative- on le note 0 ou O¢.
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c¢) L’inverse d'un élément x € G est unique. En général on le note z . Si la loi est notée
additivement on le note —x et on I'appelle alors I'opposé de x. On a les relations :

VeeG () '=2 ( —(—z)=x dansle cas additif ),
Vr,y € G (vxy) ' =y ka7 (—(z+y) = —z+ (—y) = —r—y cas additif ).
d) Tout élément de G est régulier.
1.1.4. Proposition. Soit (G;,*);c; une famille de groupes. Alors G = Il;c; G; est un

groupe pour la loi - définie par : (z;)icr - (Yi)ier = (x; % y;)icr. De plus (G, -) est abélien si
et seulement si pour tout i € I, (G;, %) est abélien.

Preuve. Vérification immédiate. ]

1.1.5. Définition. Le groupe G défini par la proposition précédente est appelé produit
direct des groupes G;.

1.1.6. Corollaire . Soient X un ensemble non vide et (G, *) un groupe. Sur GX on peut
définir une structure de groupe en posant : Vf,g € GX f-g: 2+ f(z) * g(x). De plus
(GX, -) est abélien si et seulement si G est abélien.

Preuve. C’est un cas particulier de la proposition précédente, avec I = X et tous les
groupes G; égaux a G. ]

1.2. Homomorphismes de groupes
1.2.1. Définition . Soient G et G’ deux groupes et f : G — G’. On dit que [ est un
homomorphisme (de groupes) si :

o Vrye G flzxy)=[f(z)* f(y),

o fle)=¢,

e Yz el flah)=(f(x)

1.2.2. Caractérisation. Soient G et G' deux groupes et f : G — G'. Alors [ est un
homomorphisme si et seulement si VYz,y € G f(zxy) = f(x)* f(y).

Preuve. La condition nécessaire est triviale. Montrons le caractere suffisant de cette
condition. De e x e = e, on déduit f(e) * f(e) = f(e); puis par régularité dans G,
fle) =¢€.

Pour tout z € Gonazxz ! =ax sz =, dou f(z)xf(xz7) = fla™H)*f(x) = f(e) = €.
Il en résulte que f(z~!) est I'inverse de f(x). n
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1.2.3. Notations. Soient G et G’ deux groupes. On désigne par Hom (G, G’) I'ensemble
des homomorphismes de G dans G’. Les homomorphismes de G dans G sont appelés
endomorphismes de G et leur ensemble est noté End (G).

Soit f € Hom (G, G").

On appelle noyau de f I'ensemble noté Ker (f) = {z € G; f(x) = €'}, et image de f
I'ensemble noté Im (f) = {2’ € ' ; 3xr € G 2’ = f(x)}.

1.2.4. Proposition . Soient G et G’ deux groupes et f € Hom (G,G"). Alors f est injectif
si et seulement si Ker (f) = {e}.

Preuve. On a toujours f(e) = €', par conséquent e € Ker (f). Pour tout x € Ker (f) on
a f(x) =€ = f(e);si f est injectif alors © = e. Réciproquement si Ker (f) = {e}, pour
tous = et y de G tels que f(z) = f(y) on a:

e =fla)«fly) ' =fla)«fly™) =flzxy™') dou zxy ' eKer(f) .

Il en résulte z * y~! = e, c’est & dire z = y. [

1.2.5. Exemples.

a) Soient G et G' deux groupes. Hom (G, G’) n’est pas vide : il existe toujours I’homo-
morphisme trivial : g — €’ ; son noyau est GG, son image {¢'}.

b) Soit G x G’ le produit direct de deux groupes. La premiére projection 7g : GXG'—G
définie par mg(g,9’) = g, appartient a Hom (G x G’,G) ; elle est surjective et de
noyau {e} x G'. De méme la deuxieéme projection mg appartient a Hom (G x G, G").
L’application ¢ : G—Gx G’ définie par 1(g) = (g, ¢’) appartient a Hom (G, G x G') ;
elle est injective et son image est G x {¢'}.

1.2.6. Proposition. La composée de deux homomorphismes est un homomorphisme.

Preuve. Vérification immédiate. ]

1.3. Isomorphismes de groupes

1.3.1. Définition . Soient G et G’ deux groupes. Un homomorphisme f € Hom (G,G’)
est un isomorphisme s’il existe g € Hom (G',G) tel que go f =1Idg et fog = Idg.

1.3.2. Caractérisation. Un homomorphisme f est un isomorphisme si et seulement s’il
est bijectif.

Preuve. Soit f € Hom (G, G’). La condition nécessaire est évidente. Supposons main-
tenant que f est bijectif ; alors g = f~! existe, et go f = Idg et fog = Ide. Il reste &
prouver que g appartient a Hom (G’, G).

va',y' € G' f(g(a' *y)) = 2" =y = fg(a") * f(g(y) = f(g(2") x g(¥))-

Par injectivité de f on en déduit : g(a’' xy') = g(z’) * g(v/'). n
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1.3.3. Notations. Soient G et G' deux groupes. On désigne par Iso (G,G’) I'ensemble
des isomorphismes de G dans G'. Les isomorphismes de G dans G sont appelés automor-
phismes de G et leur ensemble est noté Aut (G).

1.3.4. Exemples.
a) Ids appartient a Aut (G).

b) Le logarithme népérien est un isomorphisme de (R, -) dans (R, +), son isomor-
phisme réciproque est la fonction exponentielle.

1.3.5. Théoréme de transport de structure. Soient (G,.) un groupe, E un ensemble
et p une bijection de E sur G. Alors il existe sur E une unique opération interne * telle
que (E,*) soit un groupe et que ¢ devienne un isomorphisme.

Preuve. Unicité : Supposons que (E, %) est un groupe tel que ¢ € Iso (E,G). On a alors :
Yo,y € B p(exy) = (z)-p(y) soit encore Va,y € B axy = ¢ (p(z)-0(y)) (1).

La formule (1) prouve l'unicité.
Existence : Définissons sur E une loi * par (1). On vérifie alors aisément que (F,x*) est
un groupe et que ¢ € Iso (E,G). ]

1.4. Automorphismes de groupes

1.4.1. Proposition. Soit G un groupe. Alors (Aut (G), o) est un groupe.

Preuve. La composée de deux homomorphismes est un homomorphisme et de deux
bijections est une bijection ; par conséquent o est une opération interne dans Aut (G). La
loi de composition est associative et admet Id ¢ pour élément neutre. Si o € Aut (G) alors
a~! appartient également & Aut (G). n

1.4.2. Proposition . Soient (G, -) un groupe et u un élément de G. L’application Ad, de
G dans G définie par : Vo € G Ad,(x) = u-z-u~!, est un automorphisme de G.

Preuve. Vo,y € G Ady(z-y)=u-(x-y)- v ' =v-z-u ' u-y-u'l=Ad,(z) Ad,(y).
Donc Ad, est un endomorphisme de G. Il est clair que Ad,-: est la réciproque de Ad,. m

1.4.3. Définitions . L’automorphisme Ad, défini dans la proposition précédente est ap-
pelé automorphisme intérieur défini par u. L’ensemble des automorphismes intérieurs du
groupe G est noté Int (G).

1.4.4. Proposition. Soit (G, -) un groupe. Alors Ad : G — Aut (G) est un homomor-
phisme.

Preuve. Soient u et v dans GG, nous devons montrer que : Ad,., = Ad, o Ad,. Or pour
tous x € G on a

(Ad, 0 Ad,)(z) = Ad,(v-z-v ) =u-(v-z- v ) ut=(u-v)-z-(u-v)' =Ad,. (7). n
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1.5. Théoreme de symétrisation

1.5.1. Théoréme. Soit (E,+) un ensemble muni d’une loi interne, associative, commu-
tative, admettant un élément neutre et tel que tout élément de E soit régulier pour +.

(i) Alors il existe un groupe abélien (G, +) et une application injective v : E — G tels
que :

e Vr,yc £ z+y)=1z)+(y), J

e pour tout groupe (H,-) et tout yd
7 : E — H tel que pour tous x et /
yde B j(z+y)=j) jy), il o7
existe un unique j € Hom (G, H) e
tel que j = jo . G

(i) Le couple (G,t) est unique a isomorphisme prés. Plus précisément, si K est un
groupe abélien et k une application injective de E dans K tels que les conditions de
(i) soient satisfaites, alors il existe un unique i € Iso (K, G) tel que v =i o k.

Preuve. (i) Sur E x F on définit une opération + par :

Ve,y,s,t € B (z,y) + (s,t) = (x + s,y + ).

On vérifie aisément que cette loi est associative, commutative et admet (0, 0) pour élément
neutre.

Sur £ x E on définit une relation ~ par : Vz,y,s,t € £ (z,y) ~ (s,t) & (z+t =y+s).
C’est une relation d’équivalence : la réfléxivité et la symétrie sont évidentes ; pour démon-
trer la transitivité on utilise la régularité.

Vérifions que ~ est compatible (a droite) avec 1’addition :

Soient x,y,s,t € F tels que (z,y) ~ (s,t) et soit (u,v) € E x E.

A-t-on (z,y) + (u,v) ~ (s,t) + (u,v) 7 ie. (x4+u,y+v)~(s+ut+v)?

Or (z4u)+ (t+v)=(z+t)+u+v=(y+s)+u+v=(y+v)+(s+u) par associativité
et commutativité de +.

Nous pouvons donc définir sur G = (E x F)/ ~ une addition, notée encore +, par passage
au quotient :

Ve,y,s,t € B (z,y)+ (s,t) = (x+ s,y +1) .

Sur G, la loi + est associative, commutative et admet pour élément neutre (0,0) (Chap. I
Théoreme 3.3.3). Il reste a montrer que tout élément admet un inverse. Or pour (z,y) € G
on a (z,9) + (4,2) = (z + 9,y + @) = (0,0).

Donc G est un groupe abélien.

Soit ¢ : E — G défini par Vo € E 1(z) = (z,0). Il est clair que pour tous z et y de E on
au(z+1y) = u(z) + t(y). De plus si ¢(z) = o(y) alors (z,0) = (y,0) i.e. (z,0) ~ (y,0), soit
encore ¢ = + 0 =y + 0 =1y. Donc ¢ est injective.

Soit j : B — H tel que Vz,y € E j(z +y) = j(x) - j(y). Remarquons tout d’abord que
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pour tous x et y dans F, j(z) commute dans H avec j(y) et j(y)~': En effet

Jj@)-jly) = jlx +y) = jly +x) = j(y)-j(z). En multipliant & gauche et a droite par
j(y)~! on obtient

Jy) ™) - aly) - 5y) =) (y) ) - (y) T doti(y) () = i) -ily) T
Remarquons également que pour tout (z,y) € G ona (z,y) = (z,0)+(0,y) = t(z) — t(y).
Unicité de j tel que j = jou:

V(z,y) € G j((z,y)) = j(u(x) — uy)) = j(e(x)) - 3(e(y)) ™" = j(z) - j(y)~".

Existence de j:

Pour (z,y) € G posons j((z,y)) = j(z) - j(y)~'. Montrons que j est bien défini c’est & dire
indépendant du représentant de la classe.

Si(x,y) ~ (s,t) alorsz+t=y+s, dou j(x)-j(t) = j(y) - j(s). Multiplions a droite par
()71 j(y)~! on obtient :

g(@) 3~ =) g(s) 3@ Jy) = 4s) d () gy) - g(y) T =Gls) i)
Montrons que j € Hom (G, H). Pour tout (z,y)

Iz, y) + (s,1) = J((w+s,y+s) =

Il reste a montrer que 7 = jo .
Vo € E joux) = j((z,0) = j(z)j(0)~" = j(z) car j(0)-5(0) = j(0+0) = j(0) et par
régularité j(0) = ep.
(77) D’apres Passertion (i) appliquée au couple (G,¢) et a s, il existe un unique & dans
Hom (G, K) tel que k = & o v. D’apres 'assertion (i) appliquée au couple (K, k) et a ¢, il
existe un unique i dans Hom (K, G) tel que t =iok. D'ott=i0Ro¢.

K L L

G E

G

G K G

Mais on a également ¢ = Idg o ¢. Par unicité de I’lhomomorphisme rendant le diagramme
commutatif on obtient : i o & = Idg. De méme on montre que £ o7 = Idg et i est un
isomorphisme. [

1.5.2. Définition. On appelle symétrisé de E le couple (G,t) défini dans le théoreme
précédent.
1.5.3. Cas particulier ¥ = N.

e Par symétrisation de N on obtient le groupe (Z,+) des entiers relatifs.

e On peut construire une multiplication sur Z, par passage au quotient de I'opération
sur N x N définie par : (m,n)-(p,q) = (mp + ng, mq + np). Alors (Z, + , -) est un
anneau commutatif avec unité.
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e 7 est muni d’un ordre total défini par m < nsidp e N n=m+p.

e Dans Z il existe une division euclidienne : Soient (a,b) € Z x N*. Il existe un unique
couple (q,7) € Z x N tel que a = bg+1r avec 0 < r < b.
En effet, si a = 0 le couple (0,0) convient.
Supposons maintenant @ > 0, on a b > 1 et par une récurrence immédiate on
montre que pour tout n € N* on a nb > n et en particulier (a + 1)b > (a + 1) > a.
L’ensemble A = {n € N; nb > a} est donc non vide et ne contient pas 0. Posons
g=min(A)—letr=a—bg;onagh < a<(qg+1)b,doul < r <b.
Sia < 0, alors il existe (¢, ') tels que —a = bg’+1" et 0 < 1/ < b. Sir’ =0 le couple
(—¢',0) convient pour a, sinon on vérifie aisément que (—¢' — 1,b — r’) convient.
Ceci acheve la démonstration de 'existence ; pour 'unicité, soient (g,7) et (¢',7')
deux couples satisfaisant aux conditions, et supposons ¢ > ¢’. On a alors :
a=bg+r=>0b¢+71r,doub < blqg—¢)=r"—r <b, ce qui est impossible. Par
conséquent ¢ = ¢’ et par suite r = r'.

2 Sous-groupes

2.1. La notion de sous-groupe

2.1.1. Définition. On dit qu'une partie H d’un groupe (G ; %) est un sous-groupe de G
si la restriction de * a H le munit d’une structure de groupe i.e. :
e H est stable par x (Vx,y € H xxy € H),

e cc H,

eVreH zleH.

2.1.2. Caractérisation. Une partie H d’un groupe (G, *) est un sous-groupe si et setle-
ment Si

e H est non vide et

eVr,yc Haxxy te H.

Preuve. La condition nécessaire est immédiate. Montrons la condition suffisante.
Comme H est non vide, il existe h € H et hx h™' € H ; donc e € H.

Pour tout x € H, puisque e € H,onaexx ' € H;donc 27! € H.

Pour tous z et y dans H, puisque y ' € H,ona z* (y })"' € H; doncxxy € H. n
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2.1.3. Exemples.

a) {e} et G sont des sous-groupes de G ; les autres sous-groupes de G (sl en existe)
sont appelés sous-groupes propres de G.

b) Soient A une partie non vide d'un ensemble E et soit G = (S(E), o). Alors
H={feG; f(A) = A} est un sous-groupe de G.
En effet Id g appartient & H et pour f,g € H on a g(A) = A dout A = g7 }(A) et
(fog™)(A)=Aie fogleH.

c) Les translations de direction donnée, les homothéties de méme centre constituent
des sous-groupes du groupe des homothéties-translations du plan affine II.

2.1.4. Proposition. L’application n —— nZ est une bijection de N dans I’ensemble des
sous-groupes de 7.

Preuve. On vérifie aisément que nZ est un sous-groupe de Z . Réciproquement soit H
un sous-groupe de Z. Si H = {0} alors H = 0Z, sinon il existe h # 0 dans H. Comme
H est stable par passage a 'opposé, —h appartient a H et donc E ={zx € H; = >0}
est une partie non vide de N. Soit n le plus petit élément de £ (Chap I Théoreme 6.3.2).
Par récurrence on montre que nk appartient a H, pour tout £ € N, puis par passage a
I'opposé que nk appartient a H, pour tout & € Z. Donc nZ est inclus dans H. Montrons
I'inclusion inverse. Soit x € H. Effectuons la division euclidienne de x par n: x =ng+r
avec 0 < r < n. Alors r = x — ng est élément de H. On ne peut avoir r > 0 car alors on
aurait r € E et r < n ce qui contredirait le fait que n = min(£). On a donc r = 0 c’est a
dire x € nZ. 1l est clair par ailleurs que si m et n sont des entiers naturels distincts alors
nZ # mi. ]

2.2. Sous-groupes et homomorphismes

2.2.1. Proposition. L’image directe ou réciproque d’un sous-groupe par un homomor-
phisme est un sous-groupe.

Preuve. Soient f € Hom (G,G’), H un sous-groupe de G et H' un sous-groupe de
G’. Comme H est non vide, il en est de méme pour f(H). Pour tous 2’ et y' dans
f(H) il existe x et y dans H tels que 2’ = f(z) et v = f(y); alors xy™* € H et
2yt = f(x)f(y)~' = f(zy™') appartient & f(H). Donc f(H) est un sous-groupe de G'.
Comme f(e) = ¢ € H', e appartient a f~!'(H’). Soient = et y dans f~'(H’); on alors
flezy™) = f(x)f(y)~t € H'. Donc f~!(H') est un sous-groupe de G. n

2.2.2. Corollaire. Si f € Hom (G,G") alors Ker (f) est un sous-groupe de G et Im (f)
est un sous-groupe de G'.
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2.2.3. Définition . Soit (G, -) un groupe. On appelle centre de G, le sous-ensemble de G,
noté Z(G), constitué des éléments qui commutent a tout g € G :
ZG)={z€G;VgeGz-g=g-z}.

2.2.4. Corollaire. Soit (G, -) un groupe.
(i) Int(G) est un sous-groupe de Aut (G).

(it) Z(G) est un sous-groupe de G.

Preuve. (i) Int (G) est I'image de G par 'homomorphisme Ad.
(i) Ker(Ad) = {z€G; Ad,=1dg}={2€G;VgeG zg2"' =g}
= {2z€eG;VgeGzg=y9gz}=Z(G). .

2.3. Sous-groupe engendré par une partie

2.3.1. Remarque. L’'union de deux sous-groupes n’est pas en général un sous-groupe.
En effet K = 27 U 37 n’est pas un sous-groupe de Z, car 2 et 3 appartiennent a K, mais
(2+3) n’appartient pas a K.

2.3.2. Proposition. Soit (G, -) un groupe.

(i) Si(H;)ier est une chaine, pour I'inclusion, de sous-groupes de G, alors U H; est un
iel
sous-groupe de G.

(it) L’intersection d’une famille de sous-groupes est un sous-groupe.

Preuve. (i) H = U H; est non vide et pour tous = et y de H, il existe 7 et j dans [
el

tels que v € H; et y € H;. Par hypothese H; et H; sont comparables pour I'inclusion, par

exemple H; C H;, douay~' € H; C H.

(1) vérification facile. n

2.3.3. Définition . Soit A une partie d’'un groupe G. On appelle sous-groupe engendré
par A le plus petit sous-groupe de G contenant A, c’est a dire I'intersection de tous les
sous-groupes de G contenant A. Nous le noterons ( A). Si A est réduit au sigleton {a}
nous noterons (abusivement) (a ).
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2.3.4. Proposition. Soit A une partie non vide d’'un groupe (G, -). Le sous-groupe en-
gendré par la partie A est {x € G; In € N* Jay, ...,a, € AUA 2 = ﬁ a; } ou
At ={a"t; a € A}. .

Dans le cas additif (A) ={x € G; Ine€ N"Jay, ...,a, € AU(-A) z= zn: a; }.

i=1

Preuve. Soit H I'ensemble défini dans I’énoncé. 1l est clair que A C H, donc H est non
vide. Soient x et y dans H. On a alors

n m
v=[]a y=]][b e zy'=ar-...ca,-b, ... b7 .
i=1 j=1
Puisque ay, ..., a,, by, ..., b>! appartiennent &4 AUA™!, z-y~! appartient & H. Donc

H est un sous-groupe contenant A, d'ou (A) C H. Montrons maintenant l'inclusion
n

inverse. Soit x = H a; dans H. Le sous-groupe ( A ) contient A et les inverses des éléments
i=1
de A, donc contient tous les a; et par stabilité leur produit ; donc z € ( A). ]

2.3.5. Corollaire . Soient G et G’ des groupes et f € Hom (G,G"). Si G est engendré par
une partie A alors Im (f) est engendrée par f(A).

Preuve. Remarquons tout d’abord que Im (f) est un sous-groupe de G’ contenant f(A).
Donc (f(A)) est inclus dans Im (f). Soit maintenant y € Im (f). Il existe z € G tel que
y = f(z). D’apres la proposition précédente, il existe n € N* et ay, ..., a, dans AU A~}

tels que x = H a; . Posons b; = f(a;) pour i € [1,n]y. Si a; appartient a A alors b;
i=1
appartient & f(A), si a; ' appartient & A alors b; ' = f(a;)™' = f(a; '), appartient & f(A).
Donc y = f(z) = f(J] @) =[] b appartient & (f(A)). n
i=1

i=1

2.4. Ordre d’un élément

2.4.1.Lemme. Soient (G, -) un groupe et x € G. 1l existe un unique ¢, € Hom (Z,G)
tel que ¢, (1) = x. Pour tout n € Z on note x" I'image de n par @, ; pour tout n € N* on
ar"=g-.. . .xetr =g ' . ..27' DeplusIm(p,) ={2"; ncZ} = (z).

— _—

n fois n fois

Preuve. Posons ¢, (0) = e et, par récurrence, pour tout n € N*:
n /. .z 3
0r(n) =ps(n—1)-x =2" =g-...-x. On vérifie aisément par récurrence que pour tous

n fois

m et n dans N on a 2™ = ™. 2. D’apres le théoreme de symétrisation (1.5.1) ¢, se
prolonge en un unique homomorphisme, noté encore ¢,, de Z dans G.
L’unicité de ¢, est immédiate car sa restriction a N doit vérifier la relation récurrente
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©r(n+1) =w(n)-p(1) = p.(n)-x et le prolongement a Z est unique.

On a ¢,(—1) = ((1))"! = 27! et pour tout n € N*

27" = p(—n) = a(=(n — 1)) - pa(—1) = pu(—(n = 1)) -27".

Par conséquent les suites (x7"),en et(@z-1(n))nen définies par la méme relation de récur-
rence coincident.

Il est clair que Im (¢,) est un sous-groupe contenant x, et tout sous-groupe contenant x
doit contenir par stabilité tous les ™ pour n € N* ainsi que leurs inverses. Il en résulte

que Im () = (z). "

2.4.2. Définitions. Soient (G, -) un groupe, z € G et ¢, 'homomorphisme défini dans
le lemme précédent.

Si @, est injectif on dit que x est d’ordre infini. Autrement dit x est d’ordre infini si
Vn € N* o™ # e.

Si . est non injectif, il existe un unique d € N* tel que Ker (p,) = dZ et on dit que x est
d’ordre d. Autrement dit x est d’ordre d si d est le plus petit entier strictement positif tel
que ¢ = e. On note alors o(x) = d.

Tout élément m de Ker (¢,) i.e. tel que 2™ = e est appelé période pour .

2.4.3. Remarques.

a) Dans le cas d'un groupe abélien dont la loi est notée additivement, (G, +), on note

wz(n) = n-x pour tout n € Z et pour tout n positif onan-z=x+--- 4 z.

n fois

b) Si A= {ay,...,ar} est une partie finie d'un groupe abélien dont la loi est notée
additivement, alors le sous-groupe engendré par A est I’ensemble des combinaisons
linéaires a coefficients dans Z des q; :

k
re(AYe Iny, ....nk) €ZF 2= mi-a; .

i=1
¢) Soit z un élément d’ordre fini. On a 2™ = e < m est multiple de o(x).
d) Si x est d’ordre infini, alors (x) est un ensemble infini ; si x est d’ordre d, alors
(z) ={e,x, ... 2971} est fini de cardinal d.
2.4.4. Exemples.
a) Dans tout groupe, I’élément neutre est d’ordre 1.

b) Dans Z, tout entier non nul est d’ordre infini.

c) Dans (C*, x), 2 est d’ordre infini et i est d’ordre 4.



32

2.4.5. Proposition . Soient a un élement d’ordre fini d’un groupe (G, -) et k € N. L’ordre
o(a)
PGCD (o(a), k)’

de a* est

Preuve. Posons n = o(a) et d = PGCD (n, k). Soient n’ et k" tels que n = dn’, k = dk'.
On a (aF)” = " = a®™ = (a™)¥ = e. Donc n’ est période pour a”.

Soit m tel que (a¥)™ = e ; alors a*™ = e et n divise km. Il existe ¢ € N tel que km = nq,
d’ou dk'm = dn'q, soit k'm = n'q. Or n’ divise k'm et est premier avec m’' donc n’ divise

m. L’ordre de a* est donc n’. ]
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Chapitre III : Groupes de permutations

1 Actions de groupe

1.1. Groupe opérant sur un ensemble

1.1.1. Définitions. Soient (G,*) un groupe et E un ensemble non vide. On dit que G
agit ou opere sur E, si on se donne un homomorphisme p de (G, %) dans (S(E), o).
On dit que l'action de G est fidéle si p est injectif.

1.1.2. Caractérisation. Soient (G, *) un groupe et E un ensemble non vide.

(i) Sip:g+—— p, est une action de G sur E, pour tous g € G et x € E posons
g-x = py(z) alors :
e (1) Vxe F e-xz=uz,
e (2) Vg1,0 € GV € E (g1 %g2) - x=¢g1-(g2- ).

(ii) Réciproquement la donnée d’une application de G x E dans E notée (g,x) — g-x
pour laquelle (1) et (2) sont vérifiées, permet de définir une action p de G sur E par
pg(z)=g-x pour tous g € G et x € E.

Preuve. (i) La relation (1) se déduit de p. = Id g. Pour tous ¢1,92 € G et © € E on a

(91 % 92) " = Pgyagy (T) = (g, © P, )(T) = pg, (g2 - ) = g1 (g2 - ).

(1) Pour tous g1, g2 € G et © € E on a compte tenu de (2)

Pgregs () = (g1 % g2) - ©= g1 (g2 ) = pg, (g2 - ) = (pg, © pg,)(T).

D0t py,xgo = (Pg, © Pgy)- En appliquant cette relation avec g et g~! on obtient grace a (1)

que p, appartient a S(E). La formule démontrée prouve alors que p est un homomorphisme

de g dans S(F). n

La notion d’action de groupes intervient dans de nombreuses branches des mathéma-
tiques et notamment en géométrie. Donnons ici quelques exemples simples.

1.1.3. Exemples.

a) Soit V un espace vectoriel sur un corps commutatif K. Le groupe (K*, -) agit sur
V' par homothéties :
h:K*— S(V) Ar— Ady ie. VA€ K*Vx eV hy(x) =z = \z.
Cette action est fidele si et seulement si V' # {0}.
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b) Un groupe (G, *) agit sur lui-méme par translations a gauche :
ANG—S8(G) YVgeGVreGN(z)=g-v=gx*u.
Cette action est fidele.

c) Un groupe (G, *) agit sur lui-méme par translations a droite :
p:G—8(G) VYgeGVreG pylx)=g-z=zxg "
Cette action est fidele.

d) Un groupe G agit sur lui-méme par automorphismes intérieurs ou conjugaison :
Ad:G— 8(G) VgeGVreGAdy(z)=g-z=gaxg .
Cette action est fidele si et seulement si Z(G) = {e}.

e) Un groupe G agit sur G(G), ensemble de ses sous-groupes, par conjugaison :
Vge GVH € G(G) g¢g-H =Ad,(H).

1.1.4. Lemme. Soit G un groupe agissant sur un ensemble E.

(i) La relation, notée ~ (ou ~ si on désire préciser I'action), définie sur E par Ty si
p

et seulement s’il existe g € G tel que y = g - x, est une relation d’équivalence.

(it) Pour tout x € FE I'ensemble noté G, = {g € G ; g-x = x} est un sous-groupe de G.

Symétrie : supposons que Ty, il existe g € G tel que y = g-x ; on a alors

g y=g"(g-7)=(979) z=ex=gz dony~z
Transitivité : Sion a ol et Yz alors il existe g et h dans G telquey =g-xet z=h-y;
d'out z =h-(g-x) = (gh)-x ie. T2

(77) La démonstration est immédiate. n

1.1.5. Définitions. Soit G un groupe agissant sur un ensemble F£.
On dit que deux éléments x et y de E sont conjugués sous ’action de G si TY-

Pour x € E, sa classe d’équivalence, {y € F; g € Gy = g-x}, est notée O, et est
appelée orbite de x (sous 'action de G).

On dit que 'action de G sur F est transitive s’il existe une seule orbite.

Pour x € E, on appelle stabilisateur de x le sous-groupe G,.

Dans le cas de I'action de G par automorphismes intérieurs sur lui-méme (Exemple d), on
'appelle alors centralisateur de z, noté C,={g € G; grg ' =x}={g9€ G; gv = xg};
les orbites sont appelées classes de conjugaison.

Dans le cas de 'action de G par automorphismes intérieurs sur G(G) (Exemple e), le
stabilisateur de H est appelé normalisateur de H, on le note N'(H).
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1.2. Classes d’équivalence définies par un sous-groupe

Soit H un sous-groupe d’un groupe G. Toute action de G définit par restriction une action
de H. Etudions les actions de H sur (G par translations.

Si H agit sur GG par translations a gauche :
L’orbite de x € G pour cette action est {\,(z); h € H}={hx; h € H}=Hx ap-
pelée classe a droite modulo H. La relation d’équivalence associée est : Ty <Y € Hx.

L’ensemble quotient, ensemble des classes a droite modulo H, est noté H\G.

Si H agit sur GG par translation a droite :
L’orbite de x € G pour cette action est {pn(x); h € H} ={xh™'; h € H} =xH appelée
classe a gauche modulo H. La relation d’équivalence associée est : Ty &y € xH.

L’ensemble quotient, ensemble des classes a gauche modulo H, est noté G/H.

1.2.1. Proposition. Si H est un sous-groupe de G, alors les ensembles quotients G /H
et H\G sont équipotents.

Preuve. Considérons I'application f : x —— 2 'H, de G dans G/H. Comme cette appli-
cation est surjective, il existe, d’apres le théoreme de factorisation (Chap I Théoreme 3.2.2),
une bijection entre G/Ry et G/H. Or, pour tous z et y dans G, on a:

Ry < f(z) = f(y)

e 'H=y'H
H 'z =Hy
Hx = Hy

Ty
VY

L R A

Par conséquent G/R; = H\G. 1l en résulte que H\G et G/H sont équipotents. n

1.2.2. Définitions. Soit H un sous-groupe d’'un groupe G. On appelle indice de H dans
G, noté [G : H] le cardinal commun de H\G et de G/H.

Dans le cas du sous-groupe trivial {e} on obtient [G : {e}] =card (G). On note plutot
|G : 1] = card (G) et on I'appelle ordre de G.

1.2.3. Théoréme de Lagrange. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G
tels que K C H. Alors [G : K| =[G : H|[H : K].

Preuve. (Avec l'axiome du choix si G est infini. ) Le groupe G s’écrit comme une
réunion disjointe de classes a gauche modulo H. Dans chaque classe a gauche choisissons
un représentant g; ; on peut alors écrire : G = U g:H avec card (I) = [G : H|. De méme
iel
on peut écrire : H = | ) h;K avec card (J) = [H : K]. On en déduit G= |J g:h;K.
jeT (i,5)eIxJ
Si gih; K = gihy K il existe k € K tel que gyh; = g;h;k, donc gy H = ¢g;H et par unicité
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de notre choix i =i. Il en résulte h; K = hj K et toujours par unicité j' = j.
Dans G toutes les classes a gauche (g;h;K ), ;) sont deux a deux distinctes et on déduit
|G : K] =card (G/K) =card (I x J) =[G : H|[H : K]. n

1.2.4. Corollaire. Soit G un groupe fini.
(1) L’ordre d’un sous-groupe divise I'ordre du groupe : VH € G(G) [H : 1] divise
G 1].

(i3) L’ordre de G est période pour chacun de ses éléments : Vo € G zl¢1 =e¢.

Preuve. (i) Appliquons le théoreme de Lagrange avec K = {e} :

G :{e}| =[G : H|[H :{e}] ie. [G:1]=[G: H][H :1].

(1) Soit x € G. Comme G est fini, x est nécessairement d’ordre fini ; soit d = o(x). On
sait que d = [(x) : 1] et d’apres (i), d divise [G'; 1] ; donc [G : 1] est période pour z. m

1.3. “Equations aux classes”

1.3.1. Lemme. Soient G un groupe agissant sur un ensemble E et x € FE. L’ensemble
quotient G /G, est équipotent a l'orbite de x sous I'action de G.

Preuve. Considérons l'application f : G — FE telle que f(g) = g-x. Son image est
I'orbite de x. Déterminons la relation d’équivalence Ry associée a f. On a

gRrgd < flg)=1)
& gax=g-x
s v=(""¢)w
& g'deq,
& g € gG,

& g et ¢ sont dans la méme classe & gauche modolo G, .

Il en résulte que G/Ry = G/G,, et il suffit d’appliquer le théoréme de factorisation a f. m

1.3.2. Corollaire. Soit G' un groupe agissant sur un ensemble fini F. Si ® est une partie
de E rencontrant chaque orbite en exactement un point, alors

card (E) = Y [G: G,] .

zed

Preuve. (i) D’apres le lemme, pour tout € E on a card (0,) = card (G/G,) =[G ; G.].
Or E= |J O,, dou card(E) = > card (0,) = > _ [G: G]. n

zed zed zed

Ce corollaire et le suivant qui en est un cas particulier, portent le nom ”d’équations
aux classes“.
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1.3.3. Corollaire. Soit G un groupe fini. Il existe une famille finie (H;);=1..., de sous-
groupes propres de G telle que

[G:l]:[Z(G):I]+i[G:Hi].

=1

Preuve. Dans 'action de GG sur lui-méme par automorphismes intérieurs, I'orbite de
r € Gest O, ={grg~'; g € G}. On remarque donc que O, = {x} si et seulement si
x € Z(G). Si ® est une partie de G rencontrant chaque orbite en exactement un point,
elle doit contenir Z(G). Appliquons le résultat précédent a cette action, on obtient

card (G) = > [G : C,] en désignant par C, le centralisateur de x dans G.

rzed
L’ensemble ®\ Z(G) est fini ; soit m son cardinal. Désignons par H; pour i = 1...m, les

centralisateurs des éléments de ¢\ Z(G), on obtient

card (G) = Y [G:Cl+ > [G:Cy
2€Z(G) z€P\Z(G)
G:1] = [Z(G):1]+> [G:H).

i=1
Pour tout 4, le sous-groupe H; est distinct de G car c’est le centralisateur d’un élément
non central, et distinct de {e} car sinon [G : 1] > [2Z(G) : 1] + [G : H;] > [G : 1]. n

1.4. p-groupes

1.4.1. Définition . Soit p un nombre premier. On dit qu’un groupe fini GG est un p-groupe
si son ordre est une puissance de p.

1.4.2. Proposition. Soit p un nombre premier. Le centre d’un p-groupe non trivial est
un p-groupe non trivial.

Preuve. Soit G un p-groupe non trivial. Il existe o € N* tel que [G : 1] = p®*. Ecrivons
Péquation aux classes : p*=[Z(G) : 1]+ Y _[G : H;] , avec H; # G. D’apres le théoreme
=1

de Lagrange, [Z(G) : 1] et [G : H}] divisent [G : 1] et sont donc des puissances de p. I
en résulte que Z(G) est un p-groupe et comme [G : H;| est différent de 1, [G : H;] est
divisible par p pour tout 7. On en déduit que p divise [Z(G) : 1] et par conséquent Z(G)
n’est pas trivial. [

1.4.3. Corollaire . Soit p un nombre premier. Tout groupe d’ordre p? est abélien.

Preuve. Supposons G non abélien. D’apres le corollaire précédent Z(G) est un p-groupe
non trivial ; nécessairement [Z(G) : 1] = p. Soit z € G\ Z(G). Le centralisateur C, de x est
un sous-groupe de G contenant strictement Z(G) puisqu’il contient x. Donc p < [C} : 1]
et comme [C, : 1] divise p? on a [C, : 1] = p*; dou C, = G i.e. z € Z(G). Ce qui est
contradictoire. n
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2 Groupes Quotients

Si H est un sous-groupe d’un groupe G, on souhaiterait munir l’ensemble G/H d’une
structure de groupe par “passage au quotient”. Cela n’est pas toujours possible, il faut
que H possede des propriétés particulieres.

2.1. Sous-groupes distingués

2.1.1. Proposition . Soit H est un sous-groupe d’un groupe G. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) G/H peut étre muni d’une structure de groupe telle que la surjection canonique
p: G — G/H soit un homomorphisme,

(i) H est stable par Int (G),
(ii) Ve € G zHx '=H,

(iv) Pour tout x € G les classes a droite et a gauche modulo H coincident.

Preuve. (i) = (ii) Soient h € H et x € G. Nous voulons montrer que Ad,(h) appartient
a H. Remarquons que pour tout ¢ € G ona g € H < p(g) = p(e) = H. En utilisant le
fait que p est un homomorphisme on obtient :

p(zha™") =p(z)p(h)p(z~") = p(z)p(e)p(z™") = p(rex™") =p(e) .

Donc zhz~! appartient & H.

(ii) = (i4i) On a: Vo € G xzHz™' C H ; appliquons cette relation a 2~
v 'Hr C H dot z(z'Hr)z ' CxHx 'ie. H CazHz '

(77i) = (iv) Immédiat.

(1v) = (i) Montrons que la relation ~ (:E}}Jy &y € xH) est compatible avec 'opération

1] vient :

de G. Supposons it et s;t, on veut montrer que a:s?;yt. Il existe h et k dans H tels que

y=uxhett=sk;douyt=uxhsk. Or Hs = sH et il existe donc h’ € H tel que hs = sh’;
par suite yt = xsh’k appartient a xsH i.e. xs;yt. On peut donc définir sur G/H une
opération par (zH)-(yH)= (xyH) soit encore p(z)-p(y) =p(xy). L'ensemble G/H est
alors muni d’une structure de groupe car les propriétés de 'opération de G passent au
quotient ( Chap. I Théoreme 3.3.3 ), et p est un homomorphisme par construction.

Rappelons que 1'élément neutre de G/H est p(e) = H et que 'inverse est donné par
(xH)™ =p()™ =pla~!) =27 H. "

2.1.2. Définitions. Si H est un sous-groupe de G tels que les conditions équivalentes de
la proposition précédente soient satisfaites, on dit que H est distingué ou normal dans
G ; on note H < G.

L’ensemble GG/H muni de la loi définie ci-dessus est appelé groupe quotient de G par H.
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2.1.3. Exemples.
a) G et {e} sont distingués dans G.
b) Dans un groupe abélien tous les sous-groupes sont distingués.

¢) Pour tout n € N on a donc nZ < Z ; la relation d’équivalence définie par nZ est la
congruence modulo n donnée par :

r=y (modn) & y—zenZ.
La compatibilité de cette relation avec I'addition se traduit alors :
(xzy (modn)) A (x' =9/ (modn)) = (:p+x' =y+vy (modn)) .

En notant 7 la classe de z € Z dans Z/nZ, la structure de groupe quotient est
définie par: T+ gy=1x + y.

Remarquons que pour tous m dans Z on a m = m.1

La congruence est également compatible avec la multiplication de Z :

(azzy (modn)) A (x’zy' (modn)) = (:L’J:’Eyy' (modn)).

On peut donc définir une multiplication sur Z/nZ par : T X §j=Tgy.
Alors (Z/nZ, + , x) est un anneau commutatif.
Remarquons que pour tous m et z dans Z on a mz = (mz)-1=m-(x-1) =m-T.

d) Soit ABC' un triangle équilatéral de centre O dans un plan affine euclidien orienté.
Considérons le groupe GG des isométries affines laissant ce triangle invariant :
G = {Id,R, R, S4,SB,Sc} ol R est la rotation de centre O et d’angle 27/3 et
Sy la symétrie orthogonale par rapport a la droite OM. Alors H = {Id, S4} n’est
pas distingué dans G car Sg o Sy o Sl}l =SpoSso0Sp=Sc ¢ H.

2.1.4. Remarques.

a) Si H < G alors [G : H]=card (G/H) =[G/H : 1]. Le théoreme de Lagrange peut
alors s’écrire : [G : 1]=[G/H : 1|[H : 1].

b) La relation < n’est pas transitive : il existe dans le groupe D, des isométries du
carré, deux sous-groupes H et K tels que K <1 H, H <1 D, et K 4 D, (cf Exercices).

2.1.5. Proposition. Soit G un groupe. Tout sous-groupe d’indice 2 de G est distingué
dans G.

Preuve. Soit H un sous-groupe d’indice 2 de GG. Les classes a gauche modulo H définissent
une partition de GG en deux classes : H = eH et une autre classe qui ne peut étre que
le complémentaire de H dans G. Il en est de méme pour les classes a droite. D’apres la
condition (iv) de la proposition 2.1.1 le sous-groupe H est distingué dans G. N
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2.1.6. Proposition. Soient f € Hom (G, G’) et K’ un sous-groupe distingué de G'. Alors
f7Y(K') est un sous-groupe distingué de G.

Preuve. Soit k € f~!(K’). Pour tout z € G on a f(zkx™') = f(z)f(k)f(x)~", or f(k)

appartient & K’ qui est distingué dans G’, donc f(zkz~!) appartient & K’ et f~1(K’) est
distingué dans G. N

2.1.7. Corollaire . Soient G et G’ deux groupes.

(i) Sif e Hom(G,G") alors Ker (f) est distingué dans G.

(it) Z(G) est distingué dans G.

Preuve. L’assertion (i) résulte de la proposition précédente car {e’'} est distingué dans

G et Ker (f) = f~1({¢/}). Dans le cas particulier de 'homomorphisme Ad on obtient
Z(G)«4G. |

2.2. Théoreme de factorisation pour les homomorphismes de
groupes

2.2.1. Proposition. Soient G et G’ deux groupes, f € Hom (G, G’) et K un sous-groupe
distingué de G tel que K C Ker (f).

Alors il existe un unique f € Hom (G/K,G") a ! Vel
tel que f=f op, ol p désigne I’homomor- yd
phisme canonique de G sur G/ K. » y /
_—i
G/K

Preuve. Si z et y dans G sont équivalents modulo K, il existe k € K tel que y = xk ;
comme K est inclus dans le noyau de f, on a donc f(y) = f(z)f(k) = f(z)e' = f(x).
D’apres la proposition 3.2.1 du chapitre I, il existe une unique application f de G/K dans
G telle que f = f op. Il reste & vérifier que f est un homomorphisme.

Soient «v et B dans G/ K. Puisque p est surjective, il existe = et y dans G tels que oo = p(z)
et y = p(y). On a alors

flap)=f(p)p(y) = f(plxy)) = f(xy) = f () f(y) = F(2) F(B) - .
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2.2.2. Théoréme. Soit f un homomorphisme entre deux groupes G et G'. Désignons par
p ’homomorphisme canonique de G sur G /Ker (f) et par i I'injection canonique de Im (f)

dans G'. f

_ G — G’
Alors il existe un unique isomorphisme f de
G/Ker (f) dans Im (f) tel que le diagramme l p . I ‘
suivant soit commutatif. G /Ker (f) Im (f)

Si G est fini alors |G : 1] = [Ker (f) : 1] [Im (f) : 1].

Preuve. Ce théoreme résulte immédiatement du théoreme de factorisation ensembliste
( Chap. I Théoréme 3.2.2), de la proposition précédente et du théoreme de Lagrange. m

2.2.3. Corollaire. (i) Soient f € Hom (G, G") et a € G d’ordre fini. Alors I'ordre de f(a)
divise l'ordre de a.

(17) Soit n € N*. Si dans un groupe G il existe un élément x d’ordre d, diviseur de
n, alors il existe un unique f € Hom (Z/nZ,G) tel que f(1) = x. Pour tout m € Z on a
alors, f(m) = x™.

Preuve. (i) Si n = o(a) alors f(a)” = f(a™) = f(e) = €. Donc n est période pour f(a)
et est un multiple de l'ordre de f(a).

(77) L’homomorphisme ¢, de Z dans G ( Lemme 2.4.1 ) admet pour noyau dZ. Puisque d
divise n on a nZ C dZ = Ker (¢,). D’apres la proposition précédente, il existe un unique
f € Hom (Z/nZ, Q) tel que ¢, = fop. On a en particulier x = ¢, (1) = f(1).

Montrons que f est unique a vérifier cette relation (on sait seulement qu’il est unique a
vérifier p, = fop). Si f(1) = x, alors pour tout m € Z on a f(m) = f(m.1) = f(1)™ = 2™
ie. fop=,. [

2.3. Théoreme d’isomorphisme d’Emmy Noether

2.3.1. Théoréme . Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe (G,.) tels que H soit
inclus dans le normalisateur de K. Posons KH = {g € G; 3k € K 3h € H g = kh} et
HK ={9€ G; 3he H Fk € K g = hk}. Alors

i) HnNK est distingué dans H,
it) KH = HK et HK est un sous-groupe de G,

(
(
(#ii) K est distingué dans HK,

(iv) L’homomorphisme canonique f : h —— hK de H dans HK/K définit un iso-
morphisme entre H/HN K et HK/K.

Avant de démontrer ce théoreme, donnons comme corollaire immédiat, la version com-
mutative.
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2.3.2. Corollaire. Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe abélien (G, +). Posons
H+K={9€G; 3he H3k e K g=h+k}. Alors, H+ K est un sous-groupe de G
et H/H N K est isomorphe a (H + K)/K.

Preuve 1. (i) Soit z € HN K. Pour tout h € H, hxh™! appartient & H comme produit
d’éléments de H, et & K d’apres hypothese H C N (K). Donc hoh™! appartient &8 HNK.
(ii) Soit g € HK. Il existe h € H et k € K tels que g = hk. Or hkh™! est dans K et
g = hk = (hkh™')h appartient & KH, dot HK C KH. On démontre de méme que
KH C HK et on alors HK = KH. Montrons que c¢’est un sous-groupe. Il est clair que e
appartient & HK. Si z et y sont dans HK | il existe (h, k) € Hx K et (W, k') € H x K tels
que z = hk et y = 'k’ ; on a alors xy~t = hkk'~ 0/~ = (hkk'"'h~Y)hh/~' € KH = HK.
(ii7) Soit x € K. Pour tous h € H et k € K Délément (hk)x(hk)™' = h(kzk=')h™L,
appartient encore a K car H est inclus dans NV (K).

(7v) On vérifie facilement que l'application f : h —— hK, de H dans HK/K est un
homomorphisme, surjectif par définition de H K, et que 'on a :

Ker(f) ={he H; hK =eK}={he H; heeK}=HNK.

11 suffit d’appliquer le théoreme de factorisation pour conclure. n

2.3.3. Remarques.

a) Sous les hypotheses du théoreme, H K est le sous-groupe engendré par H U K.
Dans le cas ou (G, +) est abélien on retrouve que ({ay, ...,ax}) =Zay+---+Zay.

b) La condition : H C N(K) est en particulier vérifiée lorsque K est distingué dans G
puisqu’alors N (K) = G.

c) Dans le cas général HK n’est pas un sous-groupe. Reprenons I'exemple des iso-
métries du triangle équilatéral : soient H = {Id, Ss} et K = {Id, Sp}; alors HK
est de cardinal 4 qui ne divise pas 6, ordre de G. Donc HK ne peut étre un sous-
groupe de G.

3 Groupe symétrique S,

3.1. Cycles

3.1.1.Proposition. Si F et F sont deux ensembles équipotents alors leurs groupes de
permutations (S(E), o) et (S(F), o) sont isomorphes. En particulier pour tout ensemble
fini E de cardinal n, le groupe S(E) est isomorphe a (S(E,, ), o).

(On rappelle que E,, = [1,n]y ).

Preuve. Soit ¢ une bijection de E sur F. Considérons l'application ® de S(F) dans
S(F) définie par : Vf € S(E) ®(f) = ¢o foep~!. On a alors pour tous f et g dans S(E) :

O(fog)=¢o(foglop ' =pofo(plop)ogop ' =d(f)od(g).
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® est donc un homomorphisme. De plus ® admet pour réciproque ¥ : g — 1o go o.
Donc ® est un isomorphisme. [

3.1.2. Définition. Pour n € N*, on appelle groupe symétrique de degré n le groupe
(S(E,),o), on le note S,,.

3.1.3. Définitions et Notations. Soient n € N un entier supérieur ou égal a 2 et
o € S,,. La permutation o peut étre représentée par son tableau de valeurs :

_ 1 2 -oomn
"= (o) o) - om)
On appelle support de la permutation o, noté supp(o), ’ensemble des éléments i € E , tels
que o(i) # 1.
L’application ¢, : m —— ¢™ | définie au lemme 2.4.1 du chapitre II, est un homomor-
phisme de Z dans S,,, et définit donc une action de Z sur E,,
On dit que o est un cycle si son support est constitué d’une seule orbite pour cette action.
On appelle longueur du cycle o I'entier k égal au cardinal du support de o.
Donc ¢ € Sy est un cycle de longueur £ si et seulement s’il existe k entiers distincts iy, . . .,
ir, dans E, tels que c(i;) = i;41 pour j € E_1, c(e) =iy et c(i) =i pour i & {iy,- -, ix}.
On note alors ¢ = (i1, -+, ).
On appelle transposition tout cycle de longueur 2 et on désigne par 7, I’ensemble des
transpositions de §,,.
On convient d’omettre la loi de composition de S, et on note o7 au lieu de o o 7.

3.1.4. Remarques .
a) Deux permutations dont les supports sont disjoints commutent.

b) Un cycle de longueur k est d’ordre £ dans le groupe S,,.

3.1.5. Proposition. Soit un entier n > 2.

(i) Soient T = (i,j) une transposition et o une permutation de S,,. Alors Ad, () est
la transposition 7" = (o (i),0(j) ).

7 Deux transpositions de T sont conju UéGS our 173Ctjon de S ar automor hismes
n n
jllté] jeurs.

(4ii) 7, est une classe de conjugaison du groupe S,.

Preuve. (i) Soit k € E,,. Calculons o 707 (k).

Si k = o(i) alors o707 (k) = o7(i) = o(j) = 7/(k) ; de méme si k = o(j) alors
oro (k) =7'(k).

Sinon o~ '(k) ¢ {i,j} et T(cr 1(1{;2) k), don ool (k) =k="7(k).

(77) Soient 7 = (4,j) et 7" = (¢, ') deux transpositions. Les complémentaires dans E,, de
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leurs supports sont de méme cardinal n — 2 et il existe donc une bijection ¢’ de E,, \{7, j}
sur E,, \{7, j'}. L’application ¢ définie par (i) =i', 0(j) = j et o(k) = o' (k) sik & {i,j}
est une permutation de E,,. D’aprés (i) ona: oot = (0(i),0(j)) =1".

L’assertion (i4i) résulte immédiatement de () et (ii). "

k=1
3.1.6. Proposition. Soit ¢ = (i1, ..., i) un cycle de longueur k. Alors ¢ = [ (47, 1;11) -
j=1

Preuve. Montrons par récurrence sur k (k > 2) que si 4y, ..., i sont k entiers deux a
k-1

deux distincts on a (i1, ..., i) = [[ (4,4j41) . Si k = 2 I'égalité est évidente. Supposons
j=1

le résultat vrai jusqu’au rang k. On a alors

[1G;d501) = (ﬁ(ijaijﬂ)) (i igr1) = i1y o vos i) (s tigr) = (1y ooy ikg1) - m

J=1 J=1

3.2. Générateurs du groupe S,

3.2.1. Proposition. Toute permutation de S,, se décompose de maniere unique (a I'ordre
p

pres) comme un produit de cycles a supports disjoints : 0 = H c;.

=1
L’ordre de o est alors le ppcm des ordres des c;. ’
Preuve. Existence de la décomposition: Si ¢ = Idg, on convient que o est le pro-
duit de 0 cycle. Supposons maintenant que o # Idg, et soient Oy, ..., O, les orbites
non réduites a un point, pour I'action de Z sur E,, définie précédemment ; ces orbites
forment une partition du support de o. Soient j € E, et i; € O;. Par restriction Z
agit sur O; et cette action est transitive. Le stabilisateur de i; est un sous-groupe de
Z, donc de la forme k;Z, et O, est en bijection avec Z/k;Z (Lemme 1.3.1). Par suite
k; = card (0;), O; = {ij,0(i;), -, 0% 1(i;)} et o%(i;) = i;. Considérons le cycle
¢;j = (ij,0(ij), -+, 0%71(i;)) . Son support est O;.

P

Montrons que o = H ¢j. Soit i € E,. Sii ¢ supp(o) alors pour tout j € E, on a
j=1

i ¢ O; et ¢j(1) = i. Donc ci¢o- - -¢,(i) =1 = o(i). Si ¢ € supp(o) alors il existe un unique

¢ e E, tel que i € O,. On a alors puisque les cycles ¢; sont a supports disjoints et donc

commutent, ¢1¢y- - -¢p(1) = cpc1- - -Co—1Co41- - Cp(1) = co(i) = o(i) d’apres la définition de .

Unicité de la décomposition : Remarquons tout d’abord que si o = c¢ice---cp, ol les
¢; sont des cycles a supports disjoints alors supp(c) = Usupp(c;). De plus pour tout
i € supp(c1), en utilisant la commutation des ¢; on obtient, pour tout m € Z :

0" (i) = (crcae-¢p)" (i) = ('e5" - -¢) (1) = "(i) -

Montrons, par récurrence sur p, que si une permutation o se décompose en produit de
cycles a supports disjoints alors cette décomposition est unique.
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Sip =0 alors 0 = Idg, et l'unicité est évidente.
Supposons la propriété vraie au rang p — 1. Soient ¢;-- ¢, = ¢} - -c; deux décompositions
de o en produit de cycles a supports disjoints. Considérons i € supp(c;). Il existe un
unique ¢ € E, tel que i € supp(c)). Puisque les c;» commutent, nous pouvons supposer
que i € supp(c}). On a alors, pour tout m € Z, ¢*(i) = o™ (i) = ¢,™(4) . Il en résulte que
supp(c;) = supp(c1), puis que ¢ = ¢1. Nous pouvons simplifier par ¢; 1’égalité initiale et
on obtient ¢y---¢, = ¢y - ¢, . L’hypothese de récurrence nous permet d’obtenir I'unicité.

Pour tout m € Z on a o™ = c{'cy"- - -¢;". Les supports des cycles ¢; étant disjoints on a
donc 0™ = Idg, si et seulement si pour tout j € E, ¢ = Idg, . Donc m est période
pour o si et seulement si m est un mutiple commun des ordres des c;. Il en résulte que
l'ordre de o est le ppcm des ordres des c;. N

. 1 2 3 4 5 6
3.2.2.Exemple.So1ta—(3 9 5 6 1 4).

On a o(1) = 3, 6%(1) =5, 0*(1) = 1. Donc ¢; = (1,3,5).
0(2) = 2. Donc 2 n’appartient pas au support de o.
o(4) =6, 02(4) = 4. Donc ¢ = (4,6).
Par conséquent ¢ = (1,3,5) (4,6).

3.2.3. Corollaire. Toute permutation de S, se décompose en un produit de transposi-
tions. Autrement dit : S, = (7).

Preuve. Le corollaire résulte immédiatement de la proposition précédente et de la propo-
sition 3.1.6. [

3.3. Signature d’une permutation

3.3.1. Définitions. Soit o € S,,.

Soient i et j dans E, . On dit que o présente une inversion en (i,7) si on a i < j et
o(i) > o(j). Notons I, le nombre d’inversions présentées par o. On appelle signature de
o, notée £(a), 'entier (—1)% .

On dit que o est une permutation paire (resp. impaire) si sa signature est 1 (resp. -1).

3.3.2.Lemme. Pour tout 0 € S, on a ¢(o) = ][] M, ott Py désigne
{ijyers 1T
I'ensemble des parties a 2 éléments de E,, .
Preuve. Puisque o est une permutation de E,, , 'application {i,j} — {o(i),0(j)} est
une permutation de Ps. Il en résulte que
II o) —a()
_ {i,7}€P2

IT il

{i,7}€P2

I o(i) —o(j)

{5, YEP, i=J
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7(i) = a(j)

t—1J

sont de meéme signe. D’ou le résultat. N

Or le nombre d’inversions I, est égal au nombre de facteurs tels que < 0. Par

conséquent £(c) et [] M
ijyer, 17

3.3.3. Théoreme. Soit un entier n > 2. L’application ¢ est I'unique homomorphisme
surjectif de S,, dans le groupe {—1,1}. La signature de toute transposition est égale a -1
et si une permutation o s’écrit comme produit de p transpositions, alors (o) = (—1)7.

Preuve. Soient p et o dans §,,. On a:

e(poo) = poa(i) —pooalj)
(poo) {M}HEPQ —
_ poa(i) —poo(j) a(i) —a(j)
- {z;j}l_[eDQ o(i) —o(j) {m}l_[e% 11—
[ A0=ed) o 2dzol)

,L'/_j/

(i, 51} EPs {i,71ePs t—1J

= &(p)-elo) .

Donc € est un homomorphisme. 11 est clair que pour la transposition 75 = (1, 2), le nombre
d’inversions est égal a 1 et la signature —1. Donc ¢ est surjectif.

Soit ¢’ un homomorphisme surjectif de S,, dans {—1,1}. Toute transposition 7 est con-
juguée avec 7y (Proposition 3.1.5) et il existe p € S, telle que 7 = Ad,(7). On a alors
g'(1) = €(p)e'(m)e'(p) ™' = €'(m), car le groupe {—1,1} est abélien. Si €'(7y) = 1 alors
g’'(t) = 1 pour tout 7 € 7, ; toute permutation o se décomposant comme un produit de
transpositions, on obtient alors €’(0) = 1, ce qui contredit le fait que &" est surjectif. Donc

pour tout 7 € 7,,, on a &'(1) = —1.

Ce résultat peut s’appliquer a e, donc pour tout 7 € 7,,, on a (1) = —1.

Soient 0 € §,, et 0 =7 ... T, une décomposition de ¢ en produit de transpositions. On a
alors (o) = e(m) ... e(1,) = (=1)? =€'(n1) ... €'(1,) = &'(0). Ce qui prouve l'unicité. m

3.3.4. Corollaire. La signature d’un cycle de longueur k est (—1)*~1.

Preuve. On a vu dans la proposition 3.1.6 qu’un cycle de longueur k£ peut se décomposer
en produit de £ — 1 transpositions. Il suffit alors d’appliquer le théoreme précédent. =

3.3.5. Définition. On appelle groupe alterné de degré n, noté A, , le noyau de ’homo-
morphisme signature. A, ={o €S, ; (o) =1}.

3.3.6. Proposition. Le sous-groupe A, est distingué dans S,, et est d’indice 2.

Preuve. Puisque A, = Ker (¢), le sous-groupe A,, est distingué dans S,,.
Appliquons le théoreme de factorisation (Théoréeme 2.2.2) a 'homomorphisme surjectif e,
nous obtenons S,/ A, ~ {—1,1} et donc [S, : A,] =2. n
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Chapitre IV : Théoremes de structures

1 Groupes cycliques

1.1. Structure des groupes cycliques

1.1.1. Définitions . Un groupe G est dit monogéne s’il peut étre engendré par un seul
élément. On dit que G est cyclique s’il est monogene et fini.

1.1.2. Proposition.
(i) Tout groupe monogéne infini est isomorphe a (Z,+).

(ii) Tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe a (Z/nZ,+).

Preuve. Soient G un groupe monogene et a un générateur de G. Soit ¢, € Hom (Z, G) tel
que pour tout m € Z on ait p,(m) = a™. Grace au théoreme de factorisation, Z/Ker (¢,)
est isomorphe a I'image de ¢, qui est G. Si a est d’ordre infini alors G est isomorphe a Z,
si a est d’ordre n alors G est isomorphe & Z/nZ. ]

1.1.3. Exemple. Soit n € N*. Le groupe U,, des racines n*** de I'unité dans C est un
groupe cyclique engendré par exemple par e7/".

1.1.4. Notations. L’unique (a isomorphisme pres) groupe cyclique d’ordre n est noté C,.

1.1.5. Proposition. Tout groupe d’ordre premier p est cyclique et donc isomorphe a C,,.

Preuve. Soit G un groupe d’ordre premier p. Comme 1 n’est pas premier, il existe a # e
dans G. Soit H = (a). Alors [H : 1] divise p (Th. de Lagrange) et est différent de 1. Donc
[H : 1] = p et G est cyclique, engendré par a. n

1.1.6. Théoréme . Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique. Plus précisément,
soit a un générateur d’un groupe cyclique G' d’ordre n. Pour tout diviseur d de n il existe

un unique sous-groupe H d’ordre d.
OnaH={ze€G; 2?=e}={2eG; eG x=y’}={(a?), ot qg=n/d.

Preuve. Posons H = (a?) ,Hi={z € G; 2’ =e}et Hy={2z€G; yeG ==y}
On vérifie aisément que H; est un sous-groupe de G et que a? appartient a H;. Donc
H C H;.

Pour tout z € Hy, il existe m € Z tel que z = a™ et (a™)?

= e. Donc md est période pour
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a et par suite n divise md, i.e. il existe k € N tel que md = kn = kdq. D’ou m = kq et
r = a" = (a*)?. Donc H; C Hs.

Pour tout x € Hs, il existe y € G tel que x = y9. Comme a est générateur de G il existe
m € Z tel que y =a™ et x = (a™)? = a™ = (a?)™. Donc Hy C H .

De plus [H : 1] = o(a?) = d. Si K est un sous-groupe d’ordre d de G, alors pour tout
x € K onaz?=e; donc K est inclus dans H. Comme H et K ont méme ordre, on a
H=K. n

1.1.7. Exemple : les sous-groupes de Z /127 . Pour obtenir les sous-groupes de Z/127Z,
il faut traduire en notation additive les résultats du théoreme précédent : si n = dq il existe
dans 7Z/nZ un unique sous-groupe d’ordre d, il est engendré par q.

Les diviseurs de 12 sont: 1, 2, 3, 4, 6 et 12. On obtient donc comme sous-groupes :

H, = {12} = {0}, H, = {0,6}, Hy = {0,4,8}, H, = {0,3,6,9}, Hs = {0,2,41,6,8, 10} et
7.)127.

1.2. Théoréme chinois

1.2.1. Théoréme . Le produit direct de deux groupes cycliques est cyclique si et seulement
si leurs ordres sont premiers entre eux. Dans ce cas (a,b) est générateur de C,, x C,, si et
seulement si a engendre C,, et b engendre C,,.

Preuve. Soit G = C,, x C,,. Alors [G : 1] = mn.
Supposons que m et n sont premiers entre eux. Soient a un générateur de C,, et b un
générateur de C,,. On a pour tout k € Z :

(a,b)* = (e,e) & (a*,bF) = (e,e)
& (d"=e)A(F=e)
& (m/k) A (n/k)
< mn/k (car PGCD (m,n) =1).

Donc (a, b) est d’ordre mn et est générateur de G.

Réciproquement supposons G cyclique. Soient (x,y) un générateur de G. Il est clair que
x engendre C, et que y engendre C,. Si d est un diviseur commun de m et n, posons
m =dm/ et n =dn’. Alors (z,7)™™? = (z", ™) = (e,e). Donc m'n’d est multiple de
mn ; nécessairement d = 1 et m et n sont premiers entre eux. n

1.2.2. Corollaire. Le groupe C,,, x --- x C,,, est cyclique si et seulement si les entiers n;
sont deux a deux premiers entre eux.

Preuve. La démonstration se fait par récurrence sur k. Pour k& = 2, c’est le théoreme
précédent. Supposons la propriété vraie jusqu’au rang k — 1 ; posons G = C,,, X -+ - x Cy, ,

H=0C, x - xCy_,etn=mn; X - Xng_.
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Supposons G cyclique. Le sous-groupe H X {e} de G est cyclique et donc H est cyclique.
D’apres ’hypothese de récurrence les entiers n; pour ¢+ = 1...%k — 1 sont 2 a 2 premiers
entre eux. Par ailleurs d’apres le théoreme précédent n et n, sont premiers entre eux, ce
qui implique que n, est premier avec tous les n; pourz2=1...k — 1.

Réciproquement, si les entiers n; sont deux a deux premiers entre eux, alors, d’apres
I’hypothese de récurrence H est cyclique d’ordre n. Comme n est premier avec ng, le
théoreme précédent assure que G est cyclique. N

1.2.3. Corollaire : Théoréme chinois. Soient (n;);—1. x des entiers deux a deux pre-
miers entre eux et n = ny X --- X ng. Pour toute famille (a;);=1.  d’entiers, il existe un
entier x unique modulo n tel que pour touti=1...k, x=a; (modn;).

Preuve. Désignons par @ la classe de 'entier a dans Z/n,;Z ; alors (ai', ..., a;") appar-
tient & (Z/mZ x ... x Z/nxZ) qui est cyclique engendré par (T, ...,Tk). Il existe donc
un unique z € [0, n — 1]y tel que (@, ..., @) = z-(1', ...,Tk) = (7, ..., 7). n

1.2.4. Méthode pratique. Reprenons les données du théoreme précédent. Pour déter-
miner z on procede par itération on résout d’abord le systéme : z = a; (modn;) pour
1=1,2.

D’apres le théoreme de Bézout, il existe (ug, us) tels que uing +usny = 1 ; la détermination
pratique d’un tel couple s’obtient a partir de ’algorithme d’Euclide de calcul du pged.
Soit z1 = ajusns+asuing. On aalors r1 = ay(1—uyny)+asuing, d’'oitxry =a; (modny ).
De méme on obtient 1 = ay (modny ). On est ramené a résoudre le systéme obtenu en
remplagant les deux premieres équations par: z = x; (modninsg ).

r = 3 (mod7)
Soit a résoudre le systeme ¢ x = 4 (mod12)
r = 1 (mod5)

On obtient facilement : 3 x 12—-5x7=1. Dot z; =3 x (3 x12)+4 x (=5 x 7) = —32.
On remplace les deux premieres équations par: z =52 (mod84).

On trouve alors 17 x5 —1 x84 =1et . =52 x (17 x5) + 1 x (=1 x 84) = 4336. En
choisissant 'entier dans [0,419]y on obtient donc x = 136 unique modulo 420.

1.3. Indicateur d’Euler

1.3.1. Proposition. Soient n € N* et k € N.

(i) Soient a un générateur du groupe cyclique C,,. Alors a* est générateur de C,, si et
seulement si n et k sont premiers entre eux.

(ii) Désignons par A 'anneau (Z/nZ,+, X), par A* 'ensemble de ses éléments inversibles
et par k la classe de k dans Z/nZ. Alors

A* = (Z)nZ,+,x)* = {k € Z/nZ ; k générateur} ~ {k € [1,n]y ; k premier avec n} .
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Preuve. L’assertion (i) résulte de la proposition 2.4.5.
(77) On a les équivalences :
keA* & ImeA mxk=
& ImeZ m-k=1
& 1e (k)
&k est générateur de  (Z/nZ,+) .
D’apres l'assertion (i), la classe k est génératrice de (Z/nZ,+) si et seulement si k est

premier avec n. n

1.3.2. Définition. Soit n € N*. On appelle indicateur d’Euler, noté ¢(n), le cardinal de
{k € [1,n]n; k premier avec n}. C’est le nombre de générateurs dans C,, et l'ordre du
groupe multiplicatif ((Z/nZ)*, x).

1.3.3. Exemples.

a) Les complexes i et —i sont générateurs dans Uy et p(4) = 2.

b) Les générateurs dans Z/12Z sont 1, 5, 7, 11 et ¢(12) = 4.

1.3.4. Propriétés.

(i) Sim et n sont deux entiers premiers entre eux, alors p(mn) = p(m)p(n).

(ii) Sip est un entier premier alors p(p) = p — 1, plus généralement pour tout r € N*

onap(p") =p"—p"
k
(iti) Sin= H p;* est la décomposition de n en facteurs premiers alors
i=1

k

on) =TI —pi").

=1

Preuve. L’assertion (i) résulte du théoreme 1.2.1. La proposition 1.1.5 entraine que
©(p) = p—1si p est premier. Les entiers de [1, p"] non premiers avec p” sont les multiples
dep ie. p,2p,...,p 'p;ilssont aunombre de p"~! ; d’olt assertion (ii). Une récurrence
immédiate et le résultat des deux premieres assertions nous donne (ii). ]

1.3.5. Théoreme d’Euler. Soit n € N*. Pour tout k € Z premier avec n on a :

k*™ =1 (modn) .

Preuve. Si k est premier avec n, alors k appartient au groupe multiplicatif ((Z/nZ)*, x)
|

qui est d’ordre ¢(n). D’apres une conséquence du théoréeme de Lagrange on a P =1,
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1.3.6. Théoréme de Fermat. Soit p un entier premier. Pour tout k € 7Z non divisible
parpon a:
K~1=1 (modp) .

Preuve. Le théoreme de Fermat est conséquence immédiate de celui d’Euler, car p étant
premier on a ¢(p) =p — 1. ]

1.3.7. Proposition. Soit n € N*. L’application ¢ —— o(1) est un isomorphisme de
groupes de (Aut (Z/nZ) ,o0) sur ((Z/nZ)*, x). Dot [Aut (Z/nZ) : 1] = ¢(n).

Preuve. Puisque 1 est générateur de (Z/nZ,+), son image par tout automorphisme o
est générateur de Im (o) = Z/nZ ; donc o(1) appartient & (Z/nZ)*. Désignons par ¥
'application o — &(1). Pour tous o et 7 dans Aut (Z/nZ) on a, en posant ¥(7) = im.

VU(ocoT)=007(l)=0(r(1)) =c(m) =a(m-1)=m-o(1) =m x V(1) = (o) x (1) .

L’application ¥ est donc un homomorphisme. Soit k& € (Z/nZ)*. Alors k est d’ordre n
dans le groupe additif (Z/nZ),+). D’apres le corollaire 2.2.3 du chapitre II, il existe un
unique endomorphisme « de (Z/nZ) tel que o(1) = k ; k étant générateur « est surjectif,
donc bijectif puisque Z/nZ est fini. Il en résulte que ¥ est bijectif. ]

2 Produits direct et semi-direct

2.1. Produit direct

Rappelons que si K et H sont deux groupes, nous avons défini le produit direct G = K x H
ainsi que les homomorphismes (g € Hom (H,G), tx € Hom (K,G), 7y € Hom (G, H)
et gk € Hom (G, K). Alors K = K x {eg} = Im (1x) = Ker (7y) est un sous-groupe
distingué de GG, de méme pour H' = {ex} x H =Im (1) = Ker (7).

2.1.1. Théoreme . Soient G, H et K des groupes. Pour que le groupe G soit isomorphe
au produit direct K x H , il faut et il suffit qu’il existe dans G deux sous-groupes distingués
K' et H' isomorphes respectivement a K et H tels que K'H' = G et K' N H' = {e}.

Preuve. La condition nécessaire est immédiate ; en effet K’ = Kx{ey} et H = {ex}xH
possedent les propriétés voulues.

Montrons le caractere suffisant de cette condition. Prouvons tout d’abord que pour tout
k' de K' et tout h' de H' on a k'h’ = h'K’. En effet puisque H' et K’ sont distingués,
ENE-IRY = (KK~ = K/ (WK ~'h'~!) appartient a la fois & H' et & K’ et on a
donc K'Wk'~'h'~' =e ie. K'h = WK

Soit « (resp. () un isomorphisme de K sur K’ (resp. H sur H'). Désignons par ©
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I'application de K x H dans G définie par (k,h) — a(k)B(h). Cette application est
surjective puisque K'H' = G. Pour tous hy, hy dans H et tous ky, ks dans K on a :

O ((ky, ) (kay ho)) = O ((kika, hihs)) = a(kiks)B(hihy) = a(ky)a(ks)B(hy)B(hs)
= a(ky)B(h1)a(k)B(he) = © ((k1,h1)) O ((k2, h2) )

Donc © est un homomorphisme. Si (k,h) appartient a Ker (0), alors a(k)3(h) = e et
a(k) = B(h)~! appartient & K’ N H'; il en résulte que a(k) = B(h)™' = e et par suite
(k,h) = (ex,en). En résumé © est un isomorphisme. n

2.1.2. Exemple. Le groupe orthogonal O4(R) est isomorphe au produit direct de SO,4(R)
par Z/27.

Le groupe K’ = SO,4(R), noyau de ’homomorphisme déterminant, est distingué dans
O;(R) ainsi que le sous-groupe H' = {Id, — Id } inclus dans le centre. On vérifie ensuite
facilement les conditions K'H' = G et K'N H' = {Id }.

2.2. Produit semi-direct

2.2.1. Proposition. Soient K et H deux groupes. Supposons que le groupe H agisse par
automorphismes sur K c’est a dire qu’il existe ¢ : h — ;, homomorphisme de H dans
Aut (K). Pour tous k, k' dans K et tous h, h' dans H posons

(k,h) * (K',h") = (kon(K'), hh') .

Alors (K x H,x*) est un groupe ; son élément neutre est (e, ey) et 'inverse de (k,h) est
(on-1(k7), h 7).

Preuve. Il est clair que la loi * est interne sur K x H ; vérifions 'associativité. Avec des
notations évidentes on a :

((kyh) % (K R)) * (K" B") = (kon(E'), Rh') * (K", B")
(kon (k) onn (K"), hh'h")
(kon (k") (on(en (K")), hh'R")

= (kon(kK' o (k")), hR'R")

(k, h) = (K'on, h'R")
(k, h) = ((K', 1) = (K", 1)) .

Les vérifications de 'élément neutre et de l'inverse sont faciles et laissées au lecteur. nm

2.2.2. Définition. Le groupe défini dans la proposition précédente est appellé produit
semi-direct de K par H ; on le note K x H.
%)
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2.2.3. Théoreme . Soient G, H et K des groupes. Pour que le groupe GG soit isomorphe a
un produit semi-direct de K par H, il faut et il suffit qu’il existe dans G un sous-groupe
distingué K' isomorphe a K, et un sous-groupe H' isomorphe a H, tels que K'H' = G et
K'NnH' = {e}.

Preuve. La nécessité de la condition est immédiate : les sous-groupes K’ = K x {eg} et
H' = {ex} x H possedent les propriétés voulues.

Montrons maintenant le caractere suffisant de cette condition. Le sous-groupe K’ étant
distingué, pour tout h’ € H' 'automorphisme intérieur Ad,,, le laisse invariant et définit
donc par restriction un automorphisme de K’ que nous noterons . Puisque Ad est
un homomorphisme de G dans Aut (G), il en résulte que ¢ € Hom (H', Aut (K')). Con-
sidérons l'application © de K’ f;H " dans G définie par (k',h') — k'I'. Pour tous hf, h)

dans H' et tous ki, k), dans K’ on a:

O (K, ) * (K, hh)) = © ((Kiuom (k). hihh) ) = Komy (RG) by = Ry Kb ()~ Ry
= KRG, = © (K1, 1)) O ((Kh, b)) -

Donc © est un homomorphisme. Comme dans le théoreme de caractérisation du produit

direct, on vérifie que © est bijectif. On a donc K’'x H' isomorphe a G.
(4
Soit «v (resp. ) un isomorphisme de K sur K’ (resp. H sur H'). La bijection a x 3 de

K x H sur K’ x H' permet par transport de structure de munir K x H d’une structure
de groupe. On vérifie sans peine qu’il s’agit d’une structure de produit semi-direct défini
par ’homomorphisme ¢ de H dans Aut (K) donné par : ¢, = a™' otz o . n

2.2.4. Exemples.

a) Dans le cas ou ¢ est ’homomorphisme trivial de H dans Aut (K) (i.e. constant égal
a Idg), on retrouve le produit direct.

b) Soit n > 2. Le groupe symétrique S, est isomorphe a un produit semi-direct du
groupe alterné A,, par Z/27.
Soient 7 une transposition fixée et H = {Id,7}. Alors A,, est un sous-groupe dis-
tingué de S,,, H est un sous-groupe isomorphe a Z/27Z, U'intersection de A, et de H
est réduite a {Id} et tout o € S, peut se décomposer sous la forme o = o o Id si
o€ A, et 0= (ocoT)oT sinon.

¢) Le groupe orthogonal O,(R) est isomorphe a un produit semi-direct, non direct de
SO, (R) par Z/27Z.
Le groupe K = SO,(R), noyau de 'homomorphisme déterminant, est distingué
dans O,(R). Soit S appartenant & O,(R)\SO,(R), (S est la matrice d'une symétrie
orthogonale par rapport a une droite). Le sous-groupe H = {Id, S} est isomorphe
aZ/2Z et HN K = {Id}. Il reste a montrer que KH = O,(R). Soit M € O,(R).
Si M € SO,(R) alors M = MId et appartient a K H, sinon MS est alors élément
de SO,(R) et M = (MS)S appartient a K H.



54 THEOREMES DE STRUCTURES

Les groupes SO, (R) et Z/27 étant abéliens, le groupe non commutatif O,(R) ne
peut étre isomorphe a leur produit direct.

d) Pour tout entier n > 2, le groupe GL,(R) est isomorphe a un produit semi-direct
de SL,(R), sous-groupe des matrices de déterminant 1, par R*.
Pour A € R*, soit Dy = Diag(1,---,1,A). Alors H = { D, ; A € R*} est un sous-
groupe de GL,(R) isomorphe a R*, le sous-groupe SL,(R) est distingué comme
noyau du déterminant, 'intersection de SL,(R) et de H est réduite a {Id }, et tout
M € GL,(R) peut se décomposer sous la forme M = (Ds-1 M) Ds ou 6 = det(M).

e) D’autres exemples seront fournis par la géométrie.

2.2.5. Corollaire. Soit G un groupe fini d’ordre mn avec m et n premiers entre eux. Si
K est un sous-groupe d’ordre m, distingué dans G et si H est un sous-groupe d’ordre n,
alors G est isomorphe a un produit semi-direct de K par H. Si de plus H est distingué
dans G, alors le produit est direct.

Preuve. D’apres le théoreme de Lagrange, comme K N H est un sous-groupe de K et de
H, son ordre divise m et n. Donc K N H = {e}. Le sous-groupe K étant distingué dans

G, nous pouvons appliquer le théoréme d’Emmy Neether (Chap III Théoreme 2.3.1) et
HK :1 H:1

HK/K ~ H/HN K. D'ou [[K 1]] = [H[HK¥ 1 et [HK : 1] = mn. Par conséquent

le sous-groupe K H = HK ayant méme ordre que G, on a G = KH. Les hypotheses du

théoreme de caractérisation du produit semi-direct sont remplies.

Si de plus H est distingué dans G on peut appliquer le théoreme de caractérisation du

produit direct (Théoréme 2.1.1). n

3 Théorémes de Sylow

Le théoreme de Lagrange affirme que 'ordre de tout sous-groupe divise I'ordre du groupe.
Réciproquement si d est un diviseur de l'ordre d'un groupe G, existe-t-il un sous-groupe
d’ordre d ? Si G est cyclique la réponse est positive (Théoreme 1.1.6). Pour les groupes
abéliens nous montrerons, tout a la fin du cours, que le résultat est encore vrai. Mais
en général la réciproque est fausse: par exemple on peut constater que le groupe Ay
(d’ordre 12) ne possede pas de sous-groupe d’ordre 6. Nous allons cependant démontrer
une réciproque partielle lorsque d est puissance d’'un nombre premier.

3.1. Sous-groupes de Sylow

3.1.1. Définitions . Soient p un nombre premier et G un groupe d’ordre p“m avec p ne
divisant pas m. On dit qu'un sous-groupe H de G est un p-sous-groupe de G si 'ordre de
H est une puissance de p i.e. [H : 1] = p? avec 8 € [0, aly.
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On dit que H est un p-sous-groupe de Sylow de G si son ordre est p®. Un p-sous-groupe
de Sylow est donc un p-sous-groupe de G tel que p ne divise pas [G : H].

3.1.2. Exemple. Soient p un nombre premier et F, le corps (Z/pZ, + , x). Pour tout
n € N* le groupe GL,(F,) possede un p-sous-groupe de Sylow.

Preuve. Rappelons tout d’abord que p étant premier, p(p) = p — 1 c’est a dire que
(Z/pZ, + , x) est un corps. Déterminons l'ordre de G L, (F,) . Il suffit de dénombrer les
bases de [ car & toute matrice de GL,(IF,) on associe bijectivement la base constituée
par ses vecteurs colonnes. Or dans [, un sous-espace vectoriel de dimension £ est de
cardinal p*. Le premier vecteur de base e; ne doit pas étre nul, donc p” — 1 possibilités ;
le deuxieme vecteur de base es ne doit pas étre dans Vect{e;}, donc p" — p possibilités,

...... , le k-itme vecteur de base e, ne doit pas étre dans Vect{ey, - -, e,_1 }, donc p"—pF~1
possibilités, ..., le n-ieme vecteur de base e,, ne doit pas étre dans Vect{ey, - -, e,_1}, donc
p" — p"~ 1 possibilités. Il en résulte que
[GL,(F,) :1] = ("= D" —p)-@"—p")
= p1+"'+("_1) m avec p ne divisant pas m
n(n—1)

= p 2z m avec p ne divisant pas m.

L’ensemble des matrices triangulaires supérieures dont la diagonale principale est con-
n(n

stituée de 1 est un sous-groupe H d’ordre p = de GL,(F,)

3.2. Premier théoreme de Sylow

3.2.1.Lemme. Si un groupe fini G posséde un p-sous-groupe de Sylow S, alors pour tout
sous-groupe H de G il existe a € G tel que aSa~' N H soit un p-sous-groupe de Sylow de
H.

Preuve. Le groupe G opere par translation a gauche sur 'ensemble quotient G/S ; par
restriction le groupe H opere également sur GG/S : pour tout h € H et tout g € G on a
A (gS) = hgS. Déterminons, pour cette action, le stabilisateur Hyg de la classe g.S. Pour
tout h € H, on a

he Hys & hgS=gS
& dse S hg=gs
& Jse€S h=gsg !
& hegSg!

Donc Hys = H N gSg~'. Ecrivons 'équation aux classes :

(G : 8] =card (G/S) =>_ [H: Hys).

ged
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Comme p ne divise pas [G : 5], il existe a € G tel que p ne divise pas [H : H,s]. Le
sous-groupe K = aSa~' N H est un p-sous-groupe (car inclus dans aSa™!, conjugué de S)
de H tel que [H : K] n’est pas divisible par p; c’est donc un p-sous-groupe de Sylow de
H. n

3.2.2. Théoreme. Soient p un entier premier et G un groupe fini. Alors G possede un
p-sous-groupe de Sylow.

Preuve. Soit G un groupe d’ordre n. L’action de G sur lui-méme par translation a
gauche est fidele (Chap. III Exemple 1.1.3.b) ; G est donc isomorphe & un sous-groupe
de S(G) et par suite a un sous-groupe de S,, (Chap. III Proposition 3.1.1). Or S, peut
étre plongé dans GL,(F,) en envoyant o € S, sur 'endomorphisme u, défini sur la base
canonique de [F," par u,(e;) = ey pour ¢ = 1...n. Il en résulte que G est isomorphe a
un sous-groupe de GL,(F,). Il suffit donc d’appliquer le lemme précédent dans le cas de
I’exemple 3.1.2 pour conclure. N

3.3. Autres théoremes de Sylow

3.3.1. Théoreme . Soient p un entier premier et G un groupe fini d’ordre n = p“m avec
p ne divisant pas m. Alors

(i) Tout p-sous-groupe de G est inclus dans un p-sous-groupe de Sylow.
(it) Les p-sous-groupes de Sylow de G sont conjugués dans G.

(i) Le nombre de p-sous-groupes de Sylow de G, divise m et est congru a 1 modulo p.

Preuve. D’apres le théoreme précédent, il existe dans G un p-sous-groupe de Sylow S.
Soit H un p-sous-groupe de G. D’apres le lemme 3.2.1, il existe a € G tel que aSa™' N H
soit un p-sous-groupe de Sylow de H. Puisque H est un p-groupe il possede un unique
p-sous-groupe de Sylow, lui-méme ; on a donc aSa 'NH = Hie. H C aSa~!. L’assertion
(i) est prouvée. Si de plus H est un p-sous-groupe de Sylow on a alors H = aSa™!, ce qui
démontre (7).

Pour établir I'assertion (éi7), faisons opérer G' par conjugaison sur l'ensemble S, des
p-sous-groupes de Sylow de G. D’apres (i) cette action est transitive ; par conséquent
n, = card (S,) = card (Og) = [G : G| est un diviseur de n.

Par restriction S agit sur S, ; écrivons 'équation aux classes : card (S,) = >[5 : Sk, ;
or [S:Sk]=1& S CcN(K), ou N(K) désigne le normalisateur de K.

D’apres le théoreme d’Emmy Neether, si S est inclus dans N (K) alors K S est un groupe
et KS/K ~ S/K NS ; il en résulte que KS est un p-sous-groupe contenant S, d’ou
KS =S = K. Dans I'équation aux classes il existe donc un seul terme valant 1 et les
autres sont multiples de p. D’ou n, est congru a 1 modulo p. On en déduit que n, est
premier avec p® ; comme il divise p*m, il doit diviser m. n
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3.3.2. Remarque. Si p ne divise pas [G : 1] alors {e} est 'unique p-sous-groupe de Sylow
de G.

3.3.3. Corollaire . Soient p un nombre premier, G un groupe fini et S un p-sous-groupe
de Sylow de G. Alors S est distingué dans G si et seulement si S est I'unique p-sous-groupe

de Sylow de G.

Preuve. Tout sous-groupe conjugué de S a méme ordre que S et est un p-sous-groupe
de Sylow de G. D’apres l'assertion (i7) du théoreme précédent, S coincide avec tous ses
conjugués si et seulement s’il n’existe qu'un unique p-sous-groupe de Sylow de G. N

3.3.4. Applications.
(i) Tout groupe d’ordre 15 est cyclique.
(ii) Tout groupe d’ordre 45 est abélien.

(#ii) Tout groupe d’ordre 6 est isomorphe a Cs ou Ss.

Preuve. (i) Soit G un groupe d’ordre 15. On a 15 = 3 x 5. Il existe dans G un 3-sous-
groupe de Sylow K (d’ordre 3) et le nombre ng, de 3-sous-groupes de Sylow de G, divise
5 et est congru a 1 modulo 3 ; donc ng = 1 et K est distingué dans G. De méme il existe
un unique 5-sous-groupe de Sylow H (d’ordre 5) qui est distingué. Comme 3 et 5 sont
premiers, K et H sont cycliques. D’apres le corollaire 2.2.5, G est isomorphe au produit
direct K x H. D’apres le théoreme chinois (1.2.1), G est cyclique.

(i7) Soit G' un groupe d’ordre 45. On a 45 = 3? x 5. En reprenant le méme raisonnement
que précédemment, on prouve qu’il existe dans G un unique 3-sous-groupe de Sylow K
(d’ordre 9) et un unique 5-sous-groupe de Sylow H (d’ordre 5), tous deux distingués, puis
que GG est isomorphe au produit direct K x H. Or H, isomorphe a Cj, est abélien, et
K, d’ordre 3%, est également abélien (Chap III Corollaire 1.4.3) ; leur produit direct est
abélien.

(731) Soit G un groupe d’ordre 6. D’apres les théoremes de Sylow, il existe dans G un
unique sous-groupe K d’ordre 3 et un sous-groupe H d’ordre 2 ; le nombre ny de 2-sous-
groupes de Sylow de G est 1 ou 3. Si ny = 1, on obtient G ~ C3 x Cy ~ Cj.

Si ny = 3, en utilisant le théoreme de caractérisation du produit semi-direct, on obtient
G~ CgizCQ avec ¢ € Hom (Cy, Aut (C3)). Or Aut (C5) est un groupe d’ordre ¢(3) = 2 ;

ie. Aut(Cs;) = {Id,a}. 1l existe donc exactement deux homomorphismes de Cy dans
Aut (C3) 'homorphisme trivial (constant de valeur Id) et ¢ envoyant le générateur de
C5 sur «. L’homomorphisme trivial donne un produit direct, exclu ici car H n’est pas
distingué. 1l y a donc dans ce cas, au plus une seule structure. Comme par ailleurs nous
connaissons l'existence de 83 possédant trois sous-groupes d’ordre 2, nous obtenons bien
le résultat voulu. ]
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4 Groupes abéliens finis

4.1. Décomposition cyclique canonique d’un groupe abélien

4.1.1. Lemme. Soient (G, -) un groupe abélien fini et a € G d’ordre maximum. Pour
tout 5 € G/(a) il existe un représentant x € G de (3 dont I'ordre est égal a I'ordre de [3.

Preuve. Posons s = o(f) et notons ¢ ’homomorphisme canonique de G sur G/{a).

Remarquons que pour tout représentant x de (3, I'ordre s = o(3) = o(p(z)) divise o(x).

Considérons un tel représentant x. Comme p(z°) = 3 = p(e), on a z° € Ker (¢) = (a)

et il existe m € {0, ...,o0(a) — 1} tel que z* = a™. Par division euclidienne de m par s on

obtient m = sq + r avec 0 < r < s. Posons y = xa™9. C’est un représentant de § et donc

s divise o(y). De plus y* = z°a=%1 = o™ %1 = o" . D’apres la proposition 2.4.5, on obtient :
o(y) o(y)

= et ofa") o(e)

" PGCD (o(y),s) s ~ PGCD (o(a),r)

o(y*)

o(a)
=s .
PGCD (o(a),r)
Soit s < PGCD (o(a),r). Compte tenu de I'inégalité 0 < r < s, on a nécessairement
r = 0 et y° = e. La remarque initiale permet alors de conclure que y a le méme ordre que

g u

Ces ordres sont égaux, et a est d’ordre maximal, d’ott o(a) > o(y)

4.1.2. Théoreme. Soit G un groupe abélien fini. Il existe une suite d’entiers croissante
l<q < @ < --- < qp, unique, telle que ¢; divise ;1 pouri =1, ..., —1 et telle que
G soit isomorphe a Cy, X -+ x C,.

Preuve. La démonstration se fait par récurrence sur n = [G : 1]. Pour n = 1 on
G ={e} ~ (.

Soit n > 2. Supposons établi le résultat pour tous les groupes abéliens d’ordre strictement
inférieur a n. Considérons dans G un élément a d’ordre maximum. Le groupe G n’est

pas réduit a {e}, on a o(a) > 1 et, G/(a) est d’ordre m avec m = o(a) < n. D’apres
o(a

I’hypothese de récurrence et la caractérisation du produit direct il existe &k € N*, une

suite d’entiers croissante 1 < ¢ < ¢ < --- < qr avec ¢; divise g;11 et des sous-groupes

cycliques I'y, ..., I'y de G/(a) d’ordres respectifs q1, ..., g tels que G/(a) =T'1T'y- - -T.

Posons ¢ =k+1, gy =o0(a) et Gy =(a).Pouri=1, ..., ksoit a; un générateur de T'; ;

d’apres le lemme, il existe dans G des représentants aq, ..., ax de aq, ..., ap ayant les

mémes ordres. Posons G; = (a; ). Soit ¥ l'application du produit direct G X - - - X Gy dans
¢

G définie pour tout (g;) par: U(g1, ...,g¢) = [] ¢:- Le groupe G étant abélien, ¥ est un
i=1
homomorphisme. Montrons qu’il est surjectif. Notons ¢ I’lhomomorphisme canonique de
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G sur G/Gy. Soit x € G. Comme () appartient a G/GYy, 1l existe des entiers ny, ..., ng
tels qu’en posant g; = a;" on ait

k k k
ZHO&“:H a@m—@(Hgi)-
=1 =1

k

Les éléments x et y = H g; ayant méme image dans le quotient par Gy, il existe g, € G,
i=1

tel que x = ygy. Par suite © = U (g, ..., ge).

Or [G:1] = [G/Gy: 1[Gy : 1] et [G/Ge) = T Iy : 1] = [ olew) =[] olas) = [T [G: : 1].

i=1 i=1 i=1 i=1
4

Donc H G, et G ont méme ordre et U est bijectif. D’ou
i=1

1

Par ailleurs o((ay, ...,ar)) = PPCM (o(ay), ...,0(a;)) = PPCM (qx,q/) Comme a est

d’ordre maximum ¢y, on a nécessairement ¢ divise g ; ce qui acheve la démonstration de
’existence.

Supposons que l'on ait deux décompositions G = G X --- X Gy = Hy X --- X Hy, avec

G; ~C, et Hj ~ C'q;. Soit p un facteur premier de ¢; et donc de g9, ..., q. Comme G

est abélien, I'application f, :  —— 2P, est un endomorphisme. Il laisse stable chacun des

sous-groupes G; ou H;. De plus G; étant cyclique engendré par a; d’ordre ¢;, son image

[»(G;) est cyclique engendré par f,(a;) = af d’ordre % De méme H; étant cyclique

p
engendre par b; d’ordre ¢}, son image f,(H;) est cyclique engendré par f,(b;) = b} d’ordre

/

QJ Q_y . / ;. A, ;. . .
——— = <~ i - et ¢/ sinon. Comme - +|q;., il existe un entier m tel que
BGCD (7.7) 1 pld; et g ¢l g que p
ne divise pas qy, ..., q, et p divise ¢; pour j > m. On a alors

l k m
Cq_1 X - X CQ_e ~ H fp(Gi) = fp(G) = H fp(Hj) ~ H Cq; X H Cq; (*) .
P Pz j=1 j=1 j>m
, R n q1 X -
En calculant l'ordre de ces groupes, il vient — = —————— = H q] X H
p p ]>m

On en déduit que k > £. Les deux décompositions jouant le meme role on a en falt k= E
d’ott m = 0. Supprimons, s’il y a lieu, les facteurs réduits a {e} dans 'égalité (x), c’est a
dire si ¢; = p (pour i < {') et ¢; = p (pour j < k'). Par hypothese de récurrence appliquée

/

/
a f,(G), les suites d’exposants : q—z, e e o %, . -, e coincicent ; on a donc k' = ¢ et
p p
¢; = ¢. pour i > {'. Quant aux groupes G; pour i < E’ et H; pour j <l =F,¢lil en
‘
existe, ils ont tous pour ordre p. Comme [G : 1] = H i1 = H 5+ 1], on voit qu’il
i=1 j=1

en existe le méme nombre dans les deux décompositions. n
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4.1.3. Définition . Soit G’ un groupe abélien fini. La suite des entiers ¢, . . ., ¢y définie dans
le théoreme précédent est appelée suite des diviseurs élémentaires ou suite des invariants
de G. Cette suite caractérise GG a isomorphisme pres.

4.1.4. Corollaire . Soit G un p-groupe abélien fini. Il existe des entiers 1 < r; < --- < 1y,
uniques, tels que G soit isomorphe a Cpri X -+ - X Cpyry,.

Preuve. Ce corollaire résulte immédiatement du théoreme 4.1.2. ]

4.1.5. Corollaire. Soit K un corps fini (commutatif)?. Le groupe multiplicatif K* est
cyclique.

Preuve. Le groupe K* est un groupe abélien fini. Soit (qi, ...,q,) la suite de ses in-
variants : K* >~ Cy, x --- x C,,. Comme g, est multiple de tous les ¢g; on a donc z% =1
pour tout x € K*. Le polynéme, non nul, X% — 1 de K[X] admet donc tout élément de

¢

K* pour racine. Donc son degré ¢, est supérieur ou égal a card (K*) = H q;. Ceci n’est
j=1

possible que si £ =1 c’est a dire si K* est cyclique. n

4.1.6. Corollaire . Soit G un groupe abélien fini d’ordre n. Pour tout diviseur d de n, il
existe (au moins) dans G un sous-groupe d’ordre d.

¢
Preuve. Soit (q1, ..., q) la suite des invariants de G ; on a n = H g;- Comme d divise
j=1
[
n, on peut écrire d sous la forme d = H d; avec d; divisant ¢; pour tout j. (Par exemple
j=1
_ _ d _ d __d
dy =PGCD (d,q1), ..., dy = PGCD (&£, o), ..., dy = PGCD (7=%—,q) = 7-4—).
Dans le groupe cyclique C,;, soit Hj le sous-groupe d’ordre d;. Alors Hy X -+ X Hy est
un sous-groupe d’ordre d de Cy, x --- x Cy,. Comme G est isomorphe a Cy, X -+ x C,,

il possede un sous-groupe d’ordre d. n

4.2. Composantes primaires

Nous allons voir maintenant qu’il existe une autre décomposition des groupes abéliens
finis, tres liée a la précédente et qui dans la pratique sera la premiere étape pour obtenir
la décomposition cyclique canonique.

4.2.1. Lemme . Soit G un groupe abélien fini. Pour tout entier p premier,
Gy, ={x € G; Ja € No(z) = p*} est I'unique p-sous-groupe de Sylow de G.

3D’apres le théoreme de Wedderburn tout corps fini est commutatif.
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Preuve. Comme G est commutatif, tout sous-groupe de G est distingué et G possede
un unique p-sous-groupe de Sylow S d’ordre p". L’ordre de tout y € S divise p", donc est
une puissance de p, et y appartient a G,. Réciproquement soit € G,,. Son ordre est une
puissance de p ; le p-sous groupe de G engendré par x est contenu dans un p-sous groupe
de Sylow de G, c’est-a-dire dans S et x appartient a S. N

4.2.2. Définition . Soient G un groupe abélien fini et p un entier premier divisant l’ordre
de G. On appelle composante p-primaire de G le sous-groupe G, défini dans le lemme
précédent.

4.2.3. Proposition. Tout groupe abélien fini (G, -) est isomorphe au produit direct de
ses composantes primaires : G ~ G, X --- X Gy, si [G : 1] = pi*- - -p* est la décomposition
en facteurs premiers de son ordre. De plus, si G ~ H H; est une autre décomposition
de G en un produit fini de g;-sous-groupes, ou les nombres premiers q; sont deux a deux
distincts, alors les H; sont les composantes primaires de G.

Preuve. Soit ¥ I'application du produit direct G}, X --- x G, dans G définie pour tout

k
(z;) par: W(a1,---,2) = [] #;. Le groupe G étant abélien, ¥ est un homomorphisme.
i=1
k
Soit (z;) € Ker (¥). On ax =[] #; = e. Pour j € [1,k]n, posons m; = [[ pi* ; pour tout
i=1 i

i#jonaux,’ =e et parsuite e = 2™ = x;n] Donc m; est un multiple de o(zj) qui est
une puissance de p;, nécessairement o(z;) = 1 et z; = e. Il en résulte que ¥ est injective
et par suite bijective puisque [G,, X --- X G,, : 1] =[G : 1].

¢

¢ k ¢
Si G ~ [[ Hj alors [[pj" =[G : 1] = [[[H; : 1] = ][] ¢;°- Par unicité de la
j=1 i=1 j=1 j=1
décomposition d'un entier en produit de facteurs premiers on obtient £ = ¢ et quitte
a modifier la numérotation [H; : 1] = p;j . Il en résulte que H; est I'unique pj;-sous-groupe
de Sylow de G, c’est a dire G,. ]

4.2.4. Exemples.

a) G = Z/300Z, d’ordre 300 = 2% x 3 x 52, est produit de ses sous-groupes de Sylow,
qui dans cet exemple sont cycliques comme sous-groupes d'un groupe cyclique :
Gy ={k € G ; 4k = 0} engendré par 75, d’ordre 4,
G3={k € G ; 3k = 0} engendré par 100, d’ordre 3,
Gs = {k € G ; 25k = 0} engendré par 12, d’ordre 25.
Ainsi G est isomorphe a (Z/47) x (Z/3Z) x (Z/257Z). Cela se vérifie directement,
car un produit de groupes cycliques d’ordres deux a deux premiers entre eux est
cyclique.

b) Considérons G' = Cgy x Crp. On a 60 = 22 x 3 x 5 et 72 = 23 x 32
Comme dans I'exemple précédent, la décomposition primaire de Cgy est Cy x C5 x C
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et celle de Cry est Cg x Cy.

On en déduit la décomposition primaire de G : (Cy x Cg) x (C5 x Cq) x Cj.
Nous pouvons d’abord regrouper les facteurs d’ordre maximum dans chaque com-
posante primaire : Cs x Cg xCy5 ~ (g9, puis itérer le procédé avec les facteurs restants
Cy x U3 ~ (5. On obtient donc G ~ C15 x Csg9. C'est la décomposition cyclique
canonique de GG. Par conséquent 12 et 360 sont les invariants de G = Cgy X Chs.

Cherchons quelles structures peut avoir, a isomorphisme pres, un groupe abélien
d’ordre 600 = 23 x 52 x 3.

La composante 2-primaire G5 est un groupe d’ordre 23. Ses structures possibles sont
classifiées, par les suites d’entiers r; < --- < 7, telles que 1 + - - -+ 7, = 3. Donc
(G5 est, a isomorphisme pres, I'un des groupes suivants : Cy, Cy x Cy ou Cy X Cy x (.
De méme, G5 d’ordre 3 est isomorphe & O3 et G5, d’ordre 52, est isomorphe & Chs
ou 05 X 05.

Il existe donc 3 x 1 x 2 = 6 structures possibles pour G' qui sont :

08 X Cg X 025 ~ 0600
08 X Cg X (05 X 05) ~ 05 X 0120
(CQ X 04) X Cg X 025 ~ 02 X 0300
(02 X 04) X 03 X (05 X 05) ~ CIO X C60
(CQ X CQ X CQ) X 03 X 025 ~ CQ X CQ X 0150

(CQ X CQ X 02) X Cg X (05 X 05) CQ X 010 X Cgo.
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