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1 Introduction

Les méthodes spectrales produisent des matrices pleines et leur efficacité numérique dépend
donc du choix de préconditionneurs adaptés. Dans le cas d’un opérateur de Laplace — ou plus
généralement d’un opérateur elliptique — diverses méthodes ont été proposées pour précondition-
ner : en 1980, Orszag [11] a suggéré de préconditionner par des différences finies; il donne
un argument pour l’équivalence spectrale des matrices de rigidité spectrales et des différences
finies dans le cas de conditions aux bords périodiques et d’une base de Fourier et affirme que
cette équivalence est encore vraie dans de nombreux autres cas. Haldenwang et al. [9] don-
nent un argument pour l’équivalence entre les matrices de rigidité des différences finies et de
Papproximation spectrale de Chebychev. Dans [3], Canuto et Quarteroni ont testé un grand nom-
bre de préconditionneurs pour les méthodes spectrales de Chebychev, dont le préconditionnement
par des éléments finis et ont donné une estimation numérique des rayons spectraux des différentes
méthodes; dans [5], Deville et Mund testent différentes méthodes d’éléments finis pour un
probleme fixé et dans [6], ils étendent leurs idées a une classe plus générale de polyndmes
orthogonaux.

Préconditionner par des éléments finis produit des opérateurs auto-adjoints, sans cout supplé-
mentaire par rapport aux différences finies; de plus, on connait plus de résultats pour le
préconditionnement par des opérateurs auto-adjoints que par des opérateurs non auto-adjoints.
Soit K g la matrice de rigidité associée & une méthode de Gauss-Lobatto-Legendre pour —d?/dx?
avec des conditions aux bords de Dirichlet et soit K la matrice de rigidité associée a la méthode
des éléments finis P! construits sur les noeuds de la méthode spectrale. On appelle également
Mg la matrice de masse spectrale et Mg la matrice de masse mass-lumpée des éléments finis.
Des résultats de Parter [13] donnent les bornes suivantes :

1 R(KrpMsMpU,U) _ (KpMsM;'U,U)| <c
c - (KsU,U) = (KsU,U) -

ou (, ) est le produit scalaire hermitien. Ces résultats sont obtenus & partir de [12], qui utilise
lui-méme des résultats de Gatteschi [7]. Quand Mg n’est pas mass-lumpée, Parter démontre un
résultat analogue dans [14].

Le résultat principal de cet article (Proposition 4.1) est 1’équivalence spectrale de

M;/QMEUQKFM;/ZM;/Z
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et de Kg. D’aprés un résultat de Parter et Rothman [15], il suffit de prouver ’équivalence
spectrale de M51~/2M1;1/2KFMJ;1/2M51/2 et de K.

Cette question est motivée par la preuve dans [16] de lordre et de la consistance du resid-
ual smoothing scheme introduit par Averbuch et al.[1], qui permet l'intégration en temps de
problémes paraboliques avec une discrétisation spectrale en espace.

Pour montrer le résultat précédemment cité, nous avons besoin du développement asymptotique
des polynomes ultra-sphériques et de leurs zéros. Pour cela, nous utilisons une méthode de type
phase stationnaire, nouvelle par rapport aux méthodes de Sturm ou de descente couramment
utilisées dans ce domaine. La différence avec la méthode de la phase stationnaire classique est
qu’ici la phase est une fonction non linéaire du grand parameétre et de la variable d’intégration
au lieu d’étre le produit du grand parametre par une fonction de la variable d’intégration.
L’article est organisé ainsi : dans la section 2, nous donnons nos notations et définitions; dans
la section 3, nous expliquons brievement I’équivalence des matrices de masse en norme L. La
section 4 contient une idée de la preuve de ’équivalence spectrale de M ;1/ M 51/ ’K M 51/ 2M;1/ 2
et de Kp. Enfin, dans la section 5, nous étendons les résultats des premieres sections a la
dimension 2.

Nous donnons ici uniquement les idées des preuves pour les sections 3 et 4; les détails se trouvent
dans [17].

2 Notations, définitions

Soit Py l’espace des fonctions polynomes de degré N définies sur [—1, 1] et soit P?\/ le sous-espace
des fonctions p de Py telles que p(—1) = p(1) = 0. On note également C°([—1,1]) 'espace des
fonctions continues sur [—1,1] et CJ([—1,1]) le sous-espace des fonctions f de C°([—1,1]) qui
s’annulent en —1 et en 1.

Soit Ly le polynéme de Legendre de degré N et notons —1 = &5 < &1 < - < &n_1 <&y =1
les racines de (1 — z?) 'v; soit pi, 0 < k < N, les poids de la formule de quadrature de Gauss—
Lobatto-Legendre associés aux noeuds &; ils sont strictement positifs et vérifient

1 N
Vo € Poy_1, / O(x)dr = > (&) px- (1)
-1 k=0
Bernardi et Maday [2] ont donné des expressions explicites des py, :
B B 2
2
= ,1<kE<N-1. 2
HTNNEIIRE) T 2
Pour k dans {0,..., N}, on note I les polynomes de Lagrange construits sur les noeuds . Ils

forment une base de P?V.
Soit u et v dans PY; leur produit scalaire associé a la méthode de collocation sur les noeuds &,
vaut

N
(w,v)n = > ul&)v (k) pi-

k=0

Alors, les coefficients de la matrice de masse Mg sont égaux a

(Ms)ij = 6ijpj, 1 <i,j <N —1
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et ceux de la matrice de rigidité Kg valent

(Ks)ij = Zpkl (&)1 (Er)- (3)

k=0
Soit 1,4 la fonction caractéristique de [a,b]. L’espace Vi des éléments finis P; est un sous-espace
de dimension (N-1) de C§([—1, 1]) engendré par les fonctions chapeau ¢y, pour k € {1,..., N—1},

or(z) = L= Gkl 1[§k7175k](x) &L_;; [ﬁk,fkﬂ}( ). (4)

§k — k-1 Skt1

Pour des raisons algorithmiques , on choisit de mass-lumper la matrice de masse des éléments
finis et la matrice M est alors la matrice diagonale (N — 1) x (N — 1) avec comme coefficients
diagonaux

(§2—80)/2, - (Cip1 — &i-1)/2, .., (€N — En—2)/2.

La matrice de rigidité Kr est une matrice tridiagonale (N — 1) x (N — 1) donnée par

1
(Kr)ij = /1¢2(:U)¢;-(x)dm. (5)
Ses coefficients non nuls valent
! + ! sii=j
&—&-1 & —& ’
1
K i,J — ) sit=7+ 1’ 6
K =Ve7—& J (6)
1
.~ sig = ] —1.
& — &it1

L’opérateur af\; envoie un vecteur r de RY=! sur la fonction affine par morceaux qui interpole

les valeurs r; aux noeuds &;, i.e. :

N-1
an(r) =Y redr. (7)
k=1
Soit U = (Uy,...,Unx_1) un élément de R¥~!; au besoin, nous poserons Uy = Uy = 0. On a
I’égalité suivante :
) N— 1 (Upsr —
loNU|[ = U KpU =Y ~—H—2
= Skt
On définit n par
Mk = Arccos (&) (8)

Comme nous avons les inégalités

—1=¢§ <& < <én1<én =1,
nous en déduisons que

O=nn <nn-1<--<m <n=T. 9)
Les matrices Mg et Mg sont diagonales; les éléments diagonaux de M IMS sont donnés par :

2pk

op = ——
Ehtr1 — Ek—1

pour 1 <k <N —1. (10)

Du début de I'article jusqu’a ’équation (20), nous posons og = oy = 0; a partir de I’équation
(20), nous posons 1/0g = 1/on = 0.
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Remarque 2.1 Comme Ly est pair (resp. impair) lorsque N est pair (resp. impair), nous
avons

Env_p ==&, pourl<k<N-1 (11)
et, d’aprés l’équation (8),
MN_k =T — Nk, pourl < k< N-—1. (12)
D’ou, en utilisant les formules (2) et (10),
ON—k = pPr, pourl <k<N-—-1 (13)
et

ON—k =0k, pourl <k<N-—1. (14)

3  Equivalence de My et Mg en norme d’opérateur L™

Nous montrons dans cette section que les matrices diagonales M 'Myg sont bornées inférieure-
ment et supérieurement indépendamment de N pour la norme d’opérateur L°°; il suffit de
montrer que les coefficients o, de la diagonale de M, 1M3 sont bornés.

Théoréme 3.1 I existe T > 0 tel que pour tout N > 2, pour tout k € {1...N — 1},
<o <1 (15)

Preuve :  La preuve du théoreme repose sur les estimations suivantes pour py en fonction de &
(Lemme 1.14 du Chapitre III de [2]) :

eNTYA—eHV2 < pp, <ENT'A =€)V, for kin {1,...,N —1}.

et sur les majorations et minorations suivantes de 7 (Théoremes 6.21.2 et 6.21.3 du livre de
Szegé [18]) :

(k=1 R=1\_ (%42 k4 1/2
"lany1 N =TT R=T IN+1' N

Nous conseillons au lecteur de consulter la quatrieme édition, plus complete, du livre de Szeg6

[18]. 0

4 Equivalence de M ;/ ‘et M 51/ > en norme H! discréte

Pour obtenir I'erreur de consistance du residual smoothing scheme [16], nous avons besoin de

montrer que les matrices de masse M ;ﬁ/ 2ot M 51/ ? sont équivalentes en tant qu’opérateurs de ]HI}V
dans H}V.
Nous introduisons la norme H'! discréte : 'espace RV~1 est muni de la norme
N—1 o\ 1/2
[Uk+1 — Uyl
U, = [eRU|, = — (16)
= | h kZ:O Er+1 — k ’

avec Uy et Uy nuls. Nous notons HY; espace RV ~! muni de la norme (16).
Dans cette section, nous prouvons le résultat suivant :
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—1/2 4 ;1/2 . ; , p
Proposition 4.1 Les matrices M &) S/ et leurs inverses sont bornées uniformément en

norme H' discréte, i.e. il existe une constante C telle que pour tout N > 2, et pour tout vecteur
U € RN~ on ait les inégalités suivantes :

—1/2 1/2
1M 2 MU |

o< N <.
=T O,
4.1 Simplification du probleme
Le carré de la norme de I'opérateur My 2 é/ % est égal a

2
max{z !ngl_ 5;@(]” U, = 1}. (17)

Nous allons transformer cette expression en quelque chose de plus facile & manier. Tout d’abord,
nous avons 1’égalité :

VOk+1 1 /0k
VOk1Ukt1 — /or Uy, = <+—\/_> (U1 — Uy)

<\/m \/_> (Uk41 + Uk);

nous déduisons de l'inégalité (a + b)? < 2a? + 2b2 que

Z\MUW VarU;|? 22<m+r>2|Uk+1—Uk|2

Skr1 — &k Skr1 — &k
N 1 ) (18)
0y (VTiri — von)* [Upsr + Ul
— 2 Epp1 — &k

La premieére somme du membre de droite de (18) est majorée par
2 max oy ||U|Z4:
0<k<N N

et comme, d’apres le Théoreme 3.1, o5 est borné indépendamment de N et de k, il reste a
majorer la seconde somme du membre de droite de (18).

Nous allons maintenant obtenir un majorant de cette somme, plus simple d’un point de vue
algébrique. Tout d’abord, nous remarquons que la constante de Holder de U € H}V peut étre
majorée par |U HH}V ; plus précisément, nous déduisons de 'inégalité de Cauchy-Schwarz le lemme
suivant:

Lemme 4.2 Soit U appartenant a ]HI}V. Pour tout i et j dans {0, ..., N}, nous avons l'inégalité

sutvante
|Uj = Uil < U gy, (&5 — €)' (19)

Nous déduisons alors de (19) la majoration :
Uk + Uk ? < (2= [€k] = 141D 1U s, -

Nous observons également que |, /Okt1 — ,/ak‘ et |1/og11 — 1/0k| sont des quantités équivalen-
tes.
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Ainsi, pour majorer M V2pp é/ % en norme d’opérateur H}V, il suffit de majorer
N-1 2
oo @kl 16D | L 1
Yy = - (20)
= =& Ok+1 Ok
Nous posons a partir de maintenant 1/0g =0 et 1/oy = 0 et nous définissons
2— |Gl —l&D) | 1 1)
oo Clinl—lad| 11 o
k1 — &k Ok+1 Ok

Notons que M Il/ M g 1/2 peut étre majoré de la méme maniere : au lieu de (17), nous considérons

max {Nz_:l |Uk+1/\/m_ Uk/\/a_kf : HUHH}V N 1}'

prt k1 — &k

Nous procédons de méme que pour (18), et comme o, est minoré par une constante strictement
positive uniformément en k et en N, il suffit d’estimer

Ni:l ( 1 >2 Ups1 + Ui)?

= \VOkt1 Ok k1 — &k
Comme [1/,/G351 — 1/+/Tk| et |1/ok41 — 1/0x| sont des quantités équivalentes, M;ﬂ/QMS_l/2 est
borné en norme d’opérateur HY; si (20) est borné indépendamment de N.

4.2 Idée de la démonstration
Nous allons donc démontrer le théoréme suivant :
Théoréme 4.3 Il existe C > 0 tel que pour tout N > 2,

N-1

Sv=Y_ <G, (22)
k=0

ou i est défini a ’équation (21).
D’apres les symétries (11) et (14), nous avons
UN—k = k-1, 1<k<N.

N -1
Soit N/ = {TJ’ il suffit d’estimer

Nl
1o
N—E 1225

k=0

car Ly < 2%y

Pour majorer X'y, nous avons besoin de développements asymptotiques précis de & et oy; et
pour cela, nous utilisons ou calculons des développements asymptotiques pour les polyndémes de
Legendre Ly et leurs dérivées successives.

Voici les asymptotiques pour les polynéomes de Legendre et leurs dérivées que 1’on peut trouver
dans Szeg6 [18] :
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Tout d’abord, si IV tend vers +oo et si z est borné par mK, alors
z
Ly <cos N> ~ Jo(z)

olt Jy est la fonction de Bessel; on a un équivalent analogue pour L'y (formule (8.1.1) de Szegd
[18]). D’ot, dans la région 1 < k < K, ou K est fini, il suffit de trouver la limite de uy lorsque
N tend vers +o0o grace aux équivalents ci-dessus. Ceci est I'objet de la sous-section 4.3.
Ensuite, si A appartient a (0,1/2) et z & [fAN,7(1 — A)N], la formule (8.21.14) de Szeg6 [18]
nous donne des développements asymptotiques de Ly(cos(z/N)) et de ses dérivées avec des
restes uniformes sur lintervalle [TAN,7(1 — A)N]. Donc, dans la région [AN| < k < N',
présentée dans la sous-section 4.4, nous utilisons ces développements et un théoréme quantitatif
des fonctions implicites pour obtenir une asymptotique de & et en déduire un développement
de .

Finalement, dans la région K < k < [AN], pour laquelle nous n’avons pas de développements
asymptotiques, nous partons de la représentation intégrale

Ly(z) = l/0 (z+iV1—a? cosgo)ngo,

™

et de formules analogues pour les dérivées de L. Nous adaptons alors la méthode de la phase
stationnaire décrite dans le livre de Hérmander [10] & une phase non linéaire par rapport au
grand parametre et nous obtenons des formules asymptotiques de Ly et de ses dérivées sur
Iintervalle [§x, & An|+1] (Lemme 4.9), que I'on applique jusqu’a un ordre approprié. On conclut
en appliquant le méme théoreme des fonctions implicites que précédemment pour obtenir une
asymptotique des zéros §; de L'y danslarégion K < k < |AN| et on en déduit un développement
pour pug. Ceci est expliqué dans la sous-section 4.5.

Par conséquent, nous séparons l'intervalle {0, ..., N’} en trois sous-intervalles {0, ..., K}, {K +
1,...,|AN]} et {|AN] +1,...,N'} ou K est borné et sera choisi plus tard et A appartient a
I'intervalle ouvert (0,1/2).

4.3 Larégion 0<k <K

D’abord, montrons que la somme des uj est bornée quand k est dans une région bornée proche
de 0.

Théoreme 4.4 Pour tout K > 0, il existe C' > 0 tel que pour tout N > 2,

> mec, )
0<k<K
ol py est défini a l’équation (21).
Preuve : Comme K est fini, il suffit de trouver la limite de pg, 0 < k < K quand N — +o0.
Soit J; la fonction de Bessel d’indice [. Soit z; le k-eme zéro positif de Jq; le Théoreme 8.1.2 de
Szegé [18] implique que, pour k > 1,

T — M = Z—]\]; + 0(1/N), quand N tend vers +oo (24)
et on déduit du Théoreme 8.1.1 de Szeg6 [18] que
Jim L3(6k) = J§ (2k)- (25)

Ainsi, pg a une limite bornée quand N tend vers +oo, qui est
2 2
Zhe1 T %k 2

i 2 2 2 2\ 12 2
Nl—lg-loo Hi = m |(Zer1 — 2e-1)J0 (%) — (Zeg2 — 20) 5 (zk41)| -
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4.4 Larégion [AN| <k <N’

Notons P](V)‘ ) e polynome ultra-sphérique de degré N, i.e. le polynome orthogonal de degré N
relatif au poids (1 —562))‘_1/ 2. Les dérivées de ces polynomes sont données par la formule (4.7.14)
de Szeg6 [18], c’est-a-dire.

d

A A
— P (@) = 2P0 () (26)

Remarque 4.5 Le polynéme de Legendre Ly de degré N est précisément égal a P](Vl/2), et

d’apreés la formule (26) ci-dessus, L'y est égal a P](\;’le).

Pour obtenir un développement asymptotique de uy pour k € {{AN],..., N'}, il nous faut

d’abord une asymptotique des zéros de P(g/ 2)
11 est plus pratique d’énoncer le lemme suivant dans un intervalle symétrique autour de N/2 :

Lemme 4.6 Soit

w/4+ kn

N+3/2°

Pour tout A € (0,1/2), il existe des constantes C, C' telles que pour tout N > 2 et pour tout

entier k de {|AN|,...,[(1 = A)N1}, il existe un unique zéro 0y, de P( /2 )(cos 0) dans une boule
de rayon C'/N? autour de Oo,k; de plus, on a l'estimation suivante

0.k =

3 9
Op — 0 — <CN% 27
O 8N2tanfy, SN3tanfpr| — (27)

Preuve : L’idée de la preuve est d’utiliser le théoreme quantitatif des fonctions implicites de
[4]; nous I’énongons ici :

Lemme 4.7 Soit X et Z des espaces de Banach, et soit f une fonction C? d’un voisinage U
de o € X dans Z. Soit zg = f(xg). Supposons que A = Df(xg) ait un inverse borné A~ et
que la boule de rayon p et de centre xqy soit incluse dans U. Soit

M = sup ||[A D2 f(zo + &)||.
1€1<p

1l existe des constantes a et K définies par
a =min(1, (2pM)™1), K ==F

telles que si |A™ 29| < K, I"équation
f(@)=0

posséde une unique solution dans la boule {|x — xo| < ap}; de plus, cette solution vérifie

|z — z0] < 2/A 20| et |z — 20 + A7 20| < 2M|A7 22

On pose
_(N+X=1\ T(IN+N)
N < N ) T TN+ LY’ (28)
la formule (8.21.14) de Szegd [18] utilisée est la suivante :
() 2WN —A)...(v=A)
Py (cos 6) = 281n0)‘z N—|—)\—1) AN+ AX=v) (29)

y cos((N —v+X)f — (v+ \)7/2)
(2sin @)

+O(NAPh
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et elle est uniforme en @ appartenant a [A/2,7/2] et en N.
On applique alors le lemme (4.7) &

24i 3/2
f(O,N) = %P}\?/z) (cos 0); (30)

dans le voisinage [007k —rN _2, Oox + 1N _2] ou 7 est a choisir. On utilise les asymptotiques de
P](VA) donnée par I’équation (29) pour A =3/2 et p=3, A =5/2 et p = 2 et finalement A = 7/2
et p = 1 afin de calculer f(6ox, N) et les dérivées f/00(0o, N) et Of/00(8, N) pour 6 dans
[eo’k — TN_2, Ho,k + TN_2]. O
On peut alors estimer la somme des pp quand k est proche de son majorant N', i.e. dans la
région |[AN| <k < N'.

Corollaire 4.8 Pour tout A € (0,1/2), il existe C > 0 tel que pour tout N > 2,

> m<CNTH (31)
AN |<k<N'
Preuve : D’apres la Remarque 4.5 et I’équation (9), on passe des racines 0 de P](\? /? calculées
au Lemme (4.6) aux 7y, définis en (8) en remplacant N par N — 1 et k par N — k.
Nous posons
w/4+ km N —-k)r+mn/4
Mok =T — / = ( ) / (32)
N+1/2 N+1/2
et nous avons ’asymptotique
3 1
= ok — —5—o—— (1 —= | +O(N* 33
e =10k T SN tan 10,k < N) ( ) (33)
ou le terme d’erreur est uniforme en N et en k € {|AN],...,N'}.

On applique le développement asymptotique de Ly = P](\,1 /? donné par I'équation (29) en 6 = ny,
et on obtient

V2 1
P (cos = —1N_k—< ——+—+ON_3>, 34
ce qui nous donne avec 1'équation (33),
1 w2
—=1-— 1/N3).
— = 1= g + O/ (3)
Ainsi, on peut estimer la somme
N/
$ Colbnllah| 1 Lf (36)
ey Sk TSk Okt1 Ok

La différence 1/op11 — 1/0y est un O(N=3); le terme 2 — |€x| — [€x11] est un O(1) et Epi1 — &
est supérieur ou égal & C'/N; comme la somme comprend O(N) termes, on voit que la somme
est un O(N—%). 0
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4.5 Larégion K <k < |AN|

Dans cette derniére région, avant d’appliquer le théoréme des fonctions implicites comme dans
)

la région précédente, il nous faut établir des formules asymptotiques pour les P](V)‘ .

Pour cela, on part de la représentation intégrale de P](\;\ ) donnée par la formule (4.10.3) de Szeg6
[18] et on adapte la méthode de la phase stationnaire. On obtient alors le lemme suivant :

Lemme 4.9 Soit A\ = 1/2,3/2,5/2,7/2, .... Il existe des polynomes réels Q, » de degré v
pour tout v € N tels que, pour tout k € N, pour tout K € N et pour tout A € (0,1/2), on ait le
développement suivant pour tout N > 2 et pour tout z € [t K, 7AN] :

k—1

PM(cos(z/N)) — 2T Z (A, N)ére{ieiz 3 X]_V("H/Q)Q,M(XN/N)}

v=A—1/2 (37)

< C(K, Ak, A) (N7 4 2712
ot C(K, A, k,\) dépend uniquement des variables entre parenthéses et ou Z(\,N) est défini par

21722 (N +2))
T(\)2 NI

Z(\,N) = (38)

Preuve :
Soit Z(\, N) défini a 1’équation (38), on a la formule suivante pour A > 0 et pour x € [—1,1]
(formule (4.10.3) de Szegd [18]) :

N

P](V)‘) (x) = Z(\,N) /Oﬂ (a: +iv/1— 22 cos <p> sin?2 "1 o dep. (39)
On définit les fonctions
fn(z,¢) = (cos(z/N) + isin(z/N) cos go)N
et gy telle que fnv = expgn, i.e.
gn(2,¢) = Nln(cos(z/N) + isin(z/N) cos ¢)
ou l'on a choisi la représentation principale du logarithme.

On déduit de (39) l'expression des polynomes ultra-sphériques en = = cos(z/N) :

2T
P (eoste/m) = 25 ([T expan (e st ) (40)

Dans nos calculs, nous aurons souvent besoin de la remarque suivante :

Remarque 4.10 La fonction gn est une fonction paire de @ et par conséquent ses dérivées
d’ordre impair s’annulent en ¢ = 0.

On cherche une formule asymptotique pour f027r fn(z,9) sin?* o de.
Soit ¢ dans [0, 7/4] et ¢ une fonction de localisation qui a les propriétés suivantes :

1 est paire, m-périodique, de classe C* a valeurs dans [0, 1],

(41)
¥ vaut 1 sur [0,0] et 0 sur [20,7/2].

La fonction 1) va nous permettre de localiser les difficultés.
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On peut alors écrire

27 27
In(zo0)sin® L ode = [ () fa(z,0)sin® T pdp

27
+A (1= () v (2 0) sin? ! dip.

Nous allons utiliser une méthode de phase stationnaire pour montrer que la seconde intégrale
du membre de droite de (42) est petite.
Comme nous allons utiliser plusieurs fois des techniques de phase stationnaire, nous résumons
tous ces résultats dans le Lemme 4.11 suivant. Ce lemme nous donne une estimation par (N ~! +
z_l)k de l'intégrale du produit de la fonction u par la fonction exp(gy) pour n’importe quel k,
a condition d’avoir une estimation adéquate sur u et ses dérivées.
Soit p € N et b € [0,7) fixés. Soit u une fonction de classe C? sur [1K,+00) x [0,b]; on définit
les normes suivantes

1]
). (43)

[ull,., = max max  max z et

0<i<p NeN  ¢€[0,b]
z€[rK,mAN]

Lemme 4.11 Soit k appartenant ¢ N et b a [0,7). Soit u dans C§°([nK,+00) x [0,)); on
suppose qu’il existe | > 0 et ¢ > 2(k +1) tels que |ull,, ., est finie. Alors, il existe C tel que
pour tout N > 2 et pour tout z € [ K, mAN],

max

b
max /0 u(z, @) exp gn(z, @, s) dcp‘ < Cllullpypeg (N1 427 HE, (44)

La preuve de ce lemme repose sur des intégrations par parties successives.
Pour un £ fixé, on déduit donc du Lemme 4.11 que la seconde intégrale du membre de droite de
(42) est majorée par C(N~1 + 2~1)*. 1l nous faut maintenant estimer la premiére intégrale

21 2
() fn(z ) sin L ode = [ d(p) exp g (2, ¢) sin® ! o do. (45)
0 0
On utilise une technique d’homotopie comme dans la preuve d’Hormander. Soit gy la partie
quadratique du développement de Taylor de gn(z,-) en 0, i.e.

2 82
an(z9) = g (,0) + 2 S0 2,0)
- iNg* —iz/N
=iz — sin(z/N)e ;
on définit
By (z,¢) = gn(z,0) —an(z, ). (47)
Les extensions de gy et fy comme fonctions sur R x [0,27] x [0, 1] sont données par
gn(z,0,8) = sgn(2,¢) + (1 = s)an(z,¢) = an(2,9) + sBn (2, ) (48)
et
fN(Z7 ¥, 5) :expgN(z, 2 5)' (49)
L’intégrale
2
ZN,)\(Zv S) = 1/}(90) €xp gN(Zv ®, S) Sinz)\_l 2 ng (50)
0
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est égale a (45) pour s = 1 et pour s = 0, elle peut étre développée simplement. Ainsi, afin
d’estimer Zx (2, 1), on utilise un développement de Taylor en s = 0, c’est-a-dire

k—
1 1 0K T\
In, , 1) —

o Bk (z,s)'. (51)

0<s<1

Il nous faut alors des approximations explicites des termes (0'Zy ,/9s!)(2,0) et il nous faut
également estimer tous les restes : certains viennent de la différence entre (9'Zy »/0s!)(z,0) et
son approximation; d’autres viennent de (0%Zy /0s%)(2, s).

La dérivée 0'T N/ Js' est donnée par

alZN)\ I 1 s 22—1
( 75) = ZZ)(SO)RN('% 90) engN(Z7 2 5) Sm

. 2
el 2 ; @ dp (52)

On majore alors 8kIN,>\ /8sk en utilisant une estimation des dérivées successives de Rﬂv et le
Lemme 4.11. Les estimations des dérivées sont obtenues en utilisant les formules de Leibniz et
de Faa di Bruno (cf. [8]) et en exprimant ces dérivées en fonction de celles de gy. Ainsi, le
membre de droite de (51) est majoré par C(N ! + z~1),

Considérons maintenant des termes 0'Zy »/9s'(z,0) de 'équation (51).

Soit rn le développement de Taylor de Ry(z,-) en 0 a ordre 2(k + 1) :

k+1

2y 827

¥ gN

N(ngp) :Z (270); (53)
= (27! 97

on remarquera qu’il n’y a pas de puissances impaires de ¢, car Ry est pair. On définit

2

INa(z) = ; P(p)rhy(z,9) exp(xnp?/2) sin’

o dp.

ou xy = —iNsin(z/N )e‘iz/ N Une estimation des dérivées successives de Ré\, — 7‘5\/ appliquée
au Lemme 4.11 nous permettent de majorer la différence entre 0'Zy /05! (z,0) et € Tnyx(2)
par C(N7! 4+ 2z71* ot C est indépendant de N et de z.

Calculons donc Jna(2).

Les expressions explicites que 1’on va utiliser ne contiennent que les k& — [ premiers termes de rﬂv;
il faut donc estimer les k(I — 1) 4+ 1 termes restant grace a cette version monodimensionelle du
Lemme 7.7.3 de Hérmander [10] :

Lemme 4.12 Soit a # 0 tel que S(a) > 0 et soit u € S, lespace de Schwartz sur R. Pour tout

p € N*, il existe C > 0 tel que
1 p+1/2
¢ () ollwes, (54)

e () s

» (2ia)~7 0% u
gl 0p%

avec

Tp(u7 a) =

(55)
j=0

Ici, on choisit la détermination principale de la puissance fractionnaire.
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Il est & noter que ce lemme nous donne une estimation du reste mais aussi une expression
algébrique de Jn (%) sous la forme suivante :

k+1-1

IN(z) = 4iy/T Z

0% (rﬁv(z, @) sin?A 1

)
: 2,0
H(2xw) J+1/2 Op? =0 (56)

+0 ((N_ + 2 )k+1/2> )
Nous calculons enfin gréace & la formule de Faa di Bruno les dérivées de sin?*~! en ¢ = 0 ainsi
que les dérivées de 7“5\/ en ¢ = 0 en fonction de celles de gn; les dérivées de gy en p = 0 sont
elles-mémes calculées en utilisant encore par la formule de Faa di Bruno. De ce calcul, nous
obtenons 1'équation (37). 0
(A)

Maintenant que nous avons calculé une formule pour les P
(3/2)

, nous en déduisons un développe-

ment des zéros de Py

Lemme 4.13 Soit
w4+ km

1+3/2N
Pour tout A dans (0,1/2) et pour tout K € N, il existe C, C’' tels que pour tout N > 2 et pour

tout entier k dans {K,...,|AN]}, il existe un unique zéro zj de P](V?’/2) (cos(z/N)) dans une
boule de rayon C'/N autour de zyy, et, de plus, on a lestimation suivante

20,k =

13 n 22
8N tan(zo,/N)  3N?tan(zo,/N)

2 — 20k — <CO(NT' 4 K713 (57)

Preuve : On utilise exactement la méme méthode qu’au Lemme 4.6 et on utilise de nouveau
le Lemme 4.7. Cette fois-ci on se sert du développement (37) appliqué pour A = 3/2 et k = 4,
pour A =5/2 et k =4 et enfin pour A = 7/2 et k = 4. On obtient ainsi la formule (57). 0
On peut démontrer maintenant que la somme des pj, pour k dans {K, ..., |AN|} est bornée :

Corollaire 4.14 Pour K > 0 assez grand et pour tout A € (0,1/2), il existe C > 0 tel que pour
tout N > 2,

> m<cC (58)

K<k<|AN]

Preuve : On suit exactement la preuve du Corollaire 4.8. Soit

(N —k+1/4)
k= TN L2

On obtient comme développement du zéro 7, de P](V/ )(cos 0) = L'y (cos 6) la formule suivante :

13 49

_ N—l K—l 4 ]
+ 8N2tannyr  12N3tanngy +0(( T )*) (59)

Nk = 7o,k

Alors on obtient en utilisant la formule (37) avec A =1/2 et k = 3,

L &1 — &k 2 72 49 B s
Tk 201 SN 6N? | T2NZtaiog O (NT+KE7)%) (60)

et, en utilisant (59),

(2 = |Eeqa| — [&]) 2N 1 » »
Ehr1 — &k _7m(1+0(]v + K1),
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Finalement, un développement de u est

C cos® o 1 1 C
= — ’ 1+0O(N""+ K~ < —
k= N i no.x tan(no,x/2) ( ( ) < k5
et la somme (58) est bornée. 0

4.6 Fin de la preuve de la Proposition 4.1

On conclut la preuve en choisissant A dans Uintervalle (0,1/2); alors la somme des uj; pour
|IAN| < k < N’ est bornée (Corollaire 4.8); pour K assez grand, la somme des uj pour
K <k < |AN| est bornée (Corollaire 4.14), et finalement, la somme des p pour k € {0,..., K}
est bornée (Théoreme 4.4).

5 Extension a la dimension 2

Dans cette section, nous utilisons ce que nous venons de montrer en dimension 1 pour prouver
les mémes résultats en dimension 2 sur le carré [—1,1] x [—1,1].
5.1 Définition des matrices en dimension 2

On considere la grille de discrétisation de Gauss-Lobatto-Legendre, c’est-a-dire

On obtient donc une grille composée de rectangles et on considere tous les maillages obtenus
en séparant les rectangles en deux triangles selon I'une des deux diagonales (cf Figure 1). En
particulier, on considere parmi tous ces maillages les deux maillages réguliers de la Figure 2.

Figure 1: Les deux possibiltés de couper un rectangle en deux triangles

Figure 2: Les deux maillages réguliers

On remarque que les points associés a ces maillages sont toujours ceux de la grille = .
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L’équivalent de la base des fonctions de Lagrange [ de la dimension 2 est la base des produits
tensoriels L(; jy = l; ® [j, ou le produit tensoriel ¢ @ ¢ de deux fonctions ¢ et ) définies sur R
est la fonction f définie sur R? par f(z,y) = ¢(x)¥(y). Le produit scalaire correspondant est

(wo)y = > u(&, &)v(&, &) psipk-

0<j,k<N
Alors la matrice de masse spectrale en dimension 2, notée M g, vaut
My g =M s® Mg (61)
ou M s est la matrice de masse spectrale en dimension 1 et la matrice de rigidité Ko g vaut
Kog=M s® K s+ Kis® Mg, (62)

ou K g est la matrice de rigidité spectrale en dimension 1.

Pour simplifier les notations, on notera, par exemple, My s(i,j, k,l) le coefficient de la ma-
trice Mz s correspondant au produit scalaire des deux fonctions de base L; ;) et L ;). Ainsi,
M 5(i,7,1,j) sera un terme diagonal de la matrice My g. On notera aussi M; g(i, j) le coefficient
(i,7) de la matrice Mg en dimension 1.

Calculons les matrices d’éléments finis.

Dans le cas d’éléments finis Q', on considere comme fonction de base ¢;,j associée au point (&;, ;)
le produit tensoriel de deux fonctions chapeau ¢; ® ¢; ou les ¢y, sont définis a 1'équation (4).
Alors la matrice de masse vaut My p = M p® My ou My est la matrice de masse d’éléments
finis en dimension 1 et la matrice de rigidité est égale a Ko p = My p ® K1 p + K1 r ® M p ou
K1 r est la matrice de rigidité d’éléments finis en dimension 1.

Dans le cas d’un maillage composé de triangles et donc d’éléments finis P!, on consideére comme
fonction de base associée au point (§;,§;) la fonction ¢; ; affine sur chaque triangle qui vaut 1
en (&,&;) et 0 en tous les autres points du maillage.

La matrice de masse M> p mass-lumpée est encore une matrice de masse diagonale mais elle
n’est pas exactement égale a M r ® M; p. En fait, elle vaut

1
My p = ED (Mip® M F) (63)

ou D est la matrice diagonale telle que D(i,7,1,j) soit égal au nombre de triangles auxquels
appartient le point (&;, ;). La Figure 3 donne un exemple de point (&;,&;) tel que D(¢, j, 4, j) = 5.

(&i,&5)

Figure 3: Exemple de point (&;,&;) tel que D(4,j,4,5) =5
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Or un point appartient a 4 rectangles et il appartient & 1 ou 2 triangles pour chaque rectangle.
Il appartient donc & au moins 4 triangles et a au plus 8 triangles et donc le coefficient D(i, j, i, 7)
est un entier compris entre 4 et 8.

D’ou le coefficient (i, 7,1, 7) de la matrice My p vérifie les inégalités suivantes :

2 =

3 My r® My F)(i,j,1,5) < Marp(4,5,1,5) < 3 My r @ My F)(4,7,1%,7). (64)

Quant a la matrice de rigidité K , elle ne dépend pas du maillage considéré et elle vaut
Kop=MFrp® K+ K r®M.Fp. (65)

Maintenant que nous avons exprimé les matrices de masse et de rigidité en dimension 2 en fonc-
tion de celles de la dimension 1, nous pouvons nous servir des théoremes des sections précédentes
pour prouver des résultats analogues. On peut généraliser treés simplement le passage de la di-
mension 1 a la dimension 2 pour avoir des théorémes en dimension supérieure.

5.2 [Equivalence de K;p et K3 g en dimension 2

Parter et Rothman prouvent dans [15] le résultat suivant en dimension 1 :

Théoréme 5.1 Il existe k > 0 tel que, pour tout N > 2 et pour tout U dans RN~ on ait
l'inégalité suivante :
kUK pU < UKy sU < KUKy pU. (66)

Ce Théoreme se généralise en dimension 2 ainsi :

Théoreme 5.2 Soit 7 défini au Théoréme 3.1 et k au Théoréme 5.1. Pour tout N > 2 et pour
tout U dans RN-DxN=1) "o o Uinégalité suivante :

(k) MU Ky pU < U*Ky sU < k7 UKo pU. (67)

Preuve :  Soit U dans RN=Dx(N=1). notons U = (Uy...Uy—1)onU;; 1 <i< N —1, est un
vecteur de ]Riv ~1. On note U(i,j) la j-eme composante du vecteur U; et on définit également
les vecteurs U; tels que la j-éme composante du vecteur U;, U(i, j), soit égale a U(j,1).

Alors U*Ks U est la somme de deux termes :

U'KysU=U"(M1s ® K15+ Ki,5® MLS)U-

Considérons d’abord le premier terme du membre de droite. On en déduira un résultat similaire
pour le deuxieme terme.
On utilise la définition du produit tensoriel de deux matrices qui est, avec nos notations,

(A® B)(i,j,k,1) = A(i, k) B(3,1),
et on obtient

U*(Mys® K1,9)U = Y U(m,n)Myg(m,p)Kys(n,q)U(p, q)

m7n7p7q

= Z pmU(m,n) K1 5(n,q)U(m,q),

m7n)q
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ou py est défini & I’équation (2). On utilise alors le Théoréme 3.1 sur I’équivalence des matrices
de masse en dimension 1, et on obtient :

U*(Mys ® K1,9)U <7 % My p(m,m)U(m,n)Kys(n,q)U(m,q)

m7n7q

<7y My p(m,m)Uy Ky sUn;
m

en utilisant alors le Théoreme 5.1 sur I’équivalence des matrices de rigidité en dimension 1, on
trouve

U*(Mys ® K1,9)U < 76 Y My p(m,m)Uy, Ky pUp, = 76U (M, p ® K1 p)U.

m
On peut montrer de méme, en utilisant les vecteurs (72-, que
U*(K1,s ® M15)U <7hU"(K1F ® My p)U

et donc que
U*K275'U <TK U*KQyFU.

5.3 Equivalence de M,y et M5 s en norme d’opérateur L> en dimension 2

La matrice M, IEMZS est une matrice diagonale dont les coefficients sont notés oy(i,j), 1 <
1,7 < N — 1. Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 5.3 Soit 7 défini au Théoréme 3.1. Pour tout N > 2, pour touti,j € {1...N —1},
9 R PN
17 Soalig) <57 (68)
Preuve : De la relation (61) et de I'inégalité (64), on obtient
171% < o09(i,7) < 209
En utilisant le Théoréme 3.1, on obtient I’équation (68). 0

5.4 Equivalence de Mg/ﬁ et M21/S2 en norme H'! discréte en dimension 2

Enfin, généralisons la Proposition 4.1 de la section 4:

Théoreme 5.4 Soit la constante T définie au Théoreme 3.1 et C' définie a la Proposition 4.1.
Pour tout N > 2, et pour tout vecteur U € RN=DXWN=1) o ¢ [es inégalités suivantes :

—-1/2 1/2
3 My PMySU I, 30r
ACr ~ G =2

Preuve :
On écrit ||M;;/2M21/512U||H}V sous la forme U*M21{S«2M2_}1;~/2K2’FM2_}17/2M21{92U.
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On calcule tout d’abord U* M. 1/2M 1/2(M1 FQ K F)Mz_,z{ﬁ M2

Théoréme 5.2 et on obtient

¢ U, comme dans la preuve du

U* M 1/2M 1/2(M1 e F)Mz—}/zM;y/SzU
= Z \/02 man)GQ(p7 Q)U(man)Ml,F(m7p)K1,F(n7Q)U(pa Q)

m7n7p7q

= Z \/ag(m, n)oz(m, @)U (m,n)Mi p(m,m)K; p(n,q)U(m,q).

m7n7q

(69)

On applique alors 'inégalité (64) pour majorer le membre de droite de 1’équation (69), ce qui
donne

U*My/d My 1 (Myp @ Ky p)My 1 ° My/SU

3
< 5 Z Om+/ UanU(m7n)Ml,F(mvm)Kl,F(n7Q)U(ma Q)

m,n,q

<= Zali r(m,m)U, Mll/SQM_l/zKl,FM;;/QMll,/gQUm-

On utilise le Théoreme 3.1 et la Proposition 4.1 et on trouve

U*My/d My (M p @ Ky p)My 1 My/SU < @ ZMlF m, m)U Ky pUp,

3rC
< T—U*(Ml FR K F)U

De méme, on montre que

_ 3rC
U My/§ My i (K @ My ) My P MySU < S0 (Ko © My)U

et donc que

. _ _ 3rC
U* Myl My (Ko e My i MyGU < =2 — UK rU.
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