SUITES ET SERIES DE FONCTIONS
L2 MA/MP/MASE/MI

Feuille de TD n°1 : Rappels sur les suites, les séries, les
équivalents et les développements limités

Exercice 1 : Suites

1. Etudier la convergence des suites suivantes :

n® +n? sinn nsin(n!) n++/3
—’ U pr— = —’ pr—
n+n2+1 " "on24+1 77" n?244

1
Y = nsin(—Q), Zn = Vn + 1—/n.
n

Up = n2
Indication : Pour la suite (y,), on pourra utiliser 'inégalité |sin x| < |z|, Vo € R et le
théoreme des gendarmes.

\" T
2. Déterminer la limite de n (1 — —) sin (—)
n 2n
3. Etudier la convergence des suites suivantes en fonction du parametre oo € R :
@ no n

n
Uy = —. V,, —m ——. W = .
n b n a2+17 n 1+TLO{

=, In
4. Calculer a 'aide de développements limités les limites des suites suivantes :

2 3
vn:n<\/4+——\/4——2>,wn:\3/n3+2n—\/n2+3.
n n

Exercice 2 : Séries

1. Premiers exemples.

Etudier la nature des séries : Z 2", Z (i)n, Zarctan n, Z %, Z %, Z %

neN neN neN n>1 n>1 n>1
. . . , n® + 2 .on?
2. Divers. Etudier la nature des séries de terme général : u,, = S3 Un = arcsin— )
2n3 +1 n?+ 2

3. Equivalents. Etudier la nature des séries de terme général : u,, = In (1 + —2> ,
n

1 1 1 1 1 1 1 1
vn:M, w, =sin®*(=), r, = —sin|{ =), yo=—cos | — |, zn=—tan |~ ), a, = ———.
n n nltl/n

nd —4 n n n n n

4. Comparaisons avec inégalités et o. Etudier la nature des séries de terme général :

1 1 1 1
S _Inn _Inn _lnn

Vp =\ Wy = —, Ty = ——, Yp = .
n n n n n
’ Inn’ n?’ n’ vn



5. Regles de d’Alembert et de Cauchy. Etudier la nature des séries de terme général :

1 n? (n+1)(n+2)...(2n) In(n") 1 n \"
uR:—,Un:_’wn: 7xn: Y n:_7zn: )
(2n — 1)22n—1 n! (2n)n (Inn)n Yn =l n+1

n!
ap = —.
nn

6. Développements limités. Etudier la nature des séries de terme général :

un:sin(l—cos (m(H%)», vn:n<1—cos (%)) wn:n\;%l - \/nn—+1

- 1 —1)" —1)"
7. Séries alternées. Soit u, = (=1) + = etu, = (=1) + (=1

NLD n - n

. Etudier la nature des

séries de terme général u,, et v,.

8. Développements limités et séries alternées. Etude de la nature de la série de terme
général wu, = (—>, (on mettra (=1
vn

v+ (=1)

en facteur, puis on fera un développement
limité).
Exercice 3 : Séries - un exercice

(=n"

1 1)
m ~ s quand n — +o00o. En déduire la nature de Z #

1. Montrer que - 5
= (=) +n

(="

2. On cherche a étudier la nature de Z W
J— n n

n>2

(="

1 P
~ — quand n — 400, que peut-on en déduire sur la conver-

2.a. De I'équivalent

(=)"+n| n
(E1e (-1
gence asbolue de ————— 7 Sur la convergence de ——t7
pE NE

(1 (-
(=" +n n

2.b. Montrer que + vy, avec v, ~ —— quand n — +00.
n

2.c. Déduire de la question 2.b. la nature de Z

n>2
Exercice 4 : Utiliser o et ~

1. Déterminer un équivalent simple quand x — 400 des expressions suivantes.

1
—52% + mrt — In(2); 2e" — 55612 +V2In(x); In(z + 2); 2% + 822 In(z) + In( );
n(x

In(3+2z*) e +lIn(x)
In(3) +2In(2?) e* 1+ 241’
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sin(x) 4 2 T 12

2z VT . . —x
-9 — In(3 — ——+———5e""
‘ ‘ n(3); x3 o/r' 13/« * In(x) ‘
2. Donner un équivalent simple, quand = — 0, de
3 In(3 + %)

sin(x) — 3; sin(z) — o + 2%; sin(z) — x + i cos(x) — 1; cos(x) — €”; n(3) + 2In(z2)’

3. En calculant un équivalent simple du numérateur et du dénominateur, déterminer les limites

In(1+2z) . sin*(z) .. 2sin(z) — sin(22) I VAi+z —1In(e? — )
: : - lim :
2=0 sin(3z) " a—r 14 cos(x)’ -0 3 " 2—0 x? ’
. 220 _ 4n o xd—sin(z?) . V1i+2r—V1+=x
lim ————; lim ———; :
n—too pl00 — 4n+27 spoo gln(x) ot Y1 — 37— 1 - 22

4. Déterminer les limites suivantes :

: , Iz . . 2%In(x) + z cos(x)
In(z). )z, i .
zh—f&(l )" arggloo (1 ZL‘) ’ xkrfw (#ln(z) = 2 In(z +1); xkgloo VT + 2sin(z?)




