SUITES ET SERIES DE FONCTIONS
L2 MA/MP/MASE/MI

Feuille de TD n°2 : Suites de fonctions

Exercice 1 : Convergences simples et uniformes.

1. Etudier la convergence simple puis la convergence uniforme sur R de la suite (f,)nen de

. . sin(nx)
fonct défi R = .
onctions définies sur R par f,(x) Y
2. Etudier la convergence simple de la suite (fy,)nen définie sur R par f,(z) = %
x

3.a. Etudier la convergence simple de la suite (fy)nen de fonctions définies sur [0, 4o00[ par

T 1+na
b. Etudier la convergence uniforme sur ]0, +o0o[. Que peut-on dire du caractére borné de chaque
fonction f,, et de la limite simple f sur |0, 4+o00[?

4. Etudier la convergence simple, puis la convergence uniforme des suites (fy,)necn définies par

fulx) = 1 —T—x” sur [0, 1].

5. Etudier la convergence simple de la suite (fy,)nen de fonctions définies sur R par f,(x) =

) Etudier la convergence uniforme sur [—R, R| avec R > 0, puis sur R.
n+ |z

6. Etudier la convergence simple puis la convergence uniforme sur [0, +oo[ de la suite (fy)nen

de fonctions définies sur R par f,,(z) = naz®e ",

Exercice 2 : Convergences simples et uniformes.
Soit f,, : RT™ — R définie par f,(x) = n“re """ avec a € RT et n € N*.
1. Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions.

2. En considérant les variations des fonctions f,,, étudier la convergence uniforme de la suite
(fn)n>1 en fonction de a sur R, sur R™ et sur [a, +oo[ pour a > 0.

Exercice 3 : Continuité.
1. Etudier la convergence simple de la suite (fy,)n>0 de fonctions définies sur R par

n?a?

foiw s

On note f la limite obtenue et D I’ensemble (que l'on précisera) sur lequel la convergence
simple de (fn)n>0 vers f a lieu.
2. Etudier la continuité de f, et de f.

3. Que peut-on en déduire sur la convergence uniforme de (fy,)n>0 sur D7



Exercice 4 : Dérivabilité.

1. Etudier la convergence simple puis la convergence uniforme sur R de la suite (f,)nen de

fonctions définies sur R par f,(z) = /22 + 1/n? [utiliser 'identité v/a — Vb = _azb pour
va+vb
a,b>0.].

2. Que peut-on dire de la dérivabilité de chaque fonction f,, et de la limite simple f sur R?

Exercice 5 : Intégration.

2
Pour tout n € N, on pose I, = / e~ dz. Calculer la limite de la suite (In)nen-
1

Exercice 6 : Intégration.
it la suite de foncti : défini _ T
Soit la suite de fonctions (fy)nen avec fp, : R — R définie par f,(z) = T

1. Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions.

1
2. Calculer I,, = / fn(t) dt et la limite de I,, lorsque n — +o0.
0

3. La convergence est-elle uniforme 7

Exercice 7 : Intégrale généralisée.

Soit f,, : R — R définie par f,(z) = 71\_(7;2

1. Calculer la limite simple de la suite (fy,). La limite est-elle uniforme ?

A A
2. Comparer lim lim / fa(t)dt et lim  lim / fu(t)dt.
—A —A

n—+o00 A—+4o00 A—+00 n—+00

Exercice 8 : Suites de fonctions et convergence dominée.

+00 eft/n

1. Calculer lim dt.

n—+oo Jq t2+1

+o00 n

2. Calculer lim —5———dt.
n—+oo [y nt? + et

+oo +

t
3. Calculer lim (t*+1) n sedt.
n—+oo Jq n+t

n

t
4.(*) Calculer lim (1 ——)"dt.

n—-+oo 0 n

+o0o
5.(*) Soit f :]0, +oco[— R continue et telle que / |f(t)|dt existe. Montrer que
0

+o0
lim e "M f(t)dt = 0.

n—-+4o0o 0



“+oo
6. (*) Soit f : [0, +00[— R continue et bornée. Montrer que lim n/ e " f(t)dt = £(0).
0

n—-+o0o

Exercice 9 (**) : Convergence uniforme

Soit une suite de fonctions numériques (fy,), et une fonction f définies sur [0, 1], telles que
(fn)n converge vers f simplement sur [0, 1] et uniformément sur |0, 1].

Montrer que (f,), converge uniformément vers f sur [0, 1].

Exercice 10 (**) : Polyndmes et convergence uniforme Soit (P,),cn une suite de
polynomes convergeant uniformément sur R vers une fonction f.

1. Montrer a I’aide de la définition de la convergence uniforme qu’il existe N tel que pour tout
n > N, le polynome P, — Py est une constante a,,.

2. Montrer que a,, converge quand n — 4o0.
3. En déduire que f est un polynome.
Exercice 11 (****) : Théoréme de Stone-Weierstrass

Le but de cet exercice est de montrer une des formes du théoreme de Stone-Weierstrass : toute
fonction continue sur un intervalle [a, b] est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de fonctions
polynomes.

Soit f une fonction continue définie sur [0, 1] & valeurs dans R. Soit n > 1, on considere le
n
k
polynoéme (appelé polynome de Bernstein) défini par B, (f) = g C,]ff () Xk — x)nk,
n
k=0

On note fo la fonction constante 1 sur l'intervalle [0,1] et, pour_i, la fonction f; définie sur
I'intervalle [0, 1] par f;(t) = t".

1. Calculer By, (fo).
2. a. Montrer que kC’,’f = nC’ﬁj
b. En déduire By, (f1), puis By(f2).

n 2
k 1-—
3. Montrer que pour tout x € [0, 1], E c* ( — x> 2P (1 —2)"h = u
n n
k=0

4. S0it a > 0,t€[0,1], Ay = {k e N,0 < k < n,

k
— —t| > a}. Montre e CRtF(1 —
- ‘_a} ntrer qu k;: ot (

1
t ’I’L—k < .
) ~ 4an?

5. En déduire que (By(f)) converge uniformément vers f sur [0, 1].
6. Déduire de la gestion 5 le théoreme de Stone-Werierstrass énoncé au début de l'exercice.

Exercice 12 (****) : application du théoréme de Stone-Weierstrass.

b
Soit f une fonction continue sur [a,b] C R, telle que / t" f(t)dt = 0 pour tout n € N.
a



b
1. Montrer que pour tout polynéme p € R[X], / p(t) f(t)dt = 0.
a

b
2. En déduire que / f(t)2dt = 0, puis que f est la fonction nulle.



