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SESSION DE 1989

CONCOURS EXTERNE

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

DureEe : 5 heures

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part
importante dans I'appréciation des copies. Les résultats indiqués- dans I'énoncé peuvent érre utzlzses par les
candidats pour la suite du probléme.

L’'usage des instruments de calcul, en particulier des calculatrices €lectroniques de poche — y compris
calculatrices programmables et alphanumériques — 2 fonctionnement autonome, non imprimantes, est
autorisé conformément a la circulaire n° 86-228 du 28 juillet 1986.

Notations et objectif du probléme

On désigne par N l'ensemble des entiers naturels et par I Uintervalle [— 1, + 1] de R. Pour p entier
positif ou nul, on note C?{I) {resp. C~ (1)) I'espace des fonctions f réelles de classe C? {resp. C*) sur I. On -
désigne par & (I), I'espace des fonctions continues par morceaux sur I. On rappelle la définition de- telles
fonctions : une fonction f définie sur L est dite continue par morceaux sur [ sil existe une subdivision

-1l=a<a <. <a=1del tlle que la restricion. f ;] ., | se prolonge en une fonction
. . " o e eeos d*
continue sur (a;, a,, ] pour i = 0, 1, .., s — L. La k-iéme denvee de f est notée indifféremment f** ou Tk
: d’f
avec, pour &k = 0, la convention usuelle dx{: = f.

On notera 2 lopérateur de Legendre, c'est-a-dire Popérateur qui a une fonction f de classe C?
df "
dx |

Le probleme est centré sur le développement d’une fonction en série de Fourier-Legendre et sur des
applications d'un tel développement. Dans la partie II on obtient une expression de la distance 4,(f) d’une
fonction f continue par morceaux sur [ a I'espace des polynomes de degré inférieur ou €gal a n. Ceci amene
la considération de la série de Fourier-Legendre de f dont la convergence simple vers f sur |—1,+ 1] est
établie dans la partie [V lorsque f est k-lipschitzienne et dont les convergences quadratique et uniforme
vers f sur [ sont prouvées dans la partie V lorsque f est de classe C®. La partie V établit galement une
caractérisation, parmi les fonctions «-lipschitziennes. des fonctions de C*(I) a I'aide d'une propneété de
«croissance » de la suite 1d,if}). La partie I étudie quelques propriétés de l'opérateur ct les polynomes de
Legendre qui sont utiles pour la suite du probiéme. Enfin. la partie Il est consacree 2 des in€galités portant
sur les normes d’'un polyndme et de sa dérivee; ces inégalités étant utiles notamment dans ia partie V.

associe la fonction 2 f= C?t [(v- - 1)—=
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1. OPERATEUR ET POLYNOMES DE LEGENDRE

Dans cette partie, on étudie I'action de .# sur I'espace vectoriel & des polynomes a une indéterminée et
a coefficients réels. Plus précisément, on propose de déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres P,
de 'endomorphisme ainsi défini puis d’étudier quelques propriétés €lémentaires des polynomes de Legendre P,

'A. Valeurs propres de I'opérateur Z.

Pour n appartenant a N, on considere lespace vectoriel &, des polynomes de degré inférieur ou égala na
une indéterminée et a coefficients réels.

L1. Montrer que £ induit un endomorphisme .2, de.? et calculer la matrice L, de ., relativement a la
base canonique (1, X, ..., X") de £,.

1.2. Déterminer les valeurs propres de %, et en déduire que .Z’,, est diagonalisable.

B. Vecteurs propres de Popérateur 2.

On considére les fonctions polynomiales U, et P, définies par : U,(x)=(x2 - 1) et
P,(x) = — Uy (x) = Py(x) = 1
LX) = Tl (x), en convenant que Uy(x) = Py(x) =

1.3. Montrer que les fonctions polynomiales P,, et P,, ., sont respectivement paire et impaire.

dd [(x—1)" (x+ 1)", montrer que P, (1) = 1.

1.5. Calculer P, et P..

1.6.a. Vénfher les relations :
() Uy (1) = 2(n+ DxU,(x) = 0
(2) (x? - 1)U,,(x) -2mxU,(x) = 0.

b. En dérivant (n + 1)fois (1) et (2), montrer que la suite (P,) vérifie :
(3)  Pha(x)=xPy(x) + (n+ 1)P,(x)
4y ZP,=n(n+ 1)P,.

c. Déduire de ce qui précéde, les valeurs propres et les vecteurs propres de & considéré comme
endomorphisme de 2.

1.7. Pour nentier supérieur ou égal 4 1, soit u la fonction définie sur [0, 1] par:
: =[P, (x ]z+.(1_:x_)[p (x))%

En utilisant la relation (4), montrer que u est monotone. En déduire que, pour tout élément x de
LiP,(x); <1

1.8. Montrer que, pour n entier supeneur ou égal 2 1, P, est exactement de degré n et calculer le coefficient
a,de x"dans P,

En déduire que &, = @ R-P,ouR- P, désigne la droite véérdriel]e engendrée par P .
k=0



1

II. DISTANCE D’UNE FONCTION DE # () A L'ESPACE 2,

Pour fet gappartenant aé’ (1), on pose :

UER| :f(x)g(x) as, 1ft={|

+1

[f(x)jzdx) =,

-1

~ (symboles qui définissent sur le sous-espace C° (I) un produit scalaire et la norme associée.)

. Orthogonalité des polynémes P, .

Montrer que pour m et n appartenant a N, (#P,|P,,) = (P,|£P,). En déduire que (P,|P,)=0si

met n sont deux entiers-distincts.

4.

. Calculde ll P, Il et construction d’une suite orthonormale.

a. En utilisant 'orthogonalité démontrée précédemment, montrer que :

1 a,

J”.’I P (x) P (x)dx =(n+1) Grel P, I2.(On convient que a, = 1.)

b. Montrer la relaton :

-~

' lx_P,, {x) P (x)dx.

-1

fﬂ (P, (x)]*dx =2 - 2[
-1

&

2n+ 17

-

¢. En utilisant les relations (3), (5) et (6), mantrer que | P, [I? =

d. En déduire que la suite de fonctions polynomiales réelles (f’,,), définies par :

- 2n+ 1
Pn(‘.‘:)= 2

P, (x), est orthonormale pour le produit scalaire {|) .

. Evaluation de la norme de % ,.

Montrerque: l.#Z, | = sup {Il#,Pll, Pe2,, IPl=1}=n(n+ 1).

(On pourra exprimer le polynoéme P sur la base orthonormale (B, P, . .P,)de 2, .)

Expressionde d,(f).
+1 - .
Pour fappartenant 3 & (I) et n appartenant a N, on note c,(f) = J‘ f(x) P, (x)dx.Ladistance de fa 7,
: -1
qui est définie par d(f, #,) = Inf | | f— Pl , P € 2} est notée plus simplement 4, ( f) .

n -~
a. SoientP = 5 A, P, unélément deZ, et f un élément de & (I), montrer que:
k=0 :

n

Nf=PU = I fI2= 5 () + 5 (b= colf).

- k=0

b. En déduire qu'il existe un élément unique Q de 2, telque | f— Qll = 4,(f).

s 2

Expliciter ce polynome Q et montrerque (d, (fN2 =l flIZ = 5 (e (f)).
. fm=i)
c. Endéduireque: lim ¢, (f) = 0.

n— o
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II. INEGALITES DE MARKOV

IIL.1. Soient 6 et ¢ les fonctions définies sur I'intervalle |— 1, + 1] pér:

1 2x 1+x
=it et

a. Calculer 8'(x).

b. Soit F une fonction réelle de classe C! sur I vérifiant F (— 1) =F (1) = 0. Montrer que l'intégrale
+1
J 8’(x)| F(x)|*dx aunsensetque:
-1

j” 8°(x) [F(x)|2 dx = — 2re<x)F(x)F'(x)dx.

1

. . . 0
¢. En faisant apparaitre la fonction ﬁ , montrer que:

([MlewFe e < [Motmriras. ["etiFar

1

&

(7 j” (;ﬂf)—z> dr < 4r’ | (x) F'(x)|2 dx.

-1

II1.2. Soit f une fonction réelle de classe C2 sur L.

a. Montrer que, pour x appartenanta |]— 1, + 1[, ladérivée de f au point x vérifie :

®  rwegoy| e
-1

b. En déduire qu'il existe une constante C positive, indépendante de f, telle que :

©) O lpisclesl.

I1L3. Soit g une fonction réelle de classe C! sur L.

a. Montrer qhé, pour tout couple (x, y)d'élémentsde I:
(10) | g < [gyF + 2gh gl

b. En intégrant cette inégalité sur I'intervalle I, montrer que :
(11) Sup [g(x)| < llgh+ligl.

xe€]

IIL.4. Déduire de I11.2., 1I1.3. et I1.3. qu'il existe des constantes C, et C, positives telles que pour tout
n appartenanta N et tout polynéme P appartenanta #,, onait:

(12) o 1Pl < C,n2 P

(13) Sup |P'(x)| € C,n* Sup |P(x)].

x&1 x&]
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V. DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION LIPSCHITZIENNE
EN SERIE DE POLYNOMES DE LEGENDRE

. Soit n un entier supérieur ou égal a 1.

a. Moatrer que le polynéme Q,, (x) = (2 + 1) P, (x} = (2n + 1) xP,(x) appartienta Z,.

b. Déduire de II.1. que le polynéme xP, est orthogonal au polynéme P, si k& < n — 2. En déduire
qu'il existe deux réels ket u telsque: Q,(x) = AP, (x) + uP,_ (x).

c. Déduirede[.3.etld.queh =0, u = — n etque Ponala relation :
(n+ 1)P,,,(x) = 2n+ 1)xP,(x) + nP,_, (x) = 0.

4. Enutilisant (14), montrer que:

(13)

Vs

(16)

13.2n-1)

Poa(0) = €= 1= o

w2

. Pour n appartenanta N, onpose: I, = [ sin® tdet.

0
a. Montrerquepourn > 2, nl, = (n— 1)1,_, etque I,, € L,,_,.

1,
nn’

b. Calculerl,, et I,,_,. Endéduire, pour n > 1, Pinégalité: [Py, (0)} <

. En exprimant P3,,,(0) i I'aide de P,,.,(0) grace aux relations (3) et (14), montrer que, pour n

appartenanta N: _
+ 1
Phaer (O €2 [

. Pour n entier supérieur ou égal a4 1, on considére les fonctions v (resp. @) définies sur

[(resp.]—1,+1]) par:

. — 1 \ 1]
= -— 2 = 4= + .
v(x) =,1 — x2P,(x) |resp. ® (x) - xz[n(n 1) - le)
- e d*v
a. Montrer que v est solution sur |— 1, + 1{ de I'équation différentielle e + dv=20

b. Etudier les variations de la fonction wdéfinie sur J=1,+1{ par:

v (x)]?
(x) = 24—
wix) = (P + g
En déduire que pour x appartenanta |— 1, + 1[ etpour toutentier n supérieur ouégala 1 :
2

[P, (x)] < m

En utilisant la relation (14), montrer que pour tout couple (x, y) d’éléments distincts de R:

n . y =~ P ., (v)P,L:
& ks DRxIRy) = (0 + 1 BB = By RS
k=0 £=y
+ x)P -P,. P {x)
On notera : K, (x, y) = nt 1 Pooy(0IRY) 7 Pue )Rl .

2 x-y
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IV.6. Soit f unélémentde &(1). Pour n appartenanta N, onpose S,f= S (f)P.
k

-6 -

= {}

. +1
a. Montrer que pour tout élément x del, S, f(x) = J K,{x,v)f(y)dy.
-1
+1

b. En déduire que J K,(x,y)dy =1 et que, pc"mr tout élément x de I,
-1 +1
N R N IRV R IR

-1

c. On suppose de plus que f est k-hpschltzxenne sur I, c'est-a-dire que pour tout couple (x, y)
délémentsdel, | f(x) — f(y)l < xlx — H.

Montrer que, pour tout élément x de]—l,+1[: lim S, f(x) = f(x).

n-

+1 X=g
On pourra décomposer I'intégrale J en J +J

X+ € +1
+ J et utiliser IV.4.b. et I1.4.c. pour une
-1 -1 -

X=~E X+E

fonction de £(1) convenable.)

V. CARACTERISATION DES FONCTIONS DE C=(I) PAR LA SUITE (4, (f}).

On dira qu'une suite (& ,) de nombres réels est du type (S) si, pour tout entier k appartenant aN,
+ @

lasérie 5 nfa,estabsolument convergente.

V.1

V.2

V3.

n=20

Soit (c,) une suite de nombres réels du type (S). Montrer que, pour tout x élément de I, la série
+ ® 3 : .

S ¢,P,(x)est convergente.

a=0

+ ®© .
Montrer que sa somme f = 3 ¢,P,estdeclasse C*surlL

Soit f une fonction de classe C” sur I
+ @

a. Montrer que la suite (¢, (f)) est du type( )et quelasérie > ¢, (f) )P, est uniformément convergente

n=0

sur [ et a pour somme la fonctxon £.(On pourra évaluer ¢, (& f) en fonction de ¢, (f).)

b. En déduire que I'opérateur & : f ~Ff = £f + f estun isomorphisme de C*=(I) sur C={I).

. : . + @
¢. Prouver la convergence en moyenne quadratique de lasérie > ¢, (f) P,vers f surl, c’est-a-dire:
. ) n=0

Prouver également que I fii2= 5 (c, (NN

n=0

Déduire de V.2. et IV.6.c. que, pour une fonction f k-lipschitzienne sur I, f est de classe C® sur I si et
seulement si la suite (d, (f)) est du type (S).



