Proposition de corrigé : Banque PT — Epreuve C — 2021

Préambule

1. Une primitive de z — 2z sur R est 2 — 2 donc, d’aprés le théoréme de structure des solutions des équations
différentielles linéaires d’ordre 1, f est une solution de (€) si et seulement si il existe C € R tel que, pour
tout z € R, f(z) = Ce=". Finalement, 'unique solution de (€) valant 1 en 0 est f: 2 e .

2. Par composition, f est de classe € sur R et, pour tout z € R :

fl(z)= 2z
() = (42 — 2) e
()= (78:53 + 121‘) e’

f(z)=4 <Z‘ — g) <r + g) 67‘772

2

f(x) = —2ze™"

3. Pour tout z € R :

ce qui donne les signes de f” et f’ sur R. Par composition, liimf = 0 et, par croissance comparée, liim f =0
{o o) {o e

On obtient ainsi les tableaux de variations de f = |f|, f’ et || :

z —00 —V2/2 0 V2/2 1 +00

£ _ ~_
0

1

7 =1 e
0

0

D’aprés le tableau de variations, |f| admet un maximum sur [0,1] , et |f’| admet un maximum sur [0,1] et sur
R,etona:
max|f| =1 et max|f'| =max|f'|= 2
[0,1] [0,1] R e

4. (a) Soit a < b deux réels et f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur Ja,b[. Il existe un
réel ¢ €]a, b[ tel que : f(b) — f(a) = f'(c)(b—a).
(b) Soit € un réel strictement positif. Comme f est de classe € sur R, avec le théoréme des accroissements
finis, pour tout (z,y) € [0,1]?, il existe ¢ compris entre z et y tel que :

2
If @) = fW)l = If'()lle -yl < \/glw -l
ot I'inégalité découle de la question 3. Ainsi, en posant n = \/gs, on obtient bien :
Vi, y) € 0,1 |-yl <n=|f(2) - fly)l<e
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ot

. Montrons, par récurrence sur n € N, la propriété Z(n) : « il existe H,, € R[X] tel que pour tout z € R,
™ (x) = H, (w)e’x2, deg(H,) =n et x — H,(z) a la méme parité que n ».
Initialisation :
On a f(o> = f donc, en posant Hy = 1,on a f: x> Ho(z)e’ﬁ, deg(Hp) = 0 et  — Hp(x) est paire (c’est la
fonction constante en 1). Ainsi, Z2(0) est vraie.

Hérédité :
Soit n € N. On suppose Z(n). La fonction f étant de classe €°° sur R, f(”> est dérivable sur R et, pour
tout x € R : .
n [¢ —a? —a? —z?
FO () = o (H,L(m)c ) = (H,(z) — 2¢H,(z))e™™ = Hyq1(x)e

ot on a pos¢ Hyy1 = H], — 2XH,. En tant que produit et somme de polynémes et dérivée de polynome (par
hypothése de récurrence), H, . est un polyndme & coefficients réels. De plus, deg(H,) < deg(H,,) ce qui donne
deg(Hp41) = deg(—2XH,,) = deg(—2X) + deg(H,,) = 1 + n. Déterminons la parité de g : © — H,41(z). On
traite le cas ot n est pair (le cas n impair est analogue). Par hypothése de récurrence, x — H,(x) est paire donc
x + H) (z) est impaire ce qui donne, pour tout = € R :

9(~2) = Hya () = H}(~a) + 20H,(~a) = —H}(~2) + 20H, (@) = — o () = —g(a)

donc g est impaire qui est bien la méme parité que n + 1. La propriété Z(n + 1) est vraie. Ceci achéve la
récurrence.

6. Soit n € N. Compte-tenu de la relation entre H, 1 et H, et puisque deg(H,,) < deg(H,), on a
a(Hny1) = —2a(Hny).

Par suite, (a(H”>)neN est une suite géométrique de raison —2 et de premier terme 1 (car Hy = 1). Finalement,
pour tout n € N, a(H,) = (—2)".

Partie I

0

+o00
g(t)dt converge si et seulement si / g(t)dt

1. Soit g une fonction paire définie et continue sur R. L'intégrale /

J —oo J—oo

+o00
et / g(t)dt convergent. Or, la fonction ¢ +— —t est une bijection de classe ¥ de R, dans R_ strictement
0

—o0

+oo - 0
décroissante donc, par changement de variable, / g(t)dt et / —g(—t)dt = / g(t)dt sont de méme
Jo Jo

+00

+oo
nature. En conclusion, / g(t)dt et / g(t)dt sont de méme nature.
0

—o0
2. Soit n € N. La fonction ¢ : = — zhe
z € [1,400[:

est continue sur Ry donc localement intégrable. De plus, pour tout

‘SD(ZH <2 = ‘Z,ne—x/Ze—mﬂ _ O(e—zv/2)
T—+00
—t/2 st continue, positive
+00

ou la relation de comparaison est donnée par une croissance comparée. Or, t — e
+o0

et intégrable sur [1,+oo[ donc, par théoréme de comparaison, |p| est convergente et donc / © est
1
(absolument) convergente. Par Chasles, I'intégrale I,, existe. Le raisonnement est analogue pour .J,, en comparant

avec t — e'/? au voisinage de —oo.

3. Avec le méme changement de variable que dans la question 1, pour tout n € N :

+oo 5 0 N
Jn :/ z"e " d1‘+/ z"e”™ " dz
0 —0

+o00 0 +oo
= / z"eﬂ”2 dz +/ (71)”671‘2 de = (1 + (71)") / z”eflz dz = (1 + (71)")In.
0

+o0 0
ce qui donne, lorsque n est impair, J, = 0.

" 1 _, . .
4. Une primitive de z — ze ™ est x> 7§e’£2. Cette derniére fonction tend vers 0 en +oo donc

+o0 1 1
I = / e = e = lim —-e® = -
Jo 2 et 2 2
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5.

7.

1 x?

1 . .
Soit n € N. Posons u : ¢ — "t et v : 2 — ie’ . Ces deux fonctions sont de classe €' sur R, et, par

croissance comparée, uv tend vers 0 en +o0o donc, par intégration par partie pour les intégrales généralisées,

400 1)
w' = —Ip40 et / u'v sont de méme nature, c’est-a-dire convergentes puisque I, o converge et on a
0 0
légalité :
+oo N oo oo +oo e
—Ipio = / " (—ze ™ )do = / w’ = limuv — u(0)v(0) — / Wo=0-0- / (n+1)z" dz
Jo Jo +oo Jo Jo
n+1

done I, 49 = 3 I,.

. Soit k un entier naturel. Avec la relation de la question précédente, (I,,) est une suite strictement positive et,

pour tout n € N, Iy(n41y) = (2n + 1)2,,/2. On a, par produits télescopiques :

k— k— .
Top l—flz(i+1> B 1—[121,+1 B
Lo g L g i=1 i=1
(Qk)!I 2R T
22RO T 22Rp] 2
La relation de la question précédente donne, pour tout n € N*, I, 11 = nla,—1 donc, par récurrence immédiate :

k!
D1 =k = .

k—1 k-1 . .
1 o 1M @iv)x2 1 1 @k—1) (2k)
e L@+ =511 2 TOE9ET (F— 1)l 2F x 2FK

donce

Iy =

(a) Soit P une fonction polynomiale. Cette fonction est une combinaison linéaire finie de la famille (z > 2*)gen.
+o0
2
Ainsi, comme Jj, est convergente pour tout entier naturel &, I'intégrale / P(z)e™™ dx converge comme
J—oo

combinaison linéaire finie d’intégrales convergentes.
La fonction z — Q(z)% =% ot une fonction continue, positive et d’intégrale nulle sur R donc cette fonction

—
=2
~

~=* ne sannule pas sur R, la fonction Q% donc la fonction @ est identiquement

est nulle sur R. Comme z +— e
nulle sur R.
Soit P et @ deux fonctions polynomiales. L’application P x @ est polynomiale donc, d’aprés la question
précédente, (P, Q) est bien défini. L’application considérée est

symétrique car (P, Q) = (Q, P) puisque P x Q = Q x P;
— linéaire & gauche par linéarité de l'intégrale ;

o
~

— positive car, comme la fonction ¢ —» P(t)z(ft2 est positive sur R, (P, P) > 0;
— définie-positive car, par la question précédente, si (P, P) = 0 alors P est identiquement nulle.

(d) Ona:
+o00

(Ho, Hy) = / x (=2z)e ™" dz = —2.J; = 0.

(e) En utilisant HyH, impair ou I’énoncé on a également (Hy, Hy) = 0. De plus Hy = 1 et Hof = f” donc
fe o)

(Ho, H) = f"(x)dx = 0. On a donc Hy, Hy, Hy famille orthogonale de 'espace qu’ils engendrent : ils

J—oo
forment donc une base orthogonale de celui-ci. Il reste & les normer. On a :

_ 2D
2 z?
(| Holl? = f/ dr="2=1,
81 8 VT

AL 1/mﬂxhzd
= ; E r— —2% — — X
W=, T AT A,

et

16 > 16 [T oo
| Ho > = / (42% — 2)2e" da 4e*1 dzf—-/ e dz+—/ e da
NG T VmL T o

(Al AL+ Ip) = — (3—2+1)I, =8.

8 8
G NG
Ainsi, (Ho, H1/V2, Hy/2v/2) est une base orthonormée de Vect(Ho, Hy, Hy).
Remarque : Comme les degrés de Hy, Hy et Ho sont étagés, ces trois vecteurs sont linéairement indépendants
donc l'espace Vect(Hyg, Hy, Hs) est un sous espace vectoriel de Ro[X] de dimension 2, c’est-a-dire qu’on a
I’égalité VeCt(H(], Hy, Hg) = Rz[X]
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Partie 11

1.

6.

. On s’intéresse & la somme partielle S,, =

Vo € R,t— e~ est continue sur [1;2], donc la fonction F est bien définie.
2 2,2 2 2,2

De plus Vz € R, F(—z) = 71/ P 71/ e Udt = —F(x).
1 1

La fonction F est donc impaire.

. Soit z € R. Si & # 0, on effectue le changement de variable u = xt, donc du = zdt (changement de variable

2 21
dans I'intégrale d’une fonction continue sur un segment), ce qui donne F(z) = / e~ @ gt = / e du. Le
J1 Ja

résultat reste vrai si x = 0.

T
. On pose, Vo € R, H(z) = / e du.
Jo

7’![.2 7.7?2

La fonction u — e

p2x T
Or d’aprés la relation de Chasles : Vo € R, F(z) = / e du — / e du = H(2z) — H(x).
0

est continue sur R donc la fonction H est de classe C* sur R et Vo € R, H'(z) = e

0
Par composition et différence, on peut donc affirmer que F est de classe C* sur R, et :

2

Vz € R, F'(z) = 2H'(2x) — H'(z) = 24" — ™",

. On reprend les notations de la question précédente : si x € R, F(z) = H(2z) — H(z).

T +o0
Or H(zx) = / e~ du tend vers / e du = g lorsque x tend vers +-oc.
0 0

™
Par composition de limite, H(2z) tend vers % lorsque x tend vers +-oo0.

Finalement, F'(z) tend vers 0 lorsque = tend vers +oc.

n

Z F(2%) (définie pour tout entier naturel n)

k=0
On a alors, en utilisant Pexpression de F' obtenue a la question 2. :

n on+1
Su= / e du:/
k=072" !

on+1 on+1 1 1
e " du— e” " du tend vers ~— —
0 2 0

Or/ e’“zdu:/
1 0

La somme partielle S,, admet donc une limite finie lorsque n tend vers +o0, ce qui signifie que la série de terme
général F(2") converge.

e du grace a la relation de Chasles.

2
e~ du lorsque n tend vers +o0.

(a) Nous avons déja montré a la question 3. que Vz € R, F'(z) = 274" _ ¢

(b) On a les équivalences suivantes, pour tout réel x :

2

Fl(z)=0% 2e 4 —¢®

< In(2) + (741'2) = —z?
< 327 =1n(2)
In(2)
22—
= 3
/2 B In(2)
Sa= 3 ouT= 3
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(c) On a les équivalences suivantes, pour tout réel x : Or d’aprés la question 7., Vt > 0, te=4 < F(t) < et
Fl2)>0e gp—iz? 5 g=a? Par croissance de I'intégrale, on a alors : Vo > 0,/ te™ " dt < G(z) < / te dt

5 ; 1 v 1 v ’ 1 1 ’ 1 1 1
& In(2) + (—42%) > —a? donc : [7—3"“2] <G(x) < [7*6’*2] cetenfin: - — —e ' < Gr) < — e <
&322 <In(2) 8 0 2 0 8 8 21 2 2
, In(2) Dans un premier temps on peut affirmer que {g € R car G est majorée par 3 sur |0; +oof
Sr < ——
3

1 1
D’autre part, par passage a la limite dans ’encadrement obtenu, on a donc 3 <lg < 5

In(2 In(2
= - Lé)<m<\/7% .
10. (a) Pour tout réelxona:e””:zz
)

n=0

N

n!

L. . , In(2 X X T .
On a donc le tableau de variations suivant : (on a noté a = F' <‘/ %) , et on rappelle que F est impaire) (b) Pour cette question on va utiliser I'expression : Vz € R, F(z) = G(2z) — G(z) avec G(z) = / e du.
0

N too u2n
x —0 _ [In(2) In(2) 400 OrvVueR,e™ = 2(71)71 ]
3 3 n=0 :

too p2ntl

F'(x) - 0 + 0 - Par intégration terme a terme d’une série entiére, on a alors pour tout z € R, G(z) = z(—l)"iA
= (2n+ 1)n!

Le rayon de convergence étant infini on a ainsi le développement en série entiére de F' dont le rayon de

0 «a
Fla) \ / \ convergence est +00 :
—a

0

+

3

(71)11, (227w+11,21w,+1 I2n+l>

7. Soit un réel z strictement positif fixé. On a les implications suivantes (on utilise entre autres la croissance de la Ve € R, F(x) = m+1  2m+1

fonction exponentielle et la propriété dite de croissance de l'intégrale) :

n!

(@)
n!(2n + 1) '

i i

3
Il
o

1<t<2= 4<—£2< 1= 422< —222< 22 = o—da? < ot < o’ donc : Vz € R, F(z)
L ewae [ferta e [Certi s ot < et < o0 5 ae < Po) < aet
: e =/ e =/ e e =/ e <e Te < F(z) < ze Partie ITI

. . P - Soit n un entier naturel non nul.
8. On donne une allure de la courbe représentative de F sans échelle précise :

1. Soit x un réel. N

| Nous devons calculer Z kR, k(z) = k (n) zF(1 —z)n k.
I k
| k=0 k=0
|
| - n! k n—k n! k n—k i
B /1";2) i % ;kmx (1—x) = : kmz (I—2) car le terme est nul si k =0
|

30 In(2) n! K yn—k
Vs Dt

M=

-

EN|

-

i k=1

| nelo

| =n ( )wp“(l —x)nip onaposép="k—1

| p:(] p

n—1
_ n-—1 (] g)n—1-p
9. (a) Nous avons vu que la fonction F est de classe C* sur R, donc en particulier elle est continue sur R et elle =nr ( P ):c (1-2)
admet donc des primitives sur R. p=0
=nz(z+ (1—a)" !
-2
(b) La fonction F est positive sur R* (car / e~ dt > 0 par positivité de I'intégrale). =n
1
La fonction G (qui est telle que G’ = F par définition), est donc croissante sur RT. ot la derniére ligne vient de la formule du binoéme de Newton.
On peut donc affirmer que G admet une limite dans R U {400} en +oo0. Finalement on a bien : "
(c) On note donc £¢ la limite de G en +oo. Il s’agit dans cette question de montrer que {g est un réel et Yz € R,Vn € N, ZkRn.k(m) = nx.
d’encadrer ce réel. k=0
Remarquons que par définition, G est 'unique primitive de F' qui s’annule en 0, ce qui se traduit par :
R 2. Soit p €]0,1[. Puisque les variables (X7,...,X,) sont indépendantes et de méme loi de Bernoulli de paramétre
Vz € R,G(z) = / F(t)dt p, la variable S,, = X; + ...+ X,, suit une loi binomiale de paramétres (n,p), et E(S,) = np.
0
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3.

(a) D’aprés la formule du transfert, on peut écrire :
S, - k - k\ (n
E(Z2) = 2VP(S, = k) = il k(1 —p)n—k
(%)= C)rosn=n=2s () (o

On a donc bien : E (%) = Bu(f)(p)

—
=3
=

pose S, = ZXk. On a alors :
k=1

Sn
V17>0,]P’<‘77p‘2n> — 0

n—+oo

Dans ce probléme, nous sommes exactement dans le contexte d’application de ce théoréme (la loi commune

aux variables aléatoires X,, étant la loi de Bernoulli de parameétre p).

Fixons € > 0. Pour tout n > 0, par définition de la limite, & partir d’un certain rang tous les termes de la

suite seront inférieurs ou égaux a e. Autrement dit :

Vi > 0,3ng eN,VnZnU,PO&fp} 217) <e
n

k
(c) Soit n > 0. Pour tout entier naturel k on a '; - p’ <1 ou bien

LA
np n-

e feenfp o)

(d) Soit € > 0. Pour tout entier naturel n, on a alors :

Autrement dit {k eN,

[f(p) = Bu(f)(p)| = ‘f(ﬁl’) -E (%)‘ d’apres la question 3.a.

=|f(p) —

<%) P(S,, = k)

>
k=0
)Y P(Sn=k) - f(%) P(S, = k)
0

k=0 k=

(1) 1 (7)) P(S, = k)

P(S,, = k) d’apres Uinégalité triangulaire

o

3

=~
i
o

M=

=
I
o

D’aprés la question 4.b. du préambule, 3 > 0 tel que ¥(z,y) € [0; 1), |z —y| <n = |f(z) — fy)| < e

On considére donc un tel 7 et on va couper la somme précédente en deux parties, suivant si |[— — p| < 7 ou
n

bien

k
77p‘>77.0nadoncz
n

) = Bal$)0)| < Z \f(m—f(f)\msn:m ) ‘f(?)*f(ﬁ)‘ﬁ”(sn:k)

|%

Majorons chacun des deux termes & part :
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Loi faible des grands nombres : Soit une suite de variables aléatoires (X,,)nen+ indépendantes et de méme
loi. On note p = E(X;) l'espérance commune & toutes ces variables aléatoires, et pour tout n de N*, on
n

car ZIP’(S,, =k)=1
k=0

Pour le premier terme :

'ﬂp)—f(%)]u»(sn:k)g S ESi=h<e S BSi=h) <) BS =k =c
k=0

k=0 k=0

* <,, ﬁﬂ.

k_,

On peut également remarquer que par le théoréme de transfert

£ bo-s (@) m-sfro-s () e-)

L,
n

<n 77,,|<1,

— Pour le deuxiéme terme, on utilise tout d’abord l'inégalité triangulaire et le fait que la fonction f soit
majorée sur [0, 1] pour affirmer :

‘fp) (:’“)‘s\f() (%)

< 2ma )
< r[léjll)]c\f(t)\

On a donc

n k n S,

> 10~ 1 (£) |75, = 1) < s > B, = b = oo (|5 |>0) <
Eop|>n £ p[sn

Sn
ol 0P (|22 - )

S,
Or d’aprés la question 3.b., Ing € N,Vn > ng, P (‘—" 71)‘ > ’r/) <e
n
n

k
Done 3n0 € 2 0, 3 ‘f@)—f(n)‘ P(S, = 1) < 2maxl (1)
|§—p|>n

De méme que précédemment, on peut également remarquer que par le théoréme de transfert

> Jrw- s (&) [rs. =0 =8 (jrm-r ()
E (1‘57"71;'»]) _ P( S,

——p
n

»i,g_p|>,,) < 21[13521?|f(t)|E (1|§nu_,,‘>n) ,

>1).

Finalement, en rassemblant les majorations des deux termes, on a :

P

avec

o €N, ¥n > no, [(p) = Bu(£)(p)] < (1 + 2max| £ () )e

Cette affirmation étant vraie pour tout € > 0, on en déduit, par définition de la limite, que

Bu(Np) —= fp)-

n—r+oo

En allant un peu plus loin on peut montrer la convergence uniforme : par I'inégalité de Bienaymé-Chebychev

on a S Vi S
P(‘lfp‘ 2n) SM,
n n

1 —
Var(S,/n) = ZVar Xi) = p)

avec
- 4n

Sn
ou on a utilisé le fait quep = E ( ) et que les variables étaient deux a deux décorrélées (car indépendantes)

pour calculer la variance. On voit ainsi que pour € > 0 fixé

Ing € N,Vp € [0,1],Vn > ng, | f(p) — Bo(f)(p)] < (1 + 2r[132%>](|f(f)|)5
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